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I)ef1n1t1e. ~ heet .5eassocieerd met '\., als er een e is met ~-ll~ • 

19. Het begrip genssocieerd ls seetr1sch, reflexief en tranaitief. 

Def1n1tie. Is N(~) > 1, dc'!n heet .5 ondeelbaar of priem, nls bij de 

ontbinding ~ = ~ hf ti( 1 )::1 hf N~)=1 is. Elk ondeelbaa r getn 1 

heeft preciea 8 delers. 

We zullen de ondeelb1re getallen door de letter 1,vooretellen. 

20. Is o< met ii geassocieerd, dan is ook Cl.. ondeelbaar. 

Bew1Ja: Is '1 /ac:: ::.:;:\ oc-: :t '\ , e. n ()(. = e.. rr > ~ \t \ e. ,,. = 1. "\ ""-=l 
rr =- £'. 'X.11 ~ Y\ I rr ::i Y\ c: c of I'\:: e rr =- £, ().. . 
21. Is N( 5)=P., dan is ~ priem. 

Bewija: U1t ~-=-'l,5 ZOU volgen N(~)==N(f\)NC5) P=N( 7VNi.5), due of 
N(\)=1 of N(5)=1. 
Voorbeeld:N{2+31)=13., dus 2+3i 1s priem. 

Niet omgekeerd: Een priemgetal kan het best een samengesteld get1l 

tot norm hebben, b.v. N(3)=9. Toch is 3 on 1leelbaar., want uit 3= Y\ S 
N('\)) 1., N(~) )1, zou volgen 9-=N(rvN(_s), dus N(l1J=3. Is Y\_=a+ib, d',n 

zou a 2+b2=3 een oplossing hebben. 

22. Is N~) > 1., dan is er een ontbinding in priemfactoren mogelijk: 

5 = rr, rr !l . . . rr 1: . 

Bewijs: (inductie nnar de norm). Is N(.5):::;;2, dan is ...5 priem, dus kl~:::r. 

Ia N(~))2, dan zij de bewering bewezen voor alle gevallen waarvon 

de norm )1 en <N(~) is. 

Is 1 priem, dan f ==-Y\ , klaar. 

Is !, d:elbaar, dan is ~ = '\.5 , N('\) > 1, N(_)) )1, ~• N('!)= ~f~l < N(), 
N(,:S)= ~ < N(_!), dus Y\ ; rrl ... rr 4;,, ) .5 .:: rri·II ... rrt. -, ~: rr, ... ri" "c.. 
Nu de eenduidigheid, 

23. Is f\. 'O., ~ willekeurig, dan zijn er 2 get a llen ~ en ~ met 

~ = '.$ ~ + ).. , N(>,) < N( Y\) (Euc lidische c1 lgori thmus). 
Bewijs: .S.. is complex= A+iB (A en B ration8al). Er zijn dus 2 gehelc 
rationalet'\getallen x en y met IA-x \ (,}, \B-y l <}. 

We stellen nu x+iy== 5 en ~ - ) f\ = 't,., dr.m is ---"71: .., 'l. 

}:t.1'\,(1-5).:::~t(A ... x) ➔-i(B-o)~) lAl-=lf\lVcA-X);+(b-r1
) $ 

~ r t\ \ v\ 4" f < I"\ I ) N (~}=I ~ \ Q < I'\ I 1 ;:- N (rJ. 
24. Uit "a jvolgt 'TT It of ri 15 . 
Bewijs: We kunnen aannemen rr /f ~ , rr t ~ , te bewijzen: tr/ _5 · 

. ?nder alle getallen o< ! +f, If -,/:O moet er een de kleinste norm hebben. 

t>eze kle1nste norm is in elk geval <N(T1L daar N(~+(3~) <N{ff) biJ 
paeaende (i. Wegens if'/ 5 is hierin !; +~Tr ~O. e{en r word en zo geko­

tent dat d..~+(31f= 0 (O<N(~) <N{TT)) en N(~) zo klein mogelijk. 
ve,~we~n nu dat N(l)=1. Anders ZOU bij paasende )(., )\ 

:~,rXo+ ~ , N c~) < N ca> ~V\ N c"J > o 
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4=N(~)) N( ))=N( _§-,{·'J )=N(-2x+i( V52.2y ~--~) )=4x2+5( 1-2y )2 £ 5( 1-2y )2 .+.:"5 .. 
Stelling. Het is niet wa8r dat uit 1·,/5_5volgt t1/tof11/_5. 

Bewijs. 2 is priem, · danr uit 2= o< (3, /V(rx.) .>1, N(f) .>1 zou volgen 

4=N(o<.)N( f) -~~ 2=N(~ )=3 2+5b2 en deze heeft geen oplossingen. 

Neem nu Tl=2, g =1+i Vs~ .)°=1-i Vs-: . 
~_:s=6. Dus rf /5_.5 en 2 f 1+i trs: 2 f1-i V-s·~ 
Stelling. Ui t '.5 = ,-r1 • • • TT-2 . .:: TT1 ' ••• TT~/ volgt niet da t de rr 1, a fge-

zien van de volgorde aan if 1 geassocieerd zijn. 

Bewijs: 2.3=(1+i Vs)(1-i \(5). 
Alle vier factoren zijn priem. Voor 2 is dit bewezen, voor 3 gaat 

het bewijs analoog. Voor 1 .±. i Vs'volgt het als volgt: Zou 

1 +iv'?= o<(3, N(o() )1, N(~) .>1 dan ZOU 6=N(1+i V°5J=N(OC)N(f)-=~N(();',)= 
=2 of 3 en dit kan niet daar a 2 +Sb2=2 of 3 geen oplossingen hebben. 

2 1 s n i et u it 1 + i ~-'s en n i et u it 1-i Vs g e 3 s soc i e e rd . 



doo:-:--

Definltie: Is e,::n ·:r:·e1' e.,~r:i v,;ir.: de i.<l t18 n t € f ( X ) l'\ ' + =ax 4- ••• a, 
!) ?'l 

Stelling: Heet't f (;;) 

f(x)g(:x) de gr;;;11d n.,. 
d. ::xaed n,.. 

I 
en g(x) de graad n2, dan heeft 

I 

Met P duiden wi,:i a~~~ bet 11r.:.;-:~a:~m der rritionele getallen, met .D. 
een willekeurtg gF:taT:EnUchacm. 

Def1n:ltie:Een veeltern; f(x) he?t veelterm inn, ala al ziJn co~f-

Stellin~: Zijn f~x·i en 2·(x) ve 01 Jtermen in .. 0 .. , dan is dit oo\{ het 

geval met f(x) ~ g(~) en f(x)g'x). 

Stellin1;,: f(:x) en ,x) zi,1n vc"'ltermen in {t, g(x) ~ O. Dan bestaan 

er twee eenvoudif b psalde vef :.;;crmeri q(x, en r(x) in il met 

f(x) = q(x)g(x) + r(x', mPt r:x) a c of graad van r(x) < graad van 
g(:x) • 

Bewi 1JB: Is f(x) 
,.,, 

-· \ .. /; d: n t'(:'.) ! o., q(x) ii! o, tr1vi:a31. 

Is f(x) - 2. d,n ts qx) ;;;: o, r(x) - a, ale gr g > O, en als 
g(x) ~- b. 

Is f ' g,x) -· ,_. 

a d, ·1 :~s ~(x) = i~ r(x) :E 0, als gr g = O, tr1.vJ aal. 

, 3 · ~ 0), clan is q(x) = Jt(:x), r(x) = O, 

triviaal. [-:til ·,:· p_: , 1, en er f <. gr G, dan q(x) == o, 
r(x); f(x), tr ri,a: .. :,:i,J lcunnen dus aannemen gr f i gr g. 

Volledige lrn~uc iC', _ s gr f = n, dar:1 stellen wij de stellinc 

bewezen voor v2 ltcr;1en van graad n-1. 

f(x) + a ' 
11.' 

8 in U, ao /. 0 rn 
··1 

g { :x) __ 1-1 •• 1 + + ·,, ,, 1. n fl. , b I •"'i n f p • ... <f.. • • .., p' m o 1.,' 

a 
Beschouwen veel'.-:rm: <f'(x'1 °0 f(x) - Ff:- x n-pg(.x). Dit is 

0 
veelterm in D .• ~aaJ i S n-1, hierop due stalling toe te 
paasen. -f(X) = :1 (x)g(x) + r(x), gr r <. gr g, r(x) in fl. 

f ( x) L1 ( x ) g ( ,~ ) + r ( x) + ~ x n-p g ( x) 
0 

, \ r ( , ao n-p } , 
(, \ X J 1 Q 1 X ) + 0::- X + 1' \ X ) • 

Dus a(x., 4 ·d •!- _ar:,_ xn-p '" .• J - ·,_,, ,. C • 
f 



... 2 ... 

Eendu1d1ghe1d: U1t f(x) • q1(x)g(x) + r1 (x) • q2(x)g(x) + r 2 (x) 
zouvolgen: \q1(x) -q2(x)\g(x) •r2(x) ... r 1(x) .. 
Rechts graad < gr g, links i gr g, tenzij q1(x) ... q2 (x) • 0 en 

r 2(x) - r1(x) = o. 
Oevolg: Is fl.Pen b0 = 1, dan q(x) en r(x) in fl.. met geheel ratio­

nale co!fftct~nten. 

Defin1t ie: :j heet re l~~J .. e.£_ ale;ebraisch t .o. v • .n., als er een veel­
term f(x),; o bestaat., met f(~ = o. 
Men kan zelfa het be:staan van een veelterm in f(x) inn eisen met 
hoogste co~ffici~nt = 1, want ala f(x) inn en c de hoogste coUff1-
c1Unt ts, dan is ook 4tl een veelterm in nmet dezelfde wortels. 
Ian. P, dan spreekt ~en zonder meer van al5ebra!eche getallen. 

Voorbeelden: ¾ is algebra'.i:sch t.o.v. elke n die 1T bevat, immers 

x~-W--o. 2 1s alc;ebr.,immers x-2=0, 1 is algebr.immers x2+1•0 of 
X -1•0. 
Defin1t1e: Zij ~ re1acief algebra!sch t.o.v. 0, en n de graad van 

de veelterm in nmet de laagste graad met wortel J'J dan heet n de 
relatief-graad van ,)' t .o. v. f)_ • Is f2. == P, dan kortweg de graad van 
,$ • n hangt van ~ c:f, en van fL. In hct lichaam van Gauss P( 1) 

heett 1 de relatief graad 1, immers x - 1 = O, in Pde relatief 
graad 2., 1mmers x2 + 1 = o. Elk ~ationaal getal heert de graad 1. 

Stelling: :f is relatief algebra!sch t .o .v. !L, relatief graad = n. 
f(•) is een veelterm met f(~) = J van graad n. g(x) is een w1lle­
keur1ge veelterm met g(~) = o. rAn is g(x) = q(x)f(x), q(x) in fl. 
Bew 1 j S : g ( X) = q ( X) f ( X) + r ( X ) , q ( X) en r ( X) 1 n ().. , r (JC) , 0 0 f Van 

graad < n. Di t ~.aat~te ka,1 niEt ½'egens r( J) = g('\J) + q (~ f (10) = o, 
en de definitie van n. 

Definitie: f (x) ~ 0 in D. . f(x) ':1eet reducibel in .0.., als er twee 

veeltermen van lagere graad r 1(x} en r 2(x) bestaan., zodat f(x) = 

r1(x)r2(x). Is dit niet het geval, dan heet f(x) irreducibel. 
- de ste Voorbeelden: Elke veelterm iniLvan de o of 1 graad 1B irre-

duc1bel x2 + 1 is in P irrec';ucibel, in P( 1) reducibel, nl. (x+i)( x-1). 
~ is algebratsch van de g~aad n. 

la J relatief' aigebratach ': .o. v • .0. van 

+ • • • + an • 0, a1 1 n fl.. , a O y, 0 . Ook 

.if° + b~n:•1 + •• • + bn • 0, bi inn .. 

....n .,..- n--1 
graad n, dan is a0..; + a 1-v + 

kunnen wij zeggen: 

D1.t; 1B de en1ge veelterm van dezfl gedaante van graad n. 



Was er nog ecn, dan w::iu ...,..,ool,: •.:en. wcrtel ven het verachtl van ln< er(~ 

graad, en dit kon niet. 

xn + b~xn-·•i •i- ••• T b 'heet kAnoni.du: ve£ilterm vart ;s· 1.n fl. Van ·{1/2 
I n 

1B xn - 2 de l,canonic\<1 v,~clt,:rm. Iclt.n:>e ka~onl ·kc veeltE~rm is 1.rrr-

duc lbi: 1. 

Stelling: In r(S) ~" (J, ~~ari is f(x) deelbaar door de kanonieke ,H'f71-

term g{x) v::m ;;j. Is iedere wortel vBn t{x) ~"' i) ook wortel van g(x)"""n, 
.~ f( \ ,, ( \ih: > "'1. u8n 16,. X, \'l: Ctg,XI!:, !{:: 

> f \ .... Bewtjs: gr f i,: gr g. Is gr f ""'gr gen flx, :i.::: a0 x" 

d~m ie c "" a"'. 
V 

Is gr f > gr g, dan vollcdl 1nduct1e. f(x) is deelbaar doer c(x), 
dus f(x) = q(x)g{x). I£dere worttl van q(x) = O is ook wortel von 
f(x) • o, dus ock van g(x) = 0, q(x) is van lag~re graad dan f(x), 
, j )l{ ,, , .)k"'+-1 \. )\k 

CIUS q ( X ) = C 'l l g ( X) J 1 , ,: ii f \ X ) "" C '1 \ g ( X: J j I ' "'"' C g ( X , j • 

Stelling: Ern lrrt::cluc1te:, v0.e1te1'm 1,H:ft met geen ,mkf le Vt.elt1°:rrn 

f(x) van lagerc iraad etn wortel ge□etn. 

BewiJs: Gr f < gr g, dan ~ou f(x) = q(x)s(x) en gr f) gr£. Tegerl­
spraak. 

Stelling: Iedtre 1rreduc1t~l1• veelterm bszit alleen enkelvoudi~e 
wart.;ls. 

Bewijs: Had g(x) = C meer~oud5ge worttls, dan waren d1t ook wortLls 
van 2,x) = o, en dEzt 1s ~an lagcrc graad. 
Stel ksno:1idCE: VL!'fcli Jkt:r van :::r 111 n .. ls: 

De wortels z1.,::-: 0"" -0~, :'f~> . '\\t_;,:1 j 11;,2ten 

g(x) = xn 
:"\' _I ,Y' 
'l.1 F \J • 

J 

~1., l "'• • I\)~ LS oolc 11. ...... . . .... 

+ ••• + an ··-· 0. 

Bewi:;s: Stel e.raad van 
"r 

f(x) = o. Daar -3( •;Jj .. 
kanonieke vercellJkLnB 

zcu &(x) = f(x)q(x), en zou 
g(x) reducibel z1Jn. 

Defini.tie: ~ 1 , 1'01.,- . .J....., heten clc aan J toect,voe;de getallen t~o.v. 

_Q. Dezi:- hebben dus de:::;t;lfdc kanonir~ce V<' rt7-eli Jkinc. 

Vocrbeelden: :J' ""'~· t:anonleke vcrfellJki:1g: x3 - 2 "'" o. Toege­

voegde getallen: S) .J(-!+}1.·{3), V( -½··}iVJ). 
In P(ih~"" a+ ib, 'b /. c. Kanoniekf: vergeli,1\<ing. 
2 ? 2 x - 2ax +a-+ b • o. :oegevoefde getall~n a+ 1b en a - ib. 
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St.elli f_: Is r (x) ,. O voor ~ , dDn oc~k ·,,o~'>I"' 

Gehele el~ebraTsche ~.etallEn. Lichaam ts P. ~ ls al~ebratsch met 
graad n. Kanon1.eke vern,llJlci.n.:.: van J: x 0 + a,1xn- 1+ ••• + an = O. 

Oe co~fficH?nt1.:n zi ;in ration~rnl. 

Oefinitie: ZlJn alle co@ffict!nten geh2el rationaal, dan noemt men 
,Al -

J geheel algebratsch. 

Deze defh1itlt: :'. .. s n.let in st.rt,):.: met 11i:,t bE:Crip 11 geheel 11 in P. Ook 

ni~t dlE in P(1). 

Voorbeeld:"''72 ls geheel a1,:·ubra'.l'.ach. 

geheel rationaal ~etal 
In Pis retionaal getal --·----~-- ~ . "" ge1 eei rai: ion·aa_,J.,..._;. __ e .... t_a_I • 
Nu de 

~r~~-1 al•·cbra!sch ·etal Stelling! fa~n algebr•r.i!sch ?:et~il "' .Ji::..:,!;:.t.. ' ~- ' ~- gsnee1 ra 1onaa ge a 
rnt: t k:rmon~e'.{,~ v0. ri,E 11 Jktn;g 

• 

~-~wi,1,~: ;J' is alf:ebra!sch 
xn + a1xn-1 + ••• +a~~ 

,., 
,~, r,•e+. ·1 ":,•··1· ot·,a<:>l -· gegeci ra~ionaai ,..,, J} ,1l ,.,, C. • ,_,1 t, . . l Q __, 

1 ge ee ra onaa 
W1J vermenigvuldigen met net produc: v~n de noemer, zodat de vE•r-
gelijking. wordt: 

n n-1 bx + b1x + ••• + bn = O lb ~ o), b. geheel rationaal. o '·o 1 

St;al x = {-. v~:r::;2li k1nr. wordt c:m: 
0 

n n-1 n-·1 '"' ., Y + b 1y + ••• ·+- b0 bn "" , . t:Zt:: verr,t:liJk.'.n~ is kanoniek n:L t 

geheel rationale coVffic1tnten. :us y m seheel algebra!sch. 

X .... l- ;.-::: eheel al '.ebrc!S~h "'"Ctcl 
O gE 3 .. 



ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN III 

door 

Prof.Dr B. Meulenbeld 

2 November 1955 

Stell1ni• Laten g(x) en h(x) veeltermen zijn m.et geheel rationale co@f­
t1cilnten: 

g(x).a 1x1+ ••. +a 0 , (a 1 ., ... ,a 0 )•1, a1~o. 
h(x)•bmxm+ ••• +b0 , (bm,···,b0 )-1, bm~o. 

Z1J g(x) h(x).c 1+mxl+m+ ••• +c 0 • Dan is 

Bew1Js. Ongerijmde. Was het gestelde niet waar, dan zou er een p zijn 
die deelbaar was op alle c1 . Daar (a 1, ••• a0 )m1 en {bm•·••ib0 )=1 1s p 
niet deelbaar op alle a 's en niet op alle b's. Er 1a due een A en een 

~<.met Pf aA, Pf b.A- en p/a 0 ., ... .,p1a ;f-1 (als A )0)., pib0 ., ••• ,~,_1 
(ala~) O). Nu is 

Co•aobo; c1=aob1+a1bo; c2=aob2+a1b1+a2bo; ·•·· 

o A +fa.•& ob A + Jll +a 1 b A +,,/4(.-1 + ••• +a A ¼ +a ). +1 b~ -1 + •• • +a i\ +,l'.l o • 

p 1a deelbaar op alle termen behalve op a A¾' due Pf ci\~· Tegen­
spraak. 

Stell1ni• Laten g(x) en h(x} veeltermen zijn met geheel rationale co~f~ 
f1c1¥nten: 

g(x).a 1x1+ ..• +a 0 , a11o 
h(x)•bmxm+ ••• +b0 ., bm~O 

g(x) h(x).c1+mx1+m+ ••• +c 0 • Dan is 

(a1~•·•,a0 )(bm.,···,bo)•(c1+m, ••• ,c 0 ) 

Bew1Js. Noem (a1a•••,a 0 )•A.,(bm,··•,b0 )•B. 

~ • G(x). h~l • H(x). Dan 11 s[xbh(~) • o(x) H(x). 
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G(x} er: H(x) voldoer1 aan de veronderstellingen van de vorige etelling. 
,cl+m i: o 

Du.e (-w-,_ .. , rg) "'1, of (cl+rn"· •••. ,c 0 ) 111 AB. 

Stellin5. Onder de vet'onder-stellingen van de v1-":irige stelling geldt, d:1 t. 

ala keen geheel r:::~tlonat:11 get,31 ts met k1,~~.V voor> \)..,o., ••• ,1+m, ook 

p.O, ..• , 1; q~o, ... ,m. 

Stelling (van Gause) Ia een veelterm met geheel r•ationale co~ff1ci~nten 

reauc1bel, dar1 is deze 1.n twee veelter-men te aplitsen met geheel rationn­
le co~ff1c1@nten. 
Scherper: Uit f(x)af 1(x)f2(x)(f(x) geheel rationale co~ffic1~nten, 

r1(x) en r2(x) rationale co!ffici~nten) volgt, dot biJ geschikte rat1o­
nt,le ~O de veeltermen p r1 (x) en .1 f,..,(x) geheel rationale co~ffici~nten p .::. 
hebben. 

BewiJe. r(x)~r1 (~)r2{x). 
r1(x) en r2(x) hebben rationale co~ffici~nten. We kiezen nu twee natuur-
11jke getallen Men N zo, dat alle co~ffici~nten van M r1(x) en N r2(x) 
geheel rationaal zijn. 

a 1 geheel rationaal 

bi geheel rationaal 

MN f(x)=g(x)h(x)=cl+m x1+m+ ••• +c 0 , c1 geheel r-ationaal 

Volgens een der vorige etellingen is: 

(a 1, ..• ,a 0 )(bm,···•b0 )=(c1+m, •.. ,c 0 ) 

Kortweg: AB= C. 

Juidelij k: 1a t C=MNQ., dus ABmMNQ. 

MN f(x)c(a~x1+ ••• +a )(b xm+ ... +b) 
.1 0 m O' 

l ( a1x + ••• +a 0 ) 

f(x)= ----­
A 

fb m b) \ X + •.. + m o 

B 
r-, 

• "I, 

Be1de veeltermen rechts hebben geheel 
M r 1(x) N r2(x) 

f(,;) ... --- • 

rnt1cm1~le coijffici~nten. 

·Q' . ' 

A B 

Noem: m p, dan ia f = ¾; dus .f(x)• [Pf'1(x}} f; r2 (xj • 

Stelling. !~ ~ ••n wortel van een veelterm met hoogate co@rr1cU!nt 1 en 
'1~•,: ' 



,geheel rationale cl".!~t'ficl~nteni d,m is J"' eeheel. 
Be~,Ja. Stel die VEH)lterm 1<1 ,..~(x)zx111'1"bn-·~xm-"1+ ••. +b 0 

rende kanord.eke vee l te I'l:t :L, 

Te bewiJzen is, dat n11e a 1 3 geho!:!l rntionanl zi,jn. 

Nu .ta g{x)""q(x)r(,~), q(x} in P. De i'Log~te cc~ffi1,}i~nt in q(x} (die VDil 

m-ri) "' \. 1 bi ~ .. ~ x ... s 11 er ·J ""l• 

Volgene de vorige stelling k~nnen ~~ nu een geachikte geheel rationa:: 

P ••irden zn d~e· ~q/T) en 1 ~,.\ ~n~A~, ""~~on~ 1e ~0M1~r_1~·.1.'Mnten 11~e·t1'0e•.1, '-' "'J , ,.,; c, ,,,., \,ci.. 1 • ~ 1 ~ .~\,, 1; t:,·t.:.,1' . .: .. -.;;; .. .,.., J. 1:J t,..L '-·• ·• .,.. _c ....... t" ., .. 

xm-n heeft 1.n cq(x) de c:ot!ff'ici~nt c; xn heeft in ~ r(x) de co~ff'1ci~r~t 

J. Due zijn c en J geheel rationaal, due C= + 1. Alle co~ffici~nten 1n 

f(x) zijn due geheel retionaRl. 

Oeta llenlichrrnm Jl . v' is eeu wil1eki':!Ut'ig gets 1. Vorrnen nu .. n. { 7.,1"). :y t 
is het klelnste l:tcht;am 1fa t Jl r.mva t en {!',, beva t. Ligt i/ in _(2..., dan is 

.f1.(4r::fL Li~t if nlet in ..(L, dan ia fl({/)> fl... 
Defin1t1e. Is J l een get!l1len:tichaam, V een relatief algebr.::i!sch ge-':1 

t. o. v • .fl.., dan noemt men he L J ichasm, best a ande ui t a lle geta llen var. 

de vorm. F(-ff') , waarbi.j F(x) en G(x; veelter>men 1nttzijn en G(V)/0. 
G( ,·v1

) 

een rela tief' a 1gebr~1'.:1::i,;:·1 ~!e~;a lJ.enJ ~cL,1am t. o. v. _()__ .. 
(Dat het een getallenlinhaaD is, is zee~ eenvoudig te bewijzen). 
Is .fl..,p, dar1 spree1':t rr.er: i:o~~:.;<Jei:; ·:Fln :1 lgebre'.tsche geta llenlichamen P ( ·j ) • 

Voorbe,,,.ld ('etal]enl ".J.' n1-"•'1:">..,.\ ,.,,,., Ga•1·"'s"' pf 1·) ,:;;; ,.A (It f . ...... -..~_,.J, ,di!, \ S,.l.l ,, ,:;i ,1o, \ IS 

Stelling. Ala 'V dP r·elatiefgraad n heeft t.o.v.Jl, dan kan men elk 

getal r:I,, vanfi( 1.,'r) op er•:-1d·.,id::ge 1-.,riJze schrijven in de vorm cA =t>( v' ~ ., 
waarb1j r(x) $0 :ts, of' E'.'C:n v'.:":eltcr·m ts i.n FLvan hoogstens graad n-;1. 

OpmerkinS d- =r( v') heet dan de ~rn:'akterist:teke schriJfwi,jze van V . 
BewiJe. Voor n="l behoort 1f tot JL_,er: is de stellirig tr'iviaal. 

Ulten 41 , ••. ,,,[/n de re·latief toegevoegde getallen 

{,. .. V. Dan is ook G({/.)-,/0, voo1" :t:,·'1,2, ••• ,n. 
I ... 

van -fzijri, met 

We schr1jven 

VolgflJUfd•. atelling van de symmetrieche 
ult ~, , . . n in ,4. oolffio1J:nt van de 

ta d"j: tl~k ~•n "ri geta i' (3 u1 tfl . 

functiea is de noeme:r rationa,.i: 
~ 

kanon1 Pk!' vergelijking van ·1)1 • 

Ia de 1Gtnon1eb '°~"ltet'1n van r{xL dan ie oms 



Ru 1a -fl(' -,. r ( x )-f ( 1';) n 1 _., n 2 . 41""' 
(x-v 2 ) ••. (x-Yn)• J'. •X - +gn_2 (11 1 )x ... + ••• +g0 {v 1 ), 

x- 1 

waarb1j gn_2( ,11 ), ••• ,g0 ( ~) veeltermen 1n .. J1 zijn. 

Dus 1s O(V2) ••• o(1"n)•F1( ~), met F.(x) in.fl, en 

F( V1 )F 1 < v'1) _(Y' fl 
~ • /3 · • g ( "V 1 ) met g ( x) in .l L... 

Ver-der 1s g(x)-q(x)f(x)+r(x) met graad r(x) < n-1, alles in .fl. 
==-

r/,. •g( {f1 ).q( f/'1 ) f ( ~) +r( ~ )=r( 1":;). 
Eenduid1&he1d: Was t;). •r 1 ( ,r').r2( V)., dan zou r 1 ( 1"1)-r2( 1/)=0, en r vol­
doen aan een vergelijking met lagere graad dan n. Tegenspraak. 
Elke ol uit fi( ~) 18 dus voor te stellen door de karakter1st1eke schrijf'­
wijze: 

Voorbeeld. P(\Y""2). 

ex,.. B+\Y"2+~ is altijd te brengen in de vorm: 

6 \'J/'26- ~+7\Y2-2 

c0 +c 1 \;f,/2-+.c 2~+ ... +c6~6, met c0 , ... ,c6 rat1onaal. 

Stelling. vheeft relatief graad n t,o.v,.fLti11••· Vn zijn toegevoegd 
nan if• ,tt;. Is d,.. =R( V) (R(x) veelterm 1niL), en r(x) de in de karak­
teristieke schriJ fw1jze optredende veel term, dan is R( -J; )=r( 1/v) voor 
v-1,2, .•• n. 
Bewijs. Uit R( ir)-r( VJ=O volgt R( Vy )-r( v;- )==0. 
Stellin£5 1. ~ heeft relatief graad n t.o.v.ft. d. is een willekeut'ig 
getal in!l(,i). Dan is c/.. relatief algebr~tsch t.o.v • .fl.voor relatief 
graad l, waarb1J.1 een deler van n is; 

2. l 1e het aantal verschillende onder de getallen 
r(V:,)11 .... ,r(ti;;) waarbiJ r(v) de karakteristieke schr:-1Jfw1Jze voorstelt; 

3. Elle del' verschillende geta llen r( ti:;), ... r( ~) komt T maa l 

voOl'J 4. De verachillertde van deze getallen z1Jn de aan r:J... toegevoeg-
.4e getal~en.. .. · 
~LI!• { &.-r( IT.,~ [ x-r( 17; >J ... f x-r( t'";, >J -0 (A) 



het)ft wor•tt:~l o/.. • Volgens de stelling det' aymnatrische funt:"t1.es zijn de 

t'!O~f!'ic 1l'nten Vftn oeie v,~:el term in het li.n?<erlid g(;ita llen in il. d. ls 

dus alg~bra!ech van de g~aed l ~ n .. 1 
Kancn1tike vergel1jking van oU >..~•b1x1- + ••• ·i-b1-o. <:J. 1,J Q(j (B) 

bi in n. Een der wortels ls d.. l:J'!r(V). Dus :r.1.jn ook wor-te1s: 

r(v'2L ••• ,r(vn). Allt:, wortela van (A) z1jn ook wortels van {B). Dus 

volgens een vroegere stelling: 

[ x-r (1/j j ... f x-r( t':~ =c [ x1+b1,J-1+ ••• +b1} k ( ~ 1niL) 

Eerste co~ffici~nten z1j~ •1, dua cm1; en n=lk 
Hi.ermede a lles bewezerl. 

Stellin~. rsll(v)==D{E)), dan hebben Ven e (jet,elfde rclatief gr:u::id. 

Be_w1Js. Ste 1 zY- heef t re la tie f graad o, en 0 m. Volgens de vor1ge 

stell.ing is, de·H"' G totflCi.'71 l:ehoort, miri. Evenzo 1.e n im, dus m=n. 

De relatief graad van alle voortbrengende getallen van een relatief 21-

gebra!sch geta llenlichaam t. o. v. ills onn fhankelijk van da t voortbrcn­

gend getal. Men :spreel<:t daarom v,3n de relat:tef 5raad van een relatief 01-

sebrlHsch s;etallenlichaam. Is fl=P, d,rn spreekt men kortweg van de e-ra~id 
van het algebra!sch get2llenlicheam. 
Vo,rbeeld. d... = \1/2 is van de graa('l 7. Allc getallen van F(\Y2) zi,Jn 

voor te stellen door 

t3 \ 1 r;.2· \7 026 f - ""c O +c 1 v c + ..• +c 6 / c • 

De gi"aad van~ is een deler van 7, dus 1 of 7. Is dit 1, dar1 is {3 rn­

t1oneal en c1"=c 2= •••• =cc=O. Is m1nstens een der zes getallen c 1, ... ,c6/o, 
dan is [3 van graad 7. 
Stelling. De relatief ~1lgebrn!sche getallen t.o.v.llvormen een get.:Jllen­

lichaam. 
Bew1Js. We moeten bew:1.jzE:n dat r1ls ,;;;1-. en ~ r-ebtief alge·braisch t.o.v • 
.f2.z1Jn.9 ookct ±./3,oi...~ en i (0/0) dit zijn. 

n . 1 ~ Is 1:;;i relatie.f algebrn!sch. dan ook _:., Immers voldoet aan 
I - • ~ 

m . m-1 . 1 (3 +bm_1 (3 + ••• +b0 =0, dan voldoe,t ~ ann 
I 

1 m 1m-1 ~ 
(~) b0 +((3) b 1+ •.• +1=u. 

Het bewijs voor ~ is dua tet~ug te brengen tot dat van <::i. .1 . 
Du1del1jk ia dat 13met (3 ook - r relatief a lgebra!ach is. (lHet bewiJs 

<:J...- {3 dus terug te brengen tot dat van c/... +(- /3). 
We moeten duB bewijzen oat <;I.. + {!, en ol{l relat1ef algebra!sch zijn. 

1. <;l. +@. ie relatief a &ebra!sch. 

a. le algebra!sch. Kanonieke vergelijking: Yli n+a 1xn-1 + ••• +a -o. n- n 

VOO!' 
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m m-1 !r'\ 
~ 1s algebratsch. Kanonieke vergel1jk1ng x +bm_1 x + ••• +bm•v 

(a 1 en b1 in .fl.). 
Ik vorm nu de getallen: 

• 
N=0,1,.2, ••• ,n-1 totaal 

M=O, 1, 2, .•• , m-1 

Nu is 

} nm-k getallen J1 , .•• ,,k 

Is N•n-1 dan o<. rn n M M( n-1 ) 
· I n-1, r<' d.. fi = - P 8 1 al. + • • • +an 

• -a 1Jn ... 1 .,M-a 27'n-2 ,M ... -an'o,M en is dua een som van 7 1 s. 

Geldt ook a ls men vormt /J J N .M. 
Steeds geldt dus: 

c(1r•Ar,1 3/1+Ar,2 ~2+ ... +Ar,k 7k 
fl?Jr•Br,1o/1+Br,272+• •• +Br.,k ~k 

Stel cJ.. + (3 = r, dan 1s 

41Jr•0r,1 o/1+cr,2 o/2+· · .+cr,k Pk 

(A's in fi) 

(B's infl-) 

voor r=1,2, ••• ,k (c •a in 12). 

Hier staan k 11nea1re homogene vergelijkingen met k onbekenden J1 , ..• , ;i<· 
Alle "7 •a z1Jn niet O, want J 1= Jo,o=1. Dus de determinant =0. 

c11-~ c12·••' c1k 

C 21 C22- d . '.02k 

Hier staat een vergelijking ind van de graad k=mn. De co~ffici~nten 
liggen in .fL Dus O • d.+r is relatief algebra!sch t,o.v.ft. met 

graad < mn • 
. Is JL!°p, dan hebben we h1ermede nog meer bewezen v~or het geva l da t cJ. 

,.eri (A geheel algebratach z1jn. In dit geval zijn de A's, B's en C 'a geheel 
,~ti~naal. De hoogete colffieit!nt van de vergeliJking in f ia •1. Dus 

{J~~~tP ()Ok r •QC.+ /3 geheel algebra!sch. Op analoge wijze bew1Jst men: 
t~fJ,~7';llf relatief algebrtUsch.; en ale o( en p geheel algebrataoh ziJn., 

)~•t:~ p dit ook. 
'.I ''' f 



ALOEBRAISCHE GETALLENLI:;HAMEN IV --,---------·- .. .. - . -· ·- ------
d<wr-

Frof .Dr B. Meul~nbeld ____ ,_____ ·-
1f'-1 !',Tc,vern1JP » 10:·~r~, 

•J \,. ,, t ...., J • ,,., it. _,,,,,. .. ,•' , ... , 

:S~ellin,5,. 
·1. Ia .,,tL~•+«_.,,v.r'- 1+/3!1-4r-'?+ •.. ,+l(,U..+ A ~:O (r· > C), en zijn d-.d'~ ... , :M)I 

algebr-atsch, ~lan is/ .. (., 1.le;ebr•r•tscri. 

2. Zl,jn de .:;of!fflGH!nten t:~vend1en geheel, dan isµ- geheel. 

«,~ , ... zljn algebrnisch, v0ldoer dus aan vergelijking: 

"q"-] "> q-'1, l () ..., . . . . 1 l'l •r· • • • +· - o= , 1.J-' 

rnet rationale (c.q. geheel retionale) co~ffici~nten. 

Noem nm ••• qrx::k, en noem de getaller! -·7.1, "72 , •••.• ''7k 

I ,1 ) \ : 

N M .,Q. R 'I .. 
cJ, f-, • . . n ,,Al- J.e ~-

}Uerin ie 
N+1 M ,., r- ··\ 

Oi. (3 • • /1 '\~L - -

In ieder geval ie 

N+1 M \ t"-•'1 
:.X {3 • • II # = C ,•1 "i7 ,, + , • +C, .. -11;,. 

, I l l, / '.'\ 
met rationale (c.q. geheel ratio-

nale)co~fficiijnten. 
Dtt paat men toe op alle anderEi term.en van (1). 

Dua ,.,.<c.7-=d 1 o/1+ ... +dk i\: niet r·ationale (c.q. geheel :i.·ationale) co~ffj_­
c1@nten. Bewijzen dan weer met de detE:rr·mirian t da t ~ alge'bra iach ( c. q. 
g&heel) 1a. 

Gevo!g. Elk relat1ef t,lgebraiac~, getal t.o.v. een algebraisch lichaam 
ls een al.gebraise.h geta:t. 



Stellina. Bij twee algebra1ache getallen cJ. en f., t.o.v. fl bestaat er 
een algebraisch getallenlichaam ft(t)., waartoe 0(. en /3 behoren. -C 

last z1ch zelfe schrijven in de vorm t • v ,,_ + (3, waarin men v geheel 

rationaal kan kiezen. 
Dit is de stelling van~- Met dez~ stelling kan men due de adJunctie 
van meerdere algebraische getallen terug brengen tot die van een alge­

braisch getal. 

BewiJs. (van der Waerden). Het is duidelijk dat Jl(o(.,/l )).C'l...(-c). We 
moeten bewijzen:fi(tJ..,[.l)=n(r}, dus dat 1eder getal vanfl(<:J..,(l) 

behoort tot!l.(t). Voldoende is te bewijzen dat 0( en (3 tot11.(t:) beho­
ren. 

c,,. 1s a lgebra1sch t .o. v • .fl, voldoet dus aan f(~ )==0 met grcc,d n , co~f­
fici@nten infl. /31s algebra1sch t.o.v.I\., voldoet dus aan g(f3)=0 
met graad m, co~fficH.!nten in fl. Toegevoegde getallen cJ... <X 1 , cJ.. 2 , .. O(n' 
resp. /3 • (31., {3 2 , •• • , Pm· Dus c/... 1, ~"1 voor 2,3, •.• .,n, en (3 1+ /3 1 voor 
1•2,3, •• ,m. We verm1Jden nu dat ot. 1+v (3 j= o(1+v(3 1, of 

°'1-~1 
V• /,I _ fl • (1•2, •.• n; J=2., .• .,m). 

1 j 0( -at. 
Kies dus v zo dat v,,i /3 1 _ '/J 1 , kunnen deze dus zelfs geheel rationaa l 
k1ezen. 1 J 
Nu is r • ~ 1 +v (31= d.+v (J, r is element van.O. ( cJ.., (3 ) • (J voldoet aan 

g(ll).o en aan f(a )=f( t' -v(l ).o., alles met coUffic1Unten inn., dus de 
vergel1jkingen: g( :x:)=0 en f ( T -v x )•O hebben de wort el (3 gemeen. Voor 
de andere wortels zijn r -v (, 1/ o< rt3 is enkelvoudige wortel van g( x), 
dua hebben g(x) en f( t' ... vx ) slechts de factor x - (3 gemeen. De g.g.d. 
van deze veeltermen is dus x - ~. Uit de bepaling van de g.g.d. volgt 
dat de cof!ffici@nten van deze g.g.d. x- (3 in..0.(-r) liggen, dus (3 ligt 
in J1.( t). Ui t of. = ! - f., volgt da t ook c,t. in S't (r) ligt. Dus _()_(<t,{3)= fl{rJ· 

Stelling: Is f(x)= brX r+ •.. + ()1 X + Oa ( 6 rlo, alle a geheel) en isfa 
wortel van f(x)=O., dan is o r.l"'geheel. 

Bew1js. 
( S' r.M-) r + 6 r-1 ( S r/d r-1 + & r c\,_2(¢rfi.) r-2+ • .• + &" r r-2 6 1 ( 6 r/d + 

~ r-1 c-
+or oo=O, 

De colfticitnten z1Jn ala product van gehele getallen weer geheel. 

Stelltns. De veeltenn ilil heeft gehele co~ffici~nten. , , - x-µ 
, f3e~~~u (Volled1ge 1nduct1e). Voor r•1 1a dit du1del1Jk., iffllners dan 1e 

f(x )• o1( X•jt) • 
Stel r > 1 en -Se at•lling tot aen r-1 bewezen. De veelterm 
t(:r.)-(x ... µ) 8 rx r-1=r(x). & r x r+ & ~xr-1.g(X) heeft gehele co@ffle1Un ... 
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q t- • 1, i r "' N ( ... ·"' ) --· ·-- t\., t"" \ , (~ r ,., • ,J '1--·· " t' (""' ' \r o o,.. ~ • , .;,,? 1<..I\ -.;1 -~• \"1\. /, \-.)\,_A t .. :,,. 1 ·-•~l,.,,) ,,'-""1.} ~. 

Dus 

<"!{,:, "";'·•·:•"",' .,ty ·,1.1 .... ~,r•( u·q., ) ... ;-, f ... , 1r ) ... !•' i;'Y 'J .. :,:-~_{,•-.!) ~..,., 'l L,. ~ - , .. , 1.- u., ♦ •• ,.~ ... --- -~ "' , f __ _,1 ,i . I ~ •. , . r· l ... ," .. i.,., , \,I"'_ :!II 

\ ·: rl' i "' l "' l 
l, 

·p~,r1 .... t+1, ·r:;)+-• .. n ,-..J ,,/ ·•(·'·"·, 1 e;r. ""' 'r ''W'•'l ;,·,c•· 1j('has•i1 t: (1q,". van P .. :r~i:-:irl :t'-' __ .,.,~. ,.,; ·"-",• ,,1,._,,,>.;1(...,,, _ _. V• 1J G- • ~T) (-;:.·· \.,~..,i,,,.J,.. ..... u .... ,.,1 .. '/(.•~ .,1, ,._,- .., ... ~.- .. r..".-• 4 '\ ,I} _ .. 

n. Zi,Jn r-1(x), . .,rn(x) de vee1ternH.H'l van c1c k:nr-akteristieke schr1jfw1,7-

zen, den noemt men 

... r .,q,, '., , ,r, \ ,. t /Y \ l 
•.i\ (/,,Jl_.i\ <,2J••••1\ Vr;J 

I q,' \ { ')0,,,- \ ,' 'q,.- \ 
r.,\ t,,.,11',·,\ <f,..J ••• r ,. U"J 

,:..:. ; c.. '- ,.:~ .. ,i 

(~ t- .,. -1, ~ t'"' /\ { N r,/ \ ., c• A \ ,., !'' ''l f')-·, ".'I '"J '{,-, 11J· l,,. \/ '."1 ri ., .-. ·v· ,..., -,la:' (H••·~ t·.~ d f>,. Y' gt-1" ,'."_., j -
, •• .) .,.- 1-,,,, ~'-' ..... .,.., ~ L-). \ \J\ ,, j 'It, f> J \A-t) ; J . ..:l 'j ! :..,, o (.t J... ~ ,, ,.\1 .. k ("., ,1~ t .f. ·~ " - ~ U _ -· . >--.J __ ,d -... .,_ .,_ _ -v _ 

lE.'n 0(1 ,. ,,o<n; 2) m1Gi'h,rnke1.ijii:: v,,r, de volgorck var -u;, .. , frn; .3) on­

a fhar:.kt'2!lijk vDn hit gC;ta 1 ft', c1a t iH~t lkha:::im ~(;n~rtiert ( 6 hangt ch.ii::, 

·:-illc:,en id' var:; cJ.. en v:1?1 het 11:::rta::im). 4) t.:t:n r:-itionaa1 getal. 5) &ls C( 

geheel is, een geheel r8tion8~l getal. 

~~i,js. ·1) Verwlsscltnc: v,in 1le CX 's tseef't E":en vc:t'wisseling van de rLjcn. 

2) Vv;;rwiss(;ling van clc 19",1 s ::;cei't een 'V(::rw.l.sseling van de kolomi:nen. 

J) Rekent men het kwadr1~t vnr 1 de determinant uit, dan vindt men 

n(j( ,,, ) rl,..,; ) 
u .. '1 '"" 2 • • ,;, ' '--" 1 oc n ' 

1+) Elke S is t1en rationcrnl getal, dus 6 ook. 

~:i) Zi;!n de d.. 1 s geheE:l, dan zi,111 de S t;cheel rationaal., dus de 6 ook. 

~te,llin6 • Zi;)n (3,F ... , /3 11 geta llen ,,an P ( ft), de n2 geta llen 

c1j(i=1, •• ,n; jc1, •• ,n) retionaal, en voert me~ uit de lincai~e sut-
at ~tut ➔ e• "" - ~ " fl (r,J 10 -~1~n 4,, .. 001 • ;••et~11·,~1 'lit P(~~ )). r1 a'.•' is ·,,,&,. ' ..... • V-...1·- L-. "'4 i J" ~ Cl' .-:.:, .. , \~1,,.'li,::> t'I~- b ,,,1 ... t.:..-( l,. l .J,, u ' ... ....t J 

·i ,4. \,J 

J 

6(0!!1,··,c<n)= lc1Jl 2 6( (J1,.· 1 /3n). 

~!!iJs. Stel fl 1-Q1 (v'L dan 1s 
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. D. (o<-1,. '~ cty)== 

C '] '] Q'] ( o; ) +c '12Q2 ( §; ) +' • '+c '1 n Q,n ( ~) ' ' • C '11 Q'] ( ~) +c '12Q2 ( l/ri) + • '+c '] TI Qn ( zt) 1-. 

= •••••••••••••oovo•••••"•••••ttoo••• •••••••~•••••••••• .. •••••••• .. ••e• 

C '111 

= ••00•11o••··· .. ••• 
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Stelling. Als it het genererend getal van het algebra!sche lichaam is, 

dan is .6. ( 1, {t, .. , ,u-n-1 )fo. 
Bewijs .• Voor n=1 is ~ ( 1 )=1. Voor n >1 is 

1 1 . 

71·-
~ . . . . . . .. 

n-1 n-1 n-1 
1T. fr,_ • • fr 

I X h 
--

en b, ( 1, t?-, .. , frn-1 ) is hiervan het kwadraat .. 

Defini tie_. q complexe geta 11en } 1 , .• , } q he ten line air o_na fhankelij k, 

als uit ~edere vergelijking 

a 1 f 1+ •.. +aq 3 q=O (a 1 rationaal) 

volgt: a 1= •• =aq=O. Anders heten ze lineair afhankelijk. 

Voorbeeld. De getallen 1,it, .. ,ff11 - 1 zijn lineair onafhankelijk. 

Stelling. Elk n+1-tal getallen ex,,. .. D<n+'1 van het lichaam zijn lineair 

afhankelijk. 

Bewijs. We stellen de ka ra kterist1eke schrijfwijzen van ct 1 , ••• , c,t n+'1: 

0<.1=b11+b12•fr+ ••. +binfrn-1 (i=1,2, .• , n+1) 

Men kan nu altijd rationale c 1 , ... ,cn+'l vinden, welke niet alle O zijn 

met 

n-1 . n+1 
Immers Uit ~ ~~i ~ bk 1 0 1 L- u L-- Ck= ZOU VO gen 

.i==O k=1 ' 

Uit deze n vergelijkingen met n+1 onbekenden zijn altijd de c 1 op te 

lossen., waarbij niet alle c1 gelijk O zijn. 

Stelling. /4(0<1 , •. ,cxn) is dan en slechts dan -/,O., als cx 1 , •.. .,o<n line­

air onafhankelijk zijn. Verder is het teken van .A ( o<.1 , .. , O(n) voor 

alle systemen van lineair onafhankelijke ex.,,, .. , o< hetzelfde., dus door 
I D 

het lichaam bepaald. 
n 

Bewijs. Karakteristieke schrijfwijze: o< k=rk(?J)= L cki o,-1 - 1 ( 1 ~ k ~n) 
i=1 
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met rationale cki' dus is 

,6 ( o( 11 .• , C<n) is dus da n en a lleen dan =0 a ls }ckiJ =0 is., en heeft 
voor jckif ~ O een van de 0( 1 s ona fhankelijk teken .. Verd er zou ui t 

a 1 CX 1 + . . . +an 0( n = 0 ( a 1 r a ti on a a 1 ) , 

i: 8 k°'k= 
n n 

dus ~ 2'-1-1 ~ cki ak=O 
k=1 i=1 

n 
volgen (zie bewijs vorige ste1ling) z cki ak=O, 

k=1 

en dit stel vergelijkingen heeft dan en alleen dan een oplossing met 

niet alle a's gelijk aan O, als \ck1 j=O. 

Stelling, Als w1 , .. , wn lineair onafhankelijke getallen van het 
lichaam zijn, dan is elk getal d,. van het lichaam te schrijven in de 

gedaante 

( 1) 

met rationale b 1 . Deze schrijfwijze is eenduidig. 

Bewijs. w 1 ., ... , wn, ct zijn lineair 
een betrekking: 

c 1 w 1 + •. +en w n tcn+'1 o<.=0, 

afhankelijk.; dus bestaat er 

waarin c1 , .. ,cn+1 rationaal zijn en niet alle =0. Verder is cn+1~o, 
daar anders c1 , .. ,cn lineair afhankelijk zouden zijn. Dus is 

ex= 

De eenduidigheid volgt uit de lineaire onafhankelijkheid van w1 , .. , Wn. 

Stelling. Er bestaat in het lichaam een systeem van n lineaire onafhanke­

lijke gehele getallen W 1, .. , l))n zodat ieder geheel getal cJ.. van het 
lichaam eenduidig in de vorm (1) te schrijven is met geheel rationale 
b Is. 

Opmerking. Daar omgekeerd bij geheel rationale b zeker b1 W1+ •• +bnWn 
geheel is, zijn dus hierdoor alle gehele getallen van het lichaam voor­

gesteld, en wel ieder precies eenmaal, als de b 1 s onafhankelijk alle 
systemen van geheel rationale getallen doorloopt. 

Bewijs. Men kan altijd in een lichaam een systeem van n lineair onaf­
hank:elijk gehele getallen w1 , .. , UJ vinden. Neem nl. n willekeurige 

n ~Q... ..o.n-1 lineair onafhankelijke getallen cx1 ., ..• ,cxn (bijv: 1,1,,1, •. ,v ), dan 
kan men (zie vroegere stelling) steeds geschikte natuurlijke getallen 
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g1 , . .,gn vinden, zodeit g1 04.1,. . ..,gnO(u geheel z:i.jn. Noem deze 

w.,,•••nJJn· Voor dezE~ g,at.::1llen 18 '~(w.,, .... ,wn) I een natuurlijk 

get::11. La ten mi 1.U 1 , •• , t.L.ln zo gekozen :d.Jr~ da t ) 6 ( uJ 1 , ••• , W n) f !.£ 
klein mogelijk is. We t.ewezen dot deze L0,1, •.. , Wn aan de eisen vBn 

de stell1ng voldoet. Stel er was een geheel getAl 

,,rn;:1r1n de rot1onale b 1s niet olle geheel W<'H"en. Zender de algemeenheid 

te bepet"ken veronderstellen we det b,1 niet geheel is, due b_,•g+t (g ge• 
• 

heel rat1onaal, t r2tionaal en O ~t <1). Dan zou 

I 

tJ..1 :a:tO<-g UJ.1.==tW,.+b".:-1• UJ .. )+ ••• +b. UJ, .. , g.ebeel zijn. 
, ' "'"' !._ n i,.) 

Dan Wf-18 l .,. b,.., b ....•• b 2 
" 

I 
.:: J n 

.a(w 'w2, .. ., wn)a 0 1 f'i •• 0 y 

. . . . . 
6( W1 1 • • ., wn)= 

:, 0 0 .. .,., ., 
\,j 

at'-,L) (w1, •.. ,tun), 

en ;;:ou dus 

0 < / 6. ( tu 1 , w 2 , ..• , Wn) j -<:: / 6 ( w1 ,. .• , l.Un) j z 1 jn, 1n 
stri ,jd met het gefcven d2 t tJ, ( w,1, ••. , wn) zo klein mogBlijk is. 

Definitie. Elk systeem u.,11, ... , Wn in de zin van de vorige stelling 

heet een basis vJn het 11ch88m. 

Voorbeeld. Voor P(1) ie de basis 1,1. 

Stelling. Voor elke oas,is heeft L::,. ( w 1, .•• , wn) dezelfde waarde. 

Bewij3. Laten u.J 1, ..• ,wn en w 1 1 ,wn' twee bases zijn. De .6 1 s v:9n 
beide syetemen zijn geheel ritionaal. Volge~s de vorige stellingen zou 
elk van de getallen h, (tv,.,, ... ., w) en -6(W 1 1 , ... ,UJ 1 ) door de Ern-

1 n , n 
dere deelb~ar zijn, en het zelfde teken hcbben. Ze zijn due gelijk. 
Definitie. De alleer1 van het lichnorn afh3ngende discriminant van elkc 

basia heet 5rondtal van het l1chaam. 
We zullen di t steeds dooP 6 voot'stellen. .I:::. is dus een posi tief of 
negat1ef geheel rationaal getal. 

Voorbeeld. P heeft grondta 1 '1, da.a r ✓1 een basis vormt; P( i) met basis 

1,1 heeft tot grondtal 

1: _ ~ I l? = (-21) 2= -4; P(f') met basis 1, p heeft tot grondtal 

I ~ ; 1 "' ( p 2 - I') 2 - ( -1 V3 ) 2 = -) • 

Hoe v1ridt men nu b:1.j een lichl'iam een basis? We zullen ee:rst een voor-
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_i::._ 
,) 

6. ( w,11 , ••• , % 1 ) "" A 2 6 ( lO 1 , .•• , w11 ), of 

I 6(UJ,.',. .. ,1.u, 1 )l .>.f6( w.,., ... ,wn'l. 
I I ~. j -(::I 1 " 

4 ( W,o ••• , U) ) is dus •minlmen l. 
l fl 

Al~emene theorie voor het vinden van een b3sis. 
f(x}-o is een 1rreducibele vcrgelijk1ng van graad n met geheel ratio­
nale colH'f1c1~nten i:;n wort.el ft . We vo1"'TIH:m .fl""' P{ ft). Gevraagd een 
basis VHn ft. Is g de beg1ncotlff1c it;nt v::rn f( x L dan vormen we 
,'I ..Q.. n-'i....G-"'1-'l 11 i h 1 1 1,g v, ... , g v . Deze geta en z Jn ge ee . We noemen deze geta -

len w1 $•••,Wn, en bepalcn l1(W,p·••.11UJn). Ia dit getal kwadraatvriJ, 
drrn vormt W 1, ••• , w , een b,ti sis. r. ,~ 
Is 6 niet kwadr21a tvr1J, d:rn is 6 ,,.,~\B(: met B) J en A kwadraa tvrij. 

Beschouw dan de Bn geta ller,: 

Ncem ze 

a. Stel deze rij bevat behalve d O geen enkel ander geheel getal. We 
kunnen dan be·,.,ijzen d8t W,11 ••• ,w een basis vormen. 

h n 
Ia peen geheel getal van~~, dan is p steeds te achrijven als 

Nu is 

dus 

Dua 

c1 geheel rationaal. 

c 1 = B v 1 +ct 1 • We id.ezen v 1 zo dat O ~d 1 <.B, V 1 en a1 geheel rationnnl. 

p,,,,, v-, w1+-+ vn Wn+ i (d 1 w1+ •• +dnWr1). 

~- ( v, "'11+--+v n Wn) "" i (d1 W1+----+dnWn) 

Het getal in het 11nkerl1d is geheel. In het rechterlld ataat een v3n 
die getallen t, waarvan alleen O geheel is, dua het reohterlid moet ::::0 
~1jn., m.a .w. 
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1(3 ... V 'I w +--,t-V tJ.; , '1 n n ( v i. gt,ru:e 1 ra tionsal) . 

Voor Eien ,rndcr ltnea lr ona fhankel1Jk sys teem {1J 1,. •• , ~n geldt 

6 ( ~ 1' ... , rr),'o en 

I (3 fl ) ~2 6 \ , ·:' · .. , l..,,n,= .J 

·r''.) 

wrrnt"in D,,IO en ge!Jeel 1.\~1t:lom!al, dtrn Dr.~ ·1. Het syateem derf 'a ts dur; 

niet beter dan d3t der W 's. D1.t la:itste is due t:e:1 basis. 

daar de discr~ninant kleiner We kunnen zc telkens het systeem ver-
beteren, tot de basis is gevond~n. 
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Et nhcch.n --
Definit1e. Et.n gtht,.l g,tal £. van h1;.:t lichaam hcet eenh1.1d ala (/1. 

Deze definit1e stemt overeen met 'vrocger gegeven definities over een­

heden. 
~telling. Een geheel getal £ van het lichaam is eenheid dan en slechts 

den als N(~) • ±1· 
BewiJs. 
1) Voldoende: U1t N(~) = +1 volgt als de karakteristieke schriJfwijze 
van oc is ex= r(~: 

r(~) ••• r(t."' + 1. 

Nu is (J • r( "2) ... r(~) geheel 1n het lich!am'... dus o<! • ± 1, or 
o:(,±fl) • 1, dus Ci./1. 

2) Noodzakel1Jk: Uit 0(/1 volgt: <:Xf)= 1, waarin (3 een geheel get al van 
het l1chaam is. Dus i.s N(cx)N((J) = N(1) = 1, dus, daar N(oC) en N(p) ge­

heel rationale getallen z1Jn, N(O() = ~ 1. 

Stellingen. Zijn (. 1 en [_ 2 eenheden van het lichaam, dan ook £1£2 • 

Zijn t , ... , £ eenhed~ van he~ lichaam, en ~, ••• , ar 1 gehee 1 rationa l,0 

, r 1 r 
get a llen, dan is ook t 1 •.•• tr eenheid. 
Def1n1t1e. Een getal~ heet geassocieerd aan een geheel getal p van h~t 

lichaam., als er een eenheid €. van het lichaam is met OI = (3 l!. 
Hieruit volgt dat dan ook 0( geheel is en tot het lichaam behoort. 
Het geassocieerd ziJn is symmetrisch, reflexief en transitief. 

Idealen 

Definitie. 0(1 , .. •J<Xq zijn vaste gE.hele getallen van het lichaam, niet 
alle = O. De verzame ling van de get allen van de vorm 71o<1 + ••• + 1 q Ol.q, 
waarin '71 , ..• ,~ gehele getallen van het lichaam zijn, heet ideaal. 
Notatie: {o<.1 , ••. ,o:'q) = !· 
Voorbeeld. Voor Pis [2] = [4,6]. 
Het linkerlid is de verzameling van alle even getallen. Het rechterlid 
ia de verzameling van alle getallen van de vorm 4x + 6y (x en y geheel 
rat1onaal), en d1t zijn ook juist alle even getallen. 
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St~?lll.ri5. Ieder .td.t:aal \1;:::rl t ltc:t·1a.arri !:' la?1t -.~1.cr1 sc.r,1rt"1ver-~ irt cie "!-.torrri 

~] , waorin d geheel rationval is.dis op het teken na bepaeld. 
t 4 r • -1 ~ ..,~ i •· ·,•· . .,. .. ,, •.. , , ... ,. · ·• ,- "i r" J •· ... •1 ... ct···, ! " h ,1 (> -:it 1°· ~ w.:\J-JS • ....... ,1.lc~ t ... t:,,.,.;;\t.,~ l~,k .. dcJ. ;,:,,, •••• ,a > W8ct!" t;, as ,,,e (: .. r, .. , J ••' ... .. ', q '" 
,,.., ,:i 1 ~- ,.,'. , t ·1 ·t ,,.,. .; ; .,. --~ ,-, -+· _,., 'I "' ,_-·. /'" .·, "" ,... .-1 ";• '•:·,. ,... , ~ Pi ) - . ~-::. ,j ,, f' t- -~" ,i ,;., _ ~: 1 ... e .. a ... i ,en ,:, 1 ~: n , ?. 1 .: \,, c. ~ 1 ,., , .. ' c , i ,.! ) 1 • 1 '' c t; .. i1 l c1 1 , ••. , •.~ 11 , .... ,.1 , , a 1 ,1 • .. -

wezen wtj dBt [a 1 , ... ,an] "' [aJ. · 
Rechts stelt de verzam~lin,. voor van dt vcelvouden van d; links die von 

onnodig is. omdat elk i~C3Dl aan t~ n is Coar een natuurlijk ~~tDl. 
~. Deze etellinc t;(::ldt octr voor P(:) en P(f). Hierin kan m,,n 

c,ok : lk 1.deaal schri.jven 1.n (ie vcrm [ Oi], 'Haari.n c< tot op een will eke u-

rige eenhtid 2ls fectcr n3 hepoald 1~. 

Stelling. Niet Elk algi;:.br,i!sch U~haa~11 ht,tft de ei~;enschap.9 d~1t c:lk Lclc­

!~al 1n de vorm [oc.]geschrcvcn inm word1:H1. 

D 2 w 1 i •1 P O '1 t "' .r E nu o or t, € e 1 d i q v ,--. 1 d ,, c-1,·1 e __ .,_,,.,.:_• ....,."--' a. '-"r;:} .. 'It , , ,~ ,,.,,,., : \., ., ,,. L \,.,;, & 

:·ie1;;:,m P(iV5) en ru:t idea,31 [3, '1 + 11/s] . 

Was nu (3 1 1 + 1\f'~,J ::::[«] , drm zou;, danr· 3 t:'Ui 1i::etal van het 1.de,H1l iz 

cx/3 ,:1.jn. Ook 0</1 + iVS. Maar 3 en 1 + 1V5 "Vrnren prlem 1 h€bten alh,x 

tot delers + 3, + 1, 
r .. 
LJ, 

of 3/-1 -1V5., wat nlet waar 1s. 

Een 

v::::n kan w,)rden. 

In Pis dus elk ldeaal hoofdldcaal. l~r zi.Jn algebra!sche getallenlichamLn, 
waarin niet elk ideaal ook hoofdicteaal ~s. 

St,.:l.11.n;;i:. ZiJn ! =[o<.1 2 ••• ,cxq] , t cc"' [/3 1 , ···)½.] twee ideBlen 2 clan L: 

a= b dan en slechta da11 ala 

( i\ en rlJf£€:'hele getallen van ht:t llchciam). 

Bewijs. 
1) Noodzakel1jk: Ale a= b, den ls de bewerinf duidelijk. 
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Dus 

Det1n1t1e. Het in de vorige stelling gedef1nieerde 1deaal heet het pro­

duct van a met b. - - -
Notatie. a.b of ab. 

In Pis !=-[a)~; = [b]. Dus !E.= [ab]. 
De vermenigvuldiging van 1d~al~n in P komt dua overeen met de vermen1r­
vuld1g1ng van de bijbehorende natuurlijke getallen. De 1nvoer1ng van 

idealen in Pis dan ook onnodig. 

Stelling. Behoort a. tot ! en (3 tot _£, dan <X(3 tot ! .£.• 
Bewijs. 

dus 

Stellingen. ! b = £ !· 
(a b)c s:: a(b c). --- ---

Bewijzen duidelijk. 

Def1n1 tie. ! 1 ••• ~ = (,!1 , ••• ,~_1 ) ~ voor m > 2 ( defini tie door induct ie) 

Uit de vorige stellingen volgt direct: 

Ste ll1ns. Het product van idealen ! 1,~, .•• '2-m hangt niet af van de vo lf;­
orde der factoren, 0n van de volgorde van vermen1gvuld1g1ng. 
Definitie. Voor natuurlijke m 1s !m = ! ! ... a van m factoren. Verder 1_s 

0 a = o. -
Stellingen. ! o = !, !m!l = am+l 

(am)l = 8 ml (a b}m = 8 mbm. 

(m?O, l~O, m,l geheel rat1onaal) 

- - , -- --
Bewijzen duidelijk. 
Definitie. Het 1deaal .£ 1s door ideaol a deelbaar als er tenminste 
1deaal .£. bestaat, zodat b = a c, 

Notatie. ~/.£• 

, , 
t;en 

Stelling. In P is als a> o,' b> O is, [a]/ [b] equivalent met a/b. 
Bewijs. (b) = (a] [c] is equivalent met (b] = [ac] , dus met b = + ac. 
Stellinsen. Uit !I.£., ,£.I,£ volgt ya. 
Uit a/b volgt a d/b d. - --- ......... -- .... 
Voor elke !. is gja en a/!_. 
Elk ideeal a f. 0 heeft dus minstena de beide triviale delel's o en a. - -
Het ideaal O heeft minetens de deler o. - -
Stelling. Uit !/£ volgt, dat elk getal van.£ een getal van!. is. 

3?ew1Js. Z1j !.S..•.!?., dan is, als ! "'[o<1,_ . .,o<q), S.. == (d1P••,orJ 
gesteld wordt: .9.. • [ ••• ,d.MR' ••• J . 
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Elk getal van b heeft dus de vorm 

= Lm ex Q /Q Q' 

behoort dus tot a. 
ppmerking. De deler bevat dus minstens alle getallen van het deeltal. 
In Pis (3] / (6] : elk veelvoud van 6 is veelvoud van 3, er zijn meer 
veelvouden van 3 dan van 6. 
§telling. Uit ..§_/0 volgt ~ = o. 
Bewijs. Elk getal van het lichaam is volgens de vorige stelling getal 
van..§_, dus moet Q_ = Q zijn. 



ALQEBRAISCHE OETALLENLICHAMEN VII 

door 
Prof.Dr B. Meulenbeld 

11 Januar1 1956 

Pr1em.1deal•~ •• •J? J:!oordatel~i!?i d!r, 1d!aaltheot'~e. 

Det1n1tie. Eet'l ideaal ,2r·o heet ~r~,m1deaa.l; ala het precies twee Oelere 
.Q. en ~.heett. 
De pr1em.1d,al1n ~an P ziJti dt t~J , 
we •t•n n0g niet or er 1n ieder 11chaem een priemideaal ia. 
Def1n1t1e. We zeggen dat twee idealen ! en~ geen gemeenschappeliJke 
deler hebben ale Q de enige gemeenachappelijke deler is. 
Stelling. Zijn een priemideaal E en een w1llekeur1g 1deeal .!. gegeven, 
dan is ~r lV! or£ en! hebben geen gemeenschappel1Jke deler. 
Bew1JB duide11jk. 
Stell1!1J. Elk natuur-lijk getal a behoort slechts tot een eindig aantal 
idealen. 
BewiJe. Z1j w,, .. , wn een willekeur1ge vaste basis van het liehaam. 
Dan heert elk geheel geta l 0( van het lie ha am de gedaente: r.t. .g1 4U1 + 

+ • • +g0 "{, (g1 geheel rationaal). Nu is g1.q1 a+k1 (o ik1 <a., 
Qi en k1 geheel rationaal). 

Dua °'• f:.. ( q1 .a +k1 ) w1-a f-__ 
1-1 r.::; 

heel ia, en (-, • i::.,. k1 w1 . 
1-1 

Daar k1 begrensd is, z1jn er elechta een eindig aantal (3. 
Behoort nu a tot het ideaal ~ = [0<1, •• ,cxql, en past men op 

de vor1ge redenering toe, dan is ! =[K1a + ~ 1, ••• , 'K qa + /3q] • 
! behoort, kan men hier ook voor schrijven: 

! • [J1a+fJ1,-•,lqa+f3q,a],.. [A,-•,flq,a] • 

1-: 1 f n., -

al deze 
Daa r !I tot 

Daar er elechts een eindig aantal fl zijn, behoort a slechts tot een 
eindig aantal idealen. 
Stellina. Bij elk ideaal ! bestaat een 1deaal £, z6 data been hoofd­
ideaal is, zelfs een van de vorm ! ~•[a], waarin a een natuurlijk 
s;etal 1s. 

Bew13s. Zij ! • [ot1, 0(1 .. 1 ., ••. , oc~ met ct..1,!o. Aan d1t ideaal voegen 
wiJ een veeltem g(x)•tx+--+01-0 toe, en def1n1eren nu h(x) door 

g(x) h(x) • fr1(~)x1+ ••• +r0 (2"'q)j., 
Q•1 (, 

waar1n C(L.rL(1') de karakteriatieke echr1Jfw1jze van ~ L 1s. Volgens de 



,,, 
•r.:-

etelllng over- de symrnHtrtsehe functles ia 

g{x) h(x) "'' c. x1+m+ • • +c 
. · .l·h"fl 0 

eeri veel.term in P. 7)e ,1c~fficitlntP.n z,.Jn zclfs g,?he&l ret1onat1l. 

Daar g(x) h(x) t~n g(x) •. 1eeltf:m,er~ 1.n P(if) zl,1n, ts 

''){3 rn r1 n \ X ~" ~x·. + • • t i'v 
!,, 0 

( m"' ( n - ·1 ) 1 ) 

dit ook; de (3 zijr: geheel. /3m.,io, daal:" r 1(?t),'O :ts. 

We def1nieren nub ale het 1deaal 

E. = [ /3m, .• , f3q] en beweren a b ... [a) , 

wa :i rin 

We behoeven daarvoor ~lleen maar aan te tonen: 

•IC 
I 

1 m 
a ~ ~,,n ex a. "" t:o ~ 1 I LM L l"'M·' 

OI.L/JM= i\.,M a(O ~L ~1, OiM~TT't) met ~ en "'/geheel. 

Het bew1Js van 1° volgt uit: 

8.., cl·'-'"' ·C -l-1>\+ •• +Ci"lcO 
1'1H ", .i \. •• 

met geechikte geheel ratlonRle c1 en CN= C( fJM. 
l, 'l 

0 ~M1m 

Het bewijB van 2° volgt uit de Stelling van Kronecker. 

Stelling: Uit [ a] 2:.. """LrJ E. y ,'o volgt a = f_;. 

Bew1Js. Dit volgt ~11.~; l'~et feit dnt [(]£. alle 0-vouden voorstellen 

van de getallen van!· 

StellinF;. Uit !':._ .£"" ! ~ volgt £"" ~-
Bew1ja. Men k,rn f zo bepalen clat r1 £ een hoofdideaal (0<] is. Dus 

a £ = [o: J. 
Uit ! ,£. .,. a ~ volgt f. ! £ = f_ ! £_ of [ct].?.. = [o J d of c = d. 
Gevolg. Als .~/~. oari 1s et' slechts een .?.. met ! £ = b. 

Stellins. Uit ! !?_/a .£. volgt 'E,_fE_. 
pe-1Js. ! .£. ~ ! 'E.. £ of £ = b a. 
Stelliri5 ( omge~=eerd1.. •:an "?~~-'. "it'Oeger.e flte 11:1.ng) • 

A.ls elk getal van ~ eeri getal van ! la, dan is !/£. 
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Bewi_Js,.:. We t,eiH1len f zc •Jc~:~£"' [c<J. Elk getal van:£ f. 1e ee:n get::il 

v:H~ ! r, d:.1s van c::ic] . EH: geta 'l vor: :£ f is dua door <:J.. deelb~Hlt''. Is 

J?. f. • [ J"1 , .. , J'v J , d·1n io met gehelc 01, •. , D.v: b f • j 1 , .. , ocov} 
=[ex] (?1.,. ., ov]:"' a [(1'-1, .. ,(f,.-] f., dus b • ! f~-p . .,~vJ of a/b. 
~tellin6. Elk ldeaal a heeft slechts eindig veel delere. 
Bew1Je. Er beatirnt een i.de~rnl E. en ee:ri natuurl1jk getal a, zo dat 

ab~ (a] . Ult c/a valet c/ Ca] . a behoort dua tot _c, m5ar deze eigen--- - - -
aehap hebben electta e!nJig veel c. 
~ Is ~ '"" £ s!_ en £1'0 ( due c een e_c_h_tf:_ deler van ~J; dan heeft c 
minder delers dan a. 
Bew1js. Elke delet' vnn c is een deler van a. Nu 1a a wel deler vari ~, 
maar niet van,£, want uit ~/£ :;:~ou volgen: ,£_ ,:;! /9,_, !!IQ, Q,•Q• 
St.ellirig. Elk idenn l ~:/0 ls door <~en prlemldeaa l deelbaar. 

BewiJs. Cnder ;~11 de delers v:rn ~' d:te P;_ z:ljn, ~1.1 ,£_ die met het klein-

"'"'e ~1f""' .. "' 1 de 1e"'!'! ri,:,r, -"s P r,r,Ap•ni•·"e"'a'1 ' •:-.nde·"'~ imme""S t.t'1"' ... , m: d e met l.+J.i \,it -~-" ,.I 4 ,, (,,., r,,4 .l. .,j,, l. M ill ,i.~ .,_, I .1,. .:::, t'' ~ J.. ,., i ... ~ , fJ " ~ !) (,.,. • , A, ~ · ,\, ._,; "(,,~ Q ..:::.. 

d7'0., elQ, dus ~ een dEiler v.?.r: ~, die ,'£ wris en minder deler-s had dan c. 

OpmerklnS. Er 1s cbs eer, priernide;Jal, 

§~elling. Er zijn oneindig veel priemidealen. 

Bewijs. Bij elk priemgetal p :ts er- een priemideaa l £/ [ p J • Voor twee 

verschillende prierngetallen p 1,p2 en£,/ [P1] , ,£2/ [P~ geldt .:e.11£2 • 

Men k~n steeds geschH:te geheel r1,tlon::1le x en y vinden., z6 dat 

·1 .. p1x+p2y. W2s £.1:::p_2 , dar: z:)u 'i een getal v~m .E_,1 zijn, dua .£,/0, of 

,£,1=0. 1regenspr~ak. Et' zljn ont:11:dig veel pP1emgetallen, dus ook one1nd1g 

veel pr1em1dea!en. 
Stellin5. Elk idea:J l ::__,,IQ k,rn 2 ls pr-oduct van priemidea len word en ges-:'.!rn··e­
ve:n. 

Bewija. Laat ! k delers tebben, wnarbiJ 1{ f 2 i.a. Is k=2, dan is ~ zelf 

priem11deaa 1. Zij de ste .1 lLn~: voor k > 2 en tot k-·1 toe bewezen. Nu :is 

!. = p b met _£ ·,,l) • .e, hee1't :ni.:-!der d:rn \c delers. :ius is _!::, en due ool{ a, 

product van prlemide~leri. 

'"'teP 1 g. 21.jn ~ 1:::t: £ ideP: len, dnn ls er een en slechts een idea a 1 d met 
de volgende eigenachappen: 

d/~, Q,/E,. Ui t ~/~, e/E_ volgt ~/d. 

Bew1JS. Ia :2, ~ [ C(;J., •• , oq] , _£ = [/3,,, .. , r J , dan heeft het ide::rn 1 

!! =i fo< 1,.-, Ct'Q, (J1 , . .., 0r] de gewenste eigenschappen. Immer•s elk get2l 
in ~ 11eeft de gedaante: 

q q r 
LI?'}, 0( ·~ L hJ 0( f'I+ L.. 0. /JR, behoort dus tot !!, dus ia d/a. Evenzo: 
Q.:·1 Q Q Q-1 1-l •":' rl•1 

~- Verder behoor-t C ,·'JQ~Q tot e_t evenzo: C AR /3R tot e, dus ook 
Q-1 - Rm1 -
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De.f:i.nltie. Het !.de:1a l d ·.:~l t :if.: v,• r·ige ste11J.ng heet de s_;:9,ts~ gemene 

deler van a en b. Notatle: (a~b). - - ---1-
<:itellina H<=>h't•, r ... ,, •. ,,., rr ,•, ..... ,h,-r- '""'ijke )'ele,..s de•· is (a") 0 ... .a· • , ..... ,e., :::. eL ~ 0 (:.en .::,e1;11::.en,>t"::1t-P.:. . .1. . t . • ~ ,; !....,~ •-

en omgekeer-d. Dutde 11 Jk.. 
_St 0 ·111 s De ·r,~.~~•.1.,o•, n,,·r "?. b\ .,,~ ;,,a..,., "ersct1"'"1 ler·1,.;,e onde""' de. get9llen 

'I;,' • •' b-,,.-~-~ .. ~.J.'C".,:t, IJe:.1 J \~'-·' ,1-.J,,i,,\,,,•l ._ it;.~ 'i , ~·· J.+.J. U ". 4 

d.. + ~, W3at•:tn d. tot ,1 en /3 tot t t,ehcort. , - -
~wi js. (~,E_) ie c:e vei"'z.:>mclin.;; van de VE:N1~hillN1de getallen V<)n de ge• 
d,PH:te:m~ o<,,+.,+-/1"l .. ,C<(.+ :::\,. (J,1+.,+11RARj dit d.;jn dus d1ej Welke juist 

/ l 1 / --~; •~ I 1 " f" 
de gedaante Ci.+/3 hetben. 

Stell:1.ng. Uit (~,E_)=Q vclgt~ d:it. er een ct. :tn a en een {3in bi~ met 

d + {J ='i. Duideli ,jk. 

Stellin~. Uit .E.h ~ volEt £/£. of £/£ of' bei.de. 
Bew11r-: Is i:/::.1 d,rn r11oeten we bewi;)z.<:,n .,.,lb. (a/n) ... o, dua 1:0J..+1r., met 
~ ..i- -· 1:/ _ - .C.• -

<X 1n ,e.. en TT in .E • VvOL' elk e:;eta 1 {!l van E_ geldt dua /3 21 cx{J + 7T(J • cx.{3 
in £_ E_; wegens p/~ b dus O /J in £,.; TT($ in £, dus (3 in £, due £.,l't. 
Stelling. Uit o/a, .• a vcl~t d~t c deelb9ar is op minstens ~~n van de ;,-, - i -rn .,.,., .,;.,.,.. 
1 de a 1 en a ., ,. • , a • Du id e 11 ,1 k • -, -rn 
Stelling. Uit .e/P..~··£,"!l volgt cl'.it .2 g:ellJ!{ is aan m~.ristens ~ender· pr1em-

ideal.en p .. ,..,n . 
-, .yn 

Hoofdstellin der tdea2ltheorie. Elk v~n O ve~schillend ideoal laat 
zich~ afgezien van de volgorde der facto~en, slechts op ~~n wijze 
echriJven als product vnn prlemide9len. 

! l 

Bew1Js. Beweerd wordt d:.it uit a= .E-1••D =P 1 •• p1 , m >1, 1~1, volgt: 
_,, 1J••{f: I % .._ 

m=l, en afgezien v8n de volg0~dc ziJn def gelijk aan de £ 1 • L8at a k 
factoren hebben., dnn if~ k > 2. Vooe k=,;~ is t~ prl.emideaal, dus m=ll¢1, 

' = -
£-i""P1 . 7,1,j k)2, dus m>1, 1)1 c:1~ tot k-1 alles bewezen., dnn is 

I l I I 
.E,1 =-£M, zeg .E,1 ~.P_.1• Dmi :'l.e .:r.2 • ·.Em=E.2 • •.E.i • :)it ideaal heeft hoogstens 

k ... 1 delere., dua is m-1---1-1, of m::::l eri .:e_2 • ·Em zi,jr. afgezien van de volg-
1 l 

orde = _£...., , •• , o . 
t.: .i..rn 

De volgende atel11rigen zl.jn duideli jk. 

Stell1ns. Elk ideaal ~,/9.. is~ afge~ien v::H1 de volgorde der ft:ictoren., op 

een w1Jze in de gedaante £..1 • •E.r r ( :r 2:_ 1) te schrijven, wa1::1 rin de .E. 
ver-achillend ziJn en de ,9 r,A tuurl1 jke g~ta llen zijn. 

C 
.E. > 

E_ z1Jn alle ~·meemrnh.a-ppelijke pr1emidealen van a en b, en voo:r elke £. 
1e c1111min (a,bL als s resp. b de exponent voorstelt., waarmede E. in de 

ontb1.nding van a resp. b optreedt. 
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door 

Prof.Dr B. Meulenbeld 

Dinadag, 2~ januar1 1956 

Detin1t1e. Een getal oC.. heet door het 1deaal a deelbaar als °"' een getal 
van ! is ( a(. is dus geheel), dus of CJll...•0 of !/ ( ~l . 
Note tie. !,/o1... • 

Stell1n5. Is !. een hoofdideaa l [ ~) , dan geldt ~/<:4., dan en a lleen dn r1 

ala f.,/~. 
Bew1Js. Ale ~/OI- is, don behoort o.. tot [ ~J en omgekeerd. 
Ste111n!5. Is _£ een hoofdideaal l c:1..) , dan geldt !_loA.. , dan en alleen d~n 
a ls ~/,£ is. 
Bew1Je. b beetaat u1 t de veelvouden van ~. 
Def1n1t1e. Een geheel getal p.. van het lichaam heet congruent resp. in­
congruent•mod !, ale 

!./ µ. - >J , resp . !. f ~ - " . 
Notatie. ,_... s -+ (mod !.) , resp. JJ,.- f v (mod ~). 
Voorbeeld. In Pis, Rls ~ een natuurlijk getal is, m ~n (mod [a]) 1den­
t1ek met het vroeger ingevoerde begrip m ~n (mod a). 
Stelling. Het begrip congruent is reflexief, symmetrisch en traneitief. 
Du1del1jk. 
Stellin~. Uit >-"- !. v(mod !,) en 2/9.. volgt »-- '!t 111 (mod ,£). 
Bew1Ja. JJ. - v ligt in 9.., dus in £· 
Stellin~. Het aantal klasaen waarin alle gehele getallen van het lich3nm 
mod! uiteenvallen, is eindig. 
Bew1Js. We bepalen b zo dot£ .2. =(a] (a >0). Uit JJ,.= v(mod ~] ) 
volgt JJ,-: 'll (mod !,) . Het aanta 1 kla ssen mod l. a J is echter reeds eind ig. 
Immers in het bewijs van een vroegere atelling is reeds opgemerkt, dat 
mod [e) elk geheel getal van het lichaam congruent is aan een der an 
getallen: 

~ knwn (O~kn<n), waarin u..11 ., ••• ,wn een basis van het lichaam voor­

atelt. Dear bovendien uit )A- t-., {mod ~) volgt Y,-f ~ (mod [a J) is dus ook 
het aental klaseen mod! e1nd1g. 
P.,f1!l,,1t1•: D1t aantal klaesen heet de~ van! (is dus een natuur­
•1Jk getel). 

N a. -
Uit µ. '!v(mod ,!) , f = (!J (mod ~) volgt: 

,i,,+f; ~.,; (mod!,.) en >'- -,f ~ J~cf (mod!,). 
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door 
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8 februar1 1956 

Stelling. Is w 1 , ... ,w n een 11chaamsbasi:,, dan 1s er voor elk idecia l 

! een basis van de gedaante: 

«1 • 8 11 W1, 

«2 111 8 21..,,.,1+8 22W2., 

waarin de a's geheel rationaal, en a 11 ,a 22 , ... ,ann positief zijn, 

Bewijs. Elk ideaal ~ bevat een geheel positief getal a. a w1 ligt dus 
in!• We kiezen nu voor a11 dat positieve getal, z6 dat a 11 w1 nog in 
! 11gt, en a 11 zo klein mogelijk 1s. Op dezelfde wijze versta ik onder 

amm het kleinste na tuurlijke get8 l, z6 ctn t Cl m=am1 w1 + ••• +amm Wn in a. 

ligt. We beweren dat ( ~ 1 , •.• , orn) dcrn een basis voor a vormt. In de 

eerste plaats zijn a 1 , ... , cxn lineair onafhankelijk, daar 

8 11 0 0 2 
2 

4 (OC1,•••,0'n) = 8 21 8 22 6 ( W 1 , .•• , w n) = (a 1 ,1 ••• a nn ) A :/0 • . . . . 
8 n1 8 n2 .. 8 nn 

Zij verder 0( een getal van~, dan is zeker ot =b 1w1+ ••• +bnwn met 

geheel rationale b. ;)eel bn door ann: bn=hnann+rn (O~rn<::.ann). Dan 
behoort Cl<-hn0<n=b1 1 w1+ ••• +br~-'1wn_ 1+rnwn met geheel rationale b' 
tot a; volgens de defini tie van a is dus r =0, en dus cc -h 0( n= 

- 1 nn n n 
==b 1'w1+ .. . +bn_1wn_ 1 • Hierin is evenzo b~_1 door an-'1,n-'1 deelbaar, 

dus <X -hn a n-hn-'1 qn_1= b1 w1 + ... +b~_2wn_ 2 , enz. tot 

O<-h Q -h 1 0C 1- •• -h1 <X1=0 met geheel rationale h. n n n- n-

Stelling. A(~)== (Na) 2 4.. 

2 Bewijs. We hebben gezien .6,(0C 1, ... ,0<n)=(a 11 ... ann) 6. 

We moeten dus bew1jzen: a 11 ••• ann•N~. Daarvoor is het voldoende aan te 
tonen, dat 
1°, elk tweetal van de a 11a 22 ••• ann getallen: 

r1<..u1+ ••• +rn""n' 01.rm<amm voor 1~msn - - -
'1'1oongruent mod !!. zijn, en dat 
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2°. elk geheel getal '? van het lichaam met een van deze getallen con­

gruent mod ~ is. 

1°. Uit r 1 w1+ •.. +rnwnl!r1 w1+ ••• ·H·~wn(mod ~), O~rm<amm, O~r~.c:amm 

volgt: 

+ 

n 
>(r -r')w =O (mod~), of 
~ m m m 

I Volgens de definitie van 1nn is dus rn=rn. Op dezelfde wijze volgt voor 

n .> 1 oo k : r n _ 1 = r ~ _ 1 , ••• , r 1 == r 1 ' . 

2°. Elk geheel getal ~ v::.in het 11.chaam heeft de gedoante: 

~ = b1 w1+ .. . +bnwn met geheel rationale b. 

Deelt men bn door ann= bn1'"'hnann+rn., O ~rn ,<ann' dan is "'?-hn«n= 

=b1 1 w1 + .• • +bn_ 1wn_ 1+rnwn, enz. tot 

Stellin~. Is ot 1 , ... ,CX'n een basis van het ideaal a en w 1 ., ... ,wn cen 
lichaamsbasis, dus 

dan is 

Bewijs. 

C:Xk= f::. ckltul' 1~k~n, met geheel r-ationale c, 
1=1 

; volgens de vorige stalling is: 

Stellina. Is a.Jo een geheel getal van het lichaam, dan is 

N [01.] • fNO<f. 
Bew1Js. Is w1 , ..• , UJn een lichaamsbasis., dan is CJ. w1 , ... , OC.Wn een 

basis van het ideaal [0t) , daar OC(h1 w1+ .. . +hnwn)=h1 Olw1+ •. . +hnotwn' 
h's geheel rationaal. 

Nu is 
6 [•]- 6( 0( ~1 •• ., 0( ~) 
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In de ontbinding: [6] = [1 + i Vs] [1-i v-sJ vallen de factoren rechts 

uiteen in [1+1 'V5J= §_1§_2 , en [1-1 Vs] = §_1~3 . Dit kan men als volgt in­
zien: 

[1 + 1VsJ [1-1 vs]= 2 
~ 1 .9..2 a 3 , du s 

(§_1 en §_2 zijn vcrschillende priemidealen) 

N ( §_1 §_2 ) = 2 • 3 = 6 , N [1 + i V 5 J = 6; du s 

~1 a2 = [1+1 Vs J ; dus §_1 .§..3= [1-i \(5] 



ALGEBRAISCHE GETALLENLIIHAMEN X 

door 

Prof.Dr B. Meulenbeld 

22 februa ri 1956 

Kwadrat1sche Getellenlichamen. 

Beachouwen getallenlichamen van de tweede graad P(1'), waarbij {)' wor­

tel is van een vierkantsvergel1jk1ng. Elk getal van P(1") is dua te 
schrijven ala x+y#, met x en y rationaal. 

Stelling 1) Elk kwadratisch getallenlichaam heeft de gedaante P(V'C), 
waar1n C geheel rationaal is, ~o, ~1 en kwadraatvrij. 

2) Voor elke G is P(V'c) een kwadratisch 11chaam. 

3) Van twee verschillende C's zijn de lichamen verschillend. 

Bew1Je. 1. Laat de vierkaotsvergelijking waaraan f> voldoet zijn: 
ax2+bx+c-o, dan is 

• -b .t 'Vb2-4ac 
"• 2a 

Elk geta l van P(t>') is dan te sch rijven a ls x+y'I"- x- }a y ±. k Vb~ -4ac • 

Nu is x- & yen ook '!a rationaal; dus het getal te schrijven ala 

xa,+Y1Vb2-4ac, met X4 en Y4 rationaal. Het lichaam is dus P(Vb'2-4ac). 
b -4ac ken niet O of e~n~aat zijn, dus b2-4ac-q2c met c><o, C~1, 
C kwadraatvrij. x 1+y 1 Vb 2-4ac=x 1+y 1qV'c. Het lichaam is dus P( V-c). 
2. ~u1delijk daar Ve wortel is van de irreducibele veelterm x2-c. 
3. Ui t P ( \le 1 )=P ( Ve 2 ), waa rin .::: 1 en c2 geheel ra tionaa 1., ~O, ,.(1 en 
kwadraa tvrij zijn, volgt V-c 1=a +b V-c 2, met rations le a en b. Hierin is 

zeker b,lo, daar anders vc1 rationaal ZOU zijn. Uit C1=a 2+2abVc2+b2C2 

volgt dus a.o, dus C,f"b2c2 , met b rationaal -= ±. ~, P> O, q >O, (p,q)==1. 
Dus q2c1.p2c2 • Nu is q2/c 2 en p2/c 1 ., dus P=1, q=1, b= z1 of c1.c2 • 

Stellin!• Het lichaam P(t?') met 1'= Ve (c geheel rationaal ,lo, ,.(1, kwa­

draatvriJ) heeft de basis 

1, ?j' a ls C E 2 of 3 (mod 4), 

1 +1/' 1, '2 ala C ;£ 1 (mod 4). 

Be~1Ja.. t,'1a geheel want is wortel van x2-C=0. Proberen als basis 

(1,1'). Dit is zo ala voor gehele Ol ==X+y 1J' de x en y geheel rationaal 

z1Jn. Nu is °" geheel ala C)( wortel is van Ol. 2- SOc.+N•0 en s en N ge--heel ret1onaal z1Jn (noodzakelijke en voldoende voorwaarde). S== « + CX , 
- ::tJ 2 2 •• OCtk • CX • x+y(/)', U\•X-y 'fJ', dus S(CX)=2x, N(a&.)=x -y C. Uit 2x.geheel 

2 2 •~ x •J Cageheel, zouden wij dan moeten concluderen tot x.geheel, Y• 
.S~etl. a:2 -12c.gehee l, dus ( 2x) 2 ... ( 2y) 2c.4 voud.. due ( 2y) 2c.gehee 1. 
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in aanmerking 16 vouden + 8 en+ 12, en 4 vouden + 1., die kwadraat­
vr1j z1Jn. 7 en 25 kunnen bijv. gcen grondtallen z1Jn. 

Stellin5.1) Elk kwadratisch lichaam 1s P( ~ ), ala 6 het grondtal 
ia. ,6. heet fund1m~ntaal discriminant 

2) Is C:>, c~n fundimentnal discriminant, clan is P( VA) een kwadratisch 

lichaam met grondta l b . 
3) M~ttwee verschillcnde fundimentaal d1scr1m1nanten komen verschill~n­

de kwadrat1schc lichamcn overeen. 

Be~iJs. 1. Daar c ""~ resp. 6, is P(\TC)•P(Vi> ). 
2. Is ,6 fi.mdimentAal discriminnnt, dan is P(V'a )•P(Vc), waarin 

0 • { t voor 6 : 8 of 12 (mod 16) 
6 voor ~ :1 (mod 4). 

Deze C is r/O, ,'1 E.:n kwadran tvrlj. Is 6 ::= 8 of 12 (mod 16)., dan is 

C:2 of 3 (mod 4); is A :1 (mod 4), dan is C ~ 1 (mod 4). Dus 

heeft P( ¼ }=-P( Ve) als grondtAl /:, • 

3. Volgena een vorige str.;lling volgt uit P( V6 1)-P(\/a 2 ) dat 

.0.1- ~2' 

Stelline;. Het lichnam P( V-c.. ) m0t grondta 1 6 heeft steeds tot basis 

1, ~ voor ~ =:EO (mod 4); 

1, 1+2\,./2,. voor .6:=;1 (mod 4). 

Bew1Js. Voor 6 :0 (mod 4) is C= ~ , V"= V- C-,. ~ ; 
voor 6E1(mod4)isC=t.,¥- 1+2V-o. 

Voorb1;elden. P(:1.}: ..;1 =-4, ~ == i 

P ( f ) : A ... -3 , 1 + 2'rt::. = 1 + ~ V-3 • 

P( 1 V-5): .0 =-20, ~ = i if5. 
Onderzoek ideAl~n: 

De basis van cen idc~al uit P( V-c.i) b1.::staat ult twt:e ge:tallen Ol. 1 , C( 2 , 

die beidc geheel algebraisch zijn. 

Stellin~. Elk ideaal a van het lichaam heeft cen basis van de gedaante 

A,O+BUJ, waarin O ~G <.A, B ).0 en A,B,G gt.:hvel r-atlonaal zijn. 

BewiJs. Volgens een vorige atclling is er een basis te v1nden van de 
vorm: ()( 1.a 11 w 1 

. Q 2·8 21 W 1 + 8 22 U) 2' 

wear1ri a 11) O, a22 )0, en a11 ,a21 ,a22 geheel rat1oneal z1jn. Kortweg: 
er 1s een basis van de gedaant~ ((1,u;) is een basis van het lichaam): 

:A,G+B W, waarin A het kle1nste natuurlijke getal van a 1s, en B het 
; -
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kle1nete natuurl1Jke getal 1a, waarvoor b1J paesende g~haal rationale 
00 het getal G +B UJ 1n a voorkomt. Daar met Or( ook CX-MA voor elke 

0 -
geheel rationalt: Min a voorkomt, kan men het zo 1nr1chten dat O.(O,<A - -1s. 
Ste,ll1ng • .! heeft slechts ~~tn basis van de gedeante A,O+B w waarin 
A,O en B gehi':el rationaal z1jn, O fO <A t:n B )0. 

Bew1js. Elk geta 1 vnn ~ h~eft, a ls A ,G+B LU een bas 1s vormen., de g1::­
daante xA+y(G+Bw) ,x 1.:n y geht:el rationaal. 

1) Du geheel rationale gBtallen van hct ideaal zijn de getallen xA. 
A is dus h~t kle1nat~ natuurlijke g~tal van~' dus door! eendu1d1g 
bepaald. 
2) In ( xA +yo) +yB w is yB a ls y } o is -? B. 
B is dus hct kleinste natuurlijke gt:tal, waarvoor 00 +B i..., bij pass€:ndt 

00 in! voorkomt, is dus door~ eenduidig bepaald. 
3) Heeft ! de bas1::s A,G1+BUJ t:n A,G2+Bw., mt:c O~G1<A,O:fG2<A, 

B )O, dan 1s (o1-a2) "" (G1+B W )-(G2+BUJ) !;.!en getal van a. Daar 
(o1-o2 ) ( A is, moct dus G1=G2 zijn. 

Def1n1tie. De bov~ngevormde eenduid1g bepaalde basis heet de kanonieke 
1deaalba1s. Voor a"" O is A=1, G=O, B=:1. 

Stell11Ji. In de kanoniek(.: ideaalbas1s is 

B/A, B/G. 

Bew1Js. 1) A w bthoort tot a. Dus is: 

AW• xA + y ( G+B w), 

A = yB ~ B/ A • 

2) O+B W behoort tot £_; - lN( O+B w) behoort tot a • 
... cr., (O+Bw)- .... BN(UJ )- w G = -BN¥U)-G(S(w)-w) 
•(-BN(w)-0 S(w)) +-OW=t + G w . 
!)us moet t+-OW• uA+v(O+BW} G::vB ":4 B/G, 

oenerkin~. D~ kanonieke basis van n kan men dus ook schrijv~n ala: 
BM, BR + B YJ met 0 (< R ,< M • 
Ieder getal van a ls dust~ schrijven in de gedaante: 
c1 BM+ c2 (BR + Bw) = B {c 1M + c2 (R +W )j. 
Dus!.• [:s) !,1, B>O, waar1n !!,1 een ideaal is met basis M,R +W, t:n 
04"R <.M. 
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In het geva.l 

" -t::.-

I "1_.-+· \r,.. ,_ 
M "'"" >Ii., / •~\.tt + -~-,J, 4 '. ) ,;:i of M/(2Rt1 ~- 4. 

<-. 

,~ 
f' { ')t:l :. -~ j "::; - A f ,:j ' U \ 0, \ ,.n I I I -::: U> 1.mOt, 41•11. 

Due :Heeds is .o kwadr::-iatr'c,st rnc,d 4M. - .. -. ···----.. --
Pr•i.1c.•m1dec)lcn -···----

Elk p~iem1deaal E bevat ~6n p~1~mgtt~l p. Dec~ Eis p bepaald. Niet 

Ol!lgekeerd. Uit r:,/p vol;:;t £/ [r.'J . In ht":t c.lgt.meer: behoeft dtt hot:,fd­

ideaal geen priemideaal t~ zl:n. W0 tracl1ten nu [P1 te ontbinden. 
t.PJ £. . r,, h.:·,t ,,1,:r:,,·aa,,, lo t,i ·l·,-1 .,, ,--,n1,- ,.,,. ~-:.i..1,,, ·,' ,--atjo"'aal • n"' .•. , ••• V , _., ,_ ,,, --· _,.,1. ... ,t,.,n •. ~ 1, ", --- ,·, , a, s e i;,,.:a ..... (,,1 • , . ,. . 

-L, I t:. ...._?' - ~ ,.. ,,.. ') 

en n de gri;.ad v::n h~:t l1Ghi:32tm J13. In ans gt,:,al :.s N (P] ""' p"-. :)us 

" 2 l'n Nn Hn \(c-·•-r-"'1 ·lkh•·•''1''!''' l",, t.',,,, 'DC. ,-l-"'"' fr-1 n H''Ofdide""'l ,.,. • ... ~L1 .C.21:1 • .,,s,'1J:..rt Pt .1.~:, .... ..i..:,,~) ,~ .. --..... .._., , • ...,.:,r; 1 "" 1.k::"1-..•' 1 \,.Ai'-"'"' -~~ = £* _1,, 'I,,,.!' t.'.l:i.:.1 

- priemidcaa 1. t'=~~ : ,.L•pi ·"" :: q mi::t Nn = No ,,., v. 'J ~- .s:.. .... ~ 

Het kan zijn det £•gin d!t atstL gevnl. We onderech~idcn dus de 

volgend€ gevall~n: 

I 

II N .E ""' P, ~q • q, ~n hicrin: .... 

IJn. £ j g_. 
IIb, .E ·'"' 3.. 

Stellin~.:* Het gev,0ll II cioc.~t ::.'.L~h da:'1 en ::lllt.:en dan voor, a1s D, kwa-

draat;rest mo•:j lip is. rJ,,:-1 ~D f. ""· [P .• R+ Lvj , 3. = [P,R+ w] bij pass0nde R. 

Bew1Js 1. Nodi5. 
N£ ·-= p. w·e n~1.ncn 

St~l ~eva: II d08t z1~t1 v00~. Dan is ~r dus ~en D met 
- Ji:. 

de kinonie~~ t8s1s BM, BR+ B w van£, waartij dua 

0 <.R (M, B) C, 6 kwadrnz1tr,;;at r'1(:>d l+ M is • ... 
Vroeger gehad d,; atel1·ing: Ts """ ""'' ec' 1·i i·,'.1<:s·ls v!·1n "' en - ., .. "'1··· 1 ""'n "· ~, "'·- ·- "' '-"·1-' .. • '\Un 
een l1chaamsbesis en 

·1 ~k ~r:,, met geht;el rationale c, 

''den is 

l BM 
Volgene deze et~lling ia p :ii N£ ffl' 

r "' BM 
dus lS ~, 1, M • p, E. "" l p, R + W; ; en 

0 ,, B2M. 
B = 

bis kwadr::1atrest mod 4p. 



.... _.,-

2. Voldoenck:.. Z1J 6 kwadraatr•;;·st !l'l()d 4P~ Dan kl.:zi;n W,i x r.o,dat 

x2! 0 (mod 4p). Bl,1 (..Ven A is x ev1;::m, we noemen dat"I X•2R. BiJ en• 

even 4 :ta x onf:Vcn; Wf: noc.:mtn dEm x111'2R+1. Dan ls 

dun p/N(R+W). 
VooP de idcolen p ~ 

p(R+wL ti{R+w;f"" 

"'I 

( (2Rr--- " . , \ •. ---X. voor 2/ 6 , 
~ 2 L '2R+'l \'_ 6 . .. ,..,~. ':,f ..._ . .l--~ Y·~t.,.;\ (;;, U :, 

l+ 

thl 16 £_/ [PJ ' n\?'.l'lr' c~J f £, dc1;'.!t' ~+w g.:·,::-n VO:;·elvoud van p is, en 

,q/ (pj , doch [P]f g, dus NE_""·~ ()f p, N~ ~"" 'l of p. Dua 1s l'f.E,•N.3.cp. 

Dua zijr. .E. en g_ pri\.::nld,::rdcn'. N,! ,:.: '1, .'.: "' 2, .e. g_ ""' [PJ . 

2.E 8rkin5!;;!?_, ·L Gcvr.1 I do,_.1. ~:~.Gh clan ;..n alli::<.n dan V!JO't", als 6 nh:t­

rest mod 4p is. 

2. Geval Il do~t zlch in tlK £~V8l vcor ale p/6 is. Want dan is 
2 ') ,, 

p) 2 is A kwadra;:i t-6 "i O or '1"· (mod 4), 6 : Oi:. (r.,od p), dus a .ls 

rest mod l4p, Als P=,? i:r, 2/ 6 , chn is 6. ,-=·16v + 8 of 12, dus 6 ~ o'2 

of 2 2 (mod 8), dui:; A kw'..;Ji~n:;tr-:.'n. mod 1tp. 

Voorbeeli:1. Llcha3m van 1.:iuss P(i.) ('f' P(V--4). 
a ,.. _ti~ w ,., 1. 

Is {7J ""'£ or 12.].? H1r1~t ,.T.·vu1 2f cf -1+ 'kWctdrr"Hltl"t'St mod 28 is. Is 
x2 ~ -It (mod 22) •:::1p1.cst?nr'? x :,·:c>. L ,. vs.:n ,:J.j,·l, d;,w x=,2R, c:us is i::en R 

mti;t R2:-1 (mc,J 7). Er t:-11.,;:-c: gu:c: :'.;p:.,;:::l~J!.ng t;t:: zi,jn. Jus [7] """ £, 
een pri~mid~1al m~t no~~ 49, 

Is f,3) = p of p :1 '? ~"'n,t 1 ,rnn :~f of -i+ kwadraa~;r21:1t mod '52 is. Is 
x2 ::::: .. lt (mod 52)-:::,·f' R~:'= _,,, (n:~)d 1.3) ,'lr;lo::ibJ;sir? R=5 vold,),:::t, dus 

[13] =ES.• (13,~+t] ['u,::i-1] . D'lt ziJn 2 1:·r-~t..m~:..d,,.;alcrn mt.t norm ·13. 

Hoe kunmm wi,j nu d(, geva11,:n lI:j (!n IIb ond, .. 'rS 1:!hcid(.;n'? Daarvoor• geldt 

de 
Stelling. Zij 4 kwad raa t r,.:s: :mod 4p ( dus II). D-3n 1:.:n a lleen dan is 

£ '""' 9. E1 la p/ 6 is. 

Bew1Js. £ = g_ betektnt [ p,R+wJ "'"' [P .• R+ ij.J. D1t bttt:k<::nt ht.:tzt?lfde 

ale [P ,R+uj/ ~ ,R➔·WJ, dnc-H' rkit' f :le,r- c;:,_ct• pt•:1.i::m1.d€8 lc::;n gaa t. Dus meet 

(p,R+~ /KHA), en ook [p,R+wj /(R+w)+(R+W), of [p,R+t.v]/2R+S(W). 
n.atl 2R+S{ uJ ) gldh1:!el ratitmaal !.s l rnoet dus p/2R+S ( w). Wt:gens: 

{2R+s(~)j2-4p N(R+",vl = (2R+W+w) 2-'~(R+W)(R+\tl) 
•4R2+-4R(W+i%1) + {~ ➔-w) 2 . .J+R2-'~R:w+¢i) - 4w~ 



- 2 \1 • (w-w} - w 1 I 2 w • 0,' 

lu1dt de noodza ke11Jke en voldo~nde voorwaa rde p/ C. • 

We kunnen het bovcnstaande samenvatten door ht::t symbool van Kronecker' 
te gebruiken. 
Symbool van Leg,;;;ndrc. (&\P prl-.!m > 1, pfn; 

(~) • 1, als n kwadraatrest mod pis; 

Ci)• -1, ala n niet-rest mod pis. 

Symbool van Jacobi (~) m ont:~vt:n, (m, n) • 1. 

Ia m • priem, dan = symbool van Legendre. v~rd~r 

(!:.) "" TT (!:.). 
m p/m p 

Symbool van Kron~ck~r. 

(~) met d• 4 voud of 4voud + 1; d gecn kwadraat m > O. Z1jn d en m onddr­

ling deelbaar, dan is(~)= O. Ism ~vGn • 21m1 (m' oneven), dan is 

(i) = O aln d even is 

= + 1, als d = 8 voud + 1 

= + 5, als d = 8 voud - 1. 

Stellini• De gevallBn I, II2 of IIb docn zich voor al naargelang 

(~) = -1, 1, o. p (Kronecker) 

Bewijs. a) Geval I:b dovt zich voor als p/4, maar dan is(~)~ o. 
b) Oeval Ila doet zich voor 1ls pft,. C;n 4, kwadraatrest mod 4p is. Te be­

wijzen is dan: {i) = 1. 
Stel eerst p=2, dan is 6=4 voud + 1, dus of 8 voud + 1 of 8 voud + 5. 
Nu 1e ~ kwadraa Lrt:st mod 8. Maa r x21 5 (mod 8) heeft geen oplosaing, 
dus moet gclden: 6 = 8 voud + 1; mnar dan is (~) == 1. 

Stel p ~ 2. T~ b~wijzen (!) = 1, en dan stelt dit het aymbool van Le­
gttndre voor. Nu is 6 kwndraatrt:st mod 4p, dus zekcr kwadraatrest mod p., 

dus Cf) • 1. 

c) Q~va.l I dot::t zich voor, dan is .6 i:..:n nh:t--reat mod 4p. H1eru1 t 

' volgt Pf A. 
Stel p.2, dan is ~- 4 voud + 1, dus 8v + 1 of 8v + 5. 
ln het eerate geval was 6 wel lcwadraetr~st mod 8, dus moet d. .av + 5, 
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en(~)= -1 zijn. 
Stel p oneven. Te b<3wijzen (~) = -1, of ~ is et::ln niet-rest mod p, p 
terwijl gegeven is dat .6. een niat-rest mod 4p is. Stel 6 was een 
kwadraatrest mod p. Er zou dus een x zijn met x2 ; 6 (mod p). 
Stel x2 - 6 = 4 voud, dan is x2 :: 6 (mod 4-p) en zou 6 een kwadraat­
rest mod 4p zijn. Tegenspraak. Stel x2-6 f 4 voud, 
Is (), = 16v + 8 of 12 dan kon x niet even zijn, dus x = oneven. Maar 
dan is p-x = even en (p-x) 2 - 6, = 4 voud; terwijl (p-x) 2- t::,. = 

p2-2xp + x2- 6 = p voud, dus een 4p voud is. x2:: 6. (mod 4p) zou dan 
wel een oplossing hebben, nl. p-x. Is 6 = 16v + 1, dan kan x niet 

2 even zijn, dus x = even. Maar dan is p-x = oneven, en is (p-x) - .6 ~ 
4 voud, dus een 4p voud, en x2= 6 (mod 4p) had weer een oploseing. 

6is dus een niet-rest mod p, dus (€) = -1. 



ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN XII 

door 

Prof.Dr B. Mculenbeld 

28 maart 1956 

Stelling. Het aantal oplossingcn F(k) van Na:k is van elk natuurlijk 
getal k gegeven door 

F(k) = L (L}) 
n/k n 

(symbool van Kronecker}. 

Zo is het aantal id1:.:alen rnt,t Na=3 gclijk aan 

1 + (%) = O of 1 of 2. 

Stelling. F(k1k2 ) = F(k1 )F(k2 ). 

Zo is F(1052) = F(3 2)F(52 )F(72). 

We hebben bij de kwadratische getallenlichamen reeds gezien dat een 

noodzakelijke en voldoende voorwDarde voor het deelbaar zijn van [P] 
door hct kwadraat van een pri8rnidesal is p/~. 

Ook hebben wij bij een voorbeeld uit P(i\r5) afgeleid dat [2] door 

het kwadraat van een prit:mideaol [2,1+iV5] 2 deelbaaris en [3] geen 

kwadraat van een priemideaal b,;vat. Nu is het grondtal .6. van 

P(i \l'.5) = 1 

1v5 
1 

-1 ✓s 
= -20. 

In het eerste g2val is 2/-20 en 3 f-20. 
D8Ze gevallen zijn bijzondere ccvallen van de volgende algernene stel­

ling, die voor ~lk algebr81sch ~etallenlichnam geldt: 

Stelling. Bij een priemgeta1 bcstaat 8r een p met p2/p, dan en alleen 

dan als p/6. 

Het bewijs van h~t eerste deel van deze stelling: 
0 Uit p 2 /p volgt p/.6 11 is nic:t lastig; 

Het twee de deei: 11 Ui t p/ 6 vol[;t i? /p ff is ine;ewikkelder. 

De stelling van Minkowski over h~t grondtal: van n=1 is er slechts he 

lichaam P met grondtal 1. Minkowski heeft nu als (.;erste het vermoeden 
bewezen dat voor elk ander algE.:braisch lichaam, dus met n ~ 2, het 

grand ta 1 van + 1 verschillend is, dus a bsoluut ~ 2 is. 

Stelling van Minkowski: Voor elk algebraisch lichaam van de nde graad 

met n ) 1 is l ~ l > 1 . 

Elk ideaal is een "tweeledig 11 ideaal. 

Aan het bewijs van deze stelling laten we een hulpstelling voorafgaan. 
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Det1nit1e. Een 1deael hoet ~5u1valent met ~en 1deaa1 .!?,, al~ er twee 
hoof'didealen (ocJ ,£(3] bestaan, zo dot 

[ex]!. [(3) E.• 
Notat1e. ! l""U E.• 
Stelling. De drie bekende postulaten. 
Bcw1Js. a) SYff!!!'t:trie: [ 1) ! • [ 1] !?,_, dus: a ~!!_. 

b) Ref'lex1v1te1t: Uit !!_f'V !?_ volgt [(3] !?. • [O(J !!_, dust !?_ "'-'!· 
c) Trana1t1v1ti:1t: U1t !rv!?., _£"'-£ volgt: 

tl:'J! ·lPJ !?., t~J !?. • [8J~, (cxrJ~ ·[f3~J .!?. ·[f3$]£, 
dus: n r\J c. - -

All~ 1dealen vallen dus uiteen in klasstn van equivalente idealen. 

Stelling. Een dcr klasscn wordt door nllu hoofd1dealen gevormd. 
0P!!!erk1ni• Als, zoals bij P, tlk idea~l hoofd1dcaal is, 1s er due 
Slechta een klaese. 
~- 1) Z1jn [0t) en [(3) twee will,;;keurige hoofdidealcn, dan is 

[/Jj (°') • [06Jlf3J , dus [o.J rv [/3]. 
Elko twee hoofdidealcln zijn dus equivalent. 
2) Is {o..J "-'!_, dan is bij p8SStmde ~ ,j: 

(J] [OI.)-:: [ S] ~, d«4s f &j / ( ("'-) of '6/ ,~, , dus 

(OJ.. G {J met gehelC:: (3 ~o, dua [€] ~•[f ()(J. [0/3)• [JJ [f3] 
of: ~ .. [(3]. 

Elk ideaal, dat equivalent is m8t een hoofdideaal, 1a dus ook hoofd­
ideaal. 
~tellins. Uit !"VE_, _£rv,9_ volgt ~_£1'\.JE_ 3.. 
Be~iJB • [OcJ ! • ((3) E_, (~] £ = [c] 4 1 dus 

[a~] ~ £ =[f3c5] b £• 
S.t~ll1ng. U~t ! £. rv E_ £ volgt !!, ,vb. 

Betfije. { °'] ! £ • [/3] !?_ £,, dus [ CltJ ! = ( /3) E_. 

§t~~l.!!ll.• Er bestaat een alleen van het lichaom afhankelijk posith;f 

gets.l M, 10 dat er in elk ideaal ! een getal 0t ,/.O bestaat met 

\• o.l 'M.N! . 

. , ,.~.~~ Z~J ~ n(:tf~,~~t •:} 11chaamsba~1~., (,U 111•T-m(1') 
t1otws.3ee:, "&(11;,' '1•*-'m ( ·( ... ~ ••• ', n) 

M • ]low 1(a)t+ ... +lwn<•ln .. 

t1e kanonn1ekc 

liwmrl 1 dl*;x. de verlangde eigenachap heert..' Z1J a het gegeven ideaal. -
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Wt: k1..:•ie:en ht~t ne tuut'1 t,jk1:: f'.: t ') 1 1<: ,?;c dB t k{~IN!!._ < k+'1. Dan :la 
\(?.!(~~a <(k+-1)n. Onder~ de (k4•'1)n v\.:rach'llhnje gc-t~lh:n x,.w,,.+ ... +xrw-., 

"' -· ' I ,I !l 

m ... ~ x O 1 2 1, 1·om "' r~,, .. t,., .. ..,. r"c··1 " , .•• ,..,,)' .. ,., ... nt·, v·o"""'' 'iilf\y m· ·.f j ,J>1t-41flllffol'\.J y~ \;.',;.J ·,,Ji-,\,.,,;,, -n~..!,.;,. ,,\)l"J ~ ,_l;_,i\t.\:;Ji.-.Jit-·~ \;,: .~.,I~, 41 

w!lar·rJlj dits O ~'J. ~k, O ~-:: -~ .,, .nuir ri1.:t :.ill1:,; Yri-z ft:ll,jk nan . rr, • , m . ..1 m 0 z1Jr:,. 

Wi: ateJ..b::n nu Oi c·{y.,-z .. ) w.,+ •. . •1-(;;,..,-::::~.) UJ,., dnn l.6 ex ~en getal 
, i I " • J , l 

vane 

en .,lo. VE:rde:i:• is: 
'l'J 

}No.I ~ I fr 
• Su'i 

gevols. Stelt mon (a)•!~ d1n gcldt: Door ~lk ld0~el a is ~en zektr 
r.oofc11deaa1 ~£ ~.h:elbSF!t' w.'.1?.t'C)tj N(2_~) ,,. N(Ol) ... \NC(·~ MN£_, dus 

S~a 111~~ Hr~ ·i~ntnl ~ :: \, C ,;,, ~- ' • 
' l' .. ·r, " '"n ~ .. · · • n ·i ~ - l -~ u"' J., .; .... 1,;:1 {-1,, ..,o w;~ J- L, J., ,., \ ~.. o 

ten positief, 111~en vsn h~t lich~s:n ~fh~n~~nd g~t~l), 

,!?eWiJe. W1,j bl::ho, .. VL.n aleahts B:;n t~~ toner: c1at l:r' in elkt: klas1H.~ l'!1in-

·•~),, <. P W'1 ·) t ''0 ·, .. ,, · ,r, S 
,; ~:... -.._ l JI t C• 1 'f .,,_ i._) \ •. ~ ,,.-

"';,- ,., , 
i.;;) \,,('°_. ..... -

nu de· v~)Pic.c: st(~11i.11,-r tt)c• 01J B. I\~n bt~-
., - ·• -

staat f:r·dus t~(m b ms:t a b t\.i'J en Nb < ;.1. U:lt c a "Va _b volgt b l"V:~. 
' -· - . 

S~elling. Ia h ht>t a:'.!nt~ l lcl:3~3SE:n, ·:l.::m t3t.ldt vcor te,j;,;r idc.:21:ll .~: 

§!. !'\IQ. 
D~ h'dc macht van ~lk id~aal ls ~en hoofd1deaal (h onafhan-

eentanten van~~ id&aalkl~ssLn, dan zijr a 8~ 1 ., .,a ak het oak, doar 
_,_ -- I - -1,l. 

hun aantal l<lopt sc:-ri :;;een tw(:,: v:rn (h.:z1:. tdcc..lcr: cqu1v,1h:nt z1,Jn. Dus :i.s 

ook: 

~h . ..., 
,·. I"'..)\ •. ,. 


