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ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN  [GSS }SE
door “

Prof,Dr B, Meulenbeld

Inleiding

Tot nu toe hebben wij steeds rewerkt met rrtionale getallen, of ge-
tallen uilt het wetallenlichnnm der rntionale getallen, nangeduid
door P,

Een getallenlichaam is een verzameliny van getallen met de volgende

eigenschappen:
1. Hét lichaam bevat minstens 2 getnllen;
2. Als het lichnam o/ en (3 bevat, dan ook o*@, o en % (’(3%0_}‘

Het getallenlichaam van Gauss bestnat uit de complexe getallen n+bi,
ﬁgarin 2 en b rationale getallen zijn, Het is gemakkellijk 1in te zien
dat deze getallen een lichoan vormen, Men kan in dit lichaam ook gse-
hele getallen definieren. Het petollenlichaam van Gauss wordt aange-
duid door P({1). Evenzc vormen de zet2llen a+ o met Q= -5+ V3

(a en b rationnal) een getn 1lenlichn am, aangeduld door P ?) Fen der-
de voorbeeld is het lichaam P(1 V5), gevormd door de getallen

a+bi /5" (a en b rationanl).

Het rationale getallenlichanm I is het eenvoudigste lichaam dat er
begtaat, d.w.2. elk willekeurig getallenlichaam fj.bevat steeds P,
Vroeger 1s bewezen, dat elk natuurlijk getal n op eenduldige wijze
in factoren kan worden ontbonden, d.w.z, uit N=PAPoe e PL=Aqdn .« oAy
volgt r=s, en, afpezien van de volgorde, zijn de p's gelijk aan de
q's,

Men kan nu‘bewijzen, dat ook in P(i) de daarin gedefinieerde gehele
getallen een eenduldipge factorontbinding bezltten. Dit 1s ooksin
P(P) het geval, Ock in P(1\5) kan men gehele getallen in fdctoren
ontbinden, doch deze ontbinding is niet meer eenduldig. Het bestaan
van lichamen, waarin geen eenduidige factorontbinding mogelijk is,

is sanlelding geweest om een geheel andere theorie op te bouwen,
n,l. die der algebraische getallenlichamen en aansluitend hieraan
de ideaaltheorie (Dedekind en Kummer),



Eenduidige ontbinding in P(1).

Definitie. Onder een geheel getal verstnan we elk getal S =a+1b,

waarblj a en b geheel rationaal zijn,

De volgende stellingen zijn nu gemokkelljk te bewijzen,

1. 1 is geheel,

2, Teder geheel rationnal getal is geheel,

3., Ieder rationaal getnl dat geheel is, is een geheel rationaal ge-
tal. _

4, Is 5 geheel, dan ook het toegevoegd complexe getal k.

o

5. Zijn € en n geheel, dan ook %H‘k, E-n s §n-

Definitie. ZiJ &#0. Dan betekent E/n (Edeelbaar op n): Er be-
staat een geheel getanl T(\met V\x XL%. g 741, dan bestaat er zo'n
geheel getal ;{hniet.

6. Zijn g en‘n\rationaal,‘g #0, dan is S/fﬂ\dan en slechts dan, 2ls
in de vroegere zin %/’ is,

7. Uit é/r(, n/jvol:ﬁ:t 5/5
8. Uit 'B/rk ,5/5 volgt §/ & m + B3
9. Voor elkens‘ geldt 1/% 3-4/3 s 1/3 s ‘i/E
voor elk S;!O is S/S, - S/S: 1%/E en “iS/S :
Dit volgt ult £ =1.% =(-1)(-§)=1(4%)=(-1)1% .

Definitie. Onder de norm von |5 (nangedwdN(§)) verstaat men het ge-
tal E§ = RYNE
10, N(¥) is %eheel en voor §#0 is %//%JCE)-
11, N(a) = 2= (a is geheel rationnal),
12, N(¥) is cen geheel rationaal getal.
0 voor & =0
N(;) m-{1 voor § =1, -1, 1 en -i
1 overigens
13. N(E M) = N(%) N(n). . . .

Bewijs: |&nl’= (811N , aus [§M| =]%["ImI
1%, Uit 2/5 volgt N(})/N(j).

Bewiys: §/5 3 5=x 5 3 NCs)=NXIN(EISNE)/N(S)

Y£0, dus N(E)#0.

15. 1Is E/E voor elke &, dan is E€=1, -1, i of -1,

Bewijs: £/1 =3 N(€)/N(1) =3 N(e)/1=3 N(&)=1,
Definitie, De vier getallen £=1, -1, 1 en -1 heten eenheden van
‘gi”), Dit zijn dus de enige getallen die op elk geheel getal deel-
~ baar zijn.
ﬁﬁ. Is € eenheld, dan is ook g~eenheid.

17. Z2ijn &1 en eg eenheden, dan ook QWiEQ.
18, ULt ok volgt k<€,
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Definitie. g heet geassocieerd met N, als er een & is met E=me ,

19, Het begrip genssocleerd is symmetrisch, reflexiefl en transitiefl,

Definitie. Is N(E),>ﬂ, den heet § ondeelbaar of priem, nls bij de
ontbinding ¥ =13 df N(n)=1 ¥f N(%5)=1 is. Elk ondeelbaar getal
heeft precies 8 delers.

We zullen de ondeelbare getallen door de letter 1U voorstellen,

20, Is ot met 1T geassocleerd, dan is ook o ondeelbaar,

Bewljs: Is n/0 3 o= XN, en mweﬁgc%m e =N =3
M=eXn I N /1T RNnee of nzemw=¢ n.

21. Is N(E)=p, dan is & prienm,

Bewljs: Uit &=n% zou volgen N(E)=N(nIN(B)  p=N( rgmﬁ), dus of
N(n)=1 of N(&)=1.

Voorbeeld:N(2+31)313, dus 2+31 is priem,

Niet omgekeerd: Een priemgetal kan het best een samengesteld getnl
tot norm hebben, b.v. N(3)=9. Toch is 3 onleelbaar, want uit 3=n T
N(") 2> 1, N(S)‘>ﬂ, zou volgen QzN(n)N(ﬁ), dus N(ﬂJ:B. Is n=a+ib, don
zou a +b =3 een oplossing hebben.

22. Is N(%)>’L dan is er een ontbinding in priemfactoren mogelil jk:
S = 1T, M5 TT,
Bewijs: (inductie naar de norm), Is N(S):E, dan is~5 priem, dus klnor,
Is N(S);>Q, dan z1iJ de bewering bewezen voor alle gevallen waarvan
de norm >1 en <N(§) is,
I 'E priem, dan g =N, klaar. ¢
Is & d\eqeébaar', dan is §= r\B , N(W) >1, N(g) >1, dus N()= %cil\f{:),
N‘(S)z %3’%‘%"(}\7(—%): dus V\ E Tﬂ . YTS s S - W,,Hruﬂ-z‘ :-; &5: ’!T) —_— ?T24
Nu de eenduldigheid.
23. Is N#0, gwillekeurig, dan zijn er 2 getallen §)en A met
5::5 q+—%, N())<(N(ﬂ) (Euclidische algorithmus).
Bewljs: 3 is complex = A+iB (A en B rationaal). Er zijn dus 2 gehele
rationale getallen x en y met [A-x| (3, @wy | <5,
We stellen nu x+iy= & en & -% N =)\, dan is I

N a r\(’%“g):éw.ﬁxﬁ»ecbhg)g s (A= VR -2% (8- )" <

<InlvETE < Inbs NOY =1 <inl®= N ().
2k, Uit ITMIEBVOlgt Tﬁ/E of Tffjs.
Bewljs: We kunnen aannemen Tr/frl,frjﬂ g , te bewijzen: TT//ES :
Qndev alle getallenc&ﬁ +ﬁ2ﬂ”¥0 moet er een de kleinste norm hebben.
Deze kleinste norm is in elk geval < N(YT), daar N(%+@1))<:N(ﬁ} biy
passende /%¢ Wegens TTjéEis hierin §\+@TT#b. o en (3 worden zo geko-
zen, dat mg:*-pxrm § (0<N(y) <N(M) en N(§) zo klein mogelljk.
We beweren nu dat N(Y)=1. Anders zou bij passende X, A

=X E+n 5 NN en N(Y>o

w



wlf

(anders was EfﬁThm wcgfn% N(g > 1 dus g%xETTT, N(y)=N(rT)).

Dan zou: >\.»‘ff—;m’- m-X (o & +@ﬂ q% +/{§,} 7T, hetgeen strijdt met
de minimaal definitie van 5

Dus moet bij passende & (? ¢ gelden K § + @ = &

Nu is gegeven ‘(‘\/§ . Uit m{: &+ @S =e5 =3 7'7”/55 =3 77—/%
25, Uit Tf/fg’.,aﬁ,, volgt Y@//éfnyﬂor minstens één m,

Bewl js door inductie, a | , N o
26, (Eenduidigheid). Uit & = 1T, TTo .. 'Tftﬂ?“!TTz’u s’ (e21,52 "j
volgt r=8, en de (T's zijn, afgezien van de volgorde, aan de 1T
geassocieerd,

Bewl jss Voor N(%)mﬁ is stelling trivinal, daar & dan priem is,

r=8=1 en 1T, =TT,

U

ZiJ N(§)>2 en de bewering bewerfzen voor elke r| met ;<:N(1])< N(%)

Is g priem, dan ruumﬁ,TT TY , en de stelling bewezen,

Zij v 21, 821, Dan is volbenq stelling 22

T =3 ﬂ’»L/. m o, Zeq T, [ 1T .

DUB df TT 1 df aan 1T 's genssocicerd, Het eerste kan niet, dus
TTﬁ~wTT Dus N = 3. SR PIININE ¢ PRI ﬁfTﬂ'... ﬂ;g.

Daar 1< N(n) ¢N(k) im wegens inductie-onderstelling r-1=s-123r=s,

en afgezlen van de volgorde zijn TT, 5 - .. ,TT,  naan ffﬂ').,. 1T

geassoclieerd, dus ook nan Tﬂ') oy T

Men kan dezelfde bewi jsoang volgen voor de getallen uilt het lichaam

P(-3+:1Y3). Men kan dnn ook weer de eenduidige factorontbinding bte-

wijzen,

Nu het getallenlichaam P(ivﬁf).

Definitie, Een geheel getal is elk getal §z=a+ib ng waarin o en

b geheel ratlionaal zijn,

i V%‘is geheel, Te stellingen 2 t/m 8 gelden weer. De bewijzen zijn

analoog asn die in P(1). Stelling 9 wordt nu:Voor elke E is 1 f¢

-1/§. voor £40 1s ¥/§ --§/5

1 en -1 zijn dus nu de eenheden, Stelling 10 en 11 gaan weer analoogs.

Stelling 12 wordt nu: ), voor é =0

N(g} is een geheel rationaal getal en wel is N(f): J 1, voor § = +1

i\ﬂ, overigens

De stellingen 13 t/m 22 weer anaoloog.

Stelling 23 geldt niet meer. Er is geen Euclidische algorithmus,

d.w.z. het 1s nlet waar dat bij ledere N\ #0 en ledere § twee getal-

len f{en Azijn met ¥ = An+), V( )¢ N(N).

Tegenvoorbeeld. Neem W =2, gwa V5. Noem Y=x+iy {5, dan zou
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” - N o
=N(") SN( ) ( -7 )=N(-2x+i( /Blay k»"?))=4x2+5(1—2y)2£ 5(1-2y)° =5 .
Stelllng. Het is niet waar dat uit'ﬂ7/§§volgt ﬂ}/gof17715,
Bewijs., 2 is priem, daar uit 2= <&, N(«) > (@);>1 zou volgen

4=NQX)N(€):;22:NQX)=&2+5bF en de7@ heeft geen 0010381ngen

Neem nu 1T=2, & =1+1 )5, Ej_ﬂ i Y5

§5=6, Dus Tf/§5<m 2 1415, G %1 i /5.

Stelling, Uit g = 7T, - - TTe=TT,. .. 7T’ volgt piet dat de i, arge-
zien van de volgorde aan TT geassocieerd zijn.

Bewijs: 2.3=(1+1 '5)(1-1 \{5).

Alle vier factoren zijn prien. Voor 2 1s dit bhewezen, voor 3 gaat
het bewijs analoog. Voor 1 + 1 VEﬁvolgt het als volgt: Zou

1+ 1V5 = B, N) >, N(@) >1 dan zou 6=N(1+1 \5)=N(x ON(E) =3 N(=)=
=2 of 3 en dit kan niet daar 02+3b2 2 of 3 geen oplossingen hebben.
2 is niet uit 1+i |5 en niet uit 1-i V5 geassocieerd.



ALGF3RATSCHE GETALLENLICHAMEN II

door
Prof.Dr B. Meulenbeld
AC Ontober 1955
Definitie: Is een veel’' erm van de cdaante f(x) = aoxn + e + @
a, # 0, dan heet n de yraad van die veelterm.

-n,

Stelling: Heeft f(x) d. zraed n, en z(x) de graad Ny, dan heeft
f(x)g(x) de graad n, + n,.

Met P duiden wij aan hect lichaem der rationele getallen, met fL
een willekeurig getallenlichaom,

Definitie:Een veelterm f(x) he=t veelterm in {1, als al zijn co¥f=-
ficiknten tot {L behoren.

Stelling: Zijn fi{x) en g(x) ve=ltermen in {1, dan is dit ook het
geval met f(x) + g(x) en £(x)gl(x).

Stelling: f(x) en g.x) zijn veeltermen in {1, g(x) # 0. Dan bestaan
er twee eenvoudig b-paalde veeltermen q(x, en r(x) in £l met
f(x) = q(x)g(x) + r(x), met r(x) =0 of graad van r(x) < graad van

g(x).

Bewijs: Is f(x) =0, din v(x) T 0, q(x) = triviaal.,
Is f(x) =z 2. d&rn is o(x) = 0O, r(x) =z a, als gr g > 0, en als
g(x) = b, drn is ~(x) = gw r(x) = 0, als gr g = 0, triviaal,

ft

Is g(x) = ¢ {dis 2 = 0), dan is q(x) = gf(x), r(x) =0,
trivieal, Stel — g : 1, en gr f<gr G, dan g(x) = 0,

r(x) =z f(x), tr visal. WiJ ltunnen dus aannemen gr f % gr g.
Volledige induc ie, s8 gr f = n, dan stellen wij de stelling
bewezen voor ve lteruen van graad n-1,

il

wn i
f£(x) ax + .. +a, & in o, a £0

it

bcxp e e bp, km in 3, b £0, n2 p.

Beschouwen veelisrm: ¢(x; = f(x) - F‘ x - Pg(x). Dit is

g(x)

veelterm in {J.. ‘reaad q = n=1, hlerop dus stelling toe te
passen. ©(x) L(x)e(x) + r(x), gr r < gr g, r(x) in (L

i

fx) 4006 + 20 ¢ 52 =" Pe(x)
'r\x)qu(x} + 5~ x" p‘}+ r(x).

oy qﬂ -;:) e §£1 n*p

S

Dus a(x,

o
3



Eenduidigheid: Uit f(x) = 1(x);:r(x) + rﬂ(x) = qg(x)g(x) + re(x)

zou volgen: iQW(X) - a,(x) kg (x) = ry(x) - r,(x).

Rechts graad <gr g, links 2 gr g, tenzi} qﬂ(x) - qg(x) = 0 en

rQ{x) - rq(x) = 0,

Gevolg: Is (1= P en b = 1, dan q(x) en r(x) in {1l met geheel ratio-
nale co¥fficiénten,

Definitie: ~f heet relatief algebraisch t.o.v, {L, als er een veel-
term £(x) # O bestaat, met I(J) = 0.

Men kan zelfs het bestaan van een veelterm in f(x) in {1 eisen met
hoogste co&ffici¥nt = 1, want als f(x) in (Ll en ¢ de hoogste co¥ffi-
ciknt is, dan is ook fix}
Is {L= P, dan spreekt nen zonder meer van algebralsche getallen.

een veelterm in {Imet dezelfde wortels.

Voorbeelden: éV‘ is algebraisch t,o.v. elke {1 die T bevat, immers

xz-?er 2 is algebr.,immers x-2=0, 1 is algebr.immers x2+1m0 of
x -1=0,
Definitie: Zij ¥ relacief algebralsch t.o.v. fl, en n de graad van

de veelterm in () met de laagste graad met wortel J, dan heet n de
relatief-graad van Jt.o.v. (L. Is {L= P, dan kortweg de graad van
J . n hangt van ¥ ¢f, ¢n van{L . In het lichaam van Gauss P(i)
heeft 1 de relatief graad 1, immers x - 1 = 0, in P de relatiefl
graad 2, immers x + 1 = 0, Elk rationaal getal heeft de graad 1.

Stelling: o is relatief algebratsch t.o.v.ﬁi., relatlief graad =
f(x) 1s een veelterm met f(J) = 0 van graad n. g(x) is een wille-
keurige veelterm met g(J) = 0. Dan is g(x) = q(x)f(x), a(x) in Q.

Bewijs: g(x) = q(x)r(x) + v(x), a(x) en r(x) in L, r(x) # 0 of van
graad <n. Dit laatste kan uict wegens r(J) = g(¥) + q(J£W) = o,
en de definitie van n.

Definitie: f(x) # 0 in{l . £(x) neet reducibel in ), als er twee
veeltermen van lagere graad fq(x} en fg(x) bestaan, zodat f(x) =
fq(x)fe(x). Is dit niet het geval, dan heet f(x) irreducibel.

Voorbeelden: Elke veeltern in{ivan de 09 of 1°%€ graad is irre-

ducibel x° + 1 is in P irrecucibel, in P(1) reducibel, nl, (x+1i)(x-i).
4}ﬁ5 is algebralsch van de graad n.

Is o relatief algebralsch “.o.v. (lLvan graad n, dan is aoﬁn 4—aﬂ5’n'q+
e ta, =0, 8 in {1, 2y # 0. Ook kunnen wij zeggen:

P Sl b4§“'ﬁ-+... + Db, =0, b in{L,

Dit is de enige veelterm van deze pedeaante van graad n.
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Was er nog een, dan was ﬁ/ook een wortel van het verschil van larere
graad, en dit kan nilet,

x4+ qun—1 + ... + b heet kanonieke veelterm van Uzin Q. vanY2
18 x" - 2 de kanonieke veelterm. Iedere kanonirke veelterm is irre-

ducibel,.

Stelling: Is £(J) = 0, dan is f(x) deelbaar door de kanonieke veel-
term g(x) van o . Is iedere wortel vanf{x) = O ook wortel van g(x)=0,
dan is f(x) = c%g(x)}k, k 2 1.

Bewijs: gr f 2 gr g. Is gr f =gr g en f(x) = aoxn toae. toB, B # 1
dan is ¢ = a, .

Is gr £ > gr g, dan volledige inductie. f(x) is deelbaar door g(x),
dus f(x) = q(x)g(x). Iedere wortel van q(x) = O is ook wortel van
f(x) = 0, dus ook van g(x) = 0, q(x) is van lagere graad dan f(x),
dus q(x) = cqig(x)§k1 , en f£(x) = c,‘\g(x)}k’ﬁ1 = c&g(x)}k.

Stelling: Een 1rreducibele veelterm heeft met geen enkele veelterm
f(x) van lagere graad een wortel gemeen,

Bewijs: Gr f < gr g, dan zou f(x) = q(x)c(x) en gr £ > 2r g. Tegen-
spraak,

Stelling: Iedere irreducikele veelterm bozit alleen enkelvoudipe
wortels.

Bewijs: Had g(x) = O meervoudige wortels, dan waren dit ook wortels
van g{x) = 0, en deze 18 van lagerc graad,

Stel kanoniecke vergeli jking van T in (L is: g(x) = x7 o+ ce. toa = 0.
De wortels zimn J = ﬁ;, J;‘q J“NUJ weten fUi # 45.
Stelling: De graad van o, ,.... &, s ook n.

Bewijs: Stel graad van Clwas m«<n, €n de kanonieke vercell jking
f(x) = 0. Daar gﬂnjg = C en f(ﬂ;) = 0, zou g(x) = f(x)q(x), en zou
g(x) reducibel zijn,

Definitie: nJ,, Ay, ... ¥, heten de aan ¥ toegevoe;de getallen t.o.v.
L1 . Deze hebben dus decelfde kanonieke vergelijking.

Voorbeelden: ﬁ'=“éf5. Fanonieke vergeli jking: x3 - 2 = 0, Toege-
voegde getallen::d; J(-1+1103), T(-1-1iNB).

In P(1):Y = a + ib, b # C. Kanonieke vergelijking.

12 - 28x + 32 + b2 = 0, Toegevoeyde getallen a + ib en a - ib.
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Stelling: Is f(x) = O voor Cﬂ , dan ook voor &ﬁﬂlu. T «

Bewijs: Kanonieke vergelijking van &f1: g(x) = 0, Dan is

f(x) = S(X)Q(x): dus f("ye) T oeee F f‘(Jn) = 0.

Gehele alpebra¥sche petallen. Lichaam is P. v ois alpebralsch met
graad n., Kanonieke vergell jking van Jo:ox" o+ aqxn'1+ ees + an = 0,
De co¥ffici¥nten zijn rationaal.

Definitie: Zijn alle co¥ffici¥nten geheel rationaal, dan noemt men
J geheel algebrafsch,

Deze definitie is nietin strijd met het begrip "geheel" in P. Ook
niet die in P(1).

Voorbeeld:ﬂaré is geheel algebraisch,

geheel rationaal getal

In P is rationaal getal = cehcel rationasl Tetal °

Nu de
Stelling: Een algebralsch getal =

geheel algebralsch getal
gecheel rationaal getal °
Bewl js: J1is aleebralfsch met kanonieke vergelijgking

n n=1 _ e o _ geheel rationaal
X +aux *oe.. t 2, =0, met a; vationaal = geheel rationaal

Wij vermenigvuldigen met het product vun de noemer, zodat de ver-
gelljking wordt:

b x" + b,,x“"‘ # ..o+ b =0 (b =0), b geheel rationaal,

Stel x = gL. Vergeli jking wordt ¢in:
o}

yn + bqyn‘q + ce. t bon'/‘bn = 0, Jeze verpelljking is kanonlek met
geheel rationale co¥fficitnten. Tus y = ceheel algebralsch.

X = gL - geheel alpebreIsch getel
o geheel rationaal geta. °




ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN III

door

Prof.Dr B, Meulenbeld

2 November 1955

Stelling. Laten g(x) en h(x) veeltermen zijn met geheel ratlonale co¥f-
fici¥nten:

1

g(x)malx too.¥a, (al,...,ao)n1, alﬁo.
m

h(x)zbmx too.tb, (bm,...,bo)mﬂ, bm¥0.

l+m
Zij g(x) h(x)=°1+mx +...+c . Dan is

(Cl+m; ) -,Oo)squ

BewlJs. Ongerijmde. Was het gestelde niet waar, dan zou er een p zijn
die deelbaar was op alle c,. Daar (al,...ao)mﬂ en (bm,...,bo)=1 is p
niet deelbaar op alle a's en niet op alle b's, Er is dus een A en een

]
Acmet p , p% b . en p;ac,...,pta42*1 (als } >0), p%bo""’/L(-ﬂ
(als/a> 0) Nu is
Go“aobo’ 1=aob1+aqbo; c,=a b2+a b +a2b .o
a0 2 B0 s a1 ) B ¥ A+1%ﬂ¢-1+"'+a)4t/uPo‘
p is deelbaar op alle termen behalve op a Tegen-

At>af dus p% CAt/Mf

spraak.

Stelling., Laten g(x) en h(x) veeltermen zijn met geheel rationale co¥f-
fici&nten:

1
g(x)aalx tooote, al¥0
m
h(x)nbmx touotb, bm¥0
1+m
g(x) h(x)mcl+mx +...#c . Dan is

(&1,'10,60)(bm,0o .’bo)m(cl"f"m’ o @ ._’C'o>

B&Wiifﬂ. Noem (81, e o ;,ac’)zp&,(bm, » e o,bo)an

Bx) . g(x), 2E) . u(x). pan 1s BXLBE) | g(x) (x),



D=

#
G(x) en H(x) voldoen aan de veronderstellingen van de vorige stelling.
®14m °o ' '
Dus (—gg=s--+» 7g) =1 Of (Cq pse--s8,) = AB.

Stelling. Onder de veronderstellingen van de vorige stelling geldt, dat
als k een geheel rationaal getal 1s met k*c\) voor V =0,..,,1+m, ook

k{apbq voor p=0,...,1; Q=0,...,m.
Bewijs: k;(c1+m,...,co), dus k‘(al,...ao)(bm,...,bo) dus k\apbq.

Stelling (van Gauss) Is een veelterm met geheel rationale co¥ffici¥nten
reducibel, dan is deze in twee veeltermen te splitsen met geheel rationa-
le coBffici¥nten,

Scherper: Uit f(x)qu(x)fe(x)(f(x) geheel ratilonale co¥ffici¥nten,

fﬂ(x) en fg(x) rationale co¥ffici¥nten) volgt, dat bij geschikte ratio-
nale p#0 de veeltermen p fq(x) en % f2(x) geheel rationale co¥ffici¥nten
hebben,

Bewljs. f(x)qu(x)fe(x).

fq(x) en fg(x) hebben rationale coBfficinten, We kiezen nu twee natuur-
lijke getallen M en N zo, dat alle co¥ffici¥nten van M f,(x) en N fy(x)
geheel rationaal zijn.

" fq(x)zg(x)malxl+...+ao, a, geheel rationaal

N fg(x)ah(x)nbmxm+...+b b, geheel rationaal

O)
MN f(x)=g(x)h(x)=c x 1L .+c , ¢, geheel rationaal
= 1+m see¥Cos Cy 8
Volgens een der vorige stellingen is:

(al""‘ao)(bm" . "bo)z(clm’ X 'JCG)
Kortweg: AB=C.

Duidelijk is: C=MNQ, dus AB=MNQ.

1 m
MN f(x)m(alx +o..4a ) (b x ¥oootd )

1 m
(a,x7+...+a ) (b x +...+b )
f(x)a 1 o] . m 0 . Q
A B

Belde veeltermen rechts hebben geheel rationale co¥fficiénten.
M fq(x) N fy(x)

A B
M M N 1, 1 :
Noem x = p¥ dan is 39 -5 dus f(x)= ipfq(xX}{'E fg(x?} .

Stelling. iﬁ%faf@gnwﬁartel van een veelterm met hoogste co¥ffici¥nt 1 en

f(X) =
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geheel rationale co¥ffici¥nten, dan is ﬁy geheel.
Bewijs. Stel dle veelterm is g(x)=x"+b___x"~ .. .+b_ en de b1j 27 beho-
rende kanonleke veelterm i3

M= 1

f(x)=xn+an_,‘xxn 1+...+ao
Te bewijzen is, dat alle a's gehool rationaal zijn,
Nu is g(x)=q(x)f(x), q(x) in P. De huogste codffici¥nt in g(x) (die van
X" ") 18 nierbij =1.
Volgens de vorige stelling kunnen we nu een geschikte geheel rational:
p vinden, zo dat cq(x) en — f(x\ gaheel rationale coéffici¥nten hebben.

X" heeft in cq(x) de coéfficiént ¢; x" heeft in 1 f(x) de co¥fficiént
g . Dus zljn c en % geheel rationaal, dus c= + 1. Alle co&ffici&nten in
f(x) zijn dus geheel rationaal.

Getallenlichaam.f]-.‘ﬁj is een willekeurig getal. Vormen nu.rl(ir). Dit

is het kleinste lichaam dat ,rlomvat en ir’bevat Ligt {V in‘(l, dan is

“(llﬁf)'”fd. Li niet in { L, dan 15.(1 ff >.(l

Definitie. Is.fl.een get811en110haam,’o/ een relatief algebralsch ge®

t.o.v.mfl, dan noemt men het lichaam, bestaande uit alle getallen var

de vorm Eﬁiﬁl , waarbij F(x) en G(x) veeltermen in.(]—zijn en G053¥O
a(7)

een relatlief algebralsch getallenlictaam t.o.v. _()

(Dat het een getallenlichaam is, is zeer eenvoudig te bewiljzen).

Is.(LnP dan spreekt men kortweg van algebralische getallenlichamen P(J/).

Voorbeeld. Getallenlichaam van Gauss P(1).

Stelling. Als if de relatiefgraad n heeft t.o.v. JTL- dan kan men elk

getal o vaanL(if op erndvidice wijze schrijven in de vorm & =r(i7,,

waarbij r(x) =0 is, of ecn veelterm is 1n.thvan hoogstens graad n-1.

Opmerking o ~r(ir) heet dan de lkarakteristieke schrijfwijze van 5

Bewljs. Voor n=1 behoort {Y tot_(\_ er. 1s de stelling triviaal.

o = im , a(:o.

Laten ir . {f de relatiefl toegevoegde getallen van irzijn, met
m??i Dan 1is ook G(mVZ)#O, voor i=1,2,...,n.

W hrij
e schrijven C*_-FTiyq)G({Té)"'G(iCJ
6(17')G(f7§)---6(27;)

Volg@nﬁfdw stelling van de symmetrische functies 1s de noemer rationaal
ult te 'Wukkﬂn 1n d& co&fficiént van de kanonieke vergelijking van‘&r

us gelijk sen een getal (3 uit

Is de kanonieke veelterm van ‘ﬂyr(x), dan is dus




-%m

r(x)uxn+an’4x“'q+...+acw(x~iyg)...(xu27;)

Nu is flx)-f
(x-T3).(x- T, ,(:)o*( T gy (02 T,

4
waarbi]j 31-,_2(1?/1):--"&30(77;) veeltermen 1n-;~(1 zijn.
Dus 1is G(ﬁ/g)...G(qj’/n)qu( 17;), met F(x) in-O-, en
L 7, )P, ()
: &
Verder is g(x)=q(x)f(x)+r(x) met graad r(x)i_n-’l, alles in Q
ot =e(,)=a() (7)) +e( T )= 7).

Eenduidigheid: Was o zrq(q?/)nr?(ﬁ/), dan zou r1(1?/)—r2(’2]")m0, en @’ vol-
doen aan een vergelijking met lagere graad dan n. Tegenspraak.

Elke of ult ﬂ('ﬁ") is dus voor te stellen door de karakteristieke schrijf-
wijzes

= g 17:) met g(x) in-ﬂ-.

n-4
ot uc0+c,117’+...cn_qﬂ’ o ey inﬂ)

Voorbeeld. P(\/ 2).

o L B /22
6W—W+?%-E
COM,1 %+QQ\W+.,.+C6%6, met eco,...,cé rationaal,

Stelling. ;7 heeft relatief graad n t.@.v,lq‘?{?},... '17;) z1jn toegevoegd
nan Y = 17':} Is & =R(7) (R(x) veelterm ind L), en r{x) de in de karak-
teristieke schrijfwijze optredende veelterm, dan is R( 273)=r'( 1?;;) voor
Vmﬁ,z,...n.
Bewijs. Uit R({")-r(1)=0 volgt R( ]7;)-1"(17; )=0.
Stelling 1. ﬁ’heeft relatief graad n t.o.v.d &L, o is een willekeurig
getal inﬂ(q?') Dan is X relatief algebralsch t.o.v.ﬂ-voor relatief
graad 1, waarblj 1 een deler van n is;
2. 1 1s het aantal verschillende onder de getallen
v(ﬁf‘),...,r(ﬁ) waarblj r(77) de karakteristieke schrijfwijze voorstelt;
3. Elk der verschillende getallen r( lf;),...r'(‘(?;) komt % maal

is altijd te brengen in de vorm:

voor; 4, De verschillende van deze getallen zijn de aan ol toegevoeg-

de getallen,

zewigs. {x-n(7)] {xw(l?"é)} ...{x..vm';)} =0 ()



-mjﬂ

heeft wortel <X ., Volgens de stelling der symmetrische functies zijn de
codffici¥nten van deze veelterm in het linkerlid getallen 1nﬂ. oA is
dus algebralsch van de graad 1 £
Kanonieke vergelijking van ol: gb X +...+b1=0 1;1 o (B)
b, in ﬂ Een der wortels 1is o= r(]f) Dus zijn ook wor"cels‘

27'2 seeesl( ). Alle wortels van (A) zijn ook wortels van (B). Dus
volgens een vroegere stelling:

{xar (ﬁ’ﬁ} .. {x-r( 1?;)} =c { x1+b,‘xl"1+. . .+b1} « (¢ 1nQ)

Eerste co¥fficiénten zijn =1, dus c=1; en n=1lk k > 1
Hiermede alles bewezen,

e

Stelling. Is Q(ﬂ’)uﬂ(@), dan hebben 3/ en (@ dezelfde relatief graad.
Bewijs. Stel?/ heeft relatief graad n, en (9 m. Volgens de vorige
stelling 1s, daar@ totQ(ﬂ’) behoort, m-gn. Evenzo is ngm, dus m=n.
De relatief graad van alle voortbrengende getallen van een relatief al-
gebraisch getallenlichaam t.o.v, _().18 onafhankelijk van dat voortbren-
gend getal. Men spreekt daarom van de relatief graad van een relatief al-
gebr#isch getallenlichaam. Is ﬂzP, dan spreekt men kortweg van de graad
van het algebralsch getallenlichaam,

Voorbeeld, o = \V'E is van de graad 7. Alle getallen van P(\Z/—E) zign
voor te stellen door

P ”Co+cq\y§+"'+c6\7/;6'
De graad van (3 s een deler van 7, dus 1 of 7. Is dit 1, dan is (3 ra-
tionaal en c1zcg=....=c6=0. Is minstens één der zes getallen 01,...,06-,!0,
den is (3 van graad 7.
Stelling. De relatief algebralsche getallen t.o.v.Qvormen een getallen-
lichaam,
Bewijs. We moeten bewljzen dat als ol en [3 relatief algebralsch t.o.v,
.ﬂ_zijn, ook o/ +{3 o((3 en% (3;40 dit zijn.
Is (3 relatief algebraTsch, dan ook —. Immers voldoet [3 aan

me . ’]
Q +bm-1{3 +...+bo=0, dan voldoet 5 aan

A
(l)mb +(—1—I;—1b +...4+1=0
) et AFeee .
Het bewijs voor 2 is dus terug te brengen tot dat van O .1
Duideli jk is datpmet (3 ook -f-’» relatief algebralsch is. Het bewljs voor
A - [3 dus terug te brengen tot dat van ol +(-f3).

We moeten dus bewijzen dat of +[3 en o([ﬁ relatief algebralsch zijn.
1. KA+ (3 is relatief algebralsch.

m is algebraIsch. Kanonieke vergelijking: x n-s—am_‘,‘xn""h ..+a =0,



is algebralsch. Kanonieke vergelljking X"+b__, PSS

(a en b, inﬂ)

Ik vorm nu de getallen:

®

%m{N/BM N=0,1,2,...,0=1 } totaal

’ o r
Mmo:’l_’g;...,m-‘q Tlm-k &etallen 7/1"""7k

/'70,0“‘1 . Nu is
) N+1~, M_, _
C)(’?/N’M:z ol ﬂ "}]NM,M voor N;(__n 2.

Is N=n-"1 dan
n .M M n--1
c><O/n-—’%,l‘ff’:("* /3 “_{5 (2, +"'+an)

/ - oy : ] .
= "8'1‘771@-’!,?4 827n-2,M“' ay '70,M en 1is dus een som van 7 8
Geldt ook als men vormt [37/N M
Steeds geldt dus:

C(yPaAPn 7/*1”‘:-,2 7/,2+. "+Ar,k7k (A's in .Q.)
B =By 4 4By 2 ot 4By M (B's 1n (L)
Stel & +f3 za/, dan is

3/171.@0?’1 ‘7,1-%3{,’2724-...+Cr"k 7k voor r=1,2,...,k (C's in ﬂ).

Hier stasn k lineaire homogene vergelijkingen met k onbekenden 71,. .o ﬂ(
Alle 7 's zijn niet 0, want ’/‘/‘q= 7O’O=1. Dus de determinant =0.

Cop=§  Copeerr Ty
oy Caz'a/“'%k "
ij Ckec ° .(. Ckk

Hier staat een vergeliljking 1ny van de graad k=mn. De co¥Bfficiénten
liggen in L) pus J = O‘+P is relatief algebrafsch t.0.v. L), met
graad < mn,

Is ._O,mP dan hebben we hiermede nog meer bewezen voor het geval dat £
en (3 geheel algebralsch zijn, In dit geval zijn de A's, B's en C's geheel
~rationaal, De hoogste co¥ffici¥nt van de vergelljking in X is =1. Dus
ig den ook =X + ﬁ geheel algebraisch. Op analoge wijze bewljst men:
fﬁ Cﬂ@ is relatief algebrdisch; en als ol en ﬁ geheel algebralsch zijn,
¢ dan Ms m(& dit ook.



ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN IV

door
Prof.Dr B, Meulenbeld

16 November 1055

Stelling,

1. Is /Lr'w,««:r‘ﬁuﬁf-tp'%....+£<,A1,+Aer (r>0), en zlin & ,A¢... &K 2
algebraisch, dan is « algebrailsch,

2. ZiJjn de co¥ffici¥nten bovendien geheel, dan 1s ke geheel,
A3 sees zljn algebraisch, voldoen dus aan vergelljking:

ta,_qot +...+aom0,

fo+e 4R +o..4b =0,

---------------------

met rationale (c.q. geheel rationale) coffici&nten.
Noem nm...qr=k, en noem de getallen f71’?72”"’77k

N=Q,1,...,u="1,
M=0,1,...,m-1,
5200 eaaot, a0
R=0,1,...,0="1.

CxNﬁM“.A%ﬂﬁﬂmt

/‘«éf?mot {3 e A ,«RM. Is R<r' 1 dan /7 een andere /7 Is R=r-1,
dan isum=c a0l pl Q( <x/u co= A)

N+ Q- Q r-2 N +1
(1) e -u /3Mn¢- A\:/(Lr, ,]"' dN/:)’M+'/} a\;«ﬂr. "'-.ao"'d {3M-ctv AQ

Hierin is
N+1 M Q  re-1 {%en andere 7 als N <n-1

M Q r-1 n-1
/3 ...}}/AZ (-a,_qo " -..-a ) als N=n-1.

In leder geval is

C{N+1(3M--A JA‘v-1=C1,71+“+CK37k met rationale (c.q. geheel ratio-

nale)co¥ffici¥nten,
Dit past men toe op alle andere termen van (1),
Dus /“?7”d1f7¢+"‘+dk'7k met rationale (c.q. geheel rationale) co¥ffi-
ciénten, Bewljzen dan weer met de determinant dat ««¢ algebraisch (c.q.
geheel) is,

Gevolg. Elk relatief algebraisch getal t.o.v., een algebraisch lichaam
is een algebraisch getal,



Stelling. Bij twee algebraische getallen o« en (3 t.o.v, {1 vestaat er
een algebralsch getallenlichaam ﬂ(‘c), waartoe o en /3 behoren. T
laat zich zelfs schrijven in de vorm T = Va+ (3, waarin men vV geheel
rationaal kan kiezen.

Dit is de stelling van Abel. Met deze stelling kan men dus de adjunctie
van meerdere algebralsche getallen terug brengen tot dle van één alge-
braisch getal.

Bewijs. (van der Waerden), Het is duidelijk dat O(et,R)>L0(x). we
moeten bewijzen: {L( R )= -Q-(t), dus dat ieder getal van {L( ok, [3)
behoort totL{L(r). Voldoende is te bewijzen dat o en (3 tot £) (t) beho-
ren.

o 18 algebraisch t.o.v..ﬂ., voldoet dus aan f(t)=0 met grord n , co&f-
fici®nten in{). /3 1is algebraisch t.o.v. L\, voldoet dus aan g(f3)=0
met graad m, co¥ffici¥nten in 1. Toegevoegde getallen Okmu,i,d,a,.. Y
resp., ﬁw /3,1, {32,..., ﬁm Dus 0(1;4 oﬂ,l VOOr 2,3,...50, €N Bi# ﬁq voor

1=2,3,..,m. We vermijden nu dat oL ,+v B = A, +v@,, of
i 3 1 1

Ve ——— | (i=2,...n; J=2,...,m).
Kieg dus v zo dat v#m , kunnen deze dus zelfs geheel rationaal
kiezen, 1 J

Nu is [ rs(x,‘w (3,‘: a+v 3, T is element vanﬂ(ot,ﬁ ). 3 voldoet aan
g(3)=0 en aan f(t)=f(7 -vf3 )=0, alles met codffici¥nten in L1, dus de
vergelijkingen: g(x)=0 en (T -vx )=0 hebben de wortel (3 gemeen. Voor

de andere wortels zijn U -v {Si;t' o(j.ﬁ is enkelvoudige wortel van g(Xx),
dus hebben g(x) en f( T -vx ) slechts de factor x - {3 gemeen. De g.g.d.
van deze veeltermen is dus x - (3. Ult de bepaling van de g.g.d. volgt

dat de coBffici¥nten van deze g.g.d. x- 3 inf£)(T) liggen, dus (3 ligt
in{L(T). Uit ok =T - /3 volgt dat ook ot in £L(T) ligt. Dus _OL(f3)= (D).

Stelling: Is f(x)=& x "+...+ 8, x+§_ (S #0, alle & geheel) en is AL
—-—-————-.-—-—-& I 1 0 I
wortel van f(x)=0, dan is JP/u geheel.

Bewljs.
r r-1 r-2 r-2
(8 )+ 8, (8 ) T+ 8. 8o o6 ) 50+ 8 T8, (8 )+
r-1
+5:~ 50=O.
De coBffici¥nten zijn a2ls product van gehele getallen weer geheel.
Stelling. De veelterm ﬁi}/)i heeft gehele co¥ffici&nten.

Bewl js: (Volledige inductie). Voor r=1 is dit duidelijk, immers dan 1is
f(x )*‘“ é‘q( x"/«;)»
3tel r>1 en de stelling tot aan r-1 bewezen. De veelterm

r-1 r -1 .
P(x)-(x-p) § x 7T e0(X)- 6 % *’5:%1’(? =g(X) heeft gehele co¥ffiei¥n-
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ten (volgens de vorige stelling is Sr/"‘ geheel), g(x) is van graad
£r-1,1s dus volgens inductie-onderstelling g(x)=(x -A)h(x), waarin
h(x) gehele co¥ffici¥nten heelt wegens

-1
£(x)=(x -4 /(§ X" '+h(x))
heeft ook i—%;-()- gehele co¥fficiénten.

Stelling. Zijn/q,‘, /QR 1<R <r) willekeurig gekozen wortels van
f(x), dan is 5‘/4,3,.. A geheel,

Bewljs. Door telkens de vorige stelling toe te passen vindt men, als men
)= (X - ty) . (X y) .. (%= &) stelt, dat
£(x) £( x) £(x)

A ’ (X'/(r)(x'/{r-’l)’“” (=) (X = g )

gehele co&ffici&nten heeft. De bekende term hiervan 1s iJP/¢1. o Sl
dus 1is deze geheel.

= & (x-4q) e (X))

Definitie. Laten o en (3 geheel zijn, § #0. Dan heet (3 deelbaar door A ,
als @_ geheel 1is.

X
Stelling.Uit 0()/3 ,{3‘2( volgt x}af

Stelling. Uit ﬂﬂ,..., o()pn volgt bij willekeurige gehele 7\,‘,..., A
dat B A+ + 30,

Stelling van Kronecker, 7Zijn

g(x)= 0y st X, (0¢,#0)

h(x )= ﬂm X" +...+(3o ([3m¥0), & en [3 geheel

gl+m
nu A geheel #0, en ) /a/ O<q< +m) dan is ?\/o(L(SM voor OLL <l
O<M <m,

Ogmerking. De omgekeerde stelling is triviaal.

g(x)h(x)= x T +qo, waarbij dus de geheel zijn. Is

Bewijs. Voor 1=0 of m=0 1s de stelling friviaal. Stel dus 1> 0, m>O0.

g(x)=x,(x -‘gq)...( x-¢)
h(x)=[3m(x —’71)...( x—’?m), dus 1s

g(x)h(x) _ o(l/im _
P ‘?1 (x ’7m)
Deze veelterm heeft volgens het gegeven gehele co¥ffici¥nten, en 1s dus

“1ﬁm

'g -?" 7 ,-7 geheel volgens een der vorige stellingen. Verder

ds ' )
i E“ | i O(Lu _tf)(l Z§ -?"””
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(elementair-symmetrische functies). Dus is

x o4 3
mgf’_rﬁ.,z}:+__1_,m§,§'»,,,7-,7v' geheel,
A A
en dus A}O‘Lﬁm.
Stelling. Het lichaam van alle algebraische getallen 1s geen algebraisch
getallenlichaam,

Bewijs, Stel dat het lichaam van graad n was. Dan zou elk getal van dit
lichaam van een graad < n zljn; maar ’Qli}’Q is een algebraisch getal,
en van graad n+1.

Deflnitie., Als of een getal van een algebraisch lichaam van de nde

graad is, dan worden N(«) (dc norm van & ) en S(«) (de spoor van ot )
gedefinieerd als

N(@)=r( 47,)r( ). on( )
S()=r( ) +r( ) +e. e ).

In P is N(a)=a. In P(1) is N(m)=N(a+ib)=(a+ib)(a—ib)=a2+b2, in overeen-
stemming met de vroegere definitie.

Stelling. N(ot) en S(o) zijn rationaal; is o« geheel, dan zelfs geheel
rationaal.

Bewijs., N() 1is volgens cen vroegere stelling de ?-- de macht van het
product van de aan X toegevoegde getallen, S(X) het % voud van de som.
D1t product en deze som zijn als elementalre symmetrische functies van
de wortels van de kanonieke veelterm van (X rationaal c.qg. geheel ra-
tionaal.

Stelling. Is 2 rationaal, dan is N(a)=a'.
Bewljs: De karakteristieke schrijfwijze is a, dus
N(a) = a..a=a".

Stelling. N(oA[3)=N(e)N(B), S(c + B)=S(a)+S(P®).
Bewl Js. Karakteristieke schrijfwijzen:

*k=r(¥); B=r,(@); dus afd=r, (Nr ().

De veelterm R(x)arq(x)rg(x) kan best hogere graad dan n-1 hebben; men
vindt toch de toegevoegde getallen van A@, door 7 te vervangen door

5&2,273,..., dﬁjb Dus
N(ABYR( B) o BT oty F) e ()00l 1)l ) =N(EON(E)
03 +{3ar1(m+r2(lf) . Dus



(o #fd)= {r,‘(ﬁ,‘)-wg(ﬁ’q)} . {rq(ﬁ'g)h.rg(ﬁg)f . {r,‘(ﬂ’n)-&-rg(ﬁ;)}
=5(eh)+S(3).
Stelling. N(a ot )=a"N(s); S(aot)=aS(ct) voor rationale a.
Bewijs. N(aot)=N(a)N(ot)=2"N(ck). Uit ol =r(®) volgt aw =ar(lf). Dus
s(ac)=ar( T, )+..+ar( ) )=a {r( U+ .r( l?'n)} =aS (o).

Definitie., Laten Cxﬁ"‘cxn getallen zijn van het lichaam P (¢¥) van graad

n. Zijn rﬂ(x),..,rh(x) de veeltermen van de¢ karakteristieke schrijfwij-
zen, dan noemt men

e, (e 7). ee ()] F
EVALNE ANIENEY S

[ (4

A (O{q 3--:O(n)“

de discriminant van de n getallen

Stelling. ll(ifq,‘-s d%) i8 1) onafhankelijk van de volgorde der getal-
len Oy, ., X 2) onafhankelijk van de volgorde van t%',..,zfgg 3) on-
afhankelljk van het getal ﬁy, dat het lichaam genereert ( & hangt dus
alleen af van A en van het lichaam). 4) cen rationaal getal. 5) als O&
geheel 1s, een geheel rationaal getal.

Bewljs. 1) Verwisscling van de X 's geeft een verwlsseling van de rijen.
2) Verwisseling van de Vs zceft een verwisseling van de kolommen,

3) Rekent men het kwadraat van de determinant uit, dan vindt men
s(el, ) s(o,®,)..8(ok0,)
S, 00,) S, ™). .S(A00,)

A-

Elke S is van U onafhankelijk, dus A ook.

4) Elke S is een rationaal getal, dus & ook.
5) Zijn de A 's geheel, dan zijn de § geheel rationaal, dus de & ook.

Stelling. zijn [3,,...,[3_ getellen van B(77), de n° getallen

wij(im1,..,n; J=1,..,n) rationaal, en voert men uit de lineaire sub-

stitutie: Ciia EE: Cijfgj (ol 's zijn dus ook getallen uit P(V )), dan is
J

& (0t )= oy |? ALBL- - By
Bewljs. Stel [3,=Q,(J), dan 1s
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Stelling. Als 3? het genererend getal van het algebralsche lichaam is,

dan 1s & (1,25 ..,8° 4.

Bewijs. Voor n=1 is & (1)=1, Voor n>1 is

1 1. . . 1

(2 U (A = 7/_(27? P ) #0
! .n:’l. ' n-—’l n-"1 ’lél{(iﬁn
A 7 =

en A (1,2},..,ﬁ*n“q) is hiervan het kwadraat.

Definitie. g complexe getallen § e g heten lineair onafhankelijk,
als uilt ledere vergelijking

- _ .
8, §1+...+aq§'q—o (ay rationaal)

volgt: aq=..=aq=0. Anders heten ze lineair afhankelijk.

Voorbeeld. De getallen 1,&%;..,$}n"1 zijn lineair onafhankeli jk.
Stelling. Elk n+1-tal getallen X ,...,X
afhankeli jk,

Bewljs. We stellen de karakteristieke schrijfwijzen van Cxq,...,c&n+

van het lichaam zijn lineair

1 n+

,‘:
X y=by 40y, Dby P (12,2, n1)

Men kan nu altljd rationale CaseevsCiiq vinden, welke niet alle 0 zijn
met

C 0y +...+cn+10<n+1=0.
n-- 5 n+-1
Immers uit 2 _ 20~ 3 b ¢, =0 zou volgen
; k,1 "k
.1=0 k=1
n+1
¢ — bk,i Ck=0 voor 1=0,1,..,n=1.
Uit deze n vergelljkingen met n+1 onbekenden zijn altijd de Cy OP te

lossen, waarbij niet alle cy gelijk 0 zijn.

Stelling. zx(qu,..,cxn) is dan en slechts dan #0, als K jgeens Ky line -
alr onafhankelijk 2zijn. Verder is het teken van A.(C&q,..,cxn)
alle systemen van lineair onafhankelijke ckq,,.,cxn hetzelfde, dus door
het lichaam bepaald. n

Bewijs. Kerakteristieke schrijfwijze: ot =r ($)= J_ o,y ' (14k<n)
1=1 A

voor



met rationale Ciq s dus is

A(O(,t,.»,cxn) = &Cki ]2 A (1:-':2?})—1)-

Aot .. &) 1s dus dan en alleen dan =0 als Icki§ =0 is, en heeft
voor ’Cki)i; 0O een van de ot 's onafhankelijk teken., Verder zou uilt
8,0+ e =0 (ai rationaal),

n n
11
dus 2%: 2y Oly= g;;z} E: ¢y 8,=0

k="
1
volgen (zile bewijs vorige stelling) S Cly 8=0,
k=1

en dit stel vergeliljkingen heeft dan en alleen dan een oplossing met
niet alle a's gelijk aan 0, als ‘ckij=o.

Stelling. Als tuq,..,tun lineair onafhankelijke getallen van het
lichaam zijn, dan is elk getal & van het lichaam te schrijven in de
gedaante

(1) = Db, W k.. tb W,

met rationale bi‘ Deze schrijfwijze is eenduidig.

Bewl js. W ogseees Wy A zijn lineair. afhankelijk .; dus bestaat er
een betrekking:

Cq W +"+ann+cn+1 xX=0,

waarin ¢,,..,c  , rationaal zijn en niet alle =0. Verder is cn+1¥0,

daar anders ChseesCy lineair afhankelijk zouden zijn. Dus 1is

K= -

Cn+1 S

De eenduidigheid volgt uit de lineaire onafhankelijkheid van buq,..,tun.

Stelling. Er bestaat in het lichaam een systeem van n lineaire onafhanke-
lijke gehele getallen “)1"-’b”n zodat leder geheel getal & van het
lichaam eenduidig in de vorm (1) te schrijven is met geheel rationale
b's.

Opmerking. Daar omgekeerd blj geheel rationale b zeker b1L01+..+anun
geheel is, zijn dus hierdoor alle gehele getallen van het lichaam voor-
gesteld, en wel ieder precies eenmaal, als de b's onafhankelijk alle
systemen van geheel rationale getallen doorloopt.

Bewljs. Men kan altijd in een lichaam een systeem van n lineair onaf-
hankelijk gehele getallen Luq,..,cyn vinden., Neem nl. n willekeurige
lineair onafhankelijke getallen XX ,..., X (bigv: 1,i};..,{9n"1), dan
kan men (zle vroegere stelling) steeds geschikte natuurlijke getallen
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Eqsees8) vinden, zodat 24 aﬂ""’gno‘n geheel zijn. Noem deze
Wasesos y- Voor deze getallen is }A(u},l,...,wn)] een natuurlijk
getal. Laten nu W,,.., W, zo gekozen zijn dat )g}(u}1,...,cun)}gg
klein mogelljk is. We bewezen dat deze Luq""’UUn aan de eisen van
de stelling voldoet., Stel er was een geheel getal

O(ub,‘ w1 +..+bnwn,

waarin de rationale b's niet alle geheel waren. Zonder de algemeenheld
te beperken veronderstellen we dat b, niet geheel 18, dus b,=g+t (g ge-
heel rationaal, t rotionaal en 0 <t £1). Dan zou

1
w =0 -g w1=t w1+b2 w2+...+bn UJn geheel zijn.
Dan was

AlW'wps---sW )= |0 1 0..0
‘ A(ugq,..-,wnh
=t G(Wa‘:---:wn):

en zou dus

O< IA(w',wEJ'.-’wn)}:( fé(wq’---,wn)’ ZiJn, in
strijd met het gegeven dat L}(guq,...,LUn) zo klein mogelijk is,

Definitie. Elk systeem kuq,...,cun in de zin van de vorlge stelling
heet een basis van het lichaanm,

Voorbeeld, Voor P(i) is de basis 1,1.
Stelling. Voor elke basis heeft A (w,,..., w,) dezelfde waarde.

Bewijs, Laten Luq,...,tun en LUq':LUn' twee bases zijn. De A 's van
belde systemen zijn geheel rationaal, Volgens de vorige stellingen zou
elk van de getallen A (tuq,..., u)n) en Al(buq',...,tun') door de an-
dere deelbaar zljn, en het zelfde teken hebben. Ze zijn dus gelijk.
Definitie, De alleen van het lichaam afhangende discriminant van elke
basis heet grondtal van het lichaam,

We zullen dit steeds door & voorstellen, A 18 dus een positief of
negatief geheel ratlonaal getal,

Voorbeeld. P heeft grondtal 1, daar 1 een basis vormt; P(i) met basis
1,1 heeft tot grondtal

2
T 7] = (-21)%= -4; P(P) met basis 1, heeft tot grondtal
1 -1
11
2 2 2
P pa =(p=- P)=(-1V3)%= 3.

Hoe vindt men nu bij een lichaam een basis? We zullen eerst een voor-
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beeld behandelen,

Gegeven: ﬁ}ia wortel van 8x3+ﬂ2x2+hx+13=0.
Gevraagd: een basis van P(¥).
Bovenstaande vergelijking is irreducibel.

s niet geheel. We stellen '-A = T en trachten A zo te bepalen
dat T geheel 18, T voldoet aan:

8(Z+A)3 +12(T +}))2+ 1W(T+A) + 13 = O.
(2) T2+GA+ DT+ BA%BA+ HT+A%+ 3A% A+ = o
Als T geheel is, zal A moeten voldoen aan:
IA+ % = geheel; 3243+ % = geheel, ) -+ %)24- I})«L :g = geheel
Uit de eerste voorwaarde volgt:
1 1

A = geheel + T rm o

Het blijkt dat A = -} voldoet, dus U+t =T

Vergelijking (2) wordt dan: ZB+ T+1=0.

We proberen of (1,1‘,‘[‘2) een basis 18, en berekenen daartoe A (1,‘(:,1‘2).
Noemen we de symmetrische functies:

th B, Z‘L‘zz s, ZZ’B- 84, ‘(‘ = 8, dan is

1, T, 3 5, 8, 3 0o =2
1Ty Too| = |sy sy sy |=]0 -2 -3 |=-31
1T Ty ‘[32 S, 83 9§y -2 -32

Dus ,él =31, Nu is 1, J* &, (V% %)2 inderdaad een basis, als gevolg
van de volgende

Stelling, Ieder systeem waarvan de discriminant geen kwadraat bevat, is
een basis.

Bewl js. Gegeven is: A(wq,...,wn) 1s kwadraatvrij. Van een ander
systeem w‘1"""wn' is

é(wq’,...,wn')a D? A(Wy,. .., W ), waarin D = rationaal =

5 (A>1,(1,8)=1).

2
B A(w»":'o-)wn') = A2 A‘w :---an):

2,2
B/A® A(wyseresw, ), dus B + 1, en
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2
AlWy s wy') = A24(Woseni,wy), of

| &(w,,',...,wn’)l%’a( TN |
A (wq,“.,ujn) is dus ‘minimaal,

Algemene theorie voor het vinden van een basis,

f(x)=0 is een irreducibele vergelijking van graad n met geheel ratio-
nale cobfficiénten en wortel ¥ . We vormen fL = P(¥). Gevraagd een
basis van L. Is g de beginco#ffici¥nt van f(x), dan vormen we

1,8 ..., gn—ﬂ,ﬁ_n—'a. Deze getallen zijn geheel. We noemen deze getal-
len W,,...,W,, en bepalen A (Wy,...,w,). I8 dit getal kwadraatvri],
dan vormt wq,...,u}n een basis,

Is A niet kwadraatvrij, dan is AzABQ met BX O en A kwadraatvrlj.
Beschouw dan de B" getallen:

J- % (d, W, +...+d_w ) met d;=0,1,..,B-1.

Noem ze XQmO, 5"”"35”-1'

a, Stel deze rij bevat behalve o geen enkel ander geheel getal, We
kunnen dan bewijzen dat W seees )y, €€n basis vormen,
Is f3 een geheel getal van , dan is (3 steeds te schriljven als

Sq Sn
pma-;w,]+...+a;wn (si,qi)mﬂ.

Nu 1is s 2
i
Giz A(w,‘: wz:---:wi_q: p:wi+15---,wn)m(“q"i) A(Wq:---)wn)

2 2, ne 2 2,52 2 e
dus q,“Gy=s,“AB“=xq,"/s, “AB" 3 q,“/B"}q, /B,
Dus
pm % (c,‘%.x.),!-&'..,%»cn w,) . c, geheel rationaal.
¢y = Bvy+d,. We kiezen v , zo dat 0<d, «B, V,; en d, geheel rationaal.
1
pg VaWat-+ v Wt g (G Wk 4 W ).
(5- (v Wotmty W) = o (4, W t---td_W )
‘ % nn B YW non

Het getal in het linkerlid is geheel. In het rechterlid staat een van

dle getallen » waarvan alleen O geheel is, dus het rechterlid moet =0
zijn, m.a.w,
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pmv1 Wy+==+V W (vi geheel rationaal).

Voor een ander lineair onafhankelijk systeem {51,..., ﬁ geldt

ﬁ,‘,... {3 }#0 en

A ( pqi"': pn)= D2 A( w’l""’wn)’

waarin D#O en geheel rationaal, dus D2 g 1. Het systeem der-g .'s is dus
niet beter dan dat der W 's., Dit laatste is dus een basis.

b). Stel in de rij feens komt wel een geheel getal
'R Jan-1

d,‘ W=t dnu}n
Jz voor met minstens één di,lo, bijv. dz;;lo.
B .

We nemen nu het systeem met discriminant A (u),],. - Wy, 1,5 W - ‘*’n)=
dr } <1. Dit systeem is dus beter,

( )A(w,‘, s W), A #0 en 2

daar de discriminant kleiner is. We kunnen zo telkens het systeem ver-
beteren, tot de basis 1is gevonden.
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Eenhoden

o e

Definitie. Ewen geheel gotal £ van het lichaam heet eenheid als g /1.
Deze definitie stemt overeen met vrocger pegeven definities over een-
heden,

Stelling. Een geheel petal g van het lichaam 1s eenheid dan en slechts
dan als N(x) = +1.

Bewi js.

1) Voldoende: Ult N(of) = +1 volgt als de karakteristieke schrigfwl jze
van ® is X = r(M:

r(ﬂq) - r(éi;f + 1.

Nu is B = r(fh) ... o(¥) gehcel in het lichaam, dusot@ = * 1, of

o (+fd) = 1, dus /1. )

2) Noodzakelijk: Uit /1 volgt: o43= 1, waarin ﬁeen geheel getal van
het lichaam is, Dus is N(x)N(3) = N(1) = 1, dus, daar N() en N(@3) ge-
heel rationale getallen zign, N() = + 1.

Stellingen. Zijng1 en gg eenheden van het lichaam, dan ook £1£2.

Zijn E’,...,Er eenheden van hegwlichaam, en aq]...,ar,geheel rationale.
getallen, dan is ook 54.... Er !
Definitie. Een getal of heet geassocieerd zan een genheel getal/3 van het
lichaam, als er een eenheid £ van het lichaam is met O 3(35.

Hierult volgt dat dan ook K geheel 1s en tot het lichaam behoort.

Het geassocleerd zijn is symmetrisch, reflexief en transitief.

eenheld,

Idealen

Definitie.qu,...,oh zijn vaste gehele getallen van het lichaam, niet
alle = 0, De verzameling van de getallen van de vormayao% + e +f7q0a,
waarin‘jg,...,zh gehele getallen van het lichaam zijn, heet 1deaal.
Notatie: [qu,...,or = a.

Voorbeeld, Voor P is [2] = [4,6].

Het linkerlid is de verzameling van alle even getallen. Het rechterlid
is de verzameling van alle getallen van de vorm 4x + 6y (x en y geheel

rationaal), en dit zijn ook juist alle even getallen,
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Stelling. Ieder ideaal ven het lichaam P laat zich schrijven in de vorm
{d] , waarin d geheel rationaal is., d is op het teken na bepaald.
Bewljs. Z1J het gegeven ideaal [81,...,34] , waarin de a's gehele ratio-
nale getallen zijn, niet alle 0 en g »1. Noem( Baseeery ) = d, dan be-
wezen wij dat [aq,...,ah] = [a] . ’
Rechts stelt de verzameling voor van de veelvouden van d; links die ven
alle getallen van de vorm: aXy *oa.. t aqxq, met gehele rationale x.
Maar deze verzameling bestaat ook alleen uit alle veelvouden van d.
vt [a,] = [o,] voret aj/ay, a/ay, dus @y = £y, aus [a] = [-a] .
Opmerking 1. Voor P is het nu duidelijk, dat de invoering van idealen
onnodig 1s, omdat elk i1deaal aan te geven 1s door een natuurlijk getal,
Opmerking 2. Deze stelling geldt ook voor P(1) en P(?). Hierin kan men
ook ¢lk ideaal schrijven in de vorm [Cﬂ], waarin & tot op een willekeu-
rige eenheld als factor na bepaald is.
Stelling, Niet elk algebralsch lichaam heeft de eigenschap, dat elk ide-
aal in de voxmx[“]geschrcven kan worden,
Bewljs. Een tegenvoorbeeld is voldoende.
Neem P(1V5) en het ideaal [3, 1 + 1V§} .
Was nu [3, ﬁ-%iV%J =[d] , dan zou, daar 3 een getal van het ideaal 1is,
o /3 zijn., Ook o /1 + iV%. Maar 3 en 1 + i\f% waren priem, hebben alleen
tot delers + 3, + 1, resp. + (1 + iVé), + 1. Dus moet X = + 1, .en dus
[3, 1+ 1VB] = [i.ﬂ] . Maar [;1] = [1] , dus zou [3, 1 + iV%] = {1] zign.
Er zouden dus gehele getallcn)7q enr72 bestaan met 1 = 37% + (1 + iV%)*?és
of na vermenigvuldiging met 1 - 1VH:

1 - 1V5 = 3(1 - i\@)% + 6’?2:

of 3/1 -iVB, wat niet wasar is.
Definitie. Een ideaal heet hoofdideaal, als hct in de vorm Eij geschroe-
ven kan worden,

In P is dus elk ideaal hoofdideaal. Er zijn algebralsche getallenlichamen,
waarin niet elk ideaal ook hoofdideaal i

Stelling. Zijn a =[of,..., ] e z{y31,...,ﬂﬁ] twee 1dealen, dan ic
a = b dan en slechts dan als

elke oy = %2%/7QR/GR en elke /3R = &%a A R N -

{ 2en,77gehele getallen van het lichaam).

Bewijs.

1) Noodzakelijk: Als a = b, dan is de bewering duidell jk.

[42]
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2) Voldoende: Uit de eerste vergelljking volgt met willekeurige gehelc
getallen ,7Q: N Zq: N

ézq 78 = H;:ﬂﬁﬂ =170 7r = g;'w 2
met gehele A en omgekeerd.
Gevolg. Het ldeaal a = [0, ....0

l verandert nilet, als de elementen will -
keurig gerangschikt worden, gell)

¢ slechts eenmaal worden geschreven,
eventuele nullen worden weggelaten.

Stelling. 2ijn X en (3 getallen van het ideaal 2, dan zijn ook ot+[5 en
XA - [3 dit.

Bewl js duldelijk.

Een definitie van optelling van idealen is er nlet.

Stelling. Is ¥ een petal van a, ’7’(,\11 willekeuripg geheel getal van het
lichaam, dan is /70( ock een getal van a.

BewlJs duidelijk.

Stellingj. [CK} = [ﬂ} dan en slechts dan als < enf} geassocieerd zijn.
Bewlds.

1) Voldoende: Uit o r—ﬁ£ volgt ﬂ::g-u , dus [Oq = {ﬁ]

2) Noodzakelijk: Uit [o¢]=[3]volgt [3/0, /B3, dus o =3 Y, 3= So- ,Cij
- 1 ncfa/ﬁ; y/ oy =€

Definitie. Het hoofdideaal [1] , dat uit alle gehele getallen van het
lichaam bestaat, heet eenheldsideaal.

Notatie. [1] = 0.

Stelling. [m]: 0 dan en slechts dan, als (X eenheid 1is.

Bewljs. ©f moet met 1 geassccieerd zijn,

Stelling. a = [fx,},...,qu] , b= {Qq,..a,ﬁr] :

Het ideaal
[cx,‘;ﬁq, e BB 0 By .,qu[lr]

hangt slechts van a en b af, en nilet van de O(,],...,Of ; {31,.‘.,51,.
Bewijs. Het is een ideaal, want nlct alle OCQPR zijn = 0. Uit {dq,...,.f)ﬂq} =

[8{""“’%] en {ﬁq,:l..,{}r,] =[5,‘,,5V_] )

volgt: ZE
A obr = E’?UQ{U' LAy - %;1 = vy

met gehele A¢; ook is omgekeerd:

g}'u‘yv = g%, RZ; VorXofy met gehelew.



Dus
{..o;uQ{%%poo-] = {...’JUSV,‘.' ].

Definitie. Het 1in de vorige stelling gedefiniecerde ideaal heet het pro-
duct van 2 met b.

Notatie. a.b of a b.

In P i3 a = [a] , b= Ib] . Dus ab = [ab] .

De vermenigvuldiging van idealen in P komt dus overeen met de vermenig-
vuldiging van de bijbehorende natuurlijke getallen, De invoering van
idealen in P is dan ook onnodig.

Stelling. Behoort Ot tot a en tot b, dan X[Jtot a b.

Bewl js.

a r
¥ X
o= Q=1/7dyQ’ /3"’ R=1 Aﬂﬁ%’
R - £
_ i ~ 2 o
*B= = 7P = oo B Ttk
Stellingen. a b = b a,
(o g‘)’c‘ _ ;(; ¢) Bewijzen duideli jk.

a voor m»2 (definitie door inductie

Definitie. 8, «vv 3, = (84500058, )2,
Uit de vorige stellingen volgt direct:
Stelling. Het product van idealen 31’92""’§m hangt niet af van de volg-
orde der factoren, =n van de volgorde van vermenigvuldiging.

Definitie. Voor natuurlijke m is g@ = ad ... a8 van m factoren. Verder

2’ = 0.

Stellingen. 2 0 = &, a a = 3 (n>0, 1>0, m,1 geheel rationaal)
(E@)l - E@l’ (a b)m _ Ew\m.

Bewljzen duldell jk.
Definitie. Het 1ldeaal
ldcaal ¢ bestaat, zoda
Notatle. a/b.
Stelling., In P is als 2>0, b) 0 is, [a] / [b]) equivalent met a/b.
Bewijs. [b] = [a]fc] ts equivalent met [b] = [ac] , dus met b = + ac.
Stellingen. Uit a/b, b/d volgt 2/d. a

Uit g/g volgt a d/b d.

Voor elke a is 0/a en a/a.

Elk ideaal a # 0 heeft dus minstens de beide triviale delers O en a.
Het 1deaal O heeft minstens de deler Q.

Stelling. Uit a/b volgt, dat elk getal van b een getal van a is.
Bewijs. ZiJ 2 ¢ = b, dan is, als 2 = [mﬂ,...,otq] , ¢ o= M Zfr]
gesteld wordt: b = [...;XQJﬁg... ].

b is door ideaal a deelbaar als er tenminste (én
t

D =ac.



Elk getal van b heeft dus de vorm

2 o
R 7 eRm = T Tq

behoort dus tot a.
Opmerking. De deler bevat dus minstens alle getallen van het deeltal.

e ————

In P is {3] / [6] : elk veelvoud van 6 is veelvoud van 3, er zijn meer

veelvouden van 3 dan van 6.
Stelling. Uit a/0 volgt a = 0.
Bewljs, Elk getal van het lichaam is volgens de vorige stelling getal

van a, dus moet a = 0 zijn,




ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN VII

door
Prof.Dr B, Meulenbeld

11 Januari 1956

Priemidealen en }Icordstel{ing der ldeaaltheorie.

Definitie., Een ideaal E"'O heet priemideaal; als het precies twee delers
0O en p heeft,

De priemidealen van P zijn de tp] ‘

We weten nog niet of er in ieder lichasm een priemideaal is.
Definitle, We zeggen dat twee idealen a3 en b geen gemeenschappelijke
deler hebben als 0 de enige gemeenschappell jke deler is.

Stelling. ZiJn een priemlideeal p en een willekeurig ideaal a gegeven,
dan is df E./?. of p en 8 hebben geen gemeenschappelijke deler,

Bewljs duidelijk.

Stelling. Elk natuurlijk getal a behoort slechts tot een eindig aantal
idealen.

Bewijs. Z1] Wys s W, €D willekeurige vaste basis van het lichaam,
Dan heeft elk geheel getal o van het lichaam de gedaante: otng,! w,l +
tootg, W (81 geheel rationaal), Nu is gy=q, a+k, (0 <k; <8, 1=14n,
Q4 en k; geheel rationaal).

n n

Dus Oi= ; (qi.a+ki)wima f\; ay Wy +§ ky wingaah{), waarinaf ge-
heel is, en f3 = é kW, .

Daar ki begrensd 18, ziJn er slechts een eindig aantal ﬁ

Behoort nu a tot het ideaal a = [qu,..,qu , €n past men op al deze

de vorige redenering toe, dan is a = %air 1""’an+ ﬁq] . Daar a tot
a behoort, kan men hier ook voor schrijven:

a = [8’,*84-(31,..,&((134‘{%,2{} = [f:i‘,..,pq,a] .

Daar er slechts een eindig aantal /3 z1Jjn, behoort a slechts tot een
eindig 2antsl idealen.

Stelling. Bij elk ideaal 2 bestaat een ideaal b, z6 dat 2 b een hoofd-
ideaal is, zelfs een van de vorm a b = [a] , waarin a een natuurlijk
getal 1s.

Bewijs. 21] a ﬂ[‘)"ls Xy qreees X met 0(1;10. Aan dit ideaal voegen
wij een veelterm g(x):?2;?+-»+txo toe, en definieren nu h(x) door

g(x) h(x) = W {rl(lfa)x1+...+rc(ﬂyq{} ,

waarin ML-!‘L(?% de karakteristleke schriljfwljze van atL is. Volgens de



*2-’

stelling over de symmetrische functies 18

1l4m

g(x) h(x) = cq o X" H.4ey

een veelterm in P, De cc¥ffici¥nten zijn zelfs geheel rationaal.
Daar g(x) h(x) en g(x) veeltermen in P(F) ziyn, 1s

h(x)= ﬁmxmh o+ ﬂo (m=(n-1)1)

dit ook; de ﬁzijn geheel. [Bm;lo, daar rl(‘(z"),fo is.
We definleren nu b als het ideaal

b= [pm""ﬁq] en beweren a b = [a] R

leol voor 1 +m =0
waarin a

[}

(C1+m""°o) voor 1 +m >0

We behoeven daarvoor alleen maar aan te tonen:

o 1 m -

I=0 M=0

o0 O(LﬁMz ALM a(0 <L <1, O4M <m) met Aen ﬁgeheel.

Het bewijs van 1° volgt uit:

a = C1+m C”+m+..+COcO
=
‘ : - o4
met geschikte geheel rationale 01 en CN_ L+M <N L@M'
0 <L <1
O<M<m

Het bewljs van 2° volgt ult de Stelling van Kronecker.

Stelling: Ult[yJa =[] b ¥#0 volgt a = b.

Bewljs. Dit volgt ult het felt dat [’J_a._ alle (y—vouden voorstellen
van de getallen van a,

Stelling. Uit a ¢ = a d volgt ¢ = d.

Bewljs. Men kan f zo bepalen dat 2 f een hoofdideaal [O(] is. Dus
ar=[o].
Uitg__c_mg_g_volgtfac=£§_gof[0(]_c_=[ J

o
Gevolg. Als a/b dan is er slechts één c met a ¢
Stelling, Uit a b/a ¢ volgt b/e.

Bewijs, 2c=2abdof¢c=bd.

Stelling (omgekeerd. van eer vroegere stelling).
Als elk getal van b een getal van a is, dan 1s a/b,

of ¢ = d.

1o |



-

Bewijs. We bepalen f zo dat a f = [CX]. Elk getal van b f 1s een getal
van a f, dus van 0‘]. Elk getal van b f 1s dus door O deelbaar. Is
bf= 6‘1,.., S,S ; dan is met gehele No,.., ¥ i D £ = ot‘y,,,..,ot%}
m[oc]{ e om e (Y] Loousn =8 [§17- ¥

Stelling. Elk ideaal a heeft slechts eindig veel delers,

Bewljs. Er bestaat een ldeaal b en een natuurlljk getal a, zo dat
abs= [a] . Uit ¢/a volgt ¢/ [2] . 2 behoort dus tot ¢, maar deze eigen-
gschap hebben slechts elndig veel c

Stelling, Is a = ¢ d en d#0 (dus ¢ een echte deler van g), dan heeft ¢
minder delers dan a,

Bewljs. Elke deler van ¢ 1s een deler van a. Nu 1s a wel deler van a,
maar niet van ¢, want ult g/g zou volgen: ¢ d /g, g/g, d=0.

Stelling. Elk ideaal 2#0 1s door een priemideaal deelbaar.

Bewijs. Onder al de delers van a, die #0 ziJjn, ziJj ¢ die met het klein-
ste aantal delers. Dan is ¢ priemideaal; anders immers was ¢ = 4 e met
d#0, e#0, dus e een deler van a, dle #0 was en minder delers had dan c.
Opmerking. Er is dus een prlemideaal.

Stelling. Er zijn onelndig veel priemidealen.

Bewljs. Blj elk priemgetal p 1s er een priemideaal E/ [p] . Voor twee
verschillende priemgetallen p,,p, en p,/ [91] po/ [pél geldt p.#D,.

Men kan steeds geschikte geheel rationale x en y vinden, zd dat
1mp1x+p2y. Was P4=Pps dan zou 1 een getal van P4 zijn, dus Eq/gs of
ang. Tegenspraak. Er zijn oneindig veel priemgetallen, dus ook oneindig
veel priemidealen,

Stelling. Elk ideaal i{g kan als product van priemidealen worden geschre-
ven,
Bewljs. Laat 2 k delers hebben, waarbl] k>»2 is. Is k=2, dan 1is g zelf
priemideaal. Z1j de stelling voor k >»2 en tot k-1 toe bewezen., Nu is
2 =p bmet b #. b heeft minder dan k delers. Dus is b, en dus ook 2,
product van priemidealen.
Stelling. Zijn a2 en b idealen, dan is er één en slechts één ideaal d met
de volgende elgenschappen:

d/a, d/b. Uit e/a, e/b volgt e/d.

Bewljs. Is a z[d,‘,.., dq] b = [ﬁ,‘,.., {32] s dan heeft het 1idezal
g = [':1,..,0{ f31, .,(3 ] de gewenste elgenschappen. Immers elk getal
in a heeft de gedaante:

q q L
E:ﬁ? o = 5: n X + z O‘/‘)R’ behoort dus tot d, dus is d/a. Evenzo:
=1 7@ 9o v T A

g/p_. Verder behoort ?f_' @QQQ tot e, evenzo: Z ARﬂR tot e, dus ook
Q=1 R=1 -



.

P
E%”?Qo( + ﬁ‘/33!, tot e, dus e/d.

Rmﬁ’i

Eenduldigheid: Hebben ﬁq en d, de verlwngde eigenschappen, dan 1is

90/8ps dp/a B dymL dps Gy = 8 Gym L8 4D 0=L 8 L0 B L0X dyed,.
Definitle, Het ldeaal d ult de vorlge stelling heet de grootst gemene
deler van a en b. Notatle: (a,b).

Stelling. Hebben a en b geen gemeenschappelijke delers, dan 1s (a,b)=0
en omgekeerd, Duildeli jk.

Stelling. De getallen van (g,g) zijn de verschillende onder de getallen
X+ (3, waarin X tot a en 3 tot b behoort.

Bewl js. (g,g) i1s de verzameling van de verschlllende getallen van de ges
daante: 7, K, +u. 42 (Kot A, ﬁ4+‘.+AR(3R; dit z4ijn dus die, welke Jjulst
de gedaante cx+/3 hebben,

8telling. Uit (a,b)=0 volgt dat er een & in a en een f3in b is met
A+ (3 =1. Duideli k.

Stelling, Uit p/a b volgt p/a of p/b of beide.

Bewijs. Is pdz dan moeten we bewijzen p/b. (2/p)=0, dus 1=+7T, met
™ in a en 77 1in p. Voor elk getal fivan b geldt dus {deﬁ+77’f5 a3
in a b; wegens p/a b dus O(ﬁ in p; 77/3 1in p, dus [3 in p, dus p/b.
Stelling. Uit Q/gq..gmlvolgt dat p deelbaar 1s op minstens één van de
idealen PRI Duidelijk.

Stelling. Uit R/Eq"ﬁm volgt dat p gelljk is aan minstens één der priem-
idealen PyseesDye

Hoofdstelling der ideaaltheorie. EIlk van O verschillend ideaal laat
zich, afgezien van de volgorde der factoren, slechts op één wijze
schrijven als product van priemlidealen,

!

Bewljs. Beweerd wordt dat ult a = Pqe-BPp=Pq - pl , M >1 1.>1, volgt:
m=1, en afgezlen van de volgorde zijn de p gelljk aan " de p'. Laat a k

factoven hebben, dan is k> 2, Voor k=2 1is a prlemideaal, dus m=1l=1,
p_,rp.,‘ S Ny k) dus m>’1, 1>1 en tot k-1 alles bewezen, dan 1s

P4 =Rys 2€8 P, ~gq Dan 18 p,..p. =P, ..pp . Dit ideasl heeft hoogstens
k-1 delers, dus is m-1=1-1, of m=1 en Bo- Py zijn afgezien van de volg-
orde = EQ ,..,gm

De volgende stellingen zijn duldelijk.

Stelling. Elk ideaal a#0 13&%afge§ien van de volgorde der factoren, op
één wijze in de gedaante P4 -RBp r (r>.1 te schrijven, waarin de p
verschillend zijn en de a natuurlijke getallen zijn,

Stelling. (a,b) = /7 p%,
p zijn alle gemeenschappelijke priemidealen van a en b, en voor elke p

is c=min (a,b), als a resp. b de exponent voorstelt, waarmede p in ge
‘\antbinding van a resp. b optreedt.



ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN VIII

door
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Definitie. Een getal oL heet door het ideazl a deelbaar als o een getal
van a is ( & is dus geheel), dus df =0 of a/ (] .

Notatie. a/a.

Stelling. Is a een hoofdideaal [ )], dan geldt a/o., dan en alleen darn
als fA/o..

BewiJs. Als @/o  1s, don behoort o tot [(] en omgekeerd.
Stelling. Is b een hoofdideaal [o&} , dan geldt i/d~, dan en alleen dnn
als a/b 1is.

Bewl js, b bestaat ult de veelvouden van o .

Definitie., Een geheel getal M van het lichaam heet congruent resp. in-

oongruent*mod a, als

@_, M-V, resp. ga_f,u- v

Notatie. =+ (mod a), resp. s ¥ v(mod a).

Voorbeeld. In P i1s, als a een natuurlijk getal is, m=zn (mod [a] ) iden-
tiek met het vroeger ingevoerde begrip m zn (mod a).

Stelling. Het begrip congruent is reflexlef, symmetrisch en transitief.
Duideli jk,

Stelling. Uit m = v(mod a) en c/a volgt = (mod c).

Bewi Js. M- v ligt in a, dus in c.

Stelling. Het aantal klassen waarin alle gehele getallen van het lichaam
mod a uiteenvallen, is eindig.

Bewl js, We bepalen b zo dat a b = {a] (a>0). ULt mw=v(mod fa] )
volgt pz v (mod a). Het aantal klassen mod [a] 1is echter reeds eindig.
Immers In het bewijs van een vroegere stelling is reeds opgemerkt, dat
mod [a] elk geheel getal van het lichaam congruent is aan een der al
getallens

n

;i; k, W, (0 %kn <n), waarin W,y..., w een basls van het lichaam voor-
=1 o
stelt. Daar bovendien uit‘p.%-o(nmd a) volgt )&%‘J(mOd [a]) is dus ook

het aantal klassen mod a elndig.

Definitie. Dit asntal klassen heet de norm van a (is dus een natuur-
1ijk getal),

Notatie. N a,.

Stelling. Uit f =v(mod a), p= ¢ (mod a) volgt:

W

prp z Vv (mod a) en p_p 2 v.¢@ (mod a).



2=

Bewljs. a/ M-V, a/f-03a/(k-V)x(p-<)Fa/(ptp)-(Vvra).
Stelling. Uit = v (mod a) volgt voor elk geheel getal m van het lich-rm:
pm = vn(mod a).

Bewljs. a/p.v a/(p-v)n Ba/pm- vm.

Stelling. Uit m=v(mod 7), p=c'(mod 8) volgt: p p= vg(mod a).

Bewljs mpzvp » vpz e R g zv¢ ‘

Stelling. N 2 = 1, dan en alleen dan als a = 0.

Bewljs. N a = 1 betekent dat alle gehele getallen van het lichaam aan
clxaar congruent zljn, dus elk = O is, d.w.z. tot a behoort.

Stelling, N(a p) = N a.N p.

Bewijs, a/a p, met a # a p.

Er is dus een o, zo dat a/o, gg-/ux . Dus is & 0, g_/[oq -] gf[a]
ir 1s dus een b 26 dat o b= [x], dan 1s a p ¥a b, dus pfb.

Laten nu A’I""AN , Pesp. TV']""T\’N D elk een representanten systeem
van alle klassen mod a resp, mod p voorstellen. We beweren, dat de

N a.N p getallen “Tk+Am’ 12K &N p, 1&mEN a 1) alle onderling in-
congruent zijn, en 2) dat elk geheel getal van het lichaam aan een van
deze congruent mod a p 1s. Daarmede 1s dan bewezen, dat er mod a p pre-
cles N a . N p klassen zijn,

1) Uit o«,““'k + A, =S oCWk. + A (mod a p) volgt:

oM

K P ALE ec.’Wk, + AL (mod a).

Daar aMy, =02 oﬂTk, (mod 2) is dus:

Am:: Am'

(mod a), dus m=m', A=A .
Derhalve: o, = T, (mod 2 p), of

ap/ o (T -T ).

1
Was nu k#k', dan was ﬂk"wk niet door p deelbaar, dus _p_+ ("[Tk—'ﬂ'k.).
Uit a p/ [«] (Wk-—TT ) zou dan volgen:

a p/abd (Tfk-ﬂ’ 1), dus p/b (‘Wk-'ﬂk‘), dus p/b. Tegenspraak.

2) Laat w een willekeurig geheel getal van het lichaam zijn. Voor één
m is dan w =A +a,, 8/ ,. Wegens ptb is ( [«], 2 p)=(a b,2 p)=a.
Verder 1s ol,= ma+ M, # geheel, a p/ .. Nu is voor één k:
0= 'TYk-t—“ﬂ' » p/T, dus

W= A+ el by = A T T e
Daar p 8/, e 18 2 p/M & + p,, dus

W= A+ ot o, a p/py, dus wZA+T o (mod 2 p).



Stelling. N(a b) = N a N b,

Bewl jg. Inductie naar het aantal priemldealen van b, Voor b=0 triviaal,
voor b=p zo juist bewezen:

Laat nu b een product zijn van m »1 prlemidealen, en de stelling geldlg
ziJjn in alle gevallen, waarin de tweede factor een product van m-1 prien-
ldealen 18, Nu is b = p ¢, waarin ¢ een product van m-1 priemidealen 1is,
dus 1s: N(a b) = N(a p.c) = M{(2 p) N¢c=Na.Np.Nec=NaNpeg)-=

= N Q.N R.

Stelling. Voor elk natuurlijk getal a is N [a] = a”,

Bewl js, BiJ het bewijs van een vroegere stelling 1s reeds opgemerkt,
dat elk geheel getal van het llchaam mod |a) congruent 1s met een van
de a” getallen:

¢}

n , .
Ez: km W C>§k@’4ﬂ. Elke twee van deze a getallen zijn echter in-
o m
congruent, Immers ult

n

n .
. ~ d Ta N € . e - .
%zq kn Ldn};éz% k& W (mod lw} ), O ,km< a, O km <a volgt

n
Z; (k, = kK1) w =0 (mod {a] ),
Maz 7 .

dus is n
k!
>  ——— w_ geheel, Volgens de definitie
m="1 ' :

: ‘ - [t - ) o
van basis is dus k =k! (mod ), of kmmﬁa.

Stelling. a zlj een ideaal of slechts een verzameling van nlet alleen
uit O bestaande getallen met de elgenschappen:
1) Als oL en p er toe behoren, don ook o« + P .

2) Als eter toe behoort, d=n ook ma { M willekeurtg geheel uit het
lichaam).

Bewering: Er bestaat een systeem van n linealr onafhankelijke getnllen
Hqs e KRy VAD de verzamelling a, zo dat in de voorstelling:

(1) o= hyet, +ooath o

met rationale h de getallen h geheel zijn als o tot a behoort.

Opmerkingen 1. & 1s dan dus de verzamellng van getallen oo met geheel
rationale h,

2., Voor 2 = O verkrljgt men de vroegere basis-stelling,

Bewl s, (geheel analoog aan de vroegere), Er besteat in 8 een systeem
van n linealr onafhankelljke getallen; immers als o een getal #0 1s uit



lhm

e

uit het lichaam l1s, dan is X Mgsenes AYM zulk een systeem,
Onder alle systemen van n lineair onafhankelljke getallen m,},..., S
van a kies ik er een, waarvoor |A (ahv...,<gﬂ)§ zo klein mogelijk is.

a en Mqseees Ny, €€ systeem van lineair onafhankell jke gehele getallen

We beweren dat dit systeem het gevraagde 1s, Anders zou er in a een ge-
tal (1) zijn met rationale, doch niet geheel rationale h. Laat bijv. hq
niet geheel rationaal zijn, dus h, =g+t (g geheel rationaal O <t <1).

Dan was ol'= &-g oo =t o +h, o t...+h oL, een getal van g. Dan zou

1 172
verder
t hEZ "hh
A(M’QQ‘LQ‘!"'}MU)X Q /}..Q A(okq,.-.)dsn)m
® % & © @ » MEEA(M‘ )
0 0 .. 1 = 12 ")Okn)

dus 0 </ A (u,‘,cxg,..., qn)} < \[3("“—1""""‘11))' Tegenspraak.

Stelling. Elke verzamelling van niet alleen ult O bestaande getallen

met de eigenschappen der vorige stelling, 1s een ideaal.

Bewl Js, Worden de getallen L PTRERFE W gekozen alg in de vorige stel-
1ing is aangegeven, dan is het ideaal [a,,},...,agn} gellijk aan de ge-
geven verzameling. Immers elk getal van de verzamellng 1s van de gedaan-
te h,3 os.‘,}+...+hna&n:= Mg Rt ot Ny Ags €D elk getal 'vq,l d‘,,1+...+ Mn &n
met gehele ~ behoort tot de verzameling.

Definitlie. a zij een ldeaal. Elk systeem RAysenns oy in de zin van de
vorige stelllingen heet een basls van het l1deaal a.

Opmerking. De basis van het lichaam 1s dus een basls van het eenheids-
ideaal 0.

Stelling. Voor elke btasis o ,,...,%  van a heeft A(u,],..., "kn) de-
zelfde waarde,

Bewl is. Zijn o gpeeay o, €D fixq,..,An bases, dan ls wegens
A= thlml de hkl geheel rationaal; dus TaN (Aﬂ,...,An) =

1 o
=l ® Alapsendy), dus Abyy #0, dus Al o)/ AR eesiy).

Uit symmetrle overwegingen is A (A,‘, ces ,An)/A («Lq-, cees ol n) . De tekens
zijn volgens een vorige stelling geliljk, dus

(Z\(A,},...,An} = Of dﬁ,...,d\n).
Definitie. De gemeenschappelijke waarde van A ( gsenes ol
bages van het ldeaal heet discriminant van het 1ideaal,
Notatie. A (2).
Opmerking. Het grondtal ven het lichaam A is dus A(0).

o

n) voor alle
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Stelling. Is W, ,W o een lichaamsbasis, dan is er voor elk idea=zl
a een basls van de gedaante:
L=
1= 8y
o .
2 = BpqWatagpWo,

s e ww ew e e s -

= 8 FA A At e o D
« Bpq Wt o Apn Yy

waarin de a's geheel rationarl, en s 49230 e e s positiefl zijn.

Bewljs. Elk 1ldeaal a bevat een geheel positiefl getal a. a W, ligt dus
in a., We klezen nu voor CPP dat positieve gzetal, zd dat 3,qW, NOE in
a ligt, en a4 20 klein ma.ag:ej,.ij’r; is. Op dezelfde wilijze versta 1k onder
leinste ne » e ge 26 dat A =g co o tE in a.
he:at kleinste natuurli jke getal, zo0 dat n=qma Wqt +:ammu.)n n a
11@5. We beweren dat (X ,,..., mn) dan een basis voor a vormt. In de

eerste plaats zijn & FERRRY &, linealr onafhankelijk, daar
ad

a 0 .. O 2
11 5
& (%, .., 0)=|%1 22 AW,y w,)=(2, 0000 ) A4

a a .. 8
n ne nn

Z1j verder O een getal van a, dan is zeker o mbﬁ}w,}{”...*‘bnu)n met
e at ale b, Deel b vor a_ .t b _=h_a : )L “ . D&

geheel rationale el b d(zm‘ ont p=hpantr, (C<r <a ). Dan

behoort fx«-h ™ n=Pq' Wttt LW, e w, met geheel rationale b

tot a; velgem de definitie van a is dus r_=0, en dus & -h N =

nn - n n n
=D ...vH. . Hierin is evenzo b! io0r @ deelbaar
,}w,’ ,}wn”q Hierir 5 evenzc bn-”‘l door ?;wﬁjnmﬂ leelbaar,

- of  -h . | . AL ) S oVA
dus hn n hmw,} G&’nm,} b,.i w§+...+bn_gwn_‘2, enz. tot

®-h & -h X -..-h

L R 4 ¥y=0 met geheel rationale h.

Stelling. & (2) = (Na)a .
: , A 2
Bewljs. We hebben gezlen A(%,,..., & )=(a .08 )7 A -

4

We moeten dus bewljzen: %q'--%n*“wﬁ.- Daarvoor 1s het voldoende aan te

tonen, dat

40 . , . e .

17, elk tweetal van de 84480002y getallen:
“f;W«a"”“*“‘nww Q‘grm’{amm voor ’!%m%n

fi‘iﬁ!gmangment mod a zijn, en dat



:«20. elk geheel getal ) van het lichaam met een van deze getallen con-

gruent mod a 1is,

[¢] . . [
1. ‘ B! w +,,,+0] nod : 0 0 rE
Uit T R VT qw, rmwn(m d 3_), ‘%rm‘;}amm’ xéf‘m -
volgt:
n
H RO, 1 w
> (t‘m-r‘m}wmmu (mod a), of
mwi & Ak a4
N1 ‘ 1
- W _+ir -r {W_ B0 d al,
i i% {pm pm} m*}rn ni n (mo ,%,.)

! o] 3l - - -~ »
Volgens de definitie van Tn is dus roEr . Op dezelfde wijze volgt voor

n>»1 ook: r, _a=r! ,...,ra=r0.
0 ' . e 3
27, Elk geheel getal /7 van het lichaam heeft de gedaante:

"7:: bQ w,§+...+bnujﬁ met geheel rationale b,

Deelt men bn door a__t b ,,;,mhna +r
+ 9

O L
nn n nn ‘n? - -

n <:‘énn, dan is V"hnwn“
=h '“3 RS W -7 an g ;
1 qtee et Wt W, enz. Lot

@-hnun-—. .mhqﬂfquz‘,} Woteo b Wy, 04r Ca (m=1,...,n).

i

et 5 I
P Er, Wat. .. tr w (mod a).

g}

Stelling. Is C’f,g,...,O(W een basis van het ldeaal a en W, ,...,w,  cen
lichaamsbasis, dus

(‘xk - é C s 14k <n, met geheel ratlonale c,
den te 0] = & N
Bewl js.
A(2) = i"ff‘,f{l]c"é ; volgens de vorige stelling is:
A(fi) = (Nﬁ)gé , dus ’Ckflf = + Na.

Stelling. Is X 40 een geheel getal van het lichaam, dan is
| N [T = v,
Bewijs. Is wq,,..,wn een lichaamsbasis, dan 1s ® W, ,..., O(Wn een
basis van het ideaal [o(] , daar A (h,y Wyt .+h W )=h, K, +.. . +h Xw,,
h's geheel rationaal.
Nu is
S LIS A Oy, .., M)

n



17 nA

)
b ! = {Ciza&?a»g(:x?;}w Q(W%Q...,{«Un)

ancu@ma "an“nn

R
R o / X
= (NX)“A gtuq,...,uum).

Ook 1s ‘{},[‘Ji] {-\jﬁx}‘} cﬁ){w?, ~*.¢ulﬁ}. Dnar /:3 U, ,...,%)7‘{“ S,
geldt N [_CX} = + N o,

Stelling. Elk priemideaal p bevot precies ¢en priemgetal p,

BewlJs, We hebben reeds bewezen dat p hoogstens €én priemgetal bevat,
We zullen nu bewljzen, dat p tenminste één prilemgetal bevat, p bevat
zeker een natuurlijk getal o, Ult o= 77'1;; volgt L’ :ﬂ — P/ [TTD]’:: g,/‘f(ﬁ‘)]}
dus voor minstens één p p/ [v] 3 p/p

Stelling. Als p het prlemgetnl 1o dat blj p behoort, dan volgt ult i;*/rz,,
a gsehee'l rationaal, dnt p/2 is.

Bewljs. Voor a=0 1s de stelllng duldell j“ 71} verder )>§ = W;’b‘. Uit
p/a volg;t p/Tp', dus voor &én ' p/p’ o'=p. I p/n.

- . f
Stelling, Als p het priemgetal is dat in p | igt, dan is Np=p , waarin
f een natuurlijk getal 5; n is.

Bewljs. Uit p/p volst [al dus

Verder 1o N p »1,
Definitie. De f uit de vorlge stelllng heet do
Stelling. a/N 2.
Bewl js., Is G,,g,...,ﬁm een representontensysteem van de N g klassen
mod a, dan is blijkbsar /3,3«%1,.. 33,1 e ook evn; want dit zijn

I\%(
Na incongruente getallen van het lichaam; dus is
— 5 »

p’l*““'*’fz‘;\;;; = (Q.‘q‘*«”) + ...t (JGM?E»F@)(mml 1)

van p

0 = Na (mod a).

Stﬁgiliﬂg‘ O(Ng'i =1 (mo(j 3:‘,) voor E%O{ .

Opmerking. Voor F is dit de stelllng van Fermat.
B@Wi:‘éﬁ. 21 ﬁﬂ“’ﬁﬂp het representantensysteem van de Np klassen mod p.
Hiervan laten wij de reprecentont van die klasse weg, dle uit de vcor e
deelbare getallen bestaat, zeg [3P
Dan zijn de nlet door p deelbare gx,t\allun
f'~m{3q&nw0(/3 -1
fVNQ;ﬂ is, en ui%
: «f3.= &B,V(naocﬁ p), 1£r<Np, 14s<Np

representanten van dc¢ Np-1 klassen, daar het aantal

-~ volgt.



p/X UB;’*" /3&), en dus !'3?»«* ﬂ\a
Dus 1is 0‘{34 0&@3. . .W;QN?A = ;’?,,’ (3f . ’ﬁNgw‘é (mod p),

o %‘Jﬁi.,i ﬁ . ﬁw . ENEL“’? g*‘} , /3,3 f32 . ‘ﬂ@gﬁﬁﬂ{m@”ﬂ L)
p/(&ME) @, By Ry

Np-1
p/ox TET 1.

Stelling. Er zljn slechts eindly veel ldealen met een zelfde norm.
Bewl Jjs. Is ecn notuurlljk petal m gegeven, dan 1s als er een 1deaal
met de norm m is, 2/m, Er zljn slechts e¢indig veel van zulke ldezlen

Stelling. Ult Na=p volgt dat a priemidenal 1s.
Bewl js. Ult a = b ¢ zou volgen

p=Na2=NDbDNc, dus oOf Nb =1, of N¢ = 1,

. Yoo oy U s
dus 61 b = O of ¢ = 0,

Voorbeelden van ldealen in P(1 V).

We willen [6] in }’:Pi@”"*if“f"ﬂf.;f} ontbinden,
Noch [6] =[2] [2] , nocr [€] = [1 + 1V5] [1-1V5] 15 cen ontbinding
in priemidezlen, Ve M..bbe:sn veoeger reeds gezlen dat [a,’wi\f.} geen hoofd-
ideaal 1s, toch 1s [,’%MV’{} / [*»} . Niet elk priemidensl van {f‘] kan
dus hoofdideanal ziin.
We noemen nu: [22?,14-1“&}] = 245 [},"‘Hi \f‘}] = 2,
D‘m is
at= [2,141 ZRE fm\f] [5,0021 V5, 2021V'5, -ha21 V5] =

[ﬂ] [2,141V5, 2+ V5],
Nu 1s 2.2+(-1)(1+1V5)+(-2+1V 5)=1, dus het laatste ideanl =0, dus

ﬂgm {2]

(Na ) «N{Q]w% dus Nz = 2, dus 5, 1s priemideanl. Verder 1is

848, = {33 Ve ]{ w"‘\f] D 3431V, 3-31 Y5, <~]

[3} {3 "Mi\fﬁ, e 1V ’8] {] dus daar 2, geen hoofdlideaal 1s
8,40, 3,4[3] , dus 2,40, Nay D1, Ney 3. ULt NagNa,=N(3)=9 volgt dus
ﬁ%mﬂ%w—% Dus a5 em a3 zijn priumide*}}.m
;;strvﬁer is %q&a s anﬁ@m zou m,/’t 1V, a, /’i+i‘f5, dus a,g/zé. Daar 9_2/’3
\‘,{‘mu a,=0 z1ljn, ‘ :
D Mmtmmimg van {f)] is dus:

[6] = [2]1 [3) = [2,14aV5)2 [3, wi‘fﬂ {3 1-1V5] .
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In de ontbinding: [6] [1 + i\[BJ [j—i\fé] vallen de factoren rechts

ulteen in {5+1\’§T' 2485, en 1—i\f§] = 8433 Dit kan men als volgt in-
zien:

[/] + 1V5] [ﬂ—iv’5] = Q_? 2, 835 dus

a,/ [ﬂ+i¥f5] a,/ [1+1\f)]"* 8425/ Eﬂ+1\f§]

(34 en a, zljn verschillende ppiemidealen)'

N(a,a,) = 2.3 =6, N [}+1bf;] = 6; dus
A, A, = [’l+i\/-5] ; dus a, ag= [’]«i\[S] ,




ALGEBRAISCHE GETALLENLIGHAMEN X

door

Prof.Dr B, Meulenbeld

22 februari 1956

Kwadratiseche Getallenlichamen,

Beschouwen getallenlichamen van de tweede graad P(f), waarbi] 19 Wor-
tel 18 van een vierkantsvergelljking, Elk getal van P(ﬁﬂ is dus te
schrijven als x+y®, met x en y rationaal.

Stelling 1) Elk kwadratisch getallenlichaam heeft de gedaante P(VC),
waarin C geheel rationaal 1s, #0, #1 en kwadraatvri].

2) Voor elke ¢ is P(VC) een kwadratisch lichaam,

3) Van twee verschillende C's zijn de lichamen verschillend,

Bewijs. 1. Laat de vierkantsvergelljking waaraan ﬁ} voldoet zijn:
ax " +bx+c=0, dan is

¥- -b & Vb -hac

2a ’
Elk getal var P(P) is dan te schrijven als x+y#= x- g“ y + %5 V g-uac.
Nu 18 %~ g“ ¥y en ook gL rationaal; dus het getal te schrijven als

a+yﬁ\/b2 -4ac, met X, en v, rationaal, Het lichaam is dus P(V bg bac).

~-hac kan niet O of een_kwadraat zijn, dus e 4aqu20 met Co% 0, C#1,
C kwadraatvrij. x,+y, Vb%-kacs =x,+y,aVT. Het lichaam is dus P( V),
2, Duldelljk daar \fb wortel 1s van de irreduclbele veelterm xg-u.
3. Ult P(Vﬂh (Q) waarin C, en C, geheel rationaal, #0, #1 en
kwadraatvrl] zijn, volgt Vr; w1+b¥f%2, met ratlonale a en b, Hierin is
zeker b#0, daar anders \/_.G,I ationaal zou zijn. Ult C,=a 2220 VT o+D 2q
volgt dus a=0, dus Cﬂ:bgc , met b rationaal = + ‘, p> 0, a%0, (p,q) 1.

2
Dus q2 en p /uq, dus p=1, qw1, b= +1 of C,=C

2

Cqmpgcz. Nu 1is qg/c,

no

1=Co-
Stelling. Het lichaam P(19) met 7%= V2 (C geheel rationaal #0, #1, kwa-
draatvrij) heeft de basis

1, 73' als
1 1 +Q9

e el

2

=2 of 3 (mod 4),

2

= 1 (mod 4),

Bewljs. ﬁpis geheel want is wortel van x ~C=0, Proberen als basis
(ﬁ ). Dit is zo als voor gehele Cxux+y1? <kax en y geheel rationaal
zljn. Nu is Ol geheel als © wortel is van CA - SO+N=0 en S en N ge-
heel E?tionaa} zijn (noodzakelljke en voldoende voorwaarde)., S= c&a-&i P
Ne XX, o= x+y@, R=x-y 1, dus S(X)=2x, N(O)=x2-y°C. Uit 2x=geheel
an xa*yacmg&heel, zouden wij dan moeten concluderen tot x=geheel, y=

pg&hw&lﬂ xgwangeheal, dus (2x)2~(2y)acn& voud, dus (Qy)ECageheel.



D

Hieruit vglgt 2y=geheel, Was nl., 2y= % (p en q geheel rationaal (p,q)m1),
dan zou 2*g = geheel zijn, en dit kan niet daar C kwadraatvri] is., Dus

Exwgeheel 2y=geheel
Stel Cmiv +2. Nu is (zx)ﬁmu‘iaf 4 v, (Qy)gxu vof 4v + 1, dus

(4v 40 of +1)=(4Vv+0 of +1)(4V +2)=4V, of (0 of +1)-(0 of 2)= 4V ,
Dit kan alleen als wij beilde 0 nemen, d.w,z. (Qx)za& vV en (2y)2nﬁv s
of 2x en 2y belde even, of X en y geheel., Als C=4 Vv +2, 18 dus (ﬂ,f%)
een basis,
Stel Cwlv +3, Dan (4 V+0 of +1)-(4 V+0 of +1)(4V +3)=4 voud, of

(0 of +1) - (0 of 3))= 4 voud,
Weer belde 0, dus ook nu is {1,v ) een basis,

Stel C=4v +1, Dan (4 V +0 of +1)-(4V +0 of +1)(4V +1)=4V, of

(0 of +1) - (0 of +1) = bv
Nu kan dus optreden O en 0 dof 1 en 1, d,w.z, Of 2x en 2y zijn beide
even, of 2x en 2y zijn beide oneven. 2x en 2y hebben dezelfde paritelt.

Is 2y = M (geheel rationaal), dan kunnen we stellen 2x = M + 2L, (L
geheel rationaal),

O‘nx+yz9’ww+w3?-l.,+m _-%Q:).

Elk geheel getal & is dus te schrijven in de gedaante
1+
2“) Sy
~
%ﬁgaheel 1s. Is g= —1%3?‘, dan 1s 9= mg?-? z 4 +¢y = 1, Hg= ""'E@::
1-C '
RT.
1-C

Daar C=4 v +1, 1is -~ ¢gcheel; dussy 1s geheel. Hlermede is de stelling
volledig bewezen,

(1 1+i?

Q = L.1+ M. d.w.z » —s—) 1s een basis, als

Stelling. Het grondtal is:

Az 4¢ als CEQOf} (mod i#),

O=C 8ls C =1 (mod &),
Bewljs. Is C 2 2 of 3 (mod 4), dan is de basis (1,7%); dus
jgqu?& = 4P% 2 e,
;zsﬂ 1 (mod #),;?n ls de basis (1, 1%52);
A } 1+ o
m%?m

Opmerking, Als C = 2 of 3 (mod 4), dan is A =8 of 12 (mod 16);
C =1 (mod 4), dan is & =1 (mod 4), Voor grondtallen komen dus alleen



in sanmerking 16 vouden + 8 en + 12, en 4 vouden + 1,, dle kwadraat-
veld zijn, 7 en 25 kunnen bijv., geen grondtallen zljin,

Stelling,1) Elk kwadratisch lichaam is P(V 5 ), 2als & het grondtal
is. & heet fundimentaal discriminant

2) Is & cen fundimentaal discriminant, dan is P( VA ) een kwadratisch
lichaem met grondtal A

3) Met twee verschillende fundimentaal discriminanten komen verschillen-
de kwadratische lichamen overeen,

Bewljs., 1, Daar C = % resp. A , 1s P(VC)=P(V3).
2. Is A fundimentaal discriminant, dan is P{ VA )=P(VTC), waarin
¢ = %vcor A =8 of 12 (mod 16)

Avoor A =1 (mod 4).
Deze C 18 #0, #1 en kwadraatvrij. Is A =8 of 12 (mod 16), dan is
C=2 of 3 (mod 4); 18 A =1 (mod 4), dan 18 C =1 (mod 4), Dus
heeft P( VA )=P(Vec) als grondtal &
3. Volgens een vorige stelling volgt uit P( \/WA,‘)mP(\/ Ag) dat
A,‘W &2-
Stelling, Het lichaam P( \f}_’; ) met grondtal A heeft steeds tot basis
1, —%L- voor A =0 (mod 4);

1, -ji"—g-\"-/z— voor A =1 (mod 4).

Bewijs. Voor & =0 (mod 4) is C= T, ¥=\V Cs —\{;@—— ;
voor »&A %1 (mod 4) 1s C= 4 , “9‘ - “2\/:-9;. .
Voorbeelden, P(1): A =-4, _.\V.:Q- = 1
MP): A= -3, 1w Ve | 103

2 - 2 :

=1 b

[

it

P(:LVB)::Q&-ZO,I@ 1Vs,

Onderzoeck ldealen:

De basis van cen idecaal uit P(\f‘/:,s) bestaat ult twee getallen 0(,},04:2,
die beldce geheel algebraisch zijn.

Stelling. Elk ideaal a van het lichaam heeft cen basis van de gedaante
A,G+BWs, waarin 0LG <A, B)O en A,B,G gehcel rationaal zijgn,
Bewljs., Volgens een vorlge stelling 1s er cen basis te vinden van de

N o
vorm: 1 a,qu

waaprin a,m) 0, 322>0, an aﬂ,am,agg gecheel rationaal zijn, Kortweg:
er 18 een basis van de gedaante ((1,w) 1s een basis van het lichaam):
A,G+B W, waarin A het kleinste natuurlijke getal van a8 1s, en B het



4.

kleinste natuurlijke getal is, wsarvoor bij passende gehaal ratlonale
Go het getal Gcmw in 3 voorkomt. Daar met o ook OL-MA voor elke
geheel rationale M in a voorkomt, kan men het zo inrichten dat OLG <A
is,

Stelling, a heeft slechts ¢én basis van de gedaante A,G+B w waarin
A,G en B geheel rationaal zijn, 0£G ¢A en B)O,

Bewijs, Elk getal van 2 hceft, als A,G+Bw een basis vormen, d¢ ge-
daante xA+y(G+Bw ),x un y gehcel rationaal.

1) De geheel rationale getallen van het ideaal zijn de getallen xA,
A 18 dus het kleinste natuurlijke getal van a, dus door a eenduldig
bepaald,

2) In (xA+yG)+yBW is yB als y >0 is > B.

B is dus hect kleinste natuurlijke getal, waarvoor GO+BLU bij passende
Gc in a voorkomt, 1s dus door a eenduldiz bepaald.

3) Heeft a de bases A,G +B W en A,Go+Bw , mec 0LG, <A,0< G, <A,

B »0, dan is (31-02) = (G +B W)-(G,+Bw) cen getal van a. Daar
(G'i"GE) < A is, moet dus G,=G, zijn.

Definltie, De bovengevormde eenduldig bepaalde basls heet de kanonieke
ideaalbais., Voor a = 0 is A=1, G=0, B=1,

Stelling. In de kanonleke ideaalbasis is
B/A, B/G.
BewijJs. 1) A w bchoort tot a. Dus 1s:
Aws= XA + y(G+B W),
A = yB T3 B/A.

2) G+B W behoort tot a; -y G+BW) behoort tot a.
- W (G+BW)= - BN(W)- @ G = -BN&W)-G(S(w)-w)
=(-BN{w)-¢ S{w))+Gw=t + G w .

Dus moet t+GW= uA+v(G+Bw) a=vB 3 B/G.

Opmerking. De kanonleke basis van a2 kan men dus ook schrijven als:
BM, BR + Bw met OKR«M.

Ieder getal van a is dus te schrijven in de gedaantc:

ca BM + c,(BR + Bw) = B {01M +oy(R +w )Y .
Dus 8 = {B] 24, B30, waarin a, cen ldeaal”1s met basls M,R +Ww , en

-

0 &R <M,



ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN XI

door
Prof.Dr B, Meulenbeld

7 maart 41956

Stelling. Is B)»O0, O gR«M (B,M en R geheel rationaal, dan vormen BM,
BR + Bw de kanonieke basgis van een ideaal, dan en alleen dan als
M/N (R+w ) is.

Bewijs. Zal BM, BR + Bw een basis zijn van het ldeaal, dan moet elk
getal van het ideaal [BM, BR + Bw] te schrijven zijn als xBM +

+ y(BR+Bw)(x en y geheel rationaal), Desarvoor is nodig en voldoende
dat de twee getallen BMw en (BR + Bw)w 1in deze vorm ziJjn te

schrl jven,

Nodig. BMw en (BR + Bw)w =zijn getallen van het ideaal,
Voldoende: Elk getal & van het 1deaal is te schrijven als ™ =

+‘772(BR + Bw) waarin 7, en 5 gehele getallen zijn van het
lichaam 71 en 72 zijn te schrijven als 7,‘wcq+caw,72m03+cnw
('1‘@2’”3’% geheel rationaal),

Dus & u(c,ﬁcew)am + (03"'01;“”)(53 + Bw)
= c,BM + cB(BR + Bw) + c, BMw + ¢y (BR + BW) w2 .,

Zijn dus BMw en (BR + Buw)yy te schrijven in de vorm xBM+y(BR+Buj,
dan is dit dus ook het geval met O,

Nu is BMw= -RBM + M(BR + Bw), dus in de gewenste vorm met Xx=-R en
Vusl],
De vraag 1s dus of geldt:

(BR + BW)w= xBM + y(BR + Bw), of

(R +w)w = xM + y(R +w )

met x en y geheel rationaal. In elk geval is

(R +wW)w = -(R+wW ) (R+W) + (R+W+w) (R+)

= - Mﬁ_ﬂ M+ (R + s(w))(R +W),
We hebben dus de gewenste voorstelling met

xm..M%i’.“_J_).,y:RJrS(w).

y 18 zeker geheel rationaal, x 18 alleen dan geheel rationaal als

M/N (R +w).

Opmerking. M/N(R+W ) betekent in het geval A =0 (mod 4):



-Da

M/ (R + %‘i‘-), M/RZ- § of uM/(2R)%- &

23 8

of (2R) (mod M),

In het geval A =1 (mod 4):

P
(R + 228y (BREDT- B e uy/(2ren)2- 8,

2

of (2R+1)°= & (mod 4M).

Dus steeds 1s O kwadraatrest mod 4M,

Priemidealen

Elk priemideaal p bevat ¢én priemgetal p. Door p is p bepaald. Niet
omgekeerd. Uit p/p volgt p/ [r] . In het algemeen behoeft dit hoofd-
ideaal geen priemideaal te zi/n., We trachten nu [p] te ontbinden,

{p] = PaPs:..D,.. In het algemeen is N lg) = g”, als g geheel rationaal
en n de graad van het lichaam is, In ons geval is N [p] = p2 Dus

P mNgﬂNEQ.. Np,.. Mogelijkheden: r=1 : Ngqmpz, dus [p] = p. Hoofdidesal
= priemideaal, r=2 : &a = ¢ g met Np = Ng = p.

Het kan zlJjn dat p = g in dit laatste geval. We onderschelden dus de
volgende gevallen:

I (] = 2, Np=rp©
[p} =pq, Np=p, Ng =g, en hlerin:

IIa. p # q.

ITb. p = g.

Stelling. Het geval II doet zich dan en alleen dan voor, als O kwa-
dreatrest mod 4p is. Dan is p = [p,R+Lu] ,y Q= [p,R+tﬂ] bij passende R.

Bewljs 1. Nodig. Stel geval II doet zich vcor, Dan 1s er dus een p met
Np = p. We nemen de kanonieke basis BM, BR + BwW van p, waarblj dus

0 ¢R«¢M, B)»O, A kwadraatrest mod 4 M is,
Vroeger gehad de stelling: Is<x1...,<xm een basls van a en \01,..‘w%

een lichasmabasis en

n
o = I CyWys 1gkg¢n, met geheel rationale c,

: 1=
‘dan is
Jegyl= £ Na.
BM O o
Volgens deze stelling is p = Np = = B"M,
" BM B

dus B=1, M=p, p= {p,ﬂ+~u% ;oen & 1s kwadraatrest mod Up,
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2. Voldoende. Z1j & kwadraatrest mod 4p. Dan kiezen we x zo,dat

xag A (mod 4p). Bij even & 1s x even, we noemen dan x=2R, BiJj on-

even & 18 x oneven; we noemen dan x=2R+1, Dan 1s

2

o) - (LS voor 2/a
2

QRT =8 voor 2 6 ;

dus p/N(R+w).
Voor de idecalen p = {p ,H+w] » Q= [p, R+ m) geldt p g = {pa,p(Rﬂu),

p(R+W), N(R+w)| = [p] [p,mw,mc{: , E‘I.(B%‘i’_)_ = [p_} a, dus

Np Ng = N(p g) = N([p] 2) = p°Na.

Nu is p_/ [p] , maarp [p] -{- p, daar R+w geen veelvoud van p 1s, en

g/ [ﬁj , doch [p]fg_, dus Np = 1 of p, Ng = 1 of p. Dus 1is Np=Ng=p.
Dus zijn p en g priemidealen; N2 = 1, a =0, pg = [p} .

Opmerkingen, 1, Geval I doet zlch dan ¢n alleen dan voor, als A nlet-
rest mod 4p is,

2. Geval II doet zich in elk geval voor als p/A 1s. Want dan is
A-;;:oz of 4° (mod B), A = 0° (mod p), dus als p>2 is & kwadraat-
rest mod 4p. Als p=2 ¢n 2/& , dan is A =16v + 8 of 12, dus A = 0°
of 2° (mod 8), dus A& kwadraatrest mod 4p.

Voorbeeld, Lichaam van %auss P(1) of P(V -4).
d = -—u,w = i.

Is [7} = p of pg ? Hargt crvan af of -4 kwadraatrest mod 28 is. Is
x“¥ -4 (mod 28) oplostaar? x mout ¢ven zijn, dus x=2R, dus 1is een R
met Reg—-’l (mod 7). Er blijkt geen oplossing te zijn. Dus [7] = P,
een priemideaal mct narm 49,

Is EIB] = p of p g ? Hangt crvan af of -4 kwadraatrest mod 52 is. Is
xeg -4 (mod 52) of REE -1 (mod 13) oplosbaar? R=5 voldoet, dus

[13) = pa= [13,5+1] [13,5-1] . Dit zijn 2 priemidealen met norm 13.

Hoe kunnen wij nu de gevallen Ila en IIb onderschelden? Daarvoor geldt
de

Stelling. Zij & kwadraatrest mod 4p (dus II). Dan en alleen dan is

p=gels p/A is.

Bewljs. p = g betekent [p,R+w] = [p,R+ﬁ}. Dit betekent hetzelfde

alm[p,ﬂ-t»u}}/ p,R+DTJJ, daar het hier over priemidealen gaat. Dus moet
[psR+u /R+D, en ook [p,R+Wj /(R+W )+(R+W ), of [p,R+w]/2R+S(w).

Daar 2R+3(w ) geheel rationaal is, moet dus p/2R+S(w ). Wegens:
{znw(w)}e-up 2'.@.3&'-_’1 = [2R+W 0 )2-k(R+w ) (RHD )

=URZHIR(WH D) + (w+)°-4RZ-UR W +TD) - 4wl



il

' 1 2
u(W"W)QW‘W 3’3 W&,

luidt de noodzakelijke en voldounde voorwaarde p/ & .

We kunnen het bovenstaande samenvatten door het symbool van Kronecker
te gedbrulken,

Symbool van Legendre, (5)‘;? pricm > 1, pfn,
(%) = 1, als n kwadraatrest mod p 1s;
(%) = -1, als n nict-rest mod p is,.
Symbool van Jacobi (%) m oncven, (m,n) = 1,
Is m = priem, dan = symbool van Legendre, Verder
n n
® =TT .
n/m

Symbool van Kronecker,

(%) met d= 4% voud of 4voud + 1; d geen kwadrazt m» Q. Zijn 4 en m onder-

ling deelbaar, dan is (%) = 0. Is m cven = 2im (m' oneven), dan is

8 voud + 1

6]
A
i

1
=+ 5, als d = 8 voud - 1.
Stelling. De gevallen I, IIa of IIb doen zich voor al naargelang
(%) = -1, 1, 0. (Kronecker)

Bewijs. a) Geval IIb doct zlich voor als p/4 , maar dan is (-gl) = 0,
b) Geval IIa doet zich voor als pf& ¢tn & kwadraatrest mod Y4p is. Te be-
wijzen is dan: (%) =1,

Stel eerst p=2, dan is A =4 voud + 1, dus df 8 voud + 1 of 8 voud + 5.

Nu is & kwadraairest mod 8., Maar xgi 5 (mod 8) heeft geen oplossing,

dus moet gelden: A& = 8 voud + 1; maar dan is (%) = 1,
Stel p # 2. Te¢ bewljzen (%) = 1, e¢n dan stelt dit het symbool van Le-

gendre voor, Nu 18 A kwadraatrest mod 4p, dus zeker kwadraatrest mod p,
dus (-—%) = 1,

¢) Geval I doct zich voor, dan is A c¢en niet-rest mod 4p, Hierult
volgt pf a.
Stel p=2, dan 18 A= 4 voud + 1, dus 8v + 1 of 8v + 5,

In het cerste geval was £ wel kwadraatrest mod 8, dus moet A =8v + 5,
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en (%) = -1 zijn. .

Stel p oneven., Te bewljzen (%) = -1, of A 1is een niet-rest mod p,
terwijl gegeven is dat & cen nict-rest mod 4p 1s. Stel & was een
kwadraatrest mod p. Er zou dus een x zijn met x2 * A (mod p).

Stel x°- a = 4 voud, dan is xgz 4 (mod 4p) en zou A cen kwadraat-
rest mod 4p zijn. Tegenspraak, Stel x4 £ 4 voud,

Is A = 16v + 8 of 12 dan kon x niet even zijn, dus x = oneven, Maar
dan is p-x = even en (p-—x)2 - A = 4 voud; terwijl (p—x)2-— o =
pz-exp FoXo- A = p voud, dus een 4p voud is. XQ:"_: A (mod 4p) zou dan
wel een oplossing hebben, nl. p-x., Is & = 16v + 1, dan kan x niet
even ziljn, dus x = cven, Maar dan 1is p-x = oneven, en 1is (p—x)e— A=
4 voud, dus een U4p voud, en xgg A (mod 4p) had weer een oplossing,
A is dus een niet-rest mod p, dus (%) = -1,
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Stelling. Het aantal oplossingen F(k) van Na=k is van elk natuurlijk
getal k gegeven door

F(k) = e (2) (symbool van Kronecker),

Zo 1s het aantal idcalen met Na=3 gclijk aan
1 + (%) = 0 of 1 of 2,

Stelling. F(quz)

il

F(kq)F(kE).

Zo 1s P(105%) = F(32)F(5%)F(72).

We hebben bilj de kwadratische getallenlichamen reeds gezilen dat een
noodzakelijke en voldoende voorwaarde voor het deelbaar zijn van [pﬂ
door het kwadraat van een priemideaal is p/a .
Ook hebben wij bilj een voorbeeld uit P(1V5) afgeleid dat [2] door
het kwadraat van een pricmideaal {2,1+i\f5] 2 deelbaar is en [3] geen
kwadraat van een priemidecaal bevat. Nu 1is het grondtal A van

. 1 1
P(1VE) = IVE  -iV5E
In het eerste geval is 2/-20 en 3 #-20.
Deze gevallen zijn bijzonderce gevallen van de volgende algemene stel-
ling, die voor e¢lk algebraisch pgetallenlichaam geldt:

= =20,

Stelling., Bij cen priemgetal bestaat er een p met Eg/p, dan en alleen
dan als p/&.

Het bewljs van het eerste deel van deze stelling:

"Uit BQ/p volgt p/& " 1s niet lastig;

Het tweede deel: "Uit p/o volgt Ez/p " is ingewlkkelder,

D¢ stelling van Minkowski over het grondtal: van n=1 is er slechts het
lichaam P met grondtal 1. Minkowskl heeft nu als cerste het vermoeden
bewezen dat voor e¢lk ander algebralsch lichaam, dus met n )2, het
grondtal van + 1 verschillend is, dus absoluut >» 2 is.

Stelling van Minkowskil: Voor elk algebraisch lichaam van de nde graad

met n>1 is | &1 > 1.

Elk ideaal is een'tweeledig" ideaal.
Aan het bewijs van deze stelling laten we een hulpstelling voorafgaan,
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Hulpstelling, Zijn twee idealen 2 en b gegeven, dan bestaat er een ¥

met (-‘%‘1,3)«0

®
waan

Opmerking. & moet men dus zocken onder deé van 0 verschlllende getal-
len van het ideaal a2,

Bewijs. Voor b = O is dc stelling triviaal, Zij b # 0 en Pqseeeapp de
verachillende op b deelbare pricmidealen,
Is r=1, dus b = p_s, b »0, dan hebben we dus & zo te klezen dat

o
(“‘%:‘l‘s _E) = 9_"
Dit is zeer eenvoudig; men kieze & zo, dat a/o&, a p & 1s, dan kan
niet (—ggj, p) = p zijn. Is r »1, dan moet O zo gekozen worden dat

(“U; s Rm) = 0 gelljktijdis voor m=1,...,r vervuld 1is,

- 2 P4Bp++Bp
Daar de stelling voor r=1 bewezen is, kan, als we 2 door
on] P
m
vervangen, A _ voor m=1,,...,r 20 gekozen worden dat )mO
g T T (?ﬁ. | T 2B ==

B

1s. We stellen dan Ot = O+ OG+.. .+ X . Wegens :fg_/CJ(m is dan a/; ver-

1
der is a p. fOt , want &, ..., & behalve &  zijn door a p  deelbaar,
en ok i8 het niet, Dus is 2‘ Py = 0.

Stelling. Elk 1deaal a laat zich in de vorm [Ot ,(3) schrijven. Boven-
dien kan [3 hierin een willekeurig van O verschillend getal van a zijn
(bijv.Na).

Bewi js. (@ willekeurig #0 in a. Neem voor b = [/S en pas_de hulp-
stelling toe. Men kan dus cen O vinden met - ([:(J s 23 ) =0,

dus 2 = ( [a]»[ﬁ]}” {CX s {3} B -

Opmerking. Deze stelling wil zeggen dat men elk ideasal g_:[oaq,az,...,msl
kan terugbrengen tot [0(, ﬁ], zodat alle getallen 7’/1O<,‘+...+ 7/30(8
dezelfde zijn als P%+3M (7),,...,7)37 § echcel algebraische getal-
len van het lichaam), Dit wil echter niets zeggen over het terugbrengen
van een basis van a. Deze laatste bestant steeds ult n aiementen
(n= graad lichaam) W1,...,an, zodat elk getal van a te schrijven is
als ¢, O +.. .40 X met c,,...,c  gehecl rationaal. Zo kan men in P(1)
het ideaal {‘13,5*%{:’:] ook schriven als [2+3ﬂ . Nu is 13,5+1 een basis
ven het 1deasl, zodat elk getal ervan te schrijver is als c,13+c,(5+1)
met ¢, en c, geheel pationarl; ook te schrijven als ~(2+31)’7, maar nu
is7 een geheel getal van P({i), Jus van de gedgante a2+bi. De basis
bl1ijft hier steeds uit 2 elementen bestaan,

eaalklassen, | |
kgﬁa‘m}ﬁsia een vast algebraisch lichaam, WiJj 2zullen op ven bepaalde ma-
er 8lle idealen van het lichaam in klassen indelen; en dan de eindig-
ieid van het mantal klassen bewljzen.
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Definitie. Ecn ideanl hcet cquivalent met een ideaal Db, als er twee
hoofdidealen (] [[33 bestaan, zo dat

[o(] a = [[3] b.

Notatie. a~ub,

Stelling. De drie bekende postulaten,

Bewijs., a) Symmetrie: [1] 2 = [1] 2, dus: a ~va.

b) Reflexiviteit: Uit arvb volzt [(3] b =[] 2, dus: b ~va.
¢) Transitiviteit: Uit a~sb, b volgt:

2 =IR) & [y1b = [O)e, [xy)2 =[Ry] 2 =[B4]e,

duss: a"Je,

Alle 1dealen vallen dus ulteen in klassen van equivalente idealen,

Stelling. Een der klassen wordt door 2lle hoofdldealen gevormd,

Opmerking, Als, zoals bij P, «¢lk 1deaal hoofdideasal is, 1s er dus

slechts één klasse,

B{:wi 8. 1) Zijn& ])em [[3} twee willekeurige hoofdidealen, dan is
BITS] = [1R)  us [0 ~If3]

Elkc twee hoofdidealen zijn dus equivalent,

2) Is {W]Na, dan 18 bij passende ,65‘

[yI[)= 2[8] &, dus [S]/[yod of &fye, , dus

(}/0( = 5[3 met ,E;eh;le [3 #0, dus [6] ?__“[J o= [Jﬁ]m [5] fﬂy
of: a = {3 .

Elk ideaal, dat equivalent is met cen hoofdideaal, is dus ook hoofd-
idesal,

Stelling, Uit a~vb, ¢ ~vd volgt a c~Ub d,

Bewigs. [0 2 =[B)n, [yle=[8]¢ . aus

Stelling. Uit a ¢ ~ b ¢ volgt a ~vb,
pewtys. [0] o ¢ = [8] b o, aus [ 2= [f) b,

Stelling. Er bestaat een 2lleen van het lichaam afhankelljk positicf
getal M, zo dat er in elk ideaal a een getal O #0 bestaat met

\na] < M.na,
‘Bewijs. Z1j w (1 ¢ngn) een lichaamsbacis, ) =v (19‘) de kanonnieke
;Mhriswijm, v (7?’) mw (s )(am,,..,n)

M= JL(M SN e (),

bewaren dat M de verlangde eigenschap heeft., 21}] &8 het gegeven ldeaal . ‘
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We kilezen het natuurlijke getal k zo dat ks\%g < k+1, Dan is
kn,gg: Na <(k+1)". Onder de (k+1)" verschillende getallen X W ahe . 4% W,
met xm-O,'},E,...,k, komen dus twee mod a congruente voor:

JQWates Ay W T2 Wke 4z W (mod a),

waarbij dus 0$5'm$k’ 0 £2n <« k, mrar nict alle Y~ Zm gelljk aan O zijn.
We stellen nu Oﬁz(y,}-—zq)w1+...+(yn-zn)wn, dan is O een getal van a
en #0, Verder is:

n n n n
(s) 1 (8)
BEY a‘ ;U:; g‘:;'(ym-zm)wm s )4234 n kjw Bl mMNa,

Gevolg. Stelt men [a] =a b dan geldt: Door ¢lk ldeaal a 1s een zeker
hoofdideaal a b dcelbaar waarbij N{a b) = N[od = {Ne | & MNa, dus

Nb <M.
Stelling. Het aantal der ideaalklassen van het lichaam is eindig (dus
een positief, alleen van het lichasm 2fhangend getal).
B&wils, Wij behocven slechts aan te tonen dat er in elke klasse min-
stens een ldeazl b bestaat met Nb £ M, want volgens een vroegere stel-
ling z1Jn er slechts eindip veel 1idealen die hicraan voldoen,
ZiJ een 1deaalklasse yegeven, c cen willekeurig ideaal ervan en a 2o
gekozen dat ¢ a~v 0. We passen nu de vorlge stelling toe op a. Dan be-
staat er-dus een b met 2 bAs0 en Nb ¢ M. Ult ¢ anva b volgt b ~ve.
In de gegeven klassc hebben we dus een b gevonden met Nb (M.

Stelling. Is h het aantal klassen, dan geldt voor leder 1deaal a:

2 nQ.

Opmcrking. De h'de macht van c¢lk i1dcaal is cen hoofdideaal (h onafhan-
kelljk van a).

Bewijs (zie bewijs kleine stelling van Fermat): zijn B4s4+03y TEpre-
sentanten van de h 1deaalklassen, dan zijn a Bqseees8 3y het ook, daar
hun aantal klopt en zeen twee van deze idealen equivalent zijn, Dus is
ook:

a . Qmeen a A4 Qpes
2289 - 225000227V 2 2peenZy Of

h .
a2 p 2) v 0(24 2500 02y)

fi_hr\/Q_.



