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GETALLENTHEORIE 231y l g é
door '

H.J.A, Duparc

§ﬁ. Inleiding

Reeds eeuwen lang zijn velen, zowel mathematici als leken, geboeild
geweest door fascinerende eigenschappen van de rij der natuurlijke ge-
tallen 1,2,3,... Doordat deze rij wel een der meest eenvoudige rijen
der wiskunde is, is het mogelijk dot de probleemstelling van tal van
haar curie%ze eigenschappen, zowel door wiskundigen als door niet-wis-
kundigen kan worden begrepen. In het algemeen echter blijkt dat de be-
wijzen dezer eigenschappen, met hoeveel verve en toewljding ook door
leken gézocht, niet binnen hun bereik liggen, ja zelfs soms nauwelljks
en zelfs soms (laten wij hopen: nog) niet binnen dat van de mathemati-
cus,

Juist door de simpelheid der probleemstelling hebben vele proble=
men in dit gebied een wereldvermaardheid verkregen en, wellicht ten
dele hierdoor gegrepen, hebben tzol van mathematicl naar oplossingen van
die problemen gezocht, Dat doarbij soms een geheel nieuw gebied der
wilskunde ontgonnen werd was voor de leek ninder tot vreugde dan het de
wiskundige tot droefheld stemde dat zelfs met deze nieuwgesmede hulp-
middelen hij nog niet tot een oplossing van de vraagstukken kwam. Door
dit gebeuren echter kwamen delen van verwante vakken als algebra en
analyse tot grote ontwikkeling, welke ontwikkeling vaak hanr vruchten
weer had in haar bijdrage tot de opleossing van geheel andere vraagstuk-
ken,

Eeuwen lang is men in het onzekere geweest of de bewering van
Fermat dat hij een kort bewljs had gevonden van de stelling dat er

geen gehele X,y,z en n{n 2 3) bestaan waarvoor geldt x" +y «zn, Juist

wasg of niet, Tot dusverre is er voorzover mlj bekend is nog geen wis-
kundige geweest, die van de Jjulstheild of onjulstheid van dit spectacu-
lair geworden vermoeden eecn bewijs, laat staan een kort bewijs, heeft
gegeven, In zijn zoeken naar oplossingen maakte in het midden van de
vorige eeuw Kummer een fout, welke na door hem te zijn onderkend, leid-
de tﬁt de ontwikkeling der ideaaltheorie, een toen nieuwe tak der alge-
« Ook wij zullen bij bepaalde bewijzen wel eens van deze theorie ge-

%v&ik mak&n.
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Evenmin als bij het probleem van Fermat weet men thans of het ver-
moeden van Goldbach juist is. Dit vermoeden luldt dat elk even getal te
schrijven zou zijn als de som van twee priemgetallen, Hier werd veelal
de analyse te hulp geroepen, wearbi] een speciale tak der analyse, zo
men wil : der toegepaste nnalyse, n.l, de analytische getallentheorie
tot ontwikkeling kwam., In dit kader past tevens de vermelding van het

vermoeden van Riemonn dot de functie },(s) welke worRe 8 ¥1 gedefinieerd
el -

is als 2 _n"" en verder deaaruit door analytische voortzetting wordt
N

zevonden, afgezien van haar nulpunten -2,-4,... slechts nulpunten s

heeft op de rechte Re s=3, Is dit vermoeden juist dan heeft het belang-
rijke consequenties voor de getallentheorie,met name voor de verdeling
der priemgetallen,

%sﬁ. Ontbinding

In het vervolg zal voornamelijk worden beschouwd de rij der natuur-
1i jke getallen, soms echter ook haar uitbreiding tot de verzameling der
gehele getallen., Belde getnlverzamelingen hebben de eigenschap dat met
a en b ook a+b en ab ertoe behoren, waarbij voldaan 1s aan de volgende
elgenschappen

A1 a+0=0+a=a
A2 a+b=b+a
A3 (a+b)+c=a+(b+c)

M1 a.1=1.0=2
M2 ab=bo

M3 (ab)e=a(be)
M4  a(b+c)=abtac

Ak, Bij de tweede der genoemde verzamelingen bezit bovendlen de verge-
13 jking a+x=b voor alle a en b een ondubbelzinnig bepaalde oplossing X;
men 8chrijft x=b-a,

Het kan voorkomen, dat er bij twee gehele getallen a en b een geheel
getal c bestaat, zodanlg dat a=bc is., Dan schrijft men wel bla., Is er
geen zo'n geheel getal ¢ te vinden, dan schrijft men bXa. Een verzo-
meling die voldoet aan de elgenschappen A1-4, M1, M3, M4 noemt men een
ring; is tevens voldaan aan M2, dan heet ze een commutatieve ring. De
verzameling der gehele getallen is dus een commutatieve ring.

‘ Eenzecrbelangrijk begrip is het begrip priemgetal. Een priemgetal
&& een getal dat geen andere factoren bezit dan het getal 1 en zichzelfl,
Qﬁ fundamentele stelling welke wij thans als eerste grondresultaat wil-
ien‘afleiﬁam is de stelling dat ieder natuurlijk getal op één en slechts
ééﬁ4W1jze (afgezien van hun volgorde) te schrijven is als een product
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van priemgetallen, Hlerblj worden factoren 1 genegeerd, De stelling
geldt ook in het gebied der gehele getallen, waarblj nog om de ondubbel-
zinnigheld te kunnen handhaven een verdere afspraak nodig is, b.v. dat
ontbindingen die slechts dnarin verschillen dat één of meer factoren
donr hun tegengestelde z1jn verveongen of wasarvan het aantal factoren -1
verschilt, als dezelfde worden gerekend,

Men kan zich nu gezien het felt dat de gehele getallen een ring
vormen afvragen of een stelling als de hiergencemde ook geldt voor wil-
lekeurige ringen, Het antwoord zal doarbij ontkennend zijn, zoals een
tegenvoorbeeld zal leren.

Eerst geven wij nu een bewijs van de grondstelling voor de verza-
meling der natuurlijke getnllen, Daarna laten wij zlen dat blj een be-
paald type van ringen de stelling ook geldt, Is vervolgens aangetoond
dat de verzameling der gehele getallen tot dat type ringen behoort, dnn
is dus een tweede bewijs gevonden.

Zo¥ven was sprake van ecn specinal type ringen. Dit suggereert nl
dat de hierboven opgesomde eigenschappen (van ringen of van de natuur-
1ijke getallen) ontoerelikend zijn om de grondstelling te bewl]Jzen. Bij
ong directe bewljs van de stelling voor de verzameling der natuurliljke
getallen gebruiken wij nog iets anders van deze verzameling, n.l. het
felt dat ze geordend is, d.w.z.:

Bij leder tweetal getnllen a en b geldt één en slechts één der re-
laties 2 <b, a=b, b¢n. Men hee’t 2 ¢b dan en slechts dan als er een
natuurlijk getal x besteat zodanig dat b=a+x is. Gemakkeliljk bewljst
men nu dat a «b en b <c lelden tot a <c, en meer dergelijke elgenschop-
pen (b.v. a=bc, b »1 leidt tot 2 >c¢), Voorts schrijft men voor bea
ook wel a » b,

Dat elk natuurlijk pgetnl a een priemontbinding bezit is nu duilde-
lijk., Men heeft wegens bovenstaande opmerking voor een ontbinding a=bc
slechts alle natuurlijke getallen b te proberen die <« a zijn. Na ein-
dig veel stappen weet men dus of seen factor « a bezit. Is dit niet
het geval dan 1s a zelf priem en is een priemontbinding gevonden die
uit slechts één factor bestant. Is een deler b <a gevonden, waarbij
dus a=bc geldt met natuurlijke c, dan herhale men het onderzoek met
b resp. ¢ in plaats van 2, enz, Julst omdat b <a, ¢ ¢a loopt:het verde-
re onderzoek voor b en ¢, hun delers, de delers van hun delers enz. na
een elndlg aantal stappen af en is daarmee dus een priemontbinding van
8 gevonden, Het bedroevende is dat men in de practijk vrijwel over geen
betere methode van ontbinding van een getal beschikt dan de primitieve
hier geschetste.

De ondubbelzinnigheid van ontbinding van een natuurlijk getal is
echter lastiger te bewljzen, Daarvoor lelden wi] enige lemma's af,
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Lemma 1. Bij leder paar natuurlijke getallen a en d is een getal r te
vinden met a=qd+r, q geheel 2 0 en O %r«d, ("ﬁalen met rest").

Bewijs: Allereerst merken we op dat (a+1)d2a+1>a is, en dat bl
g>a+l ook gd s 1is. Bijeevolg blijven voor q slechts de eindig veel
getallen 0,1,...,2 over en g is dan het pgrootste dezer getnllen waar-
voor qd $a is. Immers dan 18 r=a-gd 20 en wegens (qg+1)d > 2 heeft men
r=a-qd < d,

Lemma 2, Ieder pnar natuurlijke getallen 2 en b bezlt een grootste ge-
meenschappell jke deler d, Deze is te schrijven in de gedaante d=au+bv,
waarbij u en v geheel zijn,

Bewijs: Daar leder getal slechts eindigveel delers bezit, bezit
ieder tweetal getallen slechts eindip veel gemeenschappeli jke delers en
dus één grootste gemeenschappell jke deler

Om nu het tweede deel der beweriny af te lelden onderstellen wij

2 b en gebruiken lemma 1 herhaaldelijk om een rij getallen AysQpsee s
Paslpseee te bepalen met

amqob+rq,

JoE™ =T+, O &r o <zq, qqg‘\

=Q,r 40,0 Sr., {r,, ¢
rq qdra r},O _rj {r,, q

Daar elke rest kleiner is dan de voorafgaande 18 er een eerste
rest dle O 1s. Laat dit r_ =zijn. Daon heeft men dus

r .
-

Het 1s duldelijk dat iledere deler van a en b ook deler 1is van b en
Ty dus van v, €n r, enz,, van r. 4 en 0, dow,z. van ST Omgekeerd
is ledere deler van LS ook deler van a en b, Bijgevolg is S de
grootste gemeenschappell jke deler van o en b. Verder heeft men
rn—ﬂ“rn-ﬁ"qn—zrn—@ en r. - uitdrukkende 1in getallen r met lagere in-
dices vindt men zo voortgnande dat r,_q €en linealr compositium 1is van
a en b met gehele colBffici¥nten,

Lemma 3., Als een priemgetal deelbanr is op een product van twee facto-
ren maar niet op een der factoren, dan 1s het deelbaar op de andere
factor,

Bewijs: Z1j p priem en deelbaar op ab, maar niet op a. Dan is de
G.G.D, van a en p gellijk nan 1, Volgens lemma 2 bestaan er de gehele
i?"”“';t;,(&etzail?iaeﬂfz: u en v met 1=au+pv, Derhalve b=abu+pbv., Daar in het rechterlid
‘belde termen deelbaar zljn door p is ook het linkerlid deelbaar door p.
mg@ndatelliﬁg. Elk natuurlijk getal bezit een ondubbelzinnige (canonie-
kﬂ) ontbinding in priemfactoren,(Hierbilj gelden twee ontbindingen 21s

identiek indien zij slechts in de volgorde der factoren verschillen).
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Bewijs: Dat leder getal een ontbinding in prlemfactoren bezlt 1s
reeds bewezen, Stel nu dat er twee ontbindingen waren

(1) DasesePg=ayer. .y,

Omdat q, deelbaar 1s op p,...pg moet g, declbaar zijn op zeker één der
factoren PaseeesPgs b,v, v, Neemt men de overige factoren pﬂ’...pﬁ_q‘,
3%...p3~% S PR Py d.w.z. p%...p8~% =QqeesQp_qe
Herhaalt men nu dit procédé met g 1 inplaats van qy €nz. dan vindt men
successievelljk dat alle factoren van het rechterlid overeenstemmen met
die van het linkerlid van (1) en dat s=t 1s.

Opmerking, Blj de canonieke ontbinding van cen getal mrpleegt men gellj-

.
ke priemfactoren gsamen te nemen, Men schrijft dan mmpﬂ 1...p3 2.

dan vindt men dus

Wij kunnen niet nalaten nu voor ringen in het algemeen een onder-
zoek naar de grondstellinz in te stellen, Eerst moeten wi] daarbl] nog
een en ander precliseren., In het vervolg Leschouwen wlj een voorlopig
willekeurige commutatieve ringz, zonder nuldelers, d.w.z. een ring, waar-
b1j ab=0 slechts kan gelden als df a=0 df b=0, Zo'n ring heet een inte-
griteitsgebled,

Definitie. Een eenheld is een getal dat deelbaar is op het getal 1.
Voorbeeld: -1 is een eenheid,

otelling:s Een eenheld bezit een inverse; omgekeerd, bezlt een getal een
inverse dan 1s het een eenheid,

Immers z1j u een eenheid, dan bestnat er een getal v met uv=1; dit
getal v 1s het inverse van u,

Is omgekeerd gegeven dat een getal u een inverse (V) bezit, dan
seldt uv=1, dus u is een eenheld,

Opgave 1. Het product van twee eenheden 1s weer een eenheld; elke macht
(met gehele exponent) van cen cenheid is weer een eenheid,

Definitle., Twee getallen heten geassocleerd als hun quoti¥nt een een-
heid 1is.

Stelling: Als alb en bla, dan zijn a en b geanssocieerd, Immers ult

b=qa en a=rb volgt b=qrb, dus (qr-1)b=0, dus qr=1 als b#0. Dus q is een
eenheld,

Is b=0, dan 18 a=0 en ook dan zijn a en b kennelijk geassocieerd.

BlJ het beschouwen van de grondstelling voor willekeurige ringen
dient men - om de eenduldigheid der ontbinding te kunnen handhaven -
~allereerst of te spreken, dat twee ontbindingen, dle slechts daarin ver-
‘schillen dat een of meer der factoren door hun zeassoclieerde zijn ver-
vangen en een of meer eenheden zljn toegevoegd (of weggelaten), als de-
zelfde worden gerekend, (Dit merkten wij hierboven al op bij de ontbin-
ding ven gehele getallen, b.v, 21=3.7, maar ook 21=(-3)(-7) en
21=(-1)(-3)7 enz.) Wij gaan nu met deze afspraak over aequivalentie van
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ontbindingen de grondstelling nader onderzoeken,

Allereerst geven wij een voorbeeld dat niet in ledere ring zonder
naldelers de grondstellin meldt. Immers beschouw de vevzame}igg der
zetallen a+bj, wiarhij 2 en  willekeurig pgeheel zijn en jm‘f-é is,
Opgave 2. Toon aan dat deze getnllen cen intepriteltsgevlied vormen,

Wij laten thans zien dat het getal 10 in deze verzameling twee
verschillende priemontbindingen heeft, nllereerst de welbekende 10=2.5
en verder 10=(2+j)(2~J).

Het bewljs is geleverd als wij aantonen dat elk der vier getallen
2,5,2+) en 2-j priem 18 en geen tweetnl hunner geassoclieerd 1is.

Stel 2 was samengesteld en 2+bjl2, Dan ook a-bjl2,

Opgave 3. Bewljs dat.

Dus n2+6b23M. Hieruit volgt direct b=0, a= +1 of +2.
Opgave L, Toon evenzo azn dat 5 priem is in deze verzameling.

Was voorts 2+J samengesteld don leidde a+bji2+j tot a-bjl2-j dus
32+6b2’10. Kennelijk is b#0, dus bzg 1, dus agtéh. Men vindt dan a=+2,
b=+1, waarvan slechts 2+j en -2-j voldoen., Evenzo blijkt 2-J priem te
zijn,

Dat tenslotte geen twee der getnllen 2,5,2+j,2-3 geassocleerd
zijin volgt gemakkeli jk deor deling,

Opgave 5, Voer dit ult,

Na het bovenstaande is het zZonder meer duidelijk, dat een extra-
voorwaarde aan een intesriteitsgebied moet worden opgelegd wil erin de
grondstelling gelden.

Om deze te kunnen formuleren voeren wilj een nieuw begrip in: het
begrip ldeaal.

Definitie, Een ideanl is een deelverzomeling van een ring met de vol-
gende eligenschappen:

Behoren a en b ertoe, ¢an ook a-b;

behoort 2 ertoe en r tot de ring, dan behoort ra tot het ideaal.
Gevolg, Met a en b behoort ook a-2=0, dus O-b=-b, dus a-(-b)=a+b tot
het ideaal.

Opmerking. Bezlt de ring een eenheidselement dan mag men in de defini-
tie van 1deaal in de eerste regel de uiltdrukking a-b vervangen door at+b,
Immers als a en b tot het ideaal behoren dan ook (-1)b en dus a+(-1)b=
=a=-b,

Voorbeelden., Bij de ring der gehele getallen vormen alle even getallen
een idesal, Bij de ring der veeltermen (met b.v. willekeurige complexe
co8ffici¥nten) in één veranderlijke x vormen alle door x deelbare veel-
‘termen een idesal,

Opgave 6, Bewljs dat,
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Onder de idealen zijn er bijzondere waarvan 2lle elementen veelvou-
den zijn van één element uit het ideaal. Zulke idealen heten hoofdidea-
len, Zijn alle elementen veelvouden van a, dan geeft men zo'n idenal
aan met (a).

Nu bestaan er ringen wnharbij leder ideanl hoofdideaal is. Zulke
ringen noemt men hoofdidennlringen, Wij zullen nu de volgende stelling
afleiden:

In een hoofdideaalring geldt de grondstelling over ontbinding.

Bewljs: eerst tonen wij de mogell jkheid van de ontbinding van een
element van onze ring aan, daarna de eenduidigheid (met inachtneming
van de bekende hierbovengenocemde afspraken),

Wij merken eerst op dat ecn priemgetal zeker een priemontblinding be-
zit ., Beschouw nu een element 2 van de ring dat niet 1n priemfactoren

te ontbinden is, Dan is » niet priem, dus zeker van de gedaante mqbq,
waarbij ten minste een der getallen a2, en b, niet te schrijven is als

een product van priemelementen en de gnder ;een eenheld is.

Laat de ene a, en de andere bj zijn. Handel daarna met a, evenzo;
d.w,2z2, aqmagbg, waarbij 80 niet als een product van priemelementen te
schrijven 1is en bggeen eenheid 18, Zo voortgaande vinden wi]
ﬂ“anbnbn-ﬂ"’bﬂ’ waarblj A, niet als product van priemelementen te
schrijven is,enz, Beschouw nu alle elementen u van onze ring die veel-
vouden zijn van minstens een der getallen a,,a,,... Het 18 direct in te

1272
zlen, dat deze getallen een ideaal vormen,

Opgave 7. Bewijs dat,

Op grond van het feit dat de beschouwde ring hoofdideaalring is
1s het hiler geconstrueerde idenal een hoofdideaal, d.w.z. er bestaat
een element u zodat het idesal de gedaante (u) bezit. Daar u tot het
ideaal behoort is er een 2 met an}u. Daar I ook tot het 1deaal be-
hoort is uja . ,. nlop4qe Prar ook o ,ja. zou b ., een eenheld
zljn, 1n strijd met de onderstelling dienaangaande., Een onontbindbaar
element a van onze ring bestaat er dus niet., Thans onderzoeken wij de
eenduidigheid der ontbinding. Hiertoe tonen wij ook nu weer lemma 3
aan, waarna de ondubbelzinnigheid der ontbinding geheel zo als hierbo-
ven volgt.

ous a

Laat dan een priemelement p van de ring deelbaar zijn op een pro-
duct ab, maar niet op a. Beschouw de verzameling der getallen van de

gedaante ua+vp, waarbij u en v tot de grondring behoren, Deze verzame-
“ling is een ideaal,

Opgave 8. Bewijs dat,
. De verzameling 1is dus een hoofdideanl, d.w.z. alle elementen ervan

zijn veelvouden van een element g van het ideaal, Daar p tot het ideaal
~behoort 1s g, afgezien van eenheden, gelijk aan p of 1. Daar ook a tot
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dit ldeaal behoort, maar volgens onderstelling niet een veelvoud is
van p moet g=1 zijn. Bijgevolg bestaan er elementen x en y ult de ring
met M=xa+yp. D2an heeflt men b= ab+yp en wegens plab vinden wij dan pib,

Het onderzoek naar de geldigheid der grondstelling kan dus soms
geschieden door na te gnan of de beschouwde verzameling een hoofdideanl-
ring 18, Voor het onderzoek nhar dit lnotste i8 nog een ander begrip
van belang,

Men noemt een ring Buclidisch als bl elk element een niet nega-
tief geheel getal bestaat (dat men de norm of de waardering van a noemt
en dat wordt aangegeven met | 1 of soms met \lall ) met de volgende ei-
genschappen;:

1. 101=0, \al> 0 als n0;

2. labisial bl

3. bij elk stel elementen 7 en b met b£0 bestaan elementen q en r
zodanig dat a=gb+r, Iri<iby,

Wilj laten nu zlen dat een Euclidische ring een hoofdideaalring is,

Beschouw daartoe een willekeurig ideaal uit de ring. Beschouw ver-
der cen element b uit het idenal met minimale positieve norm. Dan 1s
dus b#0., Zij nu a een willekeuripg element van het ideaal. Dan bepale
men volgens 33 elementen g en r van de ring zodanig dat a=qb+r en
jri ¢Ibl, Ondat 2 en b tot het ideaal behoren, behoort r=a-gb er ook
toe. Op grond ven de onderstellingen over (bl moet Iri=0 zijn, dus rs0
en a=qb, Het idcaal is dus het ideaal (Db).
Opgave 9. Dewljs dnt bij een ideaal in een Euclidische ring alle ele-
menten met minimele positicve norm genssocieerd zijn.

Wij beslulten nu dere paragraafl met enige voorbeelden van Eucli-
dische ringen, dus hoofdidenalringen, dus ontbindingsringen.

Als eerste voorbteeld mogen wij de verzameling der gehele getallen
noemen,

Opgave 10. Bewljs dit. Bepacl tevens nlle eenheden in deze verzameling.

Een verder voorbeeld 1s de ring van Gauss, dat is de verzameling
der getallen ot=0+bi, woorbij a en b geheel zijn,

Hier veceren wi; in in+bi\:a?+b2xtxxi. Voor twee elementen ot en 3
van 9@2,? ring geldt I Bl=lx 1By . Immers el = m\"sﬁb :cy\(gsé'x,'@ =
= cho AR = W),

WiJ tonen nu aan, dat bij willekeurige o en A met [ #0 elementen
X en @ van de ring van Gauss bestaan zodanig dat o = KB+ ¢ .le\ <~l@k
Daartoe bepalen wij het quotient fg = f=c+dl waarbij ¢ en d rationaal
Z2iljn. 2ijn k en h de meest nabijzijnde gehele getallen van ¢ resp., d,
dan neme men x =k+hi, dus y=®+i met A = c-k+(d-h)i, derhalve
1AL € (e=)®4(a-0)%% (3)%4(3)%}, Bijgevoly 1s & =Bry=pr +BA=Pric
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met ¢ = RA en jel =5 IR\ < \B\, waarmede de bewering bewezen is. Hier-
mede 18 dus tevens aangetoond dat in de ring van @Gauss de grondstelling
geldt, een felt dat wij later nog zullen uitbulten.

Geheel op dezelfde wijze 1s het bewljs te leveren dat de ring R(iﬂfﬁ),
dat 1s de verzameling der getallen a+bi V2 met gehele a2 en b Euclidisch
is, zodat ook daar de grondstelling geldt,

Opgave 11. Voer dit ult,

Opgave 12. Toon aan dat de ringen R(N2) en R{%+%1“J§) Euclidisch zijn,
Als norm van een getal a+b N2 neme men iﬂ“~9b2\ en van een getal
s=a+b(3+51V3) neme men a%-ab+b’= d . Gezlen het felt dat de getallen
van R(iﬁfg) zoals hierboven bleek geen ondubbelzinnige priemontbinding
bezltten rijst nu de vraag voor welke m de pring R(“fa) wel en voor wel-
ke m niet Euclidisch is. Hierbij zij nog opgemerkt dat als m =1(mod 4)
is, men om bepaalde redenen niet de ring R(Wm) maar de ring R(3+5 Vm)
beschouwt. Vergelijk de volgende

Opgave 13. Toon aan dat in de ring R(1N3) de grondstelling niet geldt.

N

Het antwoord op bovengestelde vraag 1is door samenvoeging van tal
van op dlt gebied gevonden resultaten tenslotte eerst onlangs gegeven,
Het is gebleken, dat er slechts 21 waarden van m zljn waarvoor R(A/m)
resp. R(3+:~Nm) Euclidisch is. Verre van hier die moeizaam verkregen
resultaten af te lelden volstaan wij tot besluit van dit hoofdstuk met
de opsomming dezer 21 waarden., Het bleken te zijn
N==14,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73.

33. Klassieke problemen over priemgetallen.

Reeds Euclides bewees dnt er oneindig veel priemgetallen bestaan.
Zijn bewljs verliep als volgt., Stel dat men de prij der prlilemgetallen
pqsa,pEmB,p3=5,... kent tot en met het n® priemgetal Py, - Beschouw dan
de uitdrukking Pmpqu...pn+1. Kennell jk 1s deze niet deelbaar door een
der prlemgetallen Pasee Py Is ze zelfl priem dan 1s hlermede een nieuw
priemgetal gevonden; 1s ze samengesteld dan is elk harer priemdelers
een nieuw priemgetal.

Hierbilj valt op te merken, dat men in plaats van P in het geschets-
te procédé ook de uitdrukking P-2 kan nemen, of zelfs een willekeurig
compositum

%q1.,.qr +/“qv+ﬂ"‘qn 4
waarbi] de getallen dqs-0-Q, €€N permutatie der getallen PgsesesPy zlin
en A en A.gehele getallen, die slechts zo behoeven te worden gekozen
dat dit compositum niet deelbanr 1s op enige nrcht van Qeve Ay
Een volgende vraag, dile men zich zou kunnen stellen, betreft de
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dichtheid der priemgetallen, welke hierop neer komt dat men het gedrag
van Py als functie van n wil bepalen of omgekeerd n als functle van Ppy e
In het laatste geval zoekt men dus rﬂaﬁmhetrekkin@ voor het aantal 7 (u)

der priemgetallen dat {u i1s, Wij kunnen hier reeds, ultgaande van

Euclides' bewljs, een zeer grove schatting voor Py, maken, nl, p_ 42
Immers voor n=1 1s deze julst, 71j nu de relatle bewezen voor alle na-
tuurlijke getallen < n, dan vindt men

" r'}n"’ﬂi (3 ""‘[ 2ﬂ

) s oD +M /:;3 L x/') +;}<f’) .

pn'}_,}gp,} Fn iﬁt e [

Voorts vindt men hieruit voor 7/ (u) de schatting 37( )) 105 210@ U.

Immers bepaal het grootste natuurlijke getal m net < u. Dan geldt
2m+1 _ Ut > o
ug?2 en verder 777 (u)> /7(2% )>m+i) “10@ “log u.

Wij zullen spoedig veel scherpere schattingen voor P, €n 7 (u) ge-
ven zonder echter het scherpe resultaat "77( ) is log 5 ai te leiden.
Eerst echter willen wij het procédé van Euclides toepassen om aan

te tonen dat er oneindig veel priemgetallen bestaan die een viervoud

+3 zijn. Hlertoe beschouwe men niet de hierboven genomen ultdrukkung P
maar de uiltdrukking Q-w&pq...pn—ﬁ. Daar het product van viervouden +9
weer een viervoud +1 is, moet er in Q ten minste één factor zitten die
een viervoud +3 is. Uit het felt dat deze kennellijk verschilt van elk
der getallen pq,.. ) o dus zeker van alle priemgetallen §;pn’ die een

Op volkome analmg@ wijze toont men 2an dat er oneindig veel priem-
getallen bestaan, die een zesvoud -1 zijn.

Opgave 1. Voer dit uit.

Belde bovenstaande resultaten zljn bijzondere gevallen van de be-
roemde stelling van Dirichlet, welke zegt dat ledere rekenkundige reeks,
waarvan het verschil en de eerste term onderling ondeelbaar zljn, on-
eindig veel priemgetallen bevat., Wij zullen het klassleke bewljs van
deze stelling dat essentieel gebruikt maakt van functietheorie en ver-
der van nog tal van eerst later in te voeren getallentheoretische be-
grippen, hier uiteraard niet geven. Van deze stelling, evenals van het
resultaat 77(u) e« IE%”E » ziJn in 1950 elementaire (maar meer moelzame)
bewijzen gegeven door A. Selberg en P, Erd¥s,

Wij willen thans nog een ander bewijs geven van Euclides' eerste
resultast, dat er Qngindig veel priemgetallen zijn. Hiertoe voeren wij
in de getallen F =2° +1 van Fermat. Voor ngm geldt (F,,F )=1. Immers
stel m>n. Dan %a mg n+1. Dus 2"*1q, 2Mq (lees: 2”71 1s deler van
2™.4), dus 22 29 =14, 713 nu p een priemdeler van F,. Dan

‘ n n+4

p}@a fﬂg ,«41 ngmﬂmF -2, Dus p ?F (lees: p is niet deelbaar op F )
Bijgevolg moet ieder element der rij FO’Fﬁ’FE"" een nieuwe pricmﬁe~
ler bezitten, waarmee de stelling opnieuw bewezen is.
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De getallen van Fermat spelen in de wiskunde nog verder een rol.
Gauss heeft bewezen dat regelmatige veelhoeken mctp zijden (waarbl] p=
een oneven priemgetal is) dan en slechts dan te construeren zijn als p
gelijk is aan een macht van 2 vermeerderd met 1. De vraag komt dan op
welke van dergelijke getallen priem zijn, Dat 2741 in het geval dat a
niet een macht is van 2 samengesteld is, is evident; immers als 2,§p\a,
dan 2a/p+1‘28+1. Het onderzoek voert dus tot het bepalen van de priem-
getallen in de ri] FO’FW"" . Ver is men hiermee nog niet gevorderd. De
resultaten voor FO en F,1 zijn bekend en bij het middelbaar en gymnasiaal
onderwljs ultgebuit. Voor p=F_ =17 gaf Gauss in 1806 een eenvoudige con-
structie der bijbehorende regelmatige veelhoek. Ook F3=257 eg zelfs
F4=65537 zijn behandeld. Reeds Euler bewees echter dat F5=23 +71 samen-
gesteld is (nl. de deler 641 bevat). Dit is gemakkelljk te verifieren
(maar lastiger vast te stellen). Immers voor 4=041 heeft men q=5.27+1,
dus q]52.28741 1 625.22745, qus g [-2".2%745 d.w.z. 4 12%2-5; dean
q‘232—5,27=232—640, waaruit de bewering volgt.

Enigermate verwant met de getallen van Fermat zijn die van Mersenne
Mn=2n—1. Kennelijk is Mn samengesteld als n het is. Mersenne meende dat
Mn priem is voor

l’]=2,3 15’79439/]7319931367:127 en 257.
Latere onderzoekingen leerden dat dit het geval 1s voor
n=2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127,521,607,127,2203 ,2251,

waarmede niet gezegd 1s dat voor alle tussengelegen priemwaarden van n
het gedrag van M_ beslist is. Het getal M2281=22284—1 was 1in 1954 het
grootste officieel bekencde priemgetal. Het getal 28191-1, om bepaalde
redenen onderzocht, bleek samengesteld te zijn. Het onderzoek maakt ge-
bruik van een methode van Lucas, waarop wij nog nader terugkomen.

De getallen van Mersenne spelen een rol in het klassieke probleem
naar het zoeken van volmaakte getallen, dat zijn getallen die gelijk
zljn aan de som van hun delers (waarbij het getal zelf niet maar de de-
ler 1 wel worgg ggﬁgsggld} Men kan ook zeggen, dat zo'n getal gelljk is
aan de helft van/al zijn delers., Wij bewijzen dat een even getal dan en
slechts dan volmaakt is, als het van de gedaante m=3p(p+1) is, waarbij p
een priemgetal van Mersenne is.

Z1ij nl. p=2n~1 priem dan is m=2h'1(2n-1). De delers van m ziJn de
getallen 1,2,...,2° " en p,2p5°.'2n~1p met som (p+1)(1'+...2n“1) =
=(p+1)(2n—1)=p(p+1)=2m. Omgekeerd zij m volmaakt en even. Stel m=2" u,
waarbij np 1 en u oneven 1s. Alle delers van m vindt men door alle delers
van u te nemen en die te vermenigvuldigen resp. met 1,2,....,2“. Geeft

men, zoals gebruikelijk is, de som der delers van u aan met 77“(u), dan
heeft men dus
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2m=(142+...+2%) o~(u)=(2""1-1) o (u),
dus
g lu)= m = U + Em Y

¢ ont1 n+1

Hieruit volgt allercers -1, Nu is 7 (u)z u+1, dus u 27" -1, Wes
u) 2n+1 1 dan bezat u nog cen anderc deler dan ”n+1 -1, hntgcen echter

+1_
zou leiden tot ¢ (u )>'u+ :E%T”: . Bijgevolg u= Pl 1-1 en m=2 (gn 1),

< - A
waarbij 2n+1_1 alleen zichzelf en 1 tot delers mag hebben, zodat 2+

een Mersenne priemgetal 1is,

Het 1s onbekend of er oncven volmaakte getallen bestaan.

Aan het bovenstaande willen wij nu nog een methode van Tchebyche!'!
toevocgen, die ons een veel betere schatting van 77°(n) levert dan de
hier gevondene, Allerecerst geven wij een hulpeigenschap, die zegt dat
het aantal priemfactoren p dat in de uitdrukking m! bevat 1s, gelijk is

m m} [m A
aan ? + fmg’ =T +... , waarbilj de reeks uilteraard afbreekt.
1P ;p

Hierbij stelt het symbool (u} (lees: u entier) het grootste natuurlijkc
getal € u voor; het kleinste natuurlijke getal ) u geeft men soms wel
met %Y aan, Wij laten het bewijs gaarne aan de lezers over.

WiJ gaan nu uit van cen natuurlijk getal n en beschouwen de binomi-
aalcodffici¥nt N”(Zn)“ é?gli . Het product P van alle priemgetallen tus-
sen n en 2n 1is kennelijk.déelbaav op N. Hect aantal dezer priemgetallen
1s juist gelijk aan 77 (2n)-7/(n), dus N nn(en)_n(n)(hierbij is elk dier
priemfactoren door n geminoreerd). Anderzijds ziet men gemakkelijk in
dat N=(Z) (22"

Opgave 2. Bewljs dit.
. -,
Bijgevolg heeft men 22n> n’”(an)“ “\n), dus

-~ _ =7 2n log 2 n log b
(1) /7 (en)- 77(n) £ TorF = —TopT

Z1J nu m een willekeurig natuurlijk getal. Bepaal het grootste na-
tuurlijke getal t met 2t<fm Dus m-(2t+1 en t<228 ™ | pag nu relatic (1)

‘_‘_.Og
toe met nu22 23,...,2t. Na optelling der zo gevonden resultaten vindt nen
t
(2 t+1) T(4) ¢ log 4 Z: = = log 4 :ir :Zr p8+1
g 8=2 8 log 2 8=2 8
y .8
(7) (%)
P LU
8=2 s
8 3 2
(2) (%) ()
Nu is de functie —~— monotoon stijgend voor s) 3 en

8 = 3 T T2 v
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Opgave 3., Bewijs de eerste dezer beweringen,

Men vindt -dan B)t (3)
( " @ ) e t i
Pl £+ o - i«?f .,wjdw« }; » ) C i,;. t+1 Ew 2
/7 (‘3 )"U (i‘) < h’-*»-“‘"'f"”‘ v é.,:.}{j) "“E“""‘ - 3’) = 8 .'—':E' <8.-—§r

log m e 2 e - o .
met rs= Tagﬂgé;t: (want ook ?“ is monotoon stijgend voor tg;a).

log m

Dus e D &
t + q M"’"/ 3 - {
(27T~ UT(4) ¢ 8. Torm = Togw °
en

og m

77"Un)é 72 t+73< Tgﬁm_ + 2.

WiJj geven thans ook een ongelijkheld voor 77"0%) in de andcre rich-
]
ting. Beschouw daartoe wederom de uitdrukking 1m(§n). Ontbinding van N
leert N=/77 pv, ultgestrekt over alle priemdelers van N, waarvoor uilter-

P
aard slechts de 7/7(2n) priemgetallen < 2n in asnmerking komen. De cx-
ponent v van zo'n priemdeler p vinden wij ult de hierboven gegeven
hulpstelling. Hiervoor geldt

S §'2n7 n }?
Vo il | - s
=1 }tﬁj_j (}/J_j‘-j ’

waarblj ulteraard deze som niet verder behoeft te worden ultgestrekt

dan het grootste natuurlijke getnl s waarvoor p { 2n, Het is voorts dui-
delijk dat elke term der som < 1 is. =

Opgave 4, Bewijs dit,

Bljgﬂvolg geldt v( en dus pv<'p3<2%u Wij gebruiken nu nog de relatie

e

2(’(“) == pnd e

Opgave 5. Bewljs deze.
WiJ verkrijgen dan

Hieruit volgt /77 ’%ﬂ;} nogog 2

21) nu m een willekeurig natuurlijk getal en t het grootste natuur-

1ijke getal met et_g m, Dus als boven m(:«ztM en t <lgg nooop e+,
Dan vindt men
- T t+1 r
2% log 2 2 . e 2
"7“(“’))73 )2 T 2t T TEFD ) TF

. m éggmﬁ - log 2 og = .
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De resultaten samenvattende vinden wl]j dus

w k.v!ﬁ
252 T w2

waaruit volgt dnt voor m—» ¢@ tegrensd blijft. Hier bllijkt die

grens tussen lﬂﬁwm en E te 1ig

328
hier niet te bewijzen resultaat dnt de uitdrukking voor m-— ©© gen li-
miet 1 bezilt.

¢n; met scherpere methoden vindt men het

§4 Congruentles, restklassen,

Beschouwen wij eerst de verzameling der gehele getallen. Hleriln
definieert men a=b(mod m) (lees: a congruent met b modulo m) als mla-b.
Het hier ingevocrde congruentiebegrip is een aequivalentiebegrlp.

Opgave 1., Bewljs dat.
Voor congruenties gelden de volgende belangrljke elgenschappen
Uit aim¢>(mad m) (i=1,2) volgt 2 :*h'+b2(m0d m), 2 -a, = b,-b, (mod m)

2= Fq
en a,a,=b by(mod m).

Opgave 2. Bewijs deze drle cigenschappen.

In het bijzonder leert de 1lintste cigenschap dat ult a=bt(med m) volgt

ac =bc(mod m). Omgekeerd echter volgt uit ac=bc(mod m) niet noodzoke-

1ijk a=b(mod m), Immers uit m |ac-be=c(a-b) volgt slechts dat a-b

die factoren van m bevat voorzoveel ze niet in ¢ bevat zijn, d.w,z, men

vindt niet dat m deelbaar is op a-~b, maar dat T%EET het 1is, d.w.z. men
3

+a

1 29

vindt a=Db(mod o—r .
1% 2= blnod 5y )

Verder volgt noz uit a=b(mod m) voor veeltermen f(u) de relatie
f(2)=f(b) (mod m), waarbiJ) alle cobfficibnten van f(u) geheel ondersteld

zijn.
Opgave 3, Bewljs dit,

Onder een compleet restsysteem mod m verstaat men cen m-tal gehele
getallen, waarvan er geen twee congruent zijn mod m. Een compleet rest-
systeem mod m 1s b.v. het stel getallen 0,1,...,m=1, Ieder ander m-tal

getallen dat congruent 1s resp, met deze m getnllen noemt men ook een
compleet restsysteem. Zo vormen b.v, de getallen 0,30 QQ,EE,...,QﬂO een

compleet restsysteem mod 11,

Opgave 4, Ga dit na.

; WiJj willen nu, nog steeds blj gegeven m, alle mod m onderling con-
;]gruenta getallen samen beschouwen, Men zegt dat deze één restklasse mod
’ %fv0rmﬁn. Deze is bepsald door é€én harer elementen, die dan als vertegen=-
- woordiger of representant der restklasse optreedt. In bovenstaand voor-
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beeld met m=11 stelt b,v. 26 dezelfde restklasse voor als 9. De verza-

meling der gehele getallen valt dus mod m uiteen in m restklassen, elk
kennelijk bestaande uit oneindig veel elementen, De verzamellng dier m
restklassen geeft men, als men de verzameling der gehele getallen met R
aanduildt, wel aan met R/(m).

Ook in de algebra komt een dergelijk begrip voor. Is R een wille-
keurige ring en I een ertoe behorend ideaal, dan voert men in de rest-
klassenverzameling R/I. Twee elementen a en b van R behoren tot dezelf-
de restklasse als hun verschil in I 1igt. Men schrijft ook hier a=1L
(mod I ). Is dit niet het geval, dan behoren ze tot verschillende ele-
menten, Als a en b en ook b en ¢ tot dezelfde restklasse mod I behoren,
dan liggen zowel a-b als b-c in I, dus op grond van een der grondeigen-
schappen van 1ldealen, ligt ook hun som a-c in I, dus ook a en ¢ behoren
tot dezelfde restklasse. De andere grondeigenschap van ildealen leert
dat als a en b tot eenzelfde restklasse mod I behoren, ook ac en be
tot eenzelfde restklasse mod I behoren, Bilj bovenstaand voorbeeld over
restklassen mod m is voor I het hoofdideaal (m) genomen.

Wij willen hier volstaan met de vermelding van deze algebralscne
generalisatie zonder er thans een essentieel verder gebrulk van te ma-
ken, Wlj keren dus nu terug tot het vertrouwde domein der gehele zetal-
len,

Zoals 1n de algebra naast relaties vergelijkingen optreden, zo tre-
den in de getallentheorie naast congruenties van het hiler geschetste
soort ook congruenties op van het type £(x)=0 (mod m). Wij w'llen enigze
elgenschappen van dergelijke congruenties onderzoeken,

Onderstel dat f(x) een veelterm is met gehele colfficidrten, (wij
noemen voortaan dergelijke veeltermen kortweg geheel), dan tehoeft men,
omdat zoals zo¥ven bleek, bij x=2u(mod m) geldt f(x)==f(u) mod mj,
slechts van de natuurlijke getallen 0,1,...,m-1 te onderzteken welke
aan de congruentle voldoen, Vindt men onder deze één oplosiing, dan
zegt men dat de gegeven congruentie één wortel (of oplossiug) bezis.

Thans geven wij beschouwingen, die herinneren aan dewreststellin&
ult de algebra. Wij beschouwen een geheel polynoom f(x)mEZé Cﬂxn. Dan
N N L=
geldt f£(x)-f(a)= 3 _ cn(xn—an)m S cﬂ(x~a)(xn“1+...+an’ )=(x-a)g(x),
0

Dz n:::o
waarbl] ook g(x) gehele co¥ffici¥nten bezit. Gevolg: I8 a een wortel

der congruentie £(x)=0 (mod p), waarbij p een priemgetal is, dan is
fla)=0(mod p), dus (x-8)g(x)=C (mod p). Julst omdat p een priemgetal
is is deze congruentie slechts te vervullen door hetzij x-a=0 (mod p),
hetzij g(x)=0 (mod p) te nemen. Is een wortel b van deze laatste con-
_gruentie bekend, dan volgt daaruit op analoge wijze het bestaan van een
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gehele veelterm h(x), zodanig dat g(x)=(x-b)h(x) (mod p) is. Zo voort-
gaande ziet men gemakkelijk in dat wij hier tot het volgende analogon
van de hoofdstelling van de algebra komen: Voor een gehele veelterm £(x)
van de n€ graad en een priemgetal p bezit de congruentie f(x)=0 (mod p)
ten hoogste n oplossingen.

Dat de restrictie dat p een priemgetal is nodig is, blijkt ult het
volgende tegenvoorbeeld: De congruentie x2-1=0 (mod 8) bezit 4 oplossin-
gen (nl, 1,3,5 en 7). Dat voorts de woorden "ten hoogste" in tegenstel-
ling tot in de algebra niet mogen worden weggelaten, leert ons het voor-
beeld xg+ﬂ§EO (mod 3); deze congruentie bezit nl. geen oplossingen.

Opgave 5. Bewljs dit.

Wij willen nu allereerst de eerste graadscongruentie

ax =b (mod p) (2 en b geheel)

opleossen, Wij onderstellen daarbij ulteraard dat p nlet deelbaar 18 op 0.
Laat nu x een volledig restsysteem mod p, bv. de rij der getallen
0,1,2,...,p=-1 doorlopen. Dan doorloopt ax ock zo'n gsysteem, Immers clk
tweetal getallen ax' en ax" is incongruent mod p, want als p[ax’-ax”:
=a{x'-x") dan volgt uilt ern direct dat p)x'-x",in strijd met de onder-
stelling over x' en x", De p getallen ax zljn dus -“wee aan twee 1in-
congruent mod p en vormen derhalve inderdaad een volledig restsysteen
mod p. Dan moet er dus preciles één getal x zijn dat mod p congruent is
met b, Dit 1s dus de enige oplossing onzer congruentie, Men schrijft
deze wel als a~ b mod p of pa~ " mod p. Kennelijk is dus 2~ e oplossin
der congruentle ax=" (mod p). Zo 1is bv, 3'1 mod 5 gelijk aan het getal
2, 7"1 mod 11 gelijk aan 8. In het bovenstaande is echter geen construc-
tieve methode gegeven om het getal a"1 mod p te bepalen. Een letwat om-
slachtige methode volgt uilt een overweging dle nauw aanslult aan boven-
staand bewljs. Beschouw nl, cens alle p-1 getallen 1,2,...,p=1. Dan vor-
men als p ya is, de p-1 getallen 2,22,...(p-1)a, afgezien van het getal
0, ook een volledig restsysteem mod p. De¢ elementen van dit nieuwe rest-
systeem zljn dus in een of andere volgorde mod p congruent met de getnl-
len 1,2,...,p-1; bijgevolg vindt men na product nemen

1.2. ... (p-1) = a.2a. ... (p-1)a (mod p)
dus -1
(p-1)! = aP (p=-1)! (mod p).

Omdat §y}(p~ﬁ): volgt hieruit de bekende
Stelling van Fermat: Als een priemgetal p niet deelbaar 1s op een geheel
getal a, dan geldt

ap"15§1 (mod p).
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1 mod p gemakkellijk bepalen; immers men heeft a.ap"2551

Nu kan men a

{mod p) en mag dus voor a~" nemen het getal aP=?,
Voorbeeld. Bepaal 5"1 mod 37. Men heeft 5‘1an535
53wﬂ (mod 37), dus 66?-5.,’ 142 %1 (mod 37), dus 5
dus 55°=10° (mod 37) en 5°°=200=15 (mod 37).

Bijgevolg 1is 57 mod 37

P

mod 37)., Dus is

122112 =210 (mod 37),

[

gelijk aan 15 (inderdaad 5.15 =1 (mod 37)).
Tevens ziet men dat uit u=v (
volgt dat

mod p-1) voor willekeurige gehele u en v

a%=2a" (mod p).
(Het omgekeerde 1s niet steeds juist; bv. uit 25 8 (mod 7) volgt niet
5=8 (mod 6)). Met het bovenstaande 1s het gemakkelljk om vraagstukken
van het volgende type op te lossen. Bepaal de rest blj deling van 100100
door 7. Men heeft 100190 10%90 en de rest bij deling door 6 van 200 is
2. Dus 10°90=10°=2 (mod 7).
Een ander zeer belangrijk resulcaat is, dat als men op een of andere
wijze van een natuurlijk getal m vindt dat bv, m,%Qm*1—1, men dan mag
concluderen dat m samengesteld is, zonder dat men ook maar een epkele
priemfactor van m behoeft te hebben gevonden,
Voorbeeld: m=1001. Reduceer 2 °°0 mod 1001. Men heeft (de modulus 100
voor het gemak weglatende) 2102524, dus 26s55576 «.5762 334776 =440,
dus 280= 14145 2198025 2828, 2'°0=3828°-685584=900, 232%;900 =810000 = 191;
2640 _1942_36481 =445, Dan 1s 21000 p640+320+H0_ yug 4gq 4us — 1914457
£191.8283158a&8&—991¢1, dus 1001 is samengesteld. Voor het onderzoek
naar samengesteldheid van grote "natuurlijke'getallen m 1s dit een der
aangewezen wegen, Wij komen hierop later nog terug.

Hierboven voerden wij het begrip volledig restsysteem mod m in.
Thans beschéuwen wilj ook het belangrijke bepgrip gereduceerd restsysteen
mod m, Dit ontstaat uit een volledig restsysteem mod m door daaruit die
restklassen mod m weg te laten welke een factor (7 +1) met m gemeen heb-
ben. Is p een priemgetal, dan bevat het gereduceerde restsysteem mod p
juist p-1 elementen, die vertegenwoordigd kunnen worden door de getallen
1,25,+..,p-1., Van dit gereduceerde restsysteem hebben wij hierboven reeds
gebruik gemaakt om de congruentie ax=b (mod p) (met (a,p)=1) op te los-
sen, Wij willen nu bij willekeurige m S de congruentie axzb (mod m) (met
ab,m)=1 oplossen., Hiertoe gaan wij uit/alle elementen X,,...,X,
gereduceerd restsysteem mod m en beschouwen daarna de elementen
axq,...,axk. Geen twee dezer elementen behoort tot dezelfde restklasse
mad»@% Immega anders waren er indices i en j met m‘a(xi-xj).FZij
m=p, ...Pg 8. Dan volgt uit (m,a)=1 zeker (m,puv)mﬂ, dus pa,“\xi—xj
‘(G“mﬂ,;,.,s) Derhalve m%xi~x in strijd met de veronderstelling. Verder
heeft men (m, axi)mﬂ want (m,a ; 1 en (m, X4 )=1 (1=1,...,k).

van een
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Dus de getallen 8X 4,0 ,3%, VOrmen ook een gereduceerd restsysteem mod
m, Hieruit volgen twee belangrijke resultaten.

Allereerst blijkt cr dus precies ¢één element van dit restsysteem
zelijk te zijn nan b, d,w,z, de congruentie ax =b (mod m) heeft precies
één oplossing als (ab,m)=1, een resultaat dat ook wel op andere wijze
voor de dag zal komen,

Verder vindt men na vermenigvuldigen

k

X =0 KXy (mod m),

x,«a..o ,1

waaruit - wegens (xq.. xk,m) 1 volgt dat af = =1 (mod m),

Het hierblj optredende getal k, dat van m afhangt, 18 gelijk aan het
aantal getallen dfe tusscn O cn m lggen en onderling ondeelbaar zyyn metm
Men 1s gewoon dit getal met ﬁw(m) (ook genoemd de 1indicator van m) an
te geven en vindt dan de

Stelling van Euler,

Als (a,m)=1, dan geldt a ?(m)fiﬂ (mod m),

Hieruit 1is, evenals zoeven bij priemgetallen, de waarde van 2~ (mod m)
gemakkelijk te bepalen. Men neme er slechts voor a¢(m)’1. Ook hier vindt
men uit u=v (mody(m)) voor willekeurige gehele u en v het resultaat
nugzav(mod m) en ook hier behoeft het omgekeerde nie.'te gelden (het
zeldt zelfs in tal van gevallen zeker niet).
Voorbeeld. Bepaal >~ mod 35. Hiertoe moet eerst W (35) worden bepaald.
Vooruitlopende op een later resultaat geven wlj nu al aan hoe 43(35)
te vinden 1s: men schrappe van de rij der getallen 1,...,34 alle 5-vouden
(dat zijn er 6) en alle 7-vouden (dat zijn er 4), Dus ?} (35)=34-6-4=24
en 27 q* 2 j(meﬁ 35), Nu geldt, alles mod 35 nemende, 23#--3, dus

210= g, aus 2° O=81=11, dus ;,—,‘“} - 88=18.
Opmerking. Voor priemgetallen p heeit men kp(p)np—ﬁ (ga dit na!l), waapr-
na de s8telling van Fermat als bijzonder geval van die van Euler verkre-
gen kan worden,

De congruentie ax=b (mod m) is nu onder de minder vergaande res-
trictie (a,m)=1 op te lossen. Immers dan bestaat a"1 mod m en de con-
gruentie 18 aequivalent met de haar oplossing meteen gevende relatile
~;§a*ﬂb (mod m), In het geval dat (a,m)=d #1 is kan men de congruentie
ax=b (mod m) slechts oplossen als d|b. Immers uit d]a en dlm volgt
d}b. Is aan deze relatie voldaan, dan vindt men a=da', b=db', m=dm'enols
nleuwe congruentie a'x =b' (mod m'), waarbij (a',m')=1. Deze bezit pre-
cles één oplossing mod m', Dan bezit de oorapronkell jke precies d op-
lossingen mod m.

Opgave 6. Ga dit na.
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Samenvattende vinden wij dus dat de congruentie ax=b (mod m) dan en
slechts dan oplosbaar is als (n,m)‘b; het anntal oplossingen 18 gelljk
aan (a,m),

Stelling. De vergelljking «1x1+...+aﬁxnnb, waarpl] aﬂ"“’an en b geirc-
ven gehele getallen zijn (uiteranrd 31...ﬂn¥0) heeft dan en slechts dnn
een gehele oplossing (xw,...,xﬂ) als de GGD gm(aq,...,an) deelbaar is
op b,

Bewijgs: Z1J nl. de congruentie oplosbaar. Dan 1is kennelljk g)b. Zi) om-
gekeerd gib. Wilj bewljzen nund@ oplosbaarheld met volledige inductie en

wel naar de ultdrukking h= §_ 'fwl. Voor h=1 1s de bewering zeker Jjuist.
v=1

Opzave 7. Ga dat na,
Onderstel nu dat de bewering Jjuist is voor alle natuurlijke getallen K
¢h. Zonder de algemeenheid te schaden mogen wij onderstellen dat

a ¢ is. D 20 tén der gets n ¢ T »en moduius
EM gjin_qi is. Dan heeft &én der getallen a +a, ,, a,-a,_, een moduiu
die kleiner 18 dan ]an). Geel  dat getal asn met an+-£an“1. Dus § = +1i

- =) » A sy 1A >0 L - ~ 3 s =0,

of -1. Beschouw nu de vergelijking 1x1+...+an_a+an_ﬂy+(an+E;an_q)xn ¢
Hiervoor 1s de som der modull der co&ffici¥nten op grond van de keuze
van & zeker <« h, terwljl de GGD der co¥fficl¥nten gelljk 1s aan g. Bij
Inductle weet men dat deze vergeliljking oplosbaar 1s. Uit een oplossing
(xq,...,xn_g,y,xﬂ) vindt men dan direct de oplossing
(Xq,...,xnﬁg,y+£1%ﬂxn) der oorspronkeli jke,

Bijzonder geval, De vergelijking ax+by=c bezit blj gehele a,b en ¢ met
(a,b)|c een oplossing.

W1lJ vinden nu opnieuw dat de congruentie ax=b (mod m) oplosbaar is als
(2,m)lb. Immers men kan deze congruentie ook in de gedaante ax+mv=b
schrljven en wij weten dot deze oplosbaar is indien (a,m)}b.

Chinene reststelling. Als de cetnallen Myseeesmy onderling ondeelbaar
ziJn dan bestaat er blj ieder stel gehele getallen Aqseees8) €€ geheel
getal x zodanig dat

X Ea, (mod mK) (K=1,...,k)

Bewijs: Voor k=1 1s de bewering triviaal. Zij nu de stelling bewezen
voor k-1 in plaats van k en daarbilj een oplossing y gevonden, die vol-

doet aan
yaaa (m@ﬁ mh) (A"”‘ﬂ,novﬁk"”])‘

Dan neme men X=y+tm 4. .. mk“1waarbij het gehele getal t zo wordt bepaald

dat
me+tm1..,mk”1 a), (mod mk) .

Hiertoe behoeft men slechts de congruentie tmq...mkqugak~y (mod mk)
op te lossen en dat kan omdat (mq"'mk~1’mk)”1t@k”y'
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WiJ onderzoeken nu algemeen het oplossen vam cmngru@nties van cone
gruenties van het type £{x)=0 (mod m). 21} m=p, 1...@ 8 de cagmniéke
ontbinding van m, Uit £(x)=0 (mod m) volgt dan f(x)ggo (mod P )

(T =1,...,8) en omgekeerd. Z1j X geen willekeurige oplossing van
f(x)=0 (mod pﬁwU§ (0" =1,...,8). Dan voldoet x asn de corspronkell jke
congruentie dan en slechts dan als ngxﬁ,(mad pgfy) (C"=1,...,8). Julst
op grond van de Chinese reststelling vindt men dat er zo'n getal x te
vinden 1s; immers de s hler optredende moduli zijn twee azn twee onder-
ling ondeelbaar. Wij kunnen zelfs nog verder gaan en opmerken dat twee
oplossingen x en x' dan en slechts dan mod m verschillen als tenminste
één O bestaat waarvoor de bijbehorende X g ¢€n xﬁq~verachillen. Blige~-

volg bezit de oorvpronkelijke congruentie n n_ oplossingen als de

/3*118

congruentie P

f(x)=0 (mod p 6,0“)

er n, bezit (07=1,...,8).
Als voorbeeld merken wij op dat van de congruentie xa—*ﬂ (mod 24)

het aantal oplossingen 2x4=8 bedraagt; de congruentie x2;:1 (mod 3)
heeft er nl, 2 en de congruentie x2554 (mod 8) heeft er 4., De congruen-
tle x2
bezit xggg—ﬂ ‘mod 5) oplossingen, maar ngg—ﬂ (med 3) heeft er geen,
Wij behandeler thans een tweetal stellingen, waarvan ‘e ene ons een for-
mule over @ (m) zal geven,

= -1 (mod 15) heeft daarentegen geen oplossingen, want weliswanr

Stelling. Als 1a,b)=1 en als x en y volledige restsystemen resp. mod u
en mod 8 doorlopen, dan doorloopt ax+by een volledig restsysteem mod ab.

Inderdaad, men verkrijgt hier ab getallen van de gedaante ax+by.
Geen twee hiervan behoren tot dezelfde restklasse mod ab, want ult ax+by
= ax'+by' (mod £b) volgt ax=a2x' (mod b), dus x=x' (mod b) en ook
by =by' (mod a) dus y=y' (mod a). Omgekeerd als x=x' (mod b) en
y=y' (mod a) is ax+by=ax'+by' (mod ab).
Stelling. Als (2,b)=1 en x en y gereduceerde restsystemen resp. mod b
en mod a doorloren, dan doorlooct ax+by een gereduceerd restsysteem
mod ab.
Bewijs: Wij hebben san te tonen dat (ax+by, ab) #1 aequivalent is met:
(x,0)#1 of (y,2)#1. Als (ax+by, ab)=g dan bezit g een priemfactor #1
gemeen met zeker een der getallen a en b, Z1j dit bv. een p met p}a. Dan
is p’g’ax+by, plafax, dus p|by. Wegens (a,b)=1 en pja is p} b, Dus
ply en (a,y)#1, Omgekeerd is (a,y)#1, dan is er een p met p[ajax en
plylby, dus plax+by en ook plab.

ﬁijgevalg verdwl jnen door voor x en y van gewone op gereduceerde
baa%ayat&mﬁn over te gaan uit het volledige restsysteem mod ab van de
getallen ax+by juist die waarvoor (ax+by,ab)#1 is, Hiermede is de stel-
1ing bewezen,



Als toepassing zlet men dat het aantal elementen uit het gereducecr-
de restsysteem mod ab (met (a,b)=1) gelijk is aan het product van de
aantallen elementen ult de gereduceerde restsystemen mod a en mod b, 2n-
ders gezegd: als (2,b)=1, dan is W(ab)= @(a) p(b). o, r

Als onmiddelliJK Tevolg iiervwn zlet men dat voor M=D, «..Pg
geldt w(m)=w(p, ... P(pg ®).

Om nu een fvrmule voor \P(m) te vinden is het voldoende er een ~f
te lelden voor mxpp, waarbij p een priemgetal is. Nu verkrijgt men alle
getallen 2:0 en ( pp die relntiefl priem zijn met pr(d.w.z. met p) door
alle p-vouden hierult weg te laten. Dat zijn er pr'1

€3

3tuk?, zodat men

vindt ap(p )=p -p” Topt- 4(p 1). Bijgevolg geldt voor m=p, 1...98 5 de
formule
plm)= T ok (o= n IT (1= ).
T = T g
Men heeft bv, qD(QA)z\p(aa.j)mgg.Q:B, dus wegens Fermat 38551 (mod 24)

voor alle a met (a,24)#1, d.w.z., voor alle oneven a, die niet deelbaor

zijn door 3.

Opgave 7. Bepaal m zodat 2,#\P(m).
; . 3 o Ly

Opgave 8. Bepaal m zo dat VD (m)=4m, 77

?7

g9 o
Opgave 9. Bepaal de rest blj deling van 9) door TT7; ook van ’ door 99,

Het bepalen van m uit de waarde van %7(m) is een robleem waarvoor
i.h.a., geen direct oplossingsprocédé bestaat.

Tot slot van deze paragraafl geven wij nog de
Stelling van Wilson. Als p een priemgetal is, dan geldt

(p=1)!= -1 (mod p),

Bewljs: De getallen 1,...,p-1 kunnen op een enkele ultzondering na 1n
paren worden verdeeld, zodanig “at het product der elementen van zo'n
paar =1 (mod p) is. Immers men neme zo'n element a en bepale volgens
het bovenstaande b zo dat ab =1 (mod p) is. Uitzonderingen vijn hier-
blj die getallen wearbij b=a wordt, hetgeen optreedt bij 32 1 (mod p),
dus p}(a+ﬂ)(a-1), dus bij a=1 en a=p-1. Wij vinden dus E%l -2 paren van
het eerstgenoemde type. Hiervan 1s het product =1 (mod p). Om nu
(p=1)! te krijgen moeten wij dat product nog met 1,(p-1) vermenigvuldi-
gen., Dan vindt men

(p=1)! = p-1= -1 (mod p),

waarmee de stelling bewezen is,

Men heeft zich afgevraagd of zowel de congruentie ap"1§5j (mod p)
(i) vaste gegeven a) als de relatie (p-1)! = -1 (mod p) soms ook geldt
modulo een hogere macht van p, Wat de cerste betreft is dit bv., bij a=2
onderzocht o,a, door Beeger, De kleinste waarden van p waarvoor geldt
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2p~1§51 (mod pg), zljn p=1093 en p=3511, Men kan hier een samenhang tus-
gsen dit resultaat en het vermoeden van Fermat afleiden nl, als er natuur-
lijke x,y,z en p (met p >2) bestaan, waarvoor xp+ypmzp en tevens p*xyz,
dan geldt 2P~ = 1 (mod pg). Dat de laatste relatle echter niet de ver-
vulbaarheld van de vergelijkins van Fermat garandeert blijkt bv. daaruit
dat bewezen 1s dat voor p=1093 en p=3511 Ja zelfs voor geen ¢nkele p met
P < 253747889 en ;n*xyz de relatie xP+yP=zP te vervullen 1s. In 1953 be-
wezen van Wijngaarden en Duparc dat hieruit volqg dat elk der getallen
X ,y en z minstens gelijk moet zijn aan 1O6xqol. Overigens 1is nog aan-
getoond dat het getal p, indien hiervoor "Fermat zal gelden", ook moet
voldoen aan 3p~1551 (mod pe). Een eenvoudige oplossing hiervan is gemak-
kelijk te vinden, »l, p=11. Uit "Fermat" volgt echter niet dat ook nog
moet gelden 5p_1§g1 (mod pg),

Van de congruentie (p-1)! = -1 (mod pe) kent men tot nu toe noz
slechts enkele oplossingen waarvan wij noemen p=5, p=13.

Een ander bewijs van de stelling van Wilson volgt door een geheel
ander soort beschouwing. WiJj vonden hierboven dat als p een priemgetal
is en de congruentie

f(x) = x4 aqu'q +...t7, =0 (mod p)

de wortels XgseeesXy bezit, men heéft
f(x)=(x-x,)...(x-x, ) (mod p).

Tus a, = -5 X, (mod p), .= 2_ x,x, (mod p), enz.

Neemt men nu f(x)zxp'1—1. Wij weten op grond van de stelling van Fermat
dat £f(x)=0 (mod p) de wortels 1,2,..,,p-1 bezit, Hieruit volgen door
vergelljken van coBffici¥nten tal van resultaten. Neemt men de laatste
dan vindt men -1=1.2....(p-1) (mod p), waarmee de stelling van Wilson
opnieuw bewezen is,

Een ander resultaat luidt

p-1
T _n=1+2+ ...+ (p=1) (mits p)2).
Ne=

Dit is overigens triviaal. Voor;:)} heeft men verder

0

i

0= & mm (mod p).
0&ndm <p
-1 - :
Dus geldt ook %_: n2=(E n)2 -2 2 nm = 0-0=0 (mod p).
‘ n=" n="| ndm

Hieruit volgt nog een belangrijke formule.
; Beschouw daartoe de teller t van de als onvereenvoudigbare breuk
geschreven uitdrukking
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v-5 <.

Thas

Wij tonen a2an dat deze deelbasr is door pe. Nu heeft men

D - - N -]
T 1 N !}-— )

Nu= N
)1 1
zodat het voldoende is om nan te tonen dat % . 7Tp-m een teller heeft
N==" -

die door p deelbaar is,

Beschouwt men blj elke n die nlet deelbaar 1s door p ook het getal
n' met 0O<Kn'<¢p en nn'=1 (mod p) dan is “p,-g- aequivalent met pln' en zo
doorgaande:

Z: r“(@"“),-

nY

N="1

-1
p} %:: Alp=HT is a@equilvnlent met p

Uitxm?nl(med p) volgt nh%ﬁﬂ (mod p), dus a2ls n=1,...,p-1 wordt zeno-
men doorloopt n' een permutatie dezer zetallen. Verder is (p—n)'EE -n'

B 0 -]
(mod p), dus ;:: n'(p-n)'= - 2 n'%a . %:: nQEEO (mod p), waarmee de
n!

n' et
bewering bewezen is,
-1
Dus pz § ) % voor priemgetollen p>3 (stelling van Wolstenholme).
N=" ny =1
Of er een priemgetnl p bestnat, waanrvoor toevalllg pj’% % geldt, 1s

niet bekend. Zeker moet gelden P2 36T, D=1
§ 5 Quadraatresten.
Definitie, Een getal = heet quadraatrest van {of mod) een priemgetal ¢
als er een getal k niet deelbnar door p bestaat zodanlg dat agﬁé%mod P).
Bestazat zo'n getal k,niet deelbnar door p, niet, dan heet n
cen niletrest.
Als 2 quadraatrest 1s van m 1s elk getal dat mod p congruent 1s
met n het ook. Hetzelfde geldt ten aanzien van nietresten. Om alle qua-
draatresten mod p te bepalen is het dus voldoende de p-1 getallen
15 +0.0.:0=1 te onderzoeken,
Voor p=2 laten wij het onderzoek aan de lezer over, 21Jj nu p een
priemgetal » 2. Beschouw de tussen O en p gelegen getallen Xy met
xiggigﬁmod p) (i=1,..., ﬁ(p:ﬁ)). Geen twee dezer getallen zijn gelijk,

Immers X, =X leidt tot p )id-jgx(i+j)(i~3) hetgeen wegens 0¢ 1,Jj¢(p-1)

i J
Ll ultgesloten 1s, Voor 1 tussen %p en p heeft men verder kenne-
11Jk xp*iggiﬁ(mod p). Bijgevolg vinden wij dat er precies TT=%(p-1)

gquadraatresten bestaan, Er moeten dus ook 3(p-1) (nl. p-1-%3(p-1)) niet-
reaten z21ijn,

Stelling, Het product van twee quadraatresten is een quadraatrest; van

een quadraatrest en een nietrest 18 een nietrest en van twee nietresten
is een quadraatrest,
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Bewljs: Z1jn a en E quadraatresten, dan geﬁtaan er getallen h en k met
a=k“ (mod p), bg h“(mod p), dus abz(kh)“(med p) en ab 1s quadraatrest.

Is a quadraatrest en t nietrest, dan leidt de onderstelling dat ab
ook quadraatrest is tot een contradictie, Immers er bestaan dan getallen
h en k met 8Ek2(mod D), f?bzhg(mod p), dus agbg(hk)g (mod p) en
tqa(hka'q) (mod p), in strijd met de onderstelling over b.

Laat tenslotte b een vaste nietrest zijn. Beschouw de verzamellng
der p-1 onderling mod p incongruente getallen x, waarblj x=1,2,...,p="1.
De getallen xb zijn dan ook onderling incongruent en de 4 (p-1) getallen
van dit stel voor welke x een quadraatrest is zljn, zoals wlj zojulst
zagen, nietresten. Dan moeten de overige 3(p-1) getallen (welke dus pro-
ducten zijn van twee nietresten) juist de 3(p-1) quadraatresten opleve-
ren,

Definitle, Onder het symbool van Legendre (%) verstaat men:

het getal +1 als a quadraatrest 1is mod p;

het getal -1 als a2 nletrest is mod p;

het getal O als a deelbaar 1is door p.

De voorafgaande stelling, aangevuld met eenvoudige overwegingen voor ge-
vallen waarin het symbool van Legendre nul is, levert ons de volgende
formule:

Ay, b ab
) = ).

Deze formule geldt ook voor het priemgetal 2.
Opgave 1. Bewljs dit.

Euler heeft een criterium gegeven om blj gegeven oneven priemgetal
p uit te maken of een getal a guadraatrest of nietrest is, Dit luidt als
volgt:

Als a quadraatrest mod p is, *eldt 3% B= 1)-+1 (mod p);

(
als a nietrest mod p is, geldt a2 2 (o- ”;__: -1 (mod p).

Waar hiermede alle gevallen met p,*m z1jn ultgeput, gelden ook de omke-
ringen van deze beweringen.

-
Bewijs: ZiJj a quadraatrest mod p., Er is dan een getal h met a=h® (mod p),

dus

32(p q) nP=" 1 (mod p),

waarbi] de laatste congruentie die van Fermat 1s, Beschouw thans de con-
gruentie xp~4::1 (mod p), met haar p-1 wortels 1,2,...,p-1. We schrijven
nu -

(P12 (P-1)41)2 0 (moa p).

Elk dezer factoren moet nu %(p-1) nulpunten bezitten, want geen van beil-
de kan er meer hebben dan zljn graad bedraagt en samen hebben ze er p-1.
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De eerste factor heeft als nulpunten de 4 (p-1) quadraatresten mod p,
zodat de laatste juist de 3(p-1) nletresten als nulpunten moet bezitter.
WiJ kunnen het resultaat ook anders formuleren:

: Lo
(%) = r)*?(p ) (mod p).

Immers beide leden nemen tegelljk een der waarden +1, -1 of O (de enige
ervoor mogelljke waarden) aan,

Deze laatste congruentie geldt ook weer voor p=2,

Opgave 2. Bewljs dit,

Wi] kunnen nu reeds nagaan van welke priemgetallen -1 een quadraat-
rest is, Immers (%;)E(-ﬂ)gip"q>(mod p) en het rechterlid is +1 als
p=1 (mod 4) 1s en -1 21s p=3 (mod 4) is. Dus -1 is een quadraatrest
van alle viervouden +1, mits die priem zljn en nietrest van de priemge-
tallen die viervouden +3 zljn.

Hieruit zijn tal von belangrijke conclusies te trekken, Allereerst
tonen wilj aan dat er oneindig veel ondeelbare getallen zijn, die een
viervoud +1 zijn.

Bewijs: Z1jn DaseessPy de eerste n ondeelbare getallen, die viervouden
+1 zijn, dan beschouwe men het getal
2

p]
uo= 4p,L . up.©
U EPTIER e, +71,

Is u priem dan is hiermee een nieuw ondeelbaar viervoud +1 gevonden, Is
u samengesteld, laat dan p een prlemfactor van u zijn., Dan heeft men

2 Iy

4p,"...p

i n =

-1 (mod p),

dus (%;):1 en p 1s een viervoud +1, kenneliljk ongelijk aan de al beken-
de priemgetallen DyseeesDpe

Opmerking. Wij vinden hier nog lects meer, nl, dat alle (priem)delers
van een getal van de gedaante hm2+ﬁ zeker vicrvouden +1 zijn. Dit resul-
taat hangt samen met een tweede belangrijke toepassing die wij van het
bovenstaande willen geven,
Stelling. Elk ondeelbaar 4voud +1 is te schrijven als som van twee
quadraten,
1e Bewljs:
Wij leiden eerst een paar hulpeigenschappen af,

I, Het product van twee quadraatsommen 18 weer een guadraatsom.
IT.Als een ondeelbare quadraatsom deelbaar 18 op een andere, dan 1s het

quoti¥nt weer een quadraatsom,

Ad I. (a%+b%)(A%+B%) = (aA+bB)2 + (2B-bA)%= (aA-bB)® + (aB+bA)Z.
Anders: ™ =atbi, [I=A+Bi. Dan geldt
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(a%+6°)(A%4B%)= A & | ﬁfé - dﬁ.&bx dé&z

en het laatste en voorlaatste 1id is a2ls norm van een "geheel" complex
getal weer een quadraatsom,

Ad TI. 213 p=a2+b°|124°. Dan geldt

_A%B% _ (5%4®)(4°+8%) _ (aAs0B)°+(2BgbA)®
A=—>"7= ) 7
a“+b 9] P

L (AZ1E)7 ¢ (2RERE
|%

Nu 18 hetzij aA+bB, hetzij 2A-bB deelbaar door p. Immers hun product is

2.2

e

2,2

L] o)
agAz-b 2°“A“+3°B“= a

B 2(

A2+82)EO (mod p).
Anders: Ult de onderstelling volgt in de bij I gebrulkte notatie dat
d&‘ﬁ/?; Omdat p= &e& priem 1s, is &« priem in de ring van Gauss,

Opgave 3, Bewljs dat,

Omdat de ring van Gauss een ontbindingsring is, is dan & deelbaar het-
zij op ﬂ , hetzij op ﬁ Onderstel bv. O([ﬁ . Dim is er een a’ in de ring
van Gauss me‘co(()’-: B . Men heeft dan da(}/d—;: ﬁ&ﬁ en het gezochte quo-
ti¥nt 1s van de gedaante 2{)/, dus ecen quadraatsom,

Nu het bewijs van de stelling zelf. Zij het priemgetal px-1(mod &).Dan
is er een U met UQE-’1 (mod p), woarbij wij zonder de algemeenheid tc
schaden mogen onderstellen dat O(u\(ﬂa (p-1). Dus u2+’\=pv met v<£p. Van
het getal v 1s elke priemdeler g, zoals wij a2l zagen, een viervoud +1
en tevens geldt g <p. Bij inductie nemen wij aan dat de stelling bewe-
zen 18 voor alle ondeelbare 4vouden +1, die «p zijn, d.w.z. elke q 1is
een quadraatsom. Wegens I is d=n v als product van gquadraatsommen ook
een quadraatsom, Deze laatste 18 een deler van de quadraatsom u2+”|.

Dus wegens II 1s ook p een quadraatsom.

2e Bewljs: ZiJ p een ondeelbaar 4voud +1. Er 1s dan een getal u met

u 5—1 (mod p). Dus p|u2+1= XX met & =u+l., Er zijn nu twee gevallen
mogelijks 1° p is ondeelbaar in de ring van Gauss of p 1s aldaar samen-
gesteld, In geval 1° moet p op zeker één der factoren X en & deelbaar
zijn. Onderstel bv, p | . Maar dan geldt 6,& , d.w.z. p ‘& . Dus
p|X-K=21, in strijd met pz1 (mod 4). Bijgevolg geldt 2°, dus p is
seamengesteld in de ring van Gauss. Omdat p priem 1is in de verzameling
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der gehele getallen moet p zeker een_complexe (niet reéle)dele% 3
bezitten. Maar uit *|p volgt dan 5lp. Dus p= AR , d.w.z. p is een

quadraatsom. Het 1s nl. uitgesloten dat p meer complexe delers bezit.
Opgave 4, Bewijs dit.
3¢ bewljs: Evenals hierboven ziet men in dat er een u bestaat met

u2+4=vp. ZlJ m de kleinste positieve waarde van v waarvoor vp de som
van twee quadraten 1s. Dan heeft men mp~x2+y2 en mg¢p. Zij x'=x (mod m),

y'=y (mod m), zodanlg dat O<|x'|< 3m, O <1y | < 2m. Dan geldt
C%<x'2+y12<: m2 en xf2+y B £?+y2::0 (mod m), dus x'“+y' 2~mn2met
O<:n<:2m Stel nu dat n>0 was. Dan gold mgnp~(x )(x'2+y‘ )=zg+w2 net

Z=XX +yy"‘x2+y2::0 (mod m); w=xy'-x'y=xy-xy=0 (mod m), dus

np= ( ) +( )2 in strijd met de minimaliteitsdefinitie van m,
BiJgevolg is n=0, dus x'=y'=0 en ml|x, m|y. Derhalve m21x2+y2=mp, d.w.z.
njp en m=1. Q.e.d
Opmerking. Een bewljs, analoog aan dit derde, zal later worden gegeven
voor de stelling dat elk getal te schrijven is als de som van vier qua-
draten.

Met behulp van de stelling van Wilson kan men voor p=" (mod 4)
gemakkelijk de oplossingen geven van xg*-—ﬂ (mod 4). De getallen
x= +(%(p-1))! voldoen nl. Immers men heeft 1={p-1), 22-(p-2),...,k=~(p-k)
dus x=(3(p-1))!=1.2. ... 5(p-1)= (- )2(p 1)(p 1)(p-2)...5(p+1) =
(p=1)(p-2)...5(p+1) en wegens Wilson geldt dan inderdaad X2 E -1 (mod p).
Opgave 5., Ga na tot welk resultaat deze methode voert bij een priemge-
tal p=3 (mod 4). '
Om lets naders over het symbool van Legendre te vinden, leiden wij thans
af het ' '
Lemma van Gauss. Zijn p en g twee verschillende priemgetallen en p#2.
Reduceert men de 3(p-1) getallen 1.9,2.9,...,5(p-1).q tot hun absoluut
kleinste resten mod p, dan voldoet het aantal N dier negatieve kleinste
resten aan (%): (—)N.

Bewiljs: Zi] j,q;rimodp),waarbij r, de te beschouwen absoluut kleinste

1

rest is, De 3(p-1) getallen qul"' ]rl< -1) ] vormen dan een permuta-

tie der getallen 1,...,5(p-1), want p ry-Ty en pfryiry voor alle moge-

lijke paren J en k met j#k. Immers rytry = q(3+k is wegens 0<j, kd(p-1)

nilet deelbaar door p. Bijgevolg heeft men )r L (p- 1)] i(p- 1)), d.w.z.
2

(3(p-1))1 g2(p=T)

i

N
(") r‘,]-..f';é(p_,])=(‘é‘(p—’l))! (mOd p):
dus wegens het criterium van Euler:

(@) =¥ P = (1) (moa p),
en wegens p#2 ten slotte (%)=<—)N.

Dit lemma maakt het ons inderdaad mogelijk om voor bepaalde waar-
den van p en g het symbool van Legendre uit te rekenen., Wij geven als
voorbeeld het geval g=2

Z1J allereerst 3(p-1) even (=2s). De te beschouwen absoluut klein-

s$te resten zijn nu 1.2,2.2,,..,8.2; (s+1)2-p, (s+2)2-p,..,,25.2-p.
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Het aantal N is het aantal uitdrukkingen van de tweede groep en blijkt
na uittellen te zijn s= %(p—ﬂ). Is nu p=1 {mod 8), dan is s,dus N, even
en (%&: +1. Is p=5 (mod 8), dan is s,dus N, oneven en (%):-1.

Zij vervolgens 5(p-1) oneven (2s+1). Nu zijn de te beschouwen abso-
luut kleinste resten "

1.2,2.2,,..,8.2; (s+1)2-p, (s+2)2-p,...,(28+1)2-p

en het aantal N der uitdrukkingen van de tweede groep is nu s+1. Is
p=3 (mod 8), dan is s even, dus N oneven en (%):-1. Is echter px=T(mod 8),
dan is s oneven, dus N even en (§)=+1.
Samenvattende vindt men dat 2 quadraatrest 1s van de priemgetallen
p met p= +1 (mod 8) en nietrestis van die met p=+3 (mod 8).
Cpgave g: Bewljs op analoge wijze dat 3 guadraatrest is voor de priem-
getallen p met p= +1 (mod 12) en nietrest voor die met p=+5 (mod 12).
Opgave 7. Bereken het symbool (%) van Legendre voor q=—2::3,6 en -6,
Wij bewljzen thans een beroemd theorema dat ons een algorithme op-
levert voor de beﬁaling van (%) voor willekeurige ondeelbare p.
Reciprociteitsstelling van Legendre, Indien p en g oneven priemge-
tallen zijn heeft men (%)(%)=<_)%(D-1)-§(Q-1)
Bewijs: Wij gebruiken bij het bewijs het lemma van Gauss. Eerst beschou-
wen wij de getallen

hp:ah+qsh met O'<ahf<q- (h:ﬂ,...,%(p-ﬂ)).

Men heeft dan s, = [%% . Telt men deze 3(g-1) relaties op, dan vindt

men

(1) S =S ah+q}_:[%9],

h h h

waarblj alle sommen lopen over h van 1 tot en met 3(g-1). Nu komen er
onder de resten a, een aantal voor die gelegen zijn tussen g en q.
Schrijft men deze als ah=q+bh dan 1is bh een absoluut kleinste rest mod g
en het aantal optredende getallen bh is wegens het lemma van Gauss ge-
1lijk aan M=(%). De overgebleven getallen a, en de nu juist ingevoerde
lbhl =-b, vormen een permutatie der getallen 1,...,%(q-1), dus hun som
1s gelijk aan 3~ h, bijgevolg is de som der overgebleven getallen ay,
de getallen bh,hafgezien van een even bedrag, ook gelijk aan < n. Wi
vinden dan uit (1)

p hpz}% h o+ M.q + g Z[@] (mod 2),
h

n a

en

dus, omdat p-1 en g-1 even zijn,

> be (mod 2).

h a

M

Hy
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Evenzo vindt men dat het aantnl N der absoluut kleinste negatieve res-
ten mod p uit het systeem q,29,...,5(p-1)q voldoet aan

K P

N = 5:{"?)9] (mod 2),
Kk

waarbij k loopt van 1 tot en met 3(p-1).

WiJ vinden dan

(2) M+ N= z};[?] N g[%ﬂ] (mod 2)

Meetkundig is gemakkelijk de waarde van het rechterlid van (2) te vin-
den. Beschouw danrtoe in het x,y-viak de rechthoek R met hockpunten
(0,0), (0,5(a-1)), (3(p-1),0), (3(v-1), $(a-1)). Het aantal erin gele-
gen roosterpunten (dat zijn punten met gehcle co¥rdinaten) dat niet op
ten minste een der assen is gelegen 1s kennelijk gelijk aan ¥p-1).2(a-1).
Anderzijds verdele men de recchthoek R in twee gedeelten door de rechte
NE 3 X, Op deze rechte liggen binnen R geen roosterpunten.

Oggﬂve 8. Bewiljs dit.

De rechte verdeelt R in twee gedeelten, Eerst tellen wij het aan-
tal roosterpunten 1in het onderste deel en wel door dit kolomsgewl jze
te tellen, Dit nantal in de kolom x=k 1s Jjulst gelijk aan [—3] , zodnt
het onderste deel Julst 5: Lﬁq roosterpunten bezit. Het analoge re-
sultaat voor het boxensta‘deel leert ons dan dat het rechterlid van (2)
gelijk 1s aan het tot~le aantal 3(p-1).5(g-1) roosterpunten van R. D~
levert (2) ons

=

+ N= 3 (p-1).5(q-1) (mod 2),
Gus A1) B an)

Toepassingen, Als toepassing bepalen wilj de waarde van een aantal sym-
bolen van L@geadre Men rechtvaardige leder hier optredend gelijkteken,

~ I -

(39)=(31)= -(B)=-(12)= -(£)2(20)= -(Fp=(D=(B)- 1.
(33)= + (39)= (F)=(F)=(2)=(5)=(5)= 1.

Opmerking, Dat (ﬂﬂjz +1 en (§)= -1 18, volgt ook direct ult opgave O.

Wi

(39) = ($)37)= FDED=E) ()= (F)=(B)= 1.

Is pf2, dan is (ﬁ) (g) en als p=+ 1 (mod 5), dan vindt men voor
(E) kennelljk +1, immers ( )=1 en (wg3uﬂ omdat 5=1 (mod 4) is. Is ech-
ter p= #2 (mod 5), dan geldt bij p=2 het al gevonden vesultaat (
en bij ps-2 vindt men bv. (- Q}W( ){~%)w—ﬂ 1=-1, Dus ( )=+1 als p-+ﬂ
(mod 5) en (5)m*1 als px= +2 (mmd 5).
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Opgave 8. Leid het gevondene van de vorige opgave af met behulp van de
reciprociteltsstelling,
Opgave 9. Onderzock voor welke waarden van p het symbool (%?) gelijk is
aan +1 en wanneer het gelljk 1s aan -1,
N e
Opgave 10, Hetzelfde voor (=).
Pg elfde voor (p)
Het symbool van Legendre (%) is gedefinieerd (en na het voorafga n-
de 1in principe tc berekenen) voor willekeurige m en priemgetallen q.
set geeft ons tevens uitsluitsel of de congruentie ngzm (mod q) oplcs-
basr 18 of niet. In principe 18 hiermee ook het onderzoek der congruen-

tle xgggm (mod n) uit te voeren, mits men maar van n de priemontbinding

kent en mits men congruenties van het type xﬁésnx(mod qp) voor ondeel-
oare q ken oplossen. Hierop komen wij weldra terug. Toch zou men zich
kunnen afveagen of ook een symbool (%) voor willekeurige m en n in te
voeren is en of het van belang is om hlermee ultsluitsel te krijgen over
de oplosbaarheid van congruenties van het type x%zxn (mod n). Het eerstc
is gmschied; het tweede blijkt echter niet het geval te zijn.
Om allereerst het symbool (%&(vgn Jacobl)voor samengestelde n in
te voeren stellen wij bij n=q, 1...qs © bij definitie
@ -7 (@ %
=1 7
waarmee het symbool van Jacobl 1s teruggebracht tot dat van Legendre.
Men heeft nu

3o

stelling. (30) = (-1)2(=1) ; (2) < (oq)s(0™-1) (2 }n)

Bewljs: WiJ tonen de bewcringen san door volledige inductie naar het
aantal priemfactoren van n. Stel n=pn' en stel de relatles gelden reeds
voor n', Dan heeft men

en verdey

(B)=(2)(E, )=(-1)B (51 )0 E=1) (B (n®n)

E

want %(92—1)+‘%(n!2~1)~ %(ng—ﬂ)a - %(p2~1)(n‘2-1)550 (mod 4).
Stelling, Als 2}!’mn, dan geldt (%)(%)g(_q)%(m—ﬂ).ﬁ(n—ﬂ)

(

Bewljs: Wij geven een bewljs donr inductie naar de som der aantallen priem-
factoren'vanmen n, Is dle som 2 en zijn nenm elk priem dan geldt de relatie vol-

gens de gewone reciprociteitsstelling., 2ij de som M 2 en stel zonder de
algemeenheid te schaden n=pn' waarbij p priem is en de stelling voor n'
en m reeds bewezen verondersteld is., Dan heeft men
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BE = HEEE.

Cp grond van de inductienndLrstgllin& is het product van de eerste en
derde factor gelijk aan (-1)¢ 5(p-1)5(m-1) en om dezelfde reden 1s dat

’ e
van de tweede en vierde gelijk aan (-1 (n -1).3(m 1). Het product von

de gevonden uitdrukkingen is (- 1)&(m—' """ z(n- 1), want

$(p-1) 3 (m-1)+5(0"=1) B (m=1) =3 (pn-1) .5 (m-1)=-%(p-1)(n'=1) .3 (m-1)
=0 (mod 2).

5 21 2 -
Voorbeeld (.r) = (5%)=1. Echter is x“=5 (mod 21) onoplosbaar want
=5 (mod 3) un xCx - R
X u.5 (mod 3) en 5 (mod 7) ziJjn het beide. Inderdaad heeft men
(£1)=(3)(B)=m1.=1=1.

Wij besluiten deze paragraaf met de behandeling der quadratische
congruentie -
ax“ + bx + ¢ 20 (mod m).
Zoals reeds betoogd 1s mag men zonder de algemeenhelid te schaden het
onderzoek terugvoeren tot dat van

o]
ax® + bx + ¢=0 (mod p"),

waarblj p een priemgetal is,

Eerst beschouwen wij het geval r=1 en daarbij mogen wij onderstel-
len dat p ¥a, omdat men anders een reeds behandelde eerstegraadscongrucn-
tie verkrijgt. Dan 1s wegens het bestaan van 2™ (mod p) de congruentic
terug te voeren tot een van het type

X° +omx + n=0 (mod p).

Het geval p=2 1s gemakkelijk na te gaan. Men heeft dan trouwens
Sox (mod 2).

Qgé%ve 11. Voer dat uilt,.

Onderstellen wij p oneven dan bestaat o~ (mod p) en men vindt

L \2 2
(x +:m)° = Im? on=0D (mod p).
Is nu (')m +1 dan is de congruentie oplosbaar; is (g) =0 dan eveneens.
A% echter (—-m—ﬁ dan 1s de congruentie, dus zeker ook die met modulus
p voor r)"i, onoplosbaar,
Het onderzoek van de congruentie

£(x) = x° + mx + n=0 (mod p")

voor r»2 behoeft dus slechts te worden verricht als die voor r=1 oplos-
baar 1§i WiJj geven nu een procédé aan waarmee men de congruentie

mod pr"'1 kan oplogssen als dat mod pr reeds 1s geschied. De gezochte op-

leossing x moet dan mod pr zeker overeenstemmen met een der oplossingen,
zeg U, van de congruentie mod pr. Stel de oplossing xmu+vpr. Dan heeft
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men »
(3) £(x) = £{u) + vp' £'(u) + %vﬁp“r £'1(u),

dus wij hebben wegens Ek~2rw4 en p#2 te zorgen voor

£(u) + vp¥ £r(u)z0 (mod p=t),
d.w.z. XL%l +v £'(u)=0
D

(mod p).

Is pé'f‘(u) dan voldoet vz - () (mod p) en dus
= T
p f'(u)
(mod p men vergelljke hiermee het benaderingsprocédé
van Newton bij vergelijkingen. In het geval dat f'(u) 0 (mod p) heeft
men wegens (3)

Y
xgu” H I‘+1);

£(x)zf(u) (mod p"*")

en s8lechte als pr+1: iy

u) vindt men dan een oplossing (en wel x=u).

In het geval tenslotte dat voor de congruentie ax2+bx+c::0 (mod p")
geldt p a met .q<s‘<r losse men eerst op de congruentie bx+c-o (mod ps).
De oplossingen dér oorspronkeli jke congruentle moeten zeker mod p over-
eenstemmen met die der nicuwe, waarna daarult op de hierboven aangege-
ven wijze successievelijk oplossingen der oorspronkell jke congruentie
met modulus ps+1, ps+2’.‘.,pr kunnen worden gevonden

Ons resteert nog het onderzoek van de congruentie
2 r
axc + bx + ¢ =0 (mod 27),

hetwelk wij echter gnarne ann de lezer overlaten. Er worde hierblj no.
gewezen op het feit doat in het geval dat b even 1s een oplossing voor
de modulus 4 niet uit een voor de modulus 2 te vinden is, maar recht-
streeks moet worden bepaald. Dit geldt dus in het bijzonder voor de
congruentie xz—:-v a (moa 2F).

Opgave 12. Los op de congruentie
XX - 1z0 (mod 49).
Opgave 13. Eveneens
x(x=1)(x-2)(x=3)= 0 (mod 2400).

Opgave 14, Onderzoek voor welke priemgetallen p de congruentie

X2 - x =12 0 (mod p)

oplosbaar is.
Opgave 15. Bewljs dat voor alle gehele a de uitdrukking aq5—83 deelbaar
is door 32760.

Opgave 16, Bepaal het aantal nullen waarop het getal 19! eindigt en ook
welke twee cljfers san die nullen voorafgaan.
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§ 6 Primitieve wortels

De hierboven gevonden congruentie van Euler luldde

2 g(m>g‘1 (mod m) , mits (a,m) = 1.

Men kan deze desgewenst ook zo interpreteren, dat elk element x van het
zereduceerde restoysteem mod m voldoet aan x f(m) = 1 (mmd m). Natuurli jk
is het mogellik dat er een positieve exponent e is die kleiner 1s dan
¢(m) en waarvoor een getal a ook reeds voldoet aan a® £1 (mod m). De
kleinste positleve exponent ¢ waarvoor geldt a®z1 (mod m) zullen wi,
noemen de primitieve periode of de primitieve exponent (of DE periode

of de periode of DE exponent of de exponent) van a mod m, Wij geven dezc

wel aan met c¢_(m), soms kortweg met c(m) of zelfs met c.
o n._ _ .
Stelling. Als a =7 (mod m), dan geldt c’n.

Bewijs: Stel n=gc+r met gehele q en O %r ¢c. Dan geldt ai'g‘ﬂ (mod m),

c rg ac+r_ . n

dus a%® z1 (mod m), dus a a 1 (mod m), dus r=0, op grond van

de minimaliteitsdefinitie van ¢. Derhalve cin.

Opmerking. Omgekeerd als cin geldt uiteraard a =1 (mod m). De getallen
n, die aan deze congruentle voldoen veormen dus het hoofdideaal (c).

Gevolg, In het bijzonder geldt dus c| @ (m).

1r
Stelling, Als a2 (mod m) en a~ =21 (mod m), dan geldt voor g=(h,k) ook
a® 21 (mod m).

Bewl jsi Voor de GGD g van h en k geldt de schrijfwijze g=uh+vk, waarbi)
DEWLJSY g

u en v passend gekozen gehele getallen z1jn, Dan heeft men, in aanmer-
-1

king nemende dat (a,m)=1 ic en duz a  mod m bestaat,

a% - /rj‘»,y.i}“".‘}“ka(a)’l)U(ﬁ]k)"J 29 (mﬁd m).

Toepassing. Gevraagd zl] aP.1 te factoriszeren,

Ulteraard geldt auﬂlapwﬂ. Wij nemen aan dat de factorisatie van a-1 be-
kend 1is.
aP-1 p-1 ¢

Een priemfactor g van d= = @ +...+1 voldozt aan a* 21 (mod q).
Voldoet ze ook aan a $1 (mod q), dan heeft men 0 zd Eap*1+...+ﬂ 21+, .. +H1=
= p (mod g), dus g=p en pla-1. Om nu andere priemfactoren r van d te
vinden dan diegene die deelbaar zijn op a-1 merken wij op dat uit
aPz1 (mod r) volgt dat de exponent van a mod r een deler is van p, dus

gelljk aan 1 of p. Wegens ryfsmﬂ moet dle exponent dus p zijn. Ander-
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zijds geldt at " z1 (mod r), dus plr-1 en r 31 (mod p); zelfs wegens
2lr-1 ook r 21 (mod 2p) (mits p#2 i),

Voorbeeld. Ontbind 2"-1. Men onderzoeke alle priemgetallen die voldoen
aan p 1 (mod 22). Rceds p=23 voldoet en 21t1=23.89.

2 a
Opgave 1. Als q en p=23+1 beide priem zijn en (6)=1, dan geldt pl2”-1.
Toon verder aan dat dit slechts kan optreden als p = -1 (mod 24) is,

Opgave 2. Als a, b en n natuurlijke getallen zijn en p een priemdeler
1s van an~bn, maar niet van a"-t" met O <m <n, dan geldt p 1 (mod n).
Opgave 3. Ontblnd in factoren fq—ETE ook 520—320.
Pefinitie. Een getal 7 heet primitieve wortel mod m als zijn primitievc
exponent gelijk 1s aan @ (m).
- /o]

Voor een primitieve wortel mod m vormen de getallen 1=go,g,g“,...,

g‘*(m)“q kennell jk een gereduceerd restoysteem mod m,

Opgave 4. Bewijs dit.

Stelling. Als g een primitieve wortel mod m is, dan 1s de exponent c¢

van h=g” mod m gelijk aan I\M) | waarin d=(n, ¢(m)).

n m

Bewijs: Ult g ¢(m) 21 (mod m) velgt g é T 1 (mod m), dus
ngi
h 1 (mod m), dus ¢ ’fi%l .

C

Uit h® =21 (mod m) volgt £7° 21 (mod m). Omdat g een primitieve wor-
tel 1s mod m vindt men g (m)|nc, dus

jaml 3 ¢, dus iéfﬂ ‘V Bijgevolg ¢ = ié_"l). ,

Gevolg. Het getal h=g" 1ic een primitieve wortel mod m als maar (n, @(m))=1
is. Zodra dus voor een getal m het bestaan van één primitieve wortel 13
aangetoond, blijkt dat er precies (¢ (m)) primitieve wortels bestaan.

Thans gaan wilj onderzocken welke getallen m primitieve wortels be-
ziltten. Hiertoe tonen wlj aan dat m geen primitieve wortels bezlt als m
door 4 deelbaar is en #4 is, en ook als m tenminste twee verschillende
oneven priemfactoren bezit.

Immers in het eerste gevalstelle men m=2pn; n oneven, Is n=1, dus

r23 dan heeft men voor elke oneven a de relatie a® = 24 (mod 27).
Opgave 5., Bewljs deze relatle,
Wegens T2, % q(a”) is a dus geen primitieve wortel,

Is n#1, dan heeft men voor a met (a,m)=1 de relatie a%(n) =1 (mod n),
waarblj ¢(n) even 13' Dus in verband met agr— =1 (mod 27)(geldig voor
r22) vindt men azr' ?(“)'51 (mod m) en a is geen primitieve wortel
wegens 2772 ¢(n)= % ¢(m).
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In het tweede geval gelden voor m=p'n (n oneven en #1, niet deel-
baar door het priemgetal p) en 2 met (a,m)=1 de relaties apr-ﬂ(P°1) 1
(mod pF), ena ¥ ) 24 (mod n), waarblj @(n) weer een even natuurlijk
getal is, Dus a%Pr‘1(p'1)@(n) =1 (mod m) en a 1is wederom geen primitieve
wortel wegens %pr"ﬂ(p-ﬂ) @ (n)=t @(m).

De enige gevallen wairin m dus een primitieve wortel kdn bezitten
zijn m=2, m=4, mmpr en mzépr, waarblj p een oneven priemgetal 1s, Inder-
daad bezitten 7 en 4 resp, de primitieve wortels 1 en 3. Z1ij verder g
cen primitieve wortel mod pr, dan 1s datgene van de getallen g en pr+g,
dat oneven 1is, een primitieve wortel mod Epr.

Opgave 6. Bewljs dat.

Het 1s dus nog voldecnde om het bestaan van een primitieve wortcel
mod pr aan te tonen, Wij doen dat eerst voor het geval r=1.

Wij bewijzen eerst de stelling door nu iets meer aan te tonen, nl.:
Z1j d een deler van p-1, dan bezit de congruentie

x? =1 (mod p)

julst ¢ (d) oplossingen met perlode 4.

Bewljs: Voor d=1 1s de bewering triviaal. Z1) d »1 en de bewerlng julct
voor elke deler d' van d met d'<d. Het aantal oplossingen met periode
d is dan gelljk aan d- f%vg(d'), welke uitdrukking, zoals men gemakke -

d'#d
1lijk inziet (en zoals 1in de volgende paragraaf nog wordt aangetoond),
gelijk 1s aan f(d).

Opgave T. Bewljs de gebruikte relatie.

Het gewenste resultaat vindt men nu door d=p-1 te nemen.

Tenslotte tonen wij door inductie naar r aan dat m=pp cok primitic-
ve wortels bezit,

Hiertoe merken wij eerst op, dat p een primitieve wortel g bezit
die voldoet aan gp’1 ¥1 (mod pg). Immers p bezit zeker een primitieve
wortel f. Stel dat P~ =1 (mod pz), dan geldt volgens het binomium van
Newton voor g=f+p

-1 -1 _ .p-1 D=2 - -

gP e (£+p)P Tz¢P +(p-1)rP 2p =1+(p-1)£P 2p 31 (mod 2).
Thans laten wij (door inductie naar r) zien dat voor het nu gevonden ge-
tal g geldt

r-1 r-1

-1) - -1
g (P Vsz4 (noa %), ¢° (®) %1 (moa p™).
" p-1)
De eerste relatie ig triviaal. Verder volgt voor r 21 uit g® p- .$1
(

rﬁ
(moa pr+ﬁ) dat gP 9‘1)=1+vpr met p*’v. Dus alweer gebruik makende
van het binomium van Newton en van 2r+1 2 r+2



r , i .
g" (p-1), (1+vp )P 21+ vpr+q 31 (mod pttey.,

Hiermede 1s de hulpeigenaschap bewezen, Voor de exponent ¢ mod pv van
heeft men dan ﬂipr'ﬂ(pwﬁ), p-1lc (omdat 221 (mod p") voert tot ”

€z1 (mod p) en omdat 7z een primitieve wortel is mod p) enkcq’pr"a(prﬂ}
Bijgevolg is e=pt 4(pw1)m qf(pp) en g cen primitieve wortel mod pr.

Voor getallen van de gedaante m=2" bestaat er, als r 23 is, geen

primitieve wortel., Het 13 van belang op te merken dat er wel een getal
7 bestaat met sxponent 3 9Cn) = 2772,
Immers voor r=3 neme men het petal 5, Het getal 5 voldoet bovendlen aan
52’$ﬂ (mod 16). Evenals hierboven is nu door volledige inductie na=zr r
aan te tonen dat het getal “ ook voldoet asn

ot 2 r v r+
- PR . ' NETS
5 21 (mod 2°), 5 21 (mod 2 7).

Opgave 8. Ga dat na.

Daaruit volgt dan dat het getal 5 de gewenste elgenschap bezit.
Opgave 9. Bewljs dat.

Opgave 10, Als a =1 (mod 4) is, don bestaat bl gegeven r een exponent
nmet 5" =za (mod 27).

Wilj geven thans een toepacsing van de gevonden resultaten over het be-
staan van primitieve wortels,

Stelling. Als m een primitieve wortel bezit dan geldt

"ﬂ"n -1 (mod m);
m-.—

(n,m)=1

heeft m geen primitieve wortel dan is dat product =1 (mod m).

BewlJs: W1j weten dat in het cerste geval de te beschouwen getallen n

op m-vouden na van de gedaante gI zljn, wanarbl) g een primitieve wortel

is van m en r de waarden O,ﬂ,.,.f @ (n
product 1s mod m congruent met gé‘f(m
l

wortel 1s geldt g P(m) 1 (mnd m), g

1 doorloopt. Dus het gezochte
P (m) - 1). Omdat g een primitieve

)
(Y
KAM) 2 4 (mod m).

Opgave 11. Deze conclusie, normaliter geldig voor priemgetallen m, mag
hier worden getrokken op grond van de bijzondere gedaante van m als
getal dat primitieve wortels bezit., Bewiljs dit,

Omdat  «(m)-1 opeven 1o Eb@halve als m=2 1s, maar dat geval is ir-
relevant) heeft men gé g¢(m)( ¢ m)“q)i'«a (mod m).
, In het geval dat m geen primitieve wortels bezlt treedt als eerste
mogelljkheld op het geval dat m=2" is.

Dan geldt (verg.opgave 10)
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- 1 r i
2 3 9(27) | oz w(e) s
To= T 5@-sH)="4  (57)=
24n 8=0 S=0
N

AT PP J r

- (W>%‘f(3 ) gf?(a )(%‘?(2 )“1)u 1 (mod QP).
In de verdore gevallen heeft men voor elke oneven priemfactor p van

m, onderstellende mauv< met pA k, ki#1, k#2,

T ”(W ) P00 ) S (e o)

=l Nz
(n,m)=1 (n,p)=1

R ) - f‘r‘ /
en voor de eventuele priemfactor 2 van m, onderstellende m=2 Kk, Qk’k,

i’)t"

n
Tz ="
(n,m)=1 (n,“)zﬁ

i

Is r 23 dan 1s het lantste 1id = (+ ) (mod 27). Is r=2 dan is
k#1, dus het laatste 1id is dan = (-1) %<K)~1 (mod 2). Het gevondene
samenvattende vindt men ten slotte

=1 (mod m)

3 H“""S

(n,

als m geen primitieve wortels bezit,

Opmerking. Dat het beschouwde product slechts de waarde +1 of -1 kan
aannemen blijkt ook uit de volgende beschouwing (herinnerende aan dic
welke bij het bewljs van de stelling van Wilson werd gegeven).

Naast elke n 1s een n' te vinden met nn' g1 (mod m). Alle zo ver-
kregen paren mogen dus bi]J de berckening mod m van het product worden
vweggelaten, zodat dit product slechts gelijk blijkt te zljn aan het pro
duct van die getzllen n mct n9271(m0d m). Om hun product te vinden
merke men op dat bilj rg=:1 (mod m ) ook geldt (m»n)gzzﬂ (mod m), zodat
naast elke oplossing n ook een oplossing m-n optreedt. Omdat ngm-n is
(afgezien van het geval m=2; immers (m,n)=1) vindt men alle producten

lecht% ultstrekkende over de n met ne= 1 (mod m)

“ﬂ'n = tﬂ' n(m-n) = T n® = “%T (-1) = + 1 (mod m).

Nz sl ="



W1j geven een tweede tocpassing van het gevondene over primitieve
wortels, Op blz. 17 vroegen wij ons af of uit Qm”1AEﬂ (mod m) volgt
dat m priem 1s. Dat dit niet zo 1s blijkt bv. uit-de keuze m=341=11,31,

C - L ~10 , 10 -
Men heeft nl. 27021 (mod 31), 27021 (mod 11), dus 2 ° 1 (mod m),
dus 2™ =4 (mod m). Zelfs ziyn er oneindig veel samengestelde getallen
en die voldoen aan 2™ g1 (mod m). Is nl. eenmaal één zo'n getal m be-

kend (en wilj kennen er nu zo cen), dan heeft M=2"-1 ook deze elgenschnp.
Immers mi@m”ﬂnﬁ leidt tot

=1

S,
M= 2" |2° > -2

R B T

g

P.Poulet heeft een 1ijst gemaakt waarin alle samengestelde getallen m
van dit type die kleiner zin dan ﬁOS optreden *). Met behulp van deze
l1jst 18 een toets op primzlitelt voor elk getal <.108 gemakkell jk met
cenvoudlge vermenigvuldigapparaten ult te voeren,

Voor elk natuurlijk getal a bestaan er voorts onelndig veel samen-
gestelde getallen m met m‘ﬂm‘ﬂ~1.

Immers, z1j m een samengesteld gegal d%gl%%%raan voldoet en verdoer
aan (m,a-1)=1. Dan heeft men voor M= Qg%% de /relatles. Immers zij pla-1,
dan M=a" '4...43+1 21+, . +1+1=m(mocd p), dus pAM en (a-1,M)=1. Verder
heeft men

m m-" m
2 - A At a"-a M-1) (a-1
M= el A e 0 2 (M a1y

Gok bleek M}a™-1, Dus M]ﬁguﬂ met g=(m,(M-1)(a=-1))=(m,M-1),

M- .
Bijgevolg Mla "~ -1, ALs begin -m van de rij die hier wordt gecon-
aad ] ‘
strueerd neme men bv, ms - , ecen getal dat kennell jk samenggsteld
— 20 -2 2
is. Hiervoor geldt (m,a—ﬂf%%; wsnt 21ls pla-1, dan n=n Fo. ot

=14, ., +1+1=2a =2 (mod 7)), dus p%fm. Verderp

20 S 2
Ior e e e
\ A Dy H R ‘A} m 1
- i Lo i Ca ‘ e
R I a~ -1 -1 = @ -1,
5“1

waarmede de bewering 1s bewezen,

De vraag rljst nu of cr samengestélde getallen m bestaan, waarbilj
voor elke a met (a,m)=1 geldt =1 2 4 (mod m) (Carmichael getallen).
Deze zijn te vinden onder de Poulet getallen en in Poulet's tabel aan-

gegeven, Wij leiden hier enige elgenschappen van deze getallen af,

®) P,Poulet, Table des nombres composés verifiant le théoréme de Fermot
pour le module 2 jusqu'ad 100000000, Sphinx 8(1938), 42-52,
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Z1) m=p n, 2%pXnn, Kles nu voor 2 een primitieve wortel mod p. D2n
vindt men ult am”‘ =1 (mod p"), dat prmﬁ{g~?)!m~1, dus r=1 en p-1in-1.
Orgekeerd geldt voor elie priemfactor p van m de relatie p-1|m-1, dan
heeft men voor elke g met {a,m)=1 de betrekking 2P 29 (mod p), dus
Am=7 2y (mod p), dus a1 2y (mod m). De nodig en voldoende voorwaarde’
ant m ecn Carmichnel getal is is dus dot m gquadraatvrl] is en dat elke
oneven priemfartor p van rn voldeet nan pmﬂtmwﬁ. ‘

Tn, dan gold veoor elke (oneven)

priemfactor p van n dc rclatie p-1jm-1, maar p-1 10 egen en m-1 oneven.

Verder 1@ m oneven. Immers was ms=2

b

Het geval m=¢" is ook u%%g<vlotvﬁ want men heeft a° =1 (mod 2 Ty, dus
r . ,
22 =1 (mod 27), dus 22 =1 =1 (mod 2¥) zou dan leiden tot a =1 (mod 2F),

wat echter voor de toela:tbare kruze 2=3 nlet vervuld is.

Het geval m=pa 1s onmocelijk, want pmﬁ]mwﬂ en q-1m-1 leiden resp.
o pwﬁ}a~ﬂ en a-1|p-1. Elk Jarmichael getal is dus een quadraatvri
onuven product van tenminste drle factoren, Dat er zulke getallen be-

stuan blijkt ult het voorbecld m=5€1=3,11.17 (het kleinste Carmichael

Oprave 12, Controleer dit,

WiJ geven nog ecn enkele eigenschap van Carmichael getallen,waar-
rij men een typlsch getallentheoretische werkwiljze in de afleiding ont-
et .,

Laat M=pag m cen Carmichael getal zijn met p «q. Nodig 1is dan dat
de priemgetallen p en g voldoen aan pmﬂ’M—ﬁ, d.w.z. p»ﬁ\qmuﬂ en
q-11M-1, d.w.z. 9-1{pm-1. Er bestaan dus gehele u en v met pm-1=u(q-1),
gm-"=v{p-1). Kernelijk 1s ud1, v31 en u v, Wegens q 2 p+2 heelt men

. pm-1 m+"
u g p+} = M- Eg% 4m, dus uEm-1,

Ult de belde relaties volgt na oplossing

p-1 = W& ) 9-1 = §mm1}£m+v} '

Qv - uv-m©
Voorts is uv-m® 21 (als geheel en positief getal), Bijgevolg

p=-1 2 (m-1)(m+u) € (m-1)(2m-1)

(m~1)(QzQ«m+1}.

#Ar
AP

-1

e

pm-1) §

D1t leert ons, dst er slechts eindlg veel Carmichael getallen zijn,
saarvan alle priemfactoren, afgezien van de grootste twee gegeven zijn.

Voorbeeld. m=3, dus p 1%, d.w.z. p=5,7 of 11. Wegens p-1}am-1 is
p-1,m)=(p-1,3)=1, dus p#7. Het geval p=5 leldt tot g-1|14, wat uitge-
sloten 1s, Tenslotte voert p=11 tot q-1|32 met als enige mogell jkheid
g=17. Inderdaad blijkt 3.1..17=561 een Carmichael getal te zijn (en

=elfs het kleinste).

"
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§'?. Rekenkundige functies en reeksen van Dirichlet,

In deze parégrﬁaf onderzoeken wij bepaslde eigenschappen van re-
kenkundige functies, dat zijn functies f(n) die voor alle natuurlijke
n gedefinieerd zijn,

Definitie. Een rekenkundige functie f(n) heet multiplicatief als
f(ab) = £(a) f{b) indien (a,b)=1,

Een multiplicatieve rekenkundige functle 1s bepaald voor alle na-
tuurlijke getallen zodra z1) het is voor de machten der priemgetallen,

Stelling. Als f(n) en 2(n) multiplicatief zijn, is de functile

h(n) = ; £(a)e()
din
het ook,

Bewijs. Als (nﬂ,ng)mﬁ heeft men

hlngn) = S t(1) s(hB) = 2 1o r(a)0(ep)e(ghe(zR)

dlnqng

dqlny

waarbl] gebruik gemaakt 18 van het feit dat elke deler d van n,n, on-
dubbelzinnig te schrijven is in de gedaante d= dng met dqlnq, d
dus (dq,da)uﬁ.

Van deze stelling zijn vele toepassingen te geven, Blj een aantal
ervan zullen wil} g(n)w1 nemen, Daar deze functie kennelijk multiplica-
tief is heeft men: Is f(n) multiplicatief, dan is F( E:. f(d) het
ook,

ol Dy,

Als voorbeeld zien wij door f(n) = n te nemen dat O (n)= Z— f£(d)
E:: d, d.w.,z., de som der delers van n, een multiplicatieve din
fuﬂc@ie is. Hiermede is Cf(n) gema kkelijk te bepalen, Immers nnpp heeft

, g’(pTy. RE=1
als delers de geta%}qn 1,0, p . ,0, d?s (pr)m 5o en bijgevolg
1s 07(n) ij; — waarbiJ n=p, 1...p8 ® de kanonieke ontbin-
ding van n zlj. \1§€Z@n hierover verder niets wordt gezegd zal steeds
worden ondersteld dat dit de kanonieke ontbinding is van n).

Opgave 1. Bewljs dat G;(n), de som der a® machten der delers van n
een multiplicatleve functie is en bepaal deze functie voor willekeurige
Ne

In het geval dat men f(n)=1 neemt vindt men voor
P(n)= z:'f (d)= &- 1 het aantal delers van n, veelal aangegeven door
din din

~d(n). D&ze functie is dus ook multiplicatief. Verder geldt d(p")=r+1,
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dus d(n) wéii!(qr+ﬂ).

Opgave 2. Bewljs deze formules,
Opgave 3. Bepaal d(n) ook als 1im ﬁrg(n).
a0
Een zeer belangrijke multiplicatieve functic 18 de functie ‘/Q(n) van
M8bius, gedefinicerd als volgt: _&(1) = 1;
qu(n) = 0, als n niet guadraatvrij is;
/a(n)w(-)v als n een product is van r
verschillende priemfactoren,

Opgave 4. Bewljs dat /ZL(”) multiplicatief is,

Voor de functie ,gq(n) geldt de belangrijke eigenschap Ezlxl(d)m
- 1 als n=1; dln
0 als n#1,
Bewijs: Omdatﬂ(n) multiplicatief is, 1s M{(n)= Z:/q(d) het ook,
din
Men heeft M(1) = £((1) = 1 en verder M(p" )= $_ 4 (d)=L(1)+4(p)=
=1-1=0. Bijgevolg M(1)=1, M(n)=0 als nf1. d|p*
Het is ons nu mogelijk om niet alleen F(n)= £_ f(d) ult te drukken

in £(d) maar omgekeerd ook f(n) in F(d). Ditd’ngeschiedﬁ met behulp

van de
Omkeerformule van Mobius. Als F(n) = z;' f(d), dan geldt
din

; n
f(n) = g% Fa) A (F) -

Bewijs: Men heeft % PlO)AG) = & Z= r(ar ) (d) =
Pewljs - ,

{

din d'id
= Z : ! LI T £ t z:_ 1 .
o a"zg, £(a)q(a") (gn (a+) d"’%’,a(d )

De laatste som is op grond van het voorafgaande O of 1 en wel slechts
één als gT = 1, dus het laatste 1id 1is gelijk aan f(n). Q.e.d.
a

Opgave 5. Bewljs %,«(d)o’a(g) = n",

Het 1s duidelijk dat bij F(n) = I’T' £(a) en £(n) = 2_ F(d)4(F) men
door nogmaals toepassen van de " omkeerformule VQL” MBbius weer
F(n) moet terugvinden, d.w.z. dat

. d
P(n) = S= 4(3-) 2= rla)u(-)

"a" °
dqin 1 dldq

Opgave 6. Bewljs deze formule rechtstreeks,
Ult vroegere beschouwingen kennen wij de functie ¢ (n) van Euler,
n
gedefinieerd door W(n)= £_ 1. Wij vonden toen reeds dat deze func-

ue

(n,1)=1
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tie multiplicatief is, Thans tonen wilj aan dat w(n)u n I;: ,4Eé§l .
r r din
Een eerste bewljs gaat direct, Blj n=p, 1...98 8 vindt men dat het

rechterlid der te bewljzen formule een som is van ultdrukkingen van
de gedaante

psﬂt'fpsj en dus gelijk 1s aan C;EE (1= é%), waarmee de formule
bewezen is. Omdat _(n) multiplicatief is, 18 (n)= z::/ajd) g het
ook, waarmee de multiplicativiteit van ¢ (n) is teruggegggden. Omge -
keerd is een tweede bewijs van onze formule gemakkelijk met behulp van
die multiplicativiteit te verkrijgen., Immers men hceft de formule
slechts voor n=p’ te verifieren,

Opgave 7. Voer dit uict,

Beschouwen we de gevonden formule als het resultaat van toepassen
van de omkeerformule van M8biug, dan vindt men dat als uiltgangsformule
gegolden heeft

n = X: \p(d);
din
een formule die wij recds op blz, 34 hebben gebruikt en toen direct
bewezen,

it

Opgave 8. Bewlijs Y’:A (d) log d
din

0.

Opgave 9. Als hct getal n ten minste t verschillende priemfactoren
bevat bewljze men
E:: /j{(ﬁ) logtd = 0,
dln
Er is cen nauwe samenhang tugsen de hier ontwikkelde theorie en
de theorie der rceksen van Dirichlet welke in zekere zin kunnen worden

beschouwd als voortbrengende functies van multiplicatieve reckenkundige
functies,

oo
Een reeks van Dirichlet is cen recks van het type E ann°z.
o0 n="
Evenals men een machtreeks | __ anzn kan opvatten als voortbrengende
functie van een getallenri) n=0 CHPLPYRE kan men .de hiergenoemde

reeks van Dirichlet ook wel opvatten als voortbrengende functie (maar
| dan dus in iets anderc zin) van de rij CPPLPPR

WiJ geven cerst een paar convergentilecelgenschappen van reeksen
van Dirichlet., Als zo'n rceks absoluut convergeert voor gekere z, con-
vergeert ze ook voor alle z met Re z > Re z_. Immers

0
T e B ey

an” . & In|n .
N=1 n . nN=4 ‘o
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geert ze voozxglle z met Re 2z 3 Re Ze Immers 21§

- . Ne=
geert, Stel §— an ©=£, . Dan heeft men 1im & (=0,
N=N Nwp 0O
men voor Re z » Re z

ann conver-

Er geldt cchter meer: Als de reeks convergeert voor§ekere g conver-
Verder heeft

-

39 -7 zZ -2 K

k 2
k -7 o} e} o]
b aERIED sl X I DD w{ Y Ayl
N n=h

n=h

Z =2 zZ -z

Z_ -2 Z -2
(5 T o e gy

Wegens Re z » Rz worden LI voldounde grote h ¢n willekcurige k met

k»h de laatste twee termen willekeurlg klein, terwijl de som wegens
z2,-2 2,-Z X =x=1
(n-1) -n =0(n ) «n wegens Re(z+1-z ) 3 1 dan evencens wil-

lckeurig klein wordf, Op grend van het criterium van Cauchy vindt men
hieruit de gewenste convergentic,

De laatste c¢lgenschap geeft na gebruikelijke overwegingen het be-
s8taan van een convergentie abgeis, d.i. cen reiel getal A met de ei-
genschap dat dc recks convirgeort voor Re z » &, divergeert voor
Re z <<x, terwijl het cedrag voor Re z = O In cerste Instantice onbe-
slist 1is,

Reeds bilj het bovenstoande zlot men dat zich bij het convergentic
onderzoeck van de reeks van Dirichletrecks D(z) = ann"z analoge ver-
schijnselen voordoen 21ls bilj dat van de zgn., fncu?fgitcnrucksen

n <0 !
— nnéz) : fxgin) on B(z) =2 AN .

n=0 [ (z+n+1)

(verg. blz. DE 49 c¢.v.). Wij bewijzen thons dat de dric reeksen
A(z), B(z) ¢n D(z) dezelfde convergenticabscis bezitten, Van de reek-
sen A(z) en B(z) is dit rceds bekend, zedat wij hicr ons b.v, kunnen
beperken tot het vergelijken van de recksen B(z) en D(z).

Onderstel allcrecerst dat D(z) convergent is, d.w.z. 1im EN=O,

oo -z N - GO
waarbij EN" [:i a n"". Dan heeft men

Nzx
M

n! '(z) .S (g - n! n” [(z)
o [ (z+n+1) ::ﬁ( n”€n-1) M(z+n+1)

M=

e

M
g ol n® M(z) S (oe):(ne)?(z) ,
n I (z+n+1) n=N } (z+n+2)

i
M
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Ny NZ [(z) pe )t ue)? [(z)

-£
N-1 " I(zen41) M [ (z+M+2)
irﬁ_'
= p. =1 +
el n N M+1

PMe Zr 7 P+ 2
met ry .= & <M,’E_g<§“§ (2) - &, (L2 [(2)(1+0()

—p O 218 N QO en MHN,

«P 0 alg Neep QO en verder met

2 (n+1) (14 1) -
p, = £, 4AZo 0t (g D) =g, T(2)(1+ )72

R +n+’3) Z4+n 4+

A2 (1 -0 ()

== £ [z )%ﬂ;'ll 1+ 04 =))s dtlf‘w%;%q((gals N, dus
=

M2 N, voldoende groot wordt gekozen, Hicrbij is gebruik gemaakt van de
. . s o on . e . Z+C e 1
bekende agymptotische formule (‘\7;;"31. blz. DE 51) rf’ > = 2 (14” O(m—)).
Bijgevolg leldt convergentie van D(z) tot die van B(z). Op gehcel ana-

loge wijze, evencens door gebrulk te maken van partiéle sommatie +, is

dus met r'!\

af te lelden dat convergentic van B(z) voert tot convergentic van D(z).

Oggav& 10, Voer dat uit.

Bljgevolg geldt voor de convergentiecabscis van de reeks van Di-
richlet dezelfde formule nls die van de faculteitenrecks. De formule
daarover is in de cursus Differcntierekening afgeleid (en zou trouwens
op geheel analoge wijze rcchistreeks voor de Dirichletrceksen zijn af
te leiden) en luidt (vgl blz, FE 52 e¢.v.) A= als A > 0en A n/}
als A £ O, waarbij N

o | ool

A= 1im 3
Nt OO log N
o0

log J b an]
bt NN

ﬁm 1im
N = OO log N

‘8

Voorbeeld. Voor de \g -functie } n"% heeft men (omdat men hier ken-
n="1
nelijk in het eerste geval, nl, ) =0, verkeert) ﬂm(xm
N
log & 1

Tan n=11

w lim = 7,
log N
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Opgave 11. Bepaal de convergenticobscls van dc¢ recksen

<0
E log n. n~% en 2:: (-1)" n~%
n=" n="1

bepaal van de loatste reeks ook de nbscis van absolute convergentlce.

WiJ beschouw.n thans do Dirichlitroeksen nader van goetallentheo-
retisch standpunt., In d. punten z wanp ze worden genomen onderstellen
we, als nict hot tegendiel wordt meegedeeld, convergent,

[2,9] . o0 -
Als f(z) =3 ~.n"" un o(z) = ¥ pn’ %, dan geldt
Ne=" n=41
oo (,9]
0 oo a i
f(Z)g(Z) = : a1 T Z Z anN/nN_z = Z CNN Z,
n="1 m=" N=1 niIN / N=1

waarbiy ¢ 'I:: A by, . Uign o ooen boomulniplicaticve functices, dan
NT PYFE N'n r n
blijkt dat dus ock h.ot geval Lo zign met Jde codffici¥nten van de pro-

ductreceks van de recksen, wolke door 7, Pest. bn worden voortgebracht,
Om nadere tocprssingen toe kunnen geven voeren wij in de rceks

O
;(z) =Y 077 ( g—functiu van Ri-maon),
n="

waarvan allc cotfficiint.n ﬂn—ﬂ ziin un welke kennelijk de convergen-
tieabscis 1 bezit,

Opgave 12. B.wljs dit,
Als a, hu een multiplicaticve functice is, dan is dat ook het ge-

val met A_ = 2 A
n
dl n
welke voldoct aan F(z) =\$(z)f(z), winrbi) £(z)= 2. A

q v deze ceeallen brengen cen functic F(z) voort,

Een een-

n
voudige toecpassing is hoet geval f(z)= ;(z), dus F(z):‘s (z). Men vindt

n="
Opgave 13. Bewljs dit
Verder heeft men
e
‘;(Z)‘g(%ﬂ) =2 07" L mm™? = 3T N7
n="1 m= N=1
mQtCzZ: m= J(N), dus

mIN o'®) o
= -‘Z.
§<ﬁ! § z-1) %E; (n)n

Opgave 14, Bewijs 0
Y (2) 3(z-2) = L 0 (n) n"".

N=
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Thans bepalen wij op twee monieren de "Dirichletontwikkeling van
1

3 (2)

., BiJj de cerste manior merken wiy op dat

Q0
(1-27%) % () =3 0%,
N

verder dnat .
<o
(1-27°)(1-377) 3(2) =) n“
(n,b)=1
enz., dus als p het m” pricmegetnl voorstelt
(1-27%)(1-37%) .. (1-07%) g (2) = 3
M=

(Yé,e’-jo ."‘p)m'}

waarbij de reeks in hot rochterlid te majoreren 18 door

2 : J. : u' ¥ -1) 1%
1 + n ot vwhodu = 1+ T =1 + ,
n=p -1 "% lp-1 *

en dus voor m .-y o0 de limict 1 bezlt, Bijgoevolg heeft men

waarbij bedoeld is dat p de rijy von 2alle prilemmetallen doorloopt.

oRRU

Ontwikkﬁlt men dit product verdor dan vindt men de Dirichletroeks

Z c,p T, waarbi] ¢,=1, ¢, =0 ls n nlct gquadraatvrijy is on cns(~)“
i
N="

als n een product is von s verschillonde priemfactoren. Bijgevolg 18

¢pyu(n)

/] £
¥(2)
SO
Tocpassing. Als f(z) = z ﬂnn'z en A = ) aqs dan vonden wij
O .'”Y’\::’] (“ﬂ
P(z) = f(z)g(z) =3 A,n 7. Anderzijds geldt f(z)= Z F(z), dus de
N ] (z)
Dirichlet co¥fficilnten (n) van i a_=

voldoen aan ) A</Q(§),
§ 2 " dIn d
waarmee de omkeerformule van MBbhius 1s teruggevonden,

Het tweede bewljs van de formule voor w~%~3 volgt julst ult de om-
z
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L , dus als men

keerformule van M8bius. Mun heeft nl, 1 = z (z)
de Dirichlet-colf{fici¥nten van

? voorloplg béz ‘ noemt, heeft men
(z)

E:: m = ¢_ met e,=1 en ¢ =0, als né€1, Kennelljk is de
n 1 n
din
functie e, multiplicnticf,

Opgave 15, Bewljs dit,

Bijgevolg geldt b X:l,u = A((n), warrmee de formule voor
/j‘ I8!

L opnlcuw 1s gevonden,

¥ (2)

Om na te gaan welke functic wordt voorgestecld door f(z) =

Z::tp(n) "% merken wij op dat wegens P W(d)=n gcldt

Ne= | din

- (1-p~%) na logarithmisch differenti-

eren O a0
=7
-3 (z - ~§_m%%§m£.x S 2 ™1 = S cnn'z
z(z) P 1-p p m=1 N=1

met ¢ =0 als n ten minste twee verschillende priemgetallen bezit;

4]

r
c_ = log p, 213 n=p

Men noemt d»zc functle woel (n). Andcrzijds heeft men
t.}

oQ
K’(Z)w - Zj: log n. n"% ¢n we oens E:;/{ ‘ dat

E(z) n="1

- E;: log ¢ /A((“ ), dus ook A(n) = 7** (d) Ten slotte
din

levert de formule VOOr — no differentintic ~w?£~l E::¢Q( log n.n”%
o0 3(1‘30

dus ’;'(z) = z:: d{m).m Et:/q n) log n.n"%,

M= Tizz ]

waarult volgt log n = - 2_ 4(m) log m, d(g).
min '

Tenslotte basvhouweg~wij nmﬁ dc reeksen van Lambert, dat zijn

reeksen van de gedaante o £ %mmn ., Dergelljke reeksen zijn natuur-

=
1ijk naar machten van 2z te ontwikkelen., Men vindt dan
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F,oo22 e,
3 = a_z =) Az,
n=1 © 1-2" net ket 7 m=1 o
met A }: 8. Hier ontmoeten wij dezelfde samenhang als hierboven
njm cO
tussen de co¥ffici¥nten van f£(z) =5 a, n"% en £ z)‘;‘(z
N=

Wij vinden door bv, alle a =1 te nemen de relatie

oy o0
= LT s
s 1=z T
Q nkzn
Opgave 16. Ontwikkel de functie — naar machten vén z,
oo nN=71 1-2
n
Opgave 17, Sommeer de reeks S __‘_ﬁ_(_n_%_ .
N=1 1wz

,?8. Splitsing in quadraten.

Reeds eerder vonden wij dat leder ondeelbaar viervoud + 1 te schrij-
ven 18 als de som van twee quadraten, WiJj willen thans eens onderzoeken
op hoeveel manieren het mogelljk is om een willekeurig natuurlijk getal
n te schrijven als som van twee quadraten en bovendien ult het resultaat
een Interessante forﬁule afleiden,

WiJ beginnen met de

Stelling. Z1J x een irrationaal getal en n een vast gegeven getal Dan
bestaat er een onvereenvoudlgbare breuk -5 met a {b«n en |x- 5'} (

ewijs. Beschouw de n getallen WX = ay, + z%f , waarblj O ( 15:’, <1, dus
- [V x] (W=1,...,n). De n twee aan twee verschillende getallen
#:?,‘..,29‘ zijn allen >0 en « 1, dus er moeten er twee zijn, la-

ten wij zeggen 0" en 19‘, met O <L9‘ 2”(

Opgave 1. Bewijs dat :}*h;tz%’{ als h#k.
Derhalve (i-J)x = & ?2' met O (19’41 en

178y

a,-a
1 + 29( - % +r o,
1-3 n(1-J)

waarbij a=( jé)b/(i -3), b= Ji-3] /g, g=(a 1~ 11-31). Dus

,-,,—ﬂl%— <ap en 0«b & [1-J1 < n.

De hier afgeleide stelling geeft ong een (in zekere zin niet con-
Btmctiwe)metﬁoﬂe van approximatie van irrationale getallen x door

rationale % . Ook voor approximatie van rationale getallen x = 'r% (met
(mm)w"i) is een dergelijke stelling af te leiden, Deze luildt als volgt.

K =

f,mllin « 280 X = E met (t,m)=1 en neen vast gegevwn getal met Oncna‘.’.m.
Dan bestaat er een cmvweemvmmgbaw breuk £ met 0<b<n enfx - M"‘S .
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wijs. Analoog aan de voorafgaande stelling beschouwen wij nu de n+1
gatanm uxxa”u? , waarbly 0 < &, <1, dus ay = [Vx] (V=0,1,...,0).
Geen twee gwtailm 7; en ‘2,9’ met hek zijn g:«:lijk, immers anders had
men (h«-k) == o8 -a, duza het linkerlid was geheel, Wegens (t,m)=1
had men mlh k; echter O <lh-k| £ ngm, hetgeen een contradictie op-
levert., De n+1 getallen %,.. 79‘ zijn dus twee san twee ongelljk en
allen ) 0 en ¢ 1, zodat er zeker twee ziljn, laten wilj zeggen z9’ en

ﬁmetﬁ(’ﬁ’ ?ﬁ’(».@ang 1dt
(ij)xma-—a +32' met@«(‘ﬁ'»ﬂ,

waaruit evenals hilerboven voor x de gewenste benadering %—wordt: gevon-
den,

Van dit lsatste resultaat geven wij thans een zeer belangriljke toe-
passing. W1Jj nemen nl, voor m cen deler van het getal 1:24—'! (dus zeker
(m,t)=1) en n= [V‘m] +1, dus zeker ngm,

Gggave 2, (Ga dat na,
t

Er bestaat dan dus een getal %mat (a,b)=1 en ;m 8] < ""E:' d.w.z n..
getal c= |bt-am] voldo«.t aan c< ¢ M¢Vm. Nu heeft men b<n < [\/;n) +1,
dus b & [Vm] en v24c®¢om, Vorder 1s b24c2m b24b2t2ab2(14t2) (mod m),
dus mlbgmg, derhalve b4c=m. Wij vinden dus:

Als m)t +1 dan bestaan er natuurlijke getallen b en ¢ met b2+02.~=m,
c=bt (mod m). Er bestaat trouwens maar één zo'n stel getallen. Was nl.

B en C nog zo'n stel dan had men

m? = (b%+c?)(B2+c?) = (bB+cC)? + (bC-cB)Z,

Nu s BCEDBCZBe (mod m), dus n°| (bc-cB)®. Wegens (bB+eC)®y 1 geldt
dan (bC-uB) =0, dus bC=:B. Uit b° +02m32+b2 vindt men tenslotte b=B,c=C.
Omgekeerd, als b c¢n ¢ gegeven zijn bestaat er precies één stel natuur-

lijke getallen m ¢n t met m=b °4e? ¢n czEbt (mod m).
ave 3, Bewljs dit.

Er 1s dus een ceneenduldige toevoeging tussen de paren b,c
met (b,c)=1 en m,t met hct verband m~b2+c‘?, c=bt (mod m), d.w.z. er
is een eeneenduldige toevoeging tussen de oplossingen b,c van mmb2+c
met (b,c)=1 en de getallen t tussen O en m met c Ebt (mod m), d.w.z.
1:2$ -1 (mod m), Nu is dit aantal getallcn t gemakkelijk te bepalen en
daarmee dus ook hcot aantal splitsingen van mmb2+02.

Het aantal oplossingen A(m) van te -1 (mod m) 1s een multiplica-
tieve functie van m (verg. blz, 20). Men heeft A(2)=1, A(2¥)=0 als r)2,
Verder a(;z*‘)ma als p=1 (mod 4) (verg.blz. 25 en 30, 31). Tenslotte
&{qr}»ﬂ als g3 (mod 4) (verg.blz., 25).

2



Opgave 4. Bcwijs de formule voor A(Qr).

r
Dus als m=2" 17* pv 4 “TT' qK , heeft men
K =1

~1 (mod %) q =3(mod 4)
u»— K-

A(m) = 0 als r > 2;
A(m) = 0 als r=0 of 1 en nlet alle s
A(m) = 2" als r=0 of 1 en alle s, = 0.

uo;

Bijgevolg 1s het aantal oplossingen van mzb2+ce, waarbij (b,c) ook # 1
mag zijn, gelijk aan

B(m) = 133 A(Ss) = 3T or(a) A(R)
d lA d d|m

waarbij f(d) gedefinieerd is door

£(d) = 0 als d geen quadraat 1s;
= 1 als d een quadraat is,

De functie f(d) is multiplicatief.

Opgave 5. Bewl]js dat.

Op grond van de stelling van blz, 39 is dan ook B(m) multiplica-
tief. WiJj kunnen dan B(m) gemakkelijk bepalen.

B(27) = A(27) + A(27"2)+...+A(%) + A(1) = 1 als r even is;
B(2) = a(e") + A(ZP‘2)+...+A(8) + A(2) = 1 als r oneven 1is,

Dus steeds geldt B(27)= 1,
Verder heeft men voor p=1 (mod &)

B(p") = B(p") + B(p""2)+...+B(p>)+B(1)=242+. .+2+1=r+1
als r even 1is;

B(pT) = B(p") + B(p %) +...+B(p° ) +B(p)=2+2+. .. +2+2=1+1
als r oneven 1s.

Dus steeds geldt B(p")=r+1.

Voor q = 3 (mod 4) ziet men dircct in dat B(q") slechts ¥ O is
als r even is en dan vindt men

B(a") = B(1) = 1
WiJ kunnen het resultaat nog lets anders schrijven door in te voeren
de functie X (m) welke multiplicatief is en voldoet aan
X (m)=0 als 2|m; X(m)=-1 als m=-1 (mod 4), X (m)=1 als m=1 (mod 4).

Dan is B(m)= b X(d). Deze formule behoeft slechts te worden geveri-
‘fiaard (beided leden zijn multiplicatieve functies) voor m=2", m=p®,
ﬂmmq » waarbij p=+1 (mod 4), = -1 (mod 4) is. En men heeft inderdaad
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M

r r
X:: X (2°%) = -1 f_‘_}((p Y= § 1 = vl atox (@%)=1-1+1-1+...

= ‘4 als r even 1is
=« O als r oneven 1s,

De in het begin van deze paragraaf beloofde relatlie die uit het hler
gevonden resultsat volgt, kan nu worden afgeleid.
Beschouw de gelijkheid o0
(1+2x+2xu+2x9+...)2 =1+ 43 B(m)x™.
M=
Opgave 6. Bewljs deze betrekking.

Deze betrekking toont ons dus en passant ook welke functle van de
getallen B(m) de voortbrengende functie is. Men heeft verder (verg. de
theorie der Lamburtreeksen, blz. 47),

= B(m)x" mz: Zx

M= m=1 dim

O oo o0
=TT X(d) I X - T X(d

o o | =] Q=1 1-X

dus

(1+2x+2xh+2x9+...)2 = 1t (e - 2 4 x_ X

+‘.I).
1-x 1-x'

Met behulp van de theorile der z5b—functies is het mogelijk deze formule
rechtstreeks te bewijzen en zo dus opnieuw de formule voor B(m) te vin-
den, Ook met behulp van die theorie 1s het mogelljk om een formule af te

leiden voor (1+2x+2x4+2x9

+...)l+ en daarult het aantal manieren C(m) te
bepalen waarop een natuurlijk getal m te schrijven is als som van 4 qua-
draten, Daarbij blijkt het dan dat C(m) > 1 voor alle m, d.w.z. dat elk

natuurlijk getal als som van vier quadraten is te schrijven,

Opmerking. Dat niet elk natuurlijk getal te schrijven 1s als som van
drie quadraten blijkt uit de volgende opgave.

Opgave 7. Als m=4%n, waarbij n g7 (mod 8), dan is m nilet te schrijven
als som van drie quadraten,

Wij volstaan hier met het bewljs van de stelling dat elk natuurlijk
getal te schrijven is als som van vier quadraten en laten de bepaling
van het aantal manieren waarop dit kan, achterwege.

Vooraf een paar hulpeigenschappen, Als p een oneven priemgetal 1s
en x en y elk de waarden 0,1,...,4 (p-1) doorlopen, dan zijn er onder
1&& p+1 getallen x2 en —ﬂnyg twee die modulo p overeenstemmen, Inderdaad
kennelijk zijn de %(p+1) getallen X2 onderling incongruent en evenzo de
#(p+1) getallen ~1«y2g Daar er slechts p verschillende restklassen mod p
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zijn moeten er een x en y zijn met x ~1~y2 (mod p), dus ook met

12+y2+ﬁ 0 (mod p)
Verder vermelden wij een identiteit die reeds door Euler 18 gege-

ven, Degze luidt

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(1) (x1 X, 4% %4y )(y1 #9773 Yy ) = 2,54z, +23542,°

waarbl]
2 {21 = x1y4+x2y2+x3y3+xuyn 3 2y = x1y2-x2y1+x3yu-x4y3 ;
2

23 = x1y3~13y1+xeya—xuy2 H Zu = x,‘yu-xuy,‘%-xexa-xaye .

Het bewijs 1s te geven door ultcijferen of met behulp van de theorle
der quaternionen.

Opgeve 8. Bewijs de identiteit.

Om nu de stelling over de splitsing in vier quadraten te geven, is het
wegens (1) voldoende haar voor de splitsing van een priemgetal af te
leiden. Z1iJ p een oneven priemgetal. Wegens de eerste hulpelgenschap
bestaan er dan natuurlijke getallen x en y met plx +y2+1 Er bestaat
dus een veelvoud hp van p dat de som 1s van vier (zelfs van drie!) qua-
draten, Daar men mag onderstellen dat 0 «x, yé%(p—’\) geldt zelfs
h<4p. Laat thans mp het kleinste positieve veelvoud van p zijn dat de
som is van vier quadraten. Dan hecft men mpax12+x22+x32+xu2 en verder
zeker m< 3p. Kics nu de getallen y; zo dat y,® x, (mod m) en (yi;éﬁm
(1=1,2,3,4). Dan geldt y12+y22+y32+yu2§-x12+x22+x32+x4215() (mod m),
dus y42+y22+y32+y42=mn Op grond van de grootte der getallen vy heeft
- men O(n(m W1j onderscheiden thans de drie gevallen n=m, O<n<«<m, n=0,
In het eerste geval is het wegens y12+y22+y32+y42am2 en |yl &$m
direct duidelijk dat y1~y2=y3=y4=%m, dus m is even en mpax12+x2 +x32+x42
ook, Er 1s dan een Xy (3=2,3,4%) met XX (mod 2) en de overige twee
x' en hebben dan ook dezelfde pariteit, Zonder de algemeenheid te

schaden mogen wij aannemen dat j=2 1s, Dan heeft men
dmp= (3 (x0-x)))% + (00ex))% ¢ (B(xgoxy))® + (R (xg9xy )2

in strijd mct de minimaliteitsdefinitie van m. Dit geval treedt dus
niet op.

In het tweede geval heeft men O{n«m, Dan geldt wegens (1)

menp:;mn.mp = xl2 D yia =0 212.

De relaties (2) leren hier
51 = x1y1+x2y2+x3y3+xuy4.. a: 0 (mod m);



GE 52

en evenzo 2,Z z, 3 0 (mod m). Dus
np = Z (zi/m)e;

en dit is wegens n<m weer in strijd met de minimaliteitsdefinitie van
m. Ook dit geval trecedt dus nlet op.

Het enig mogelijke geval 1s dan het derde, waarbl] n=0, zodat alle
yino zijn en m dus deelbaar is op alle Xy Maar dan 1s m2 deelbaar op

mxi = mp, dus m|p, dus wegens m<p vindt men ma'\ Q.e.d.

§9. Recurrente rijen., Toets van Lucas.

Wij beschouwen een getallenri)] WoaWaseoo gedefinieerd door haar
eerste twee elementen W, en w, en door de recurrentie relatie
Wn+2=awn+1 +bwn (nco,",.-‘),
waarbij a en b vaste gegeven Zecellen zijn, Allereerst vragen wij ons
af of voor W, als functle van n een expliclete formule te geven is, Dit

kan onder meer door gebruik te maken van de theorle der differentiever-
gellijkingen. Wij vonden dat Wy de gedaante heeft

n

n
W, o= U%;x + “ﬁ‘:

waarbij w, en Wy, willekeurlge periodieke functies zijn met periode 1 en
aen 3 de nulpunten van de veelterm f(x)=x2-ax-b,'we1ke de karakteris-
tieke veelterm van de rij wordt genoemd. Voor n=0 en 1 vindt men resp.

Wy =Wyt uy, W= wia b W, B

dus w =W, AW _-W
w, = & , w, = —° 1
B-o 2
derhalve oy n
(wy=RBw ) r{oow -w, )3
-

Door volledige inductle is deze formule ook rechtstreeks te bewljzen zon-
der gebruilk te maken van de tieorie der differentievergelijkingen,
In het bijzonder vindt men bij w =0, W= 1 (de rij dan aanduidende met
u,,u,,...) de relatie
L an_an
(2) u, = 228
ot -3

Dat men voor w en u, een symmetrische functie van ®%en (3 moet vin-
;ﬂmn, is evident De gavonden formules zijn het dan ook. Een nog meer ele-
mentair svmmetrische functie is de functie v o= & "+ B". Kennelijk voldoet
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deze rlj ook aan de oorspronkelijke recurrente betrekking en verder
aan v =2, v,‘noﬂwrﬁna. Direct duidelijk zijn de formules

2 n,
(3) b Vo ®U Vo5 Vo =V -2(-v)";
| n_ n_
(%) Uonsq=UnVnsq=(=P) =y g Vo+(-D) =3 (u, V4t \fn)
en
n n,
(5) Vonsa = Vn Vppqm@(-0) = Dupug, + a(-b)
(6) WomW Uk bW u 5 Vosbu bu s
2 e n,
(1) v.2 - pu? - u(0)"
(8) PUnm = UnVn b WVn
en
(9) 2V = Duu Vo,

waarbi}] Dm(o‘-ﬁ)guaewb de discriminant is van de karakteristieke
veelterm f(x), Men kan doorgaan met het afleiden van tal van dergelijke
formules welke allen gemakkelljk door volledige inductie naar n zijn
aan te tonen. Als enige verdere formule noemen wij hier nog

n n
(10) O una+bun_1, 3 -.—-—unﬁ +’Dun‘,! .

(11) uju, als nimy v iv als 2} nim.

Ten aanzien van formule (0) valt nog op te merken, dat ileder poly-
noom g(o) in « (resp. 3) wegens het feit dat & (resp.{3) voldoet aan
de quadratische relatie f(x)=0 op ondubbelzinnige wijze te schrijven
is als lineaire uitdrukking in o (resp.(3 ). Formule (I0) geeft de beide
co¥fficitnten indien g(x)=x" wordt genomen. Een volkomen aequivalente
formulering is

n
X EuX o+ bu, g (mod f(x)).

In het geval dat X irrationaal is, is trouwens één der relaties ( 10)
reeds aequivalent met de hier gegeven congruentie., Zijn echter ™ en(d
rationaal, dan 1s pas het tweetal relaties ( 10) aequivalent met deze
congruentie,

In het vervolg is het van belang om deelbaarheidsrelaties van de
elementen der beschouwde rijen te onderzoeken. Op grond van (10) is elk
polynoom in & {resp.(3 ) terug te brengen op een eerste graads polynoom,
Wij definieren pu voor dergelijke polynomen dat

r®%+8z0(mdm), rR+s =0 (modm)
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aequivalent is met r=s=0 (mod m). Zo zlet men bv, dat o n&ﬂ“g_"
{mod m) aequivalent is met

u, =0 (mod m),bu‘n =1 (mod m)

-1
ofwel met
u EO0 (mod m), u_ =1 (mod m).
In verband met het bovenstaande zullen wij dit zo nodig ook aan-

geven met n
x =1 (modd f(x),m)

en in het algemeen zij voor een willekeurig polynoom g(x)
g(x) =0 (modd f(x),m)
aequivalent met g(a)=g(R) = 0 (mod m) in de zo juist aangegeven zin,

Thang maken wlj de veronderstelling dat WosW,, @ €N b gehele getal-
len zljn, zodat dat ook het geval 18 met elk der getallen Whal, €N V.

Ons interesseert nu het gedrag mod m (waarbij m een willekeurlg
natuurlijk getal is) van de ri}j U, -

Daar ieder element van de ri}J W, is bepaald door ziljn naaste twee
voorgangers volgt ult

(12) W, =W a(mod m) en w =w . 4 (mod m)

dat w o, BW, ..o (mod m) enz. dus 1.h.a. W, (mod m).

+n= "keC+n
Het getal C i1s dus een periode van de ri] W, zodra er een k is waarpr-
voor (12) geldt. Om die k op te sporen beschouwen wij de rij paren

(Woswgds (woswp)y (Wwoywg),.

Het is duildelijk, dat het aantal der mogelijke mod m verschillende pa-
ren ten hoogste ma is, zodat er dus een C gmg moet bestaan waarvoor
(42) geldt. Het kleinste positieve dergelijke getal C zullen wij de
periode mod m der rij noemen en aanduiden met C(m) of soms kortweg met
C. Op de gebruikelijke wijze toont men aan dat ieder veelvoud van C(m)
ook een periode mod m is van de rij e¢n omgekeerd dat ledere periode
mod m van de rij een veelvoud is van C(m).

Opgave 1. Ga dat na,
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Verder 18 het ook duidelijk dat voor m|M geldt C(m)! C(M) en dat als
(m,M) = 1 het getal C(mM) het kleinste gemene veelvoud is van C(m) en
Cc(M). Om dus C(m) te bepalen is het voldoende om dit te doen voor het
geval dat m de gedaante pp bezit,

Waar wij gecompliceerde uitzonderingen wensen te vermljden zullen
wij slechts getallen m beschouwen die relatief priem zijn met b, Ult

W= (mod m), Wipn B Wy o g (mod m)
volgt dan ook (voor k 21)

-1 -1
zodat C tevens het kleinste natuurlijke getal is met

Wo =W (mod m), Wooq W, (mod m).
Het volgende onderzoek beperkt zich nu tot periodiciteilt mod m

van de ri}j u,. Het getal C = C(m) is nu het kleinste natuurlijke getal
waarvoor geldt

Uy, %0 (mod m), Upq =1 (mod m).

BiJj deze rlj valt nog lets interessants op te merken. Er kunnen
nl. reeds elementen Uy, deelbaar ziljn door m, waarvoor O<h-«<C., ZiJ
¢ = ¢{m) het kleinste natuurlijke getal met miuc. Kennellijk is dan voor
elk veelvoud ke van ¢ ook u, . deelbaar door m. Omgekeerd z1] ud'EO(mod m).

Stel d = q¢ + r met 0 «r <¢, Dan geldt

- d
buy_4=o =2 L a(bus)c1 {upcx +bur4) (mod m),

dus wegens (m,b)=1 en (m,uc) = 1 (waarom?) vindt men (aangezien deze
relatie ook julst is als © door [3 wordt vervangen) dat miu,, dus

r=0 en c¢|d. Dit leert ons in het biljzonder dat ciC. Het quotié&nt zul-
len wij met v aandulden, of om aan te geven dat v afhangt van m, met

v{a),

: C —
Verder heeft men nog xC = bu, 4 F U4 (mod m),
ve
aus 1mal=0" 5 y Y (mod m),
goodat vid, waarblj & de exponent i3 van U ia mod m, Ook geldt
d de |
12U,y =& (mod m),

dus del C, dwz, dlv. Uit deze resultaten volgt dat v= v(m) gelijk is
~ @men de exponent d van u_ , wod m.
Van belang is voorts het resultaat
2 ¢
Bogq m @ B¢ =(-0)" (mod m),
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dus als e de exponent is van -b mod m

ucﬂae/(e,c) - (_b)eec/(e,c) = 1 (mod m),
dus v ) 2¢/(e,¢). .En ten slotte heeft men

(-0)¥¢ = " RB™ =4 (mod m), dus e!ve. Wegens
¢ tve heeft men dan
ec/(e;c) lve, dus  e/(e,c) |v-
en na somenvatting der resultaten.
e/(e,c) | vl 2e/(e,c).
Wij kunnen de resultaten nog zo samenvatten, dat C het kleinste
natuurlijke getal is waarvoor ch IBC‘:-:'l (mod m) is en ¢ het klein-
ste natuurlijke getal 1s waarvoor t'xc-._g [3° (mod m) is,

Opgave 2. Ga dat na.

Door elementaire beschouwingen ziet men gemakkelijk in dat C(mn)
het K.G.V. 1is van C(m) en C(n) en ook dat c(mn) het K.G.V. is van
c(m) en c(n). Het is dus voldoende om formules voor C(p") en c(p"),
waarbl] p een priemgetal voorstelt, af te lelden,

ZiJ allereerst (2)=1, hetgeen volgens Euler inhoudt
2 (P~ =4 (mod p). Nu geldt

4f(x) = 4x°-bax-4b = (2x—a)2~D,

dus (2x-a )EED (mod f(x))

en

2PxP-aP= (2x-2)P= (2x-a) (2x-a)P = (2x-a)D? (P~ D= 2x-a(moad £(x),p).

Dus
2x’ - a = 2x-a (modd f(x),p)

en omdat p#2
xP=x (modd £(x),p),

d.w,z, -1
xP~ =1 (modd f(x),p).

De laatste overgang wordt bereikt door beide leden te vermenigvuldigen
met de - inverse x~| van x mod f(x), waarvoor men neme (x-a)b'1(mod p).
Uiteindelijk heeft men dan
U, 40 (mod p), up::;'l (mod p),
dus
c(p) | p-1.

Is vervolgens (g)n -1, d.w,z, volgens Euler D%(p'ﬂg -1 (mod p),
dan vindt men

2xP-a = 2PxP.aP = (2x-a)P = -(2x-a) = a-2x (modd f£(x),p),
dus
2xP*1 = 2ax-2x% = -2b (modd £(x),p)

R
R

. en
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(13) ®*1 = b (moda £(x),p).
Hieruit volgt
(1%) c(p) | p+1 en, als bg-1, C(p)J p+1i.
Verder >

Tz (-0)P =1 (modd £(x),p),

dus o
c(p) | p"-1.
In het exceptionele geval dat (%)no, d.w.z, p{D, heeft men
he(x) = (2x~a)2~D55(2x~a)2 (mod p),
dus
(2x-2)P = 0 (modd f£(x),p)
en
2xP= a (modd f(x),p),

waarult volgt c(p)}p en dus c(p)=p en verder C(p)=p slechts als
ax 2 (mod p). Ook als pJa-2 heeft men in leder geval

xp(p—ﬂ) = 29"1}{?(9"1)5 ap‘qs'] (m0d D)

en c(p) | olp-1).

WiJ) geven nog in principe aan hoe men perioden mod pr bepaalt.
Z1J bv. C=C{p") bekend, dan heeft men

C=1 (moda r(x),p"),

d.w.z, er bestaan polynomen s en t met

=1+ s r(x) + t p-.

Dus mits weer p#2,

x%C o (145 £(x) + )P = (1+tpT)P =1 (modd £(x),p"™ )

. c(e™N)] b c(o%).

Analoog is af te leiden dat cf r+ﬁ Jp c(p T). Bijgevolg geldt

C(pr+ﬁ) =C(p") of pc(p") en een analoog resultaat voor c(pr+q), In

ieder geval is dus bij (mdmﬁ zeker C(pr)t o' 1(p--‘t), bij (%)u -1 zeker

c¢(p) | PV (p%-1) en b1 ( )=0 zeker C(p") | p" (p-1).

Er bestean gevallen waarbij C(pr) minder dan r factoren p bevat, Een

nader onderzoek 1s in te stellen op analoge wijze als op blz, 3%, Waar

dle resultaten hiler niet verder nodig zijn, laten wij dat achterwege,
Wis passen het gevondene toe op de rij van Flbonacci, waarbij

f(x)ux «X-1, Hier heeft men nus.

Als pg 1 (mod 10), dan 1is (m)mﬂ, dus c(p)|c(p)] p-1.
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Als pz+3 (mod 10), den is (g)- -1, dus wegens (14) heeft men c(p)| p+1
en verder xp+1§5w1 (mod p), dus xetp*ﬁ)gg1 (mod p) en C(p)f pP+1,

c(p)) 2(p+1). Tenslotte heeft men voor p=5 de rclaties c(5)=5, C(5)=20.
Voor p=2 is direct te verifikren dat c(2)=C(2)=3,

Wij willen nog één opmerking maken over het getal vav(m)., WiJ von-
den voor v=v(m) de relaties e/fe,c) Iv!2e/(e,c). Omdat hier geldt e=2
vindt men direct vib, dus v=1,2 of 4, Het geval v=1 1s uitgesloten als
¢ even 1s, . - Het 18 niet moeilijk na te gaan wan-
neer elk der drie hier gevonden mogelijkheden optreedt, Waar wij dit voor
het vervolg niet nodig hebben, laten wij het achterwege.

De gevonden resultaten maken het soms eenvoudlg om de ontbinding
der getallen u, te bepalen. Men heeft vogr pin gegens (11) de relatie
up‘un. Men kan zich nu afvragen als n=p, 1...p8 s is, welke factoren
u, verder bezit dan die dic reeds op een der getallen U met mjn, m«n
deelbaar zijn. ZiJ p zo'n priemfactor. Dan heeft men c(p)in, c(p)dh
met O ch<n. Dus c(p)=n. Bijgevolg n|p + 1 (mits (n,D)=1, is dit niet
zo dan onderzoeke men ecerst de priemdelers van D op deelbaarheid op un);
en p=+ 1 (mod n).

Voorbeeld. Ung - Men probere priemgetallen p=1+1 (mod 29) en wel:
als p=+1 {(mod 10), dan 29 | p-1, dus p g1 of 231|(mod 290); als p=+3
(mod 10), dan 29)p+1, dus p =117 of 233 (mod 290). Wegens u,,=514229
behoeft men slechts te onderzoeken de getallen p met p(V—S%%m = 717
en stelt na een kort onderzoek vast dat u29 priem is,

Opgave 3., Ontbind Ujq = 1346269 en u36 = 14930352.

Het 18 ons thans mogelijk om aan te geven hoe men - naar een idee
van Lucas uit 1879 - tegenwoordig getallen van Mcrsenne onderzcokt op
fwrimaliteit, daarbij gebruik makende van moderne rekenmachines,

Laat m=2P-1 het te onderzoeken getal van Mersenne zijn. Met behulp
van de rij van Fibonacci verloopt het onderzoek alleen voor de gevallen,
dat mx+3 (mod 10) is, d.w.z. dat px3 (mod 4) is,

Opgave 4, Bewijs dat.

In de andere gevallen dient men een andere rij te nemen dan de rij van
Pibonacel., Wij gaan hier nu verder met het onderzoek voor dit geval,
Uit m= + 3 (mod 10) volgt wegens (13) dat, als m priem is, geldt

oP
x“ = -1 (modd f(x),m),

p-1 . _,p-1
dus 2 ¢ x2 0 (modd f(x),m), d.w.z.

p-1 p-1 p-1 p-1
- -2 nma + 2 = V .
bR 2p¢1
- Wij laten nu omgekeerd zien, dat als muep-'lr__-_-ﬁ (mod 10) is en deel-
baar is op vapwq, dan m noodzakelijkerwijze ondeelbaar is.
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Immers zl1] m]v Dan geldt wegens (3) ook miu _, m-*u -1
oP oP

2P-1
- I‘,‘ ra

Dus a(m)!Ep, c(m)}rzp 4, d.w.z, c(m)=2P, 21J nu meDP, ...Dg . Dan 18

r r

c(m)uﬁp. 21J nu m=p, q...pﬁ . Dan 1is c(m) ¢en deler van het KGV der

r, =1 r_ -
getallen p, L (p,1 + 1),...,@8 3 (ps + 1), (waarbi) de tekens worden

gekozen al naar het karaktcr mod 10 der priemfactoren van m).
Dus Ls dan c(m)=2 Pam+1 deelbsar op dit KGV dat ten hoogste gelijk is
aan ""”W maal hun product, dus

41
m+ 1 < m ﬁ&i—

N 28 g P

»

Is 822 dan 1is ht.t laatste product Wegens p,!)% Dz>5,... ten hoog-

ste gellilk aan 3 (15')5 1 "2 ¢n men vindt de contradictie m+1 <im,

Dus s=1 en m=2’-1=q". Dus mem+1mc mﬂqp -1 (q+1)= 3¥~( P_1), d.w.z.

P

g = Rﬁl . Hieruit volgt direct 2P-4=q, dus r=1 en ook nog c(m)|m+1.
2% -1
Het getal m=2P-1 18 dus een pritmgetal en het is bovendien van de ge-
daante + 3 (mod 10).

Om het onderzoek daadwerkelijk ult te voeren moet men het getal

v p-1 mod m bepalen, Dit geschiedt het cenvoudigste door gebrulk te

2—-

maken van de relatie (3) welke luidde vgﬂnvnaﬁe. Men heeft

unﬁ, v2m3, qu?, v8347, Vﬂ6“2207"" (1¢ rij van Lucas).

Als dus het p~ﬂe element van deze rij deelbaar is door 2p-1, 18 2P-1
priem,

WiJ laten eens zien hoe de methode werkt bij het santonen van de on-
deelbaarheld van mu127m27—1. Men heeft 1n het tweetallige stelsel re-
kenende (niet wat de indlces betreft!)

2 —
vg = 101111; Vag = 1011117 - 10 = 1100003 VBEEgﬂOOOO; V64;§0;

dus 127 is ondeelbaar,

Op analoge wijze 1s het grootste in 1954 bekende priemgetal

-1 gevonden,

Voor getallen m van de gedaante m=1 (mod 4) dient men zich, zoals
al werd opgemerkt, te bedienen van een andere rij. Hier is een tweede
vij van Lucas brulkbaar, welke wellswaar de elgenschap vanuvn2~2 bezit,
maay een andere v, heeft, Deze luldt

2228ﬁ

V1 w 2’ V " 31, V!‘ £ 1&, Vs " 194’-‘“—

De. m&th@dﬁ 1a gegeneraliseerd om ook te kunnen worden toegepast
;bij h@t amﬂ@r%m&k van getallen v, 28+ 1 bi]) bepaalde r en a,
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Nog ¢én opmerking willen wij maken over de rij van Fibonacci. Men
h&eft voor alle priemgetallen p de relatie v =1 (mod p). Immers als
(aﬁ)m’i i1s, heeft men xP~ =1 (modd r(x),p), d.w.z. @pma(mod P,
PPz 3 (mod p), dus v =oPs PPz x4+ 3 =1 (mmd p). Voor ( )= =1 von-
den wij xpM = -1 (modd f(x),p), d.w.z. cx‘L‘-é; = (3 (mod p),

[Pz > (mod p), dus ~ «P+PPz R+a=1 (mod p). Is tenslotte ( )=0,
dan 18 p=5 en inderdaad geldt vb*"ﬂ (mod 5). Omgekcerd heeft van der
Poel zich afgevraagd of (analoog aan hetgeen bij de omkering der stel-
ling van Fermat 1s gedaan door o.a, Poulet) deze eigenschap karakteri-
serend is voor priemgetallen. Heleaas blijkt dat ook hier nilet zo te
zijn, Men kan zelfs bewljzen dat er oneindig veel samengestelde getal-
len m zijn met v sgﬂ (mod m). Een tabel van al deze m 555200 18 on-
langs guconatrueerd ).

$10 Over het vermoeden van Fermat

De wiskundige Fermat heeft in een brief medegedeeld een bewljs te
kennen van de stelling dat de reclatile

(“) Xn £ S ynu Zn

voor natuurlijke x,y,z en n(met n>3) onoplosbaar is., De ruimte 1in de
marge van zijn schrijven was echter onvoldoende om dit bewljs neer te
schrijven,

Tot dusverre is men er niet in .geslaagd om zijn bewering aan te to-
nen dan wel te weerleggen, Hoewel men thans het verkrljgen van ultsluit-
sel hierover meer uit sportief dan uit mathematisch oogpunt van belang
acht, heeflt het vele weliswaar vruchteloze zoeken hiernaar van tal van
mathematicl toch zeer zeker zijn goede zljde gehad: al zoekende werden
belangrijke nieuwe delen der wiskunde ontwikkeld, Met name valt hiler de
van Kummer afkomstige ideaaltheorie te noemen.

Wij zullen ong hier niet bezig houden met het vermelden van het
vele dat wel sangaandc het vermoeden van Fermat is gevonden, evenmin
met het vermelden van relaties dile bij de lezers de (naar wij hopen niet-)
valse hoop kunnen opwekken dat het hun hicrmede mogelijk zal zijn om dat-
gene over dit probleem te kunnen doen, dat niemand voordien presteerde.
Wij bepalen ons hier tot enkele resultaten en methoden, waardoor men
Ganiga indruk krijgt van hetgeen in verband met dit probleem is gepro-
beerd en bereikt,

Het geval n=1 mogen wij gevoegelijk bulten beschouwing laten,

Voor n=2 geven wij alle oploaaingen van het probleem in parameter-
vorm, Men heeft dan nl M.E = -§ . Stelt men clk dezer rationale uitdruk-

A i S O o T e e B T z

*) Verg., H.J.A, Duparc, On second order almost-primes, Rapport Math.
Centrum ZW 1955-013, 1-13.
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kingen gelijk aan % met (u,v)=1, dan volgt uit

UX=-vy-ve=0, vi+uy-uz=0,

ks

dat x,y en 2 zich moeten verhouden als 2uv, uguva, u2+v2, waarmede het
probleem 18 opgelost,

Opgave 1. Laat zien dat uit het gevondene niet noodzakelijk volgt dat
X even is,

WiJ beschouwen thans het geval n=4 en tonen aan dat er dan geen
oplossing van (1) bestaat, Wij tonen iets meer aan, nl, dat zelfs de
relatie x +y“ng geen natuurlijke oplossingen bezit, Do hierbl] ge-
bruikte methode der descente infinle is van Permat afkomstig.

Wij stellen dat c¢r wel cen oplossing bestond. Dan bestond er ook
¢en kleinste, d.w.z, cr 1is een getal 2z met

zgmxu+yu en Lze;év'l‘&»\az‘L voor O <u <z.

Tevens moeten dan z,x en y twee aan twee relaticf priem zijn,

Opgave 2, Bewljs dit,

Op grond van het bovenstaande hceft men dan

xe:?ab, ygma2~b2, Zm82+b2,

waarblj a en b natuurlijke getallen zijn met (a,b)=1.

Opgave 3, Bewljs de lesatste relatle.

Lettende op het karakter mod 4 volgt uilt y2n32~b2 en ult het felt dat

y oneven is (want x is cven) dat a oncven 18 en b even,

Opgave 4, Bewljs dat,

Stellen wij dan b=2c¢, dan vindt men x“=bac ¢n omdat (2,0)=1,
dus (a,c)=1 vindt men dat amdg, c=e2, Dus ygmdu-heu.

Verder kunnen wij hieruit concluderen dat er gehele getallen g
en h met (g,h)=1 bestaan, zodanig dat

26%a2gh, y=g°-h°, d°=g°+h°,

n]
Wegens eemgh en (g,h)=1 hceft men g=k~, hmmg, dus dgzk#+m&. Uit

d "=a«3 <:z¢22 blijkt dat er ¢en quadraat d2 zou bestaan dat kleiner
is dan 32 en evencens de som 1s van twee vierde machten, Hiermee 1is
een contradictie gevonden,

Uit de gegeven beschouwingen volgt dat de onvervulbaarheid van
(1) nu nog "slechts" voor priemgetallen n behocft te worden onderzocht,

Opgave 5. Ga dat na,

Wij maken thans enige opmerkingen over het geval n=3, Z1jdelings
in verband met de stelling van Permat staat het
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Theorema van Richmond Swgﬁ%[
TCder rationanal gotal rf0 18 te schrijven als som van drie der-

de machten van rationale getallen,
Bewijs: Zonder de algemcenhold te schaden mag men r >0 onderstellen,
WiJ proberen dus rationale u,v ¢n w te vinden met

r o= u3+v3+w3.
Stel o 5%1 s VUm 1%5 s W % s dus

tIra(x-y) +(y-2)3+23 = 3y%(x-z)+(x> -3y(x2-29)).

Wij zullen niet de mcest algemene oplossing (u,v,w) bepalen maar
s8lcechts speclale, Den kunncen wij aan u,v ¢n w, dus aan X,y en 2z nog een
verdere goerwaardu opleggen, Die zal luilden x3u3y( e 22), zodat dan
y “““g*“g‘ terwijl dan tjr«By (x-z), dus

3(" -2 ) ) 6
t3P 3 X
. 2 ’
3(x+z)(x-2)
dus
3:»-( x> )3 x+z
(x+z )t * X-z
Wij kfezen nu %ég = 3r, dus x=s(3r+1), z=3(3r-1), waarna men vindt
2 - 2 3
te i%ﬁ = 8 Lig%ll* . Tenslotte vindt men successievelijk y= §ﬁ%§%ﬁl~
en
(2) u = 36r~(3r+1)2 v (3r+1)3,36r(3r-1) W= 6r(3r-1 '
Blir+1) 6(3’{‘+'1)2 (3!"4‘1)"

Oggave 6. Verificcr rechtstreeks dat r=u3+v3+w3.

Men kan zich nog afvragen of u,v «n w>O0 zijn, Alvorens dit te doen
merken wij op dat
R = aBFn(au)3+(av)3+(aw)3 = U3+V3+w3,

waarbl j

0= ou(R), v = av(B), W = aw(R),
(3) 3“(;3) ?V(;j) W ﬁw(gg)

zodat wij voor elk ratlonaal gutal R tevens onelndig veel splitsingen
vinden door a te laten variéren., Willen wij dan U,V en W positief nemen
dan moect men zorgen dat u(R/aB), V(R/HB) en w(R/a3) positief zijn. Wij
onderzoecken dus hoe dit wordt bereikt. Nu leidt de els

u(r) > 0 tot 9ro-30r+1 <0, dus i~§j£§ er ﬁi%ﬁi:

De eis w(r)}i} leidt tot r D % , zodat wij alvast nemen (zw‘.‘”'?\/'
Het onderzoek der veelterm 6(3r+1) v»27r3-81r +45r+1 leert ons dat v
positief 1s voor r ¢0,76,. en r»2,26,., zodat wij dus oneindig veel
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oplossingen (3) vinde door a zo te kiczen dat o 4¢J%-<0,?6.. ofwel
dat 2,26..c 0. ¢2+2 V6 JF 44, N/R®
..x.-B- («-—-«3——-—— dus 1,09..\/ R<act, b4, X/R™ ofwel

0 6?.,%4.@ <0,76.. \/?{ Zoals vreeds 1s opgemerkt vinden wij hiler
slcchts speciale splitsingen van R, nl., die waarvoor x3u3y(x —ze),dua

(%) (UsVHW)2 = 3(W+V) (Usv+2W) (U+V).

Opgave 7. Ga dit na,

Opgave 8. Ga na hoe men uit het gevondene ook splitsingen RaV3+w3—U3
kan vinden met positieve U,V en W,

In het bijzonder is dus bewezen dat de Diophantische vergelijking
3+y3+33 Rtamo

oneindig veel gehele oplossingen bezit. Neemt men voor r zelf een der-
de macht, dan levert (2) ons gehele oplossingen van

a3+b3+c3+d3m0,

bv, r=1 geeft 123+43393+103. D¢ "kleinste" oplossing 33+A3+53n63 is
hiermee niet te verkrijgen, Deze voldoet nl, niet aan (4).

Opgave 9. QGa dat na,

WiJ keren thans terug tot het vermoeden van Fermat en geven er
wat algemenere buschouwingen over,

Wij gaan c¢nige conclusies trekken over getallen x,y,2 en p (priem
en oneven) waarvoor xP+yP=zP geldt met (x,y)=(y,z)=(z,x)=1.

Het linkerlid (x+y)V(x,y), waarbi] V(x,y)xxp'ﬂ—xp’2y+...+yp'1, is
dus een p° macht. Wij onderzocken eerst of x+y en V(x,y) een factor ge-
meen kunpcn hebben, Stel g is een gemeenschappelijke priemdeler van de-
ze uitdrukkingen, dan vindt men x=z-y(mod q), dus 0zV(x,y) =
gyp“1+yp*1+...+yp'1mpyp'1(mod q). Nu geldt g4y, want anders q | x ¢n
(x,¥)#1. Dus de enige mogelijkheid is dat qg=p is.

Een soortgelijke redencring is mogelljk voor xP=(z-y)V(z,-y) en
yga(znx)v(z,—x), zodat er twee mogelijkheden blijken te kunnen optreden

I. p}xyz;
II. p 1s deelbaar op precies één der drie getallen x,y en z., Wij geven
thans een aantal conclusies over geval I. Dan zijn x+y en V(X,y) onder-
ling ondeelbaar en omdat hun product een pe macht 1s, bestaan er gehele
getallen 01 €n ¢, zodanig dat x+ymcwp V(x,y)ac2 s Z=C,Cq. Evenzo heeft
men z-»*zrzml:a,1 , V(m,adwbz » ¥babo, 2- yuaq s V(z,~y)ua P x=a,a, en bijge-
volg

De o n Py Pua P = -n Pun P P wn P P p
(2) 2x = a,"-b, e, ", 2y= -2, +b,"+e,T,  2z=a,T+b T4 ,".
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Thans tekljken wij enige congruentledigenschappen, Volgens de
stelling van Fermat heeft men

P_ P, P

zz2z ax"+y'mx+y (mod p),

waarult wegens (2) volgt dat

aq@mqp%%p (mod p),

dus alweer volgens Fermat

C,Ea,+b, (mod p).

Dan leert (2) verder

Ec,‘cguazua,‘pwqpm,‘pgaq+‘b1+c,}y;,zc,‘ (mod p),

dus ¢, %1 (mod p) en evenzo a,=Eby, =1 (mod p).

Hieruit volgt nog dat x=a (mod ), dua op de bekende wijze
xPma l:’(mmd p ). Evenzo yp b p(mcd P ), zZP=c p(mod P ), dus

ox = Kp_yp+zp = 2xP (mod p )

en xP s 1 (mod pg). Evenzo yp”qas__ﬂ (mod pz), zp'qg’l (mod pz), dus
ook nog
2z 2P = xP+yPz x+y (mod p°).
WiJ tonen nu nog iets meer aan, Zij r een willekeurige priemdeler
van an,. Dan heeft men allereerst ri{x, r4 a, en varderp

cqp-bqpmzxw -Z =y-2z= ~aqp§30 (mod r)

terwijl ‘
e,? nP = (x+y)p—(z~x)p§yp-zpm -xP=0 (mod r).

Pus als men c,ibq“qg_.:d (mod r) stelt,
e

dpiﬁ (mod r), a® =1 (mod r),
Hieruit volgt gemakkelijk dat r=1 (mod pg) is,. Bij gevolg voldoet
ledere priemdeler r van a, aan de _re latie r=1 (mod pz). In het bij-
zonder vindt men dan a?,_'l (mod p ), dus xz a (mod pa). Evenzo
‘ 2 ‘ 2 o Py P, P P PP A D 3
qu(mod ), ngq(mod p°), dus 2x=a,"-b, +c.,‘ = x" -y +2"=2x"(mod p?),
dus

xp"qgﬂ (mod p3)

en avenzo
122 =1 (moa p?).

De hier gevonden resultaten met modulus pg zijn nog aanzienlijk
te verscherpen,0m dat te bereiken moet de ideaaltheorie worden inge-
#&hﬁk&ld, welke theorie haar oorsprong juist aan dit probleem heeft
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te danken, Kummer heeft nl bij zijn onderzoekingen over het theorema
van Permat merst de fout begaan om te menen dat de ring, die ult de
ring der gehele getallen ontstaat door adjunctie van een primafieve pe
cenheidswortel, een ontbindingsring is. Nadat hij zijn fout ha&d onder-
kend probeerde hij zljn redenering te redden door ldealen in te voeren
met het gevolg dat wel de ideaaltheorie tot ontwikkeling kwam maar nilet
het theorema van Fermat werd opgelost,

Wij willen hier volstaan met het zonder bewijs vermelden van enige
resultaten welke met behulp van ideaaltheorie en zekere onderdelen der
zgn., algebralsche getallentheorie kunnen worden afgeleld.

De eerste stelling van Furtwingler (1912). Uit xP+yP+zP=0 met
(x,y)-1 en p‘tx volgt voor ledcre deler r van x de relatie

(6) P 121 (mod p9).

Gevolg. Daar bij xp+yp=zp zeker een der getallen X,y en z even 1is
vindt men dat onder de verondcrstelling pJ xyz volgt

2P~1=1 (mod p°)  (st.v.Wieferich en Mirimanoff).

Cunningham heeft onderzocht of er priemgetallen zijn die aan deze rela-
tie voldoen; hij bewees dat er geen waren onder de 1000. Hij trof het
evenwel niet, want Beeger bewees dat p=1093 wel voldoet (¢n de kleinste
oplossing is) terwijl de volgende oplossing luidt p=3511. Wieferich en
Mirimanoff bewezen trouwens ook nog dat p niet een der volgende gedaan-
ten kan hebben: 273%+ 1, 2%+ 3P, 3%.2% (4,0, by 0). Hieruit volgt ge-
makkelijk dat p »100 is. ‘

De twcede stelling van Furtwéngler zegt dat ult xp+yp+zp-0 en
pj'xenyg volgt dat iedere deler r van x-y evencens voldoet aan (6).
Hieruit laat zlch nog =2antonen dat tevens moet gelden

3P V=1 (mod 7).

Merkwaardigerwljze blijkt hier dat reeds p=11 voldoet, maar p=1093
en p=3511 niet! Uit Beegers resultaten volgt nu in ieder geval dat
P> 3511 moet zljn.

In 1941 bewezen H.D. en Emma Lehmer langs andere weg dat in geval
I (dus p,yxyz) moet gelden p » 253747889,

Van Wijngaardcen en Duparc bewezen hicrult en met gebruikmaking van
(5) en enige elementaire ongelijkheden dat x,y en z groter mocten zijn
dan 10°+707

In geval IT zijn de gevonden resultaten wat minder vergaand,.
Onderstel, zonder de algemeenheid te schaden, dat p deelbaar is op z
en wel dat z precies k factoren p bezit, Ult onze elementalre overwe-
Elngen vindt men dat (x+y,V,,)=p. Heeft nu x+y juist h factoren p, dus
yu -«xm.ph(p*n), dan vindt men yp—(-xmph)p;; -xp+xp'1nph+1(mod thM)
€n yp+xp heeft precies h+1 factoren p. Bijgevolg bezit V(x,y) precles
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één factor p en men vindt

ko
X4+y=p P 1oqp, V(x,y):pczp,

waarult betrekkingen analoog aan dic in (5) te vinden zijn. In het
bijzonder vindt men ook nu op elementaire wijze dat

xP-7 ;—_yp"qg::_'l {mod pe).
De stelling van Vandiver die zegt dat deze congruenties ook gelden
mod p3 is echter tot nu toe slechts met gebruikmaking van meer diep-
gaande hulpmiddelen bewezen,
Met rekenmachines is inmiddels geverifieerd dat in geval II het
getal p groter moet zijn dan 2000,



