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Cd— functies.

n reéle functie van een re&le variabele heet in een punt P,

spectievelijk een inverval I, van de klasse van differentieer-

arheid § (is een ¢%-functie) indien

) voor &=0,1,.,. <oo¢ de «~de afgeleide functie bestaat en con-
tinu is in P resp, I

) voor w=ce: alle afgeleiden bestaan in P resp. I

) voer «= @w¢ indien de functie analytisch is in een omgeving van
P resp,l,

emen we 1 < » «w, 1 natuurlijk getal, dan is indlen « <4 elke
3 R 164
-functie tevens ¢ .

functie x — [x-r| is ¢° en niet ¢! voor x=r.
Jn Cyslosese de afgetelde rationale getallen tussen O en 1, dan

[e2]
yb(x) = 2% +'E:k=1 2k lx-rki s 0 &x ¢

n functie die c© en niet ¢ is in die rationale getallen, %b(x)
toenemend.

finiéren we ¢ (x) inductief door

X
@ neq(x) = f ¢ (x)dx, m» O geheel,
o

nis ¢, (x) ¢¥ en niet ¢¥™1 in de rationale getallen Ty
funetie f: X -0 voor X <0 ~f(x)
1
X — e "voor x>0 o .

o wr
C% en niet C voor x=0.

(4]
¢ (x) = x +§Z;k=1 2"kf(x—rk) s 0<x g1 ,

o9
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is C% (de som convergeert gelijkmatig) en nergens ¢ %,
Stel ¢, (x) was c* 1in een punt, dus in een omgeving die dan ook
een rationaal puntr baevnti, Dan had Qa’(x) in r alle afgeleiden

gemeen met 1k
X +—2:In{<r, 27" f(x-r)

en was dus 1n een omgeving van r hieraan gelijk, Voor geen 8 >r
wordt ¢ _(x) echter door deze formule gegeven.
Wenst men analoge functies voor -o < % <co , dan neme men

1. .
yﬁk(x) = ¢ (£ Ptz x + 3) in plaats van ¢ (x).

(o4
2, C-n=-varieteilt X,

Een locale regle functie op een topologische (Hausdorf) ruimte X
is een paar bestaande ult een omgeving U ¢ X en een afbeelding

f U EQ-R. Een Ca—n-varieteit, d.1. een n-dimensionale varieteilt
van de klasse van differentiecrbaarheid o, is een topologische
ruimte X met een aftelbare dekkende deelverzameling in elke dek-
kende verzameling omgecvingen ("aftelbare basis"), met een verza-
meling K van lokale re€le functies, de Cd—funoties op X geheten,
en met de volgende eigenschappen.

1. Is V cU (omgevingen), (U,f)e K, dan (V,f]V) € K,

2, Is (U,fi)eK i=1,...r, g(x
{Usg(f,...1,)} € K.

3. Is p €X, dan bestaan U 3p, (U,xi)@>K, i=1,...n, z6 dat
n L .
(Xﬂ""xn) : U — R een homeomorfie-in is en

K
1,...Xr)€,0 voor xiefi(U), dan

4, (U,f) ¢ K dan en alleen dan wanneer

f=g(x,,...x,) geC

Het stel functies (Xq,...xn):UwRn heet een stelsel colrdinaten,

Stelling: Zijn (U;xq,..,x ) en (U;yq,..,y ) coordinatenstelsels

24 . . N . n

voor een C -varieteit « >0, dan 1is
a(yq,...yn)

# 0

SONES
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X

Bewijs: Volgens de definities is vy een ¢ % _functie in XgseeeXy

en x; idem in y_,...y,. Dus is (en bestaan)

a(y J'ﬂvy ) ?’\(y ’O-Oy ) a(X --.X )
1 = 1 n’ _ 1 n 1° n £ 0
Q(yq,...yn) D(X/}:H-Xn) a(yq’---yn)

en het gestelde volgt.

Men geeft een Cd-n-varieteit meestal door een stel locale C°-func-
ties (voortbrengenden van de CCK—structuur) of stelsels coordina-
ten, . waaruit alle ¢*-functies en coordinatenstelsels kunnen
wordcen afgeleid,

Voorbeelden.

e . . n
1. C -variletelt op R

S
17 n

2. Cﬁ—ﬂ-varieteit. Punten: - co <« X < «o ., VooOrtbrengende functie: x

Voortbrengende functiles x

andere C”-1-varieteit. Idem . " " " : V&(xﬂ.
Zie §1, «<p3,

N.B. De twee Cﬁmﬂ—varieteiten op dezelfde puntverzameling zign

niet identiek, wel 'Bquivalent';

9

ze kunnen niet door "inwendige"
elgenschappen worden onderschelden,
S

.

3. CwLE—sfeer x2+y2+z =1. Voorthrengende functies x,y en z.
Cotrdinatenstelscls: (x,y) voor z >0 en voor z <0; cyclisch
X,V,2.

Y. Torus (x,v,z) = {(a+b cos ¢ Jcos ¥ , (a+b cos ¢)siny, b sin¢%.
Voortbrengende functies x;y,2.

Coordinatenstelsels met functies ¢,V : (km-tcy<km +T+e 0 < e <&
{ 1T -~ & acyrelv +t e B

(k,1) = (0,0),(1,0),(0,1),(1,1).

3. C“Lafbeelding f:X—Y, Vectoren,.

Zijn X en Y verzamelingen, dan 1s een afbeelding van X in Y een
verzameling paren (x,y) met x eX en y eY, zd dat elke x ¢X precies
€én keer als ecerste in een paar voorkomt. y heet het beeld van Xx.
Is V cen deelverzameling van X dan is fV de verzameling van alle
fx met x eV, £V heet het beeld van V; X ¢Y heet beeld van .
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Een afbecelding f:X —Y geeft op notuurlijke wijze een afbeelding

van de deelverzamelingern van X op deelverzamelingen in Y.

Is veorts ¢ een globale rc€le functle op Y, ¢ :¥Y— R, dan 1is
¢f:X — R cen globale refle functie op X. Is (W, @) ecn regle
functie gedefinieerd op cen declverzameling WY, dan is

(f"qw, ¢f) een reéle functic gedcfinicerd op de deelverzameling

=,

Een afbeelding [:X{ -—Y geeft op natuurlijks wijze een afbeelding

£ ™ van dc functics op Y (globaal resp. op deelverzameling) op

functies op X (globaal recsp. op deelverzameling)

£%: ¢ — of

£* beeldt ook stelsels functies op Y af op stelsels functies op X.

Aan sommige stelsels functies kent men daarom het bijvoegelijke
naamwoord covariant toe (daarmee aangevend cen gedrag analoog aan
dat van functies),

Sommige stelsels deelverzamelingen heten om dezelfde reden contra -

variant (gedrag bij afbeeldingen net tegengesteld aan het gedrag
der functies),

Zijn X en Y C°-varieteiten, dan heet cen afbeelding f:X — Y een

[2S N . - '\*’1 MO(" I B - 3
C -afbeelding, indien f de locale C -functies op Y, afbeeldt in

o
de verzameling der locale C ~functies op X. Zijn b.v, yq,...yn
¥

(yq),...fﬁ(yn), WAAPVOOr we

)

locale coordinaten op Y, dan moaten f

r

kort schrijven yq,...yn functies op ¥ zijn die in locale coordina -

. E .
ten Kseo Xy uitgedrukt (gewone) C -functies zijn

Daarmee slulten we aan bij de clementaire locale definitie van
X s
cen C -afbeelding.

2 4 ~ w 4
Beschouw de puntverzomeling R met de C -structuur bepazald door de
se n . . . . [=.8 .
reEle functic: de identieke afbzelding t=t. Een C -afbeelding k

van 0 ¢t ¢1 in de C -m-varieteit X hcet cen geparamctriscerde c%-

kromme. Hij wordt in locale coordinaten locaal gegeven door

Xi=xi(t), i=1, .. .0, xi(t) cen C%-functie. Kort x=x(t) eR".

Het beeld van t=0 heet beginpunt; x(0)= .xq(O),...xm(O)} .
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o e ) N g s
Twee C -functics Pen ywop U X heten in het punt p eU Cﬁmequi-
§ s 3 , .
valent, /3 £«, indicn voor e¢llke C/ ~kromme k:0 £t £1 — X met be-

. 173 ‘
ginpunt p geldt ar (gk) = L (wk)
/3 3 /*
dt dt
A e
of korter genoteerd a7 v
gt 7 dtﬁ

Deze relatlc is indcrdaad cen equivelentie (Y~ @, $~ Y = Y~ g, §~Y
dn ¥~ Y= X). Een egquivalentie klasse heet een 3 -de orde omge-
ving in p van een functie. Do equivalenticklasse van ¢ wordt a2an-

3"

gegeven met ¥ en heet ook B-de differentiaal van @.

Voor B3 =7 heet het ook een differentiaal of ook een covariante
vector, L-s-—(#z—li)— heet de waarde van d ‘<p op d¢ geparametriseerde
kromme k.

Stellings: d/jc,ﬂ =d/3‘§// &> alle particle p-de afgeleiden naar de
coordinaten gelijk voor 0 < ) £/3,

Voor het eendimensionale geval is b.v., X een coordinaat., Is nu

[} ]
d2<p=d'“y, dan is voor de kromme ¥= ottt B8t°
2
a¢ d [d¢ .. }
= e 5~ X +2 T =
T2 T a i (XA
a° 2, dg
=2 (x+2/43%) tax o 2
oy ! x !
dx
f‘g 7 d ¢
en voor t=0 o<l'——,;’—j—+2.i—*—,
ax“= dx
2 : 2
s , g s - ,
pus &L 4 Eﬂ%;?:oa-—%— 2pdY Y voor elke /8
adx - dx
2 2
gy dwvy ayy dvy
S - » E - ()
ux dx dx dx©

Vormen KqseeoX, CCn coordinatinstelsel in een omgeving van p, dan

) T , X
dg _ 21 PR .
at i=1 3% 4t
i
2 04 o
Kiest men <= 5?“1. (t=0) *; €R, dan blijkt
_ <11
¢ = d(Z 50 = %)

ax
d m i .
Y_s l:’L-—’l o 5 voor elke kromme met beginpunt p.

S



Stelling., Do geporanetriscerde krommon Zign contraveriant, Do dif-
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Hot gesteldg 1o eon korte lformulering van de volgende beweringen.
X . K : s
b O -albeelding £ van ecn O -kromme ig een O =

a3 * - Iy e el = 3
mme, Het beeld onder £ van cern B differentiacl geeflt een

ABede MTTercnbinal,
s - " - 5 - ~ * N o e 3 o /
De differentinlan in het punt v € U van een O -m-vari€telt X (veor-
R , . P ) . - . -
taan steeds o> 1) vormen een m-dimersionale vectorruimte T . Een

Casiz van T wordt gevormd door de dilferentizlen van de functiles

U

van een coordinatensteloe! dat zdign ix4,c,.dx . De

oo
:)d
‘s
°
e
°
- f:'
~
~—”
Cu

=

1
zetaller PP in d¥=% cxidxu het@n de coordinaten van df

ten opzichte van (U;xq,.,_x”), ) cen tweede coordi-

natenstelsel en

beopinount

/3 s ol dn-

diern voor

Sern enuivalentic
3 -de orde

punt o hoet cun

het

rey om g e e . o 4 i R T v
varisnte vector, Llke kromn
te vector in p, ben
v e S e 1703 v coe d-
op deze wijze kan ult precies

ontraveariante vector verkregen wordern, De contravarisnte

o

vectoren in ¢ vormen dus de duale vectorruimte van TF, die we nan-

duidzn met T. De coordinaten van de contravoriante vectopr die &

L

geven wordt door ecen kromme k:t-» X, t.o.v. (U;xs,...x ) worden
’ m
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l

ceelding fol-> 7

varinsnte a2afbeeldin

travoriante albeelding

de punten

Tp) in T

homcmorf{ismen van

homomorfis

ol L o -
N - o} de
Geldt
mnersie,
Lrimersie
A een
ool
(e
- o [ o~ y
Lee L e 0D een
T, bijv. op T x T x T,
Comtravariante (€ T) ew (€
1
T e e It . E 1
e, O K 2 Ja‘)} i, .
7o ome - - S e
(L.} L9 e e et m) GrLE
{ 1538
$ Lo, e

: . - o L I ]
Stelling., De covariante vectoren op een C -ruimte X vormen een

Finstein-
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Dit volgt direct uit de transformatieformules voor coordinaten
Kosoee X 50 500X en .e 50 s e :
( 1 m’ 17 m) (yﬂ’ ym’/ﬁﬂ’ /gm)

R
gy = yj(xq,...x ¢ -functies voor j=71,,..m

)
en formule (3.1) met

?jil il
bxi

~-functies voor i,j=1,..,.m .
3 5

De ruimte der covariante-vectoren op X 1s een vezelruimte met basis
% en met vezels T"(p),p€ X en de lineaire groep als groep. Een
dwarssnece daarin die een ¢/ -deelvarieteit is en geen contravector
met erige vezel gemecen heelt, heet cen C/5~differentiaalvorm of
covectyrveld. Ulteraard is]ﬁs;m’—ﬂ.

Het analoge kan men doen veor anderce soorten tensoren, Een
veld van tensoren die in elk punt antisymmetrische multilineailre
functies op TxTx ...x T (r factoren) zijn heet cen r-differentical-
1,,,.&)
1-differentialen dan is het uitproduct W A ,..aW p Per definitie

1
de antisymmetrische multilinezire [unctic Iin t

al s s 4 ‘«:’L‘ S - A
vorm of r-vorm. Zijn in een punt van de ¢ -m-varilételt X, @ v

1""tre T gegeven

door
et o (6 )}

Merlk op dat‘a,]A o oo D - antisymmetrisch is dn zign uitfactoren

bigv.&bqa Q>EF~QQACQW en coqlxc&qz—taw ALQWZO. De m-vormen in een

punt van X vomen een 1-dimensionale vectorruimte., Twee m-vormen

¢ #0 en ? #£0 hvten orientatie-equivalent in een omgeving van X in-

dien @ = ? ,Ei> 0. Fen equivalentieklasse heet {ook globaal even-

tueel) een oriertatie op ¥%. Zijn Koasee oKy lokale coordinaten dan

hebben dx, A ...~ndx en dx A dx, A dx....dx  ftegenpgestelde orients-
g m 2 1 2 m T

tie,

Wij zullen in het vizonder ook te maken kriljgen met tensoren die

in elk punt van X symmetrische pilinesire furctiles op Tx T zljn.

Probleem, Elke ) -variéteit bepaalt op natuurlijke wijze een Cﬁa

S variéteit VOOP#ﬂbé e, Kan een Cﬁ~variéteit altlyd zo ult een c™-

varié€telt verkregen worden?

4, Differentizalmeetkunde in euclidisgche ruimten.

" Een euclidische vectorruimte E ig een re€le vectorrulimte, waarvan

gwe de vectoren door p,d,... voorstecllen, met een positief definiete
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kwadratische functie, voorgesteld door pp,p ek, welke eenduldig
een symmetrische bilirnealre functie pg=an, genaand inproduct, be-
panlt., De vectoren 1in [ correspondercn 1-1 met punten van een
euclidische ruimte met afstond Ttussen p en o gelijk aan V (p-q)°,
of in uitverkoren coordinaten Vs ooy

”

Vi (v - v} 2

w

De coordinaten vepalen een U ~N-structuur in E.

qreeedy

De definitie vqxjj@ ~-de orde diffcrentinal van een C/%mfunc—
tie op X kon ook toegesast worden indien men als [unctilewaarden
elementen van een refle vectorruimte zoals E neemt. Zo een [unc-
tie zal daarbl Cj% heten indicn de somenstelling von deze [unc-

tie X E wn clka(iﬁ ~functic B s [1 ecen redle Cj}»fUﬂCtie s R

Schrijven we p voor de identieke afbeelding van & op & of

. -

3 . . - - . ~
van een C -declvarletelt varn I8 in 5, dan 1is dp zo een differen-

tia=ml, die voor de contravarionte vector gegeven door de kromme
.

A s ] o P T o ap . o
t— Il in het betreffende punt olg waarde de voector ﬁ% aanneemt,

(e}

[l g - 1S A - - - C)L Fn 3 4 2 e knd 2
2ign xq,...x coordinaten op cen C =deelvarietedit X in E dan is

. LIS
A¥ A, Lk 5

1 3

Fen bagis voor de waarden van dn op L o wordt dus gevormd door de

. . Dp o
m VeCToren me—, i=71,...m,
ox,’ ’

Het inproduct dp dp = (¢0)7 is in ¢l nunt cen kwadratische nosi-

tict defliniete functilc oo de vectorvruimbe dor contravarionte vec-

toren aldaor, Ultgeschreven Jo de coordinaten X,,...x  voor X 1is
. i it

1’11('1 N . : .
‘ (d“)d'“ (5 L ax ) = 7 ol 70 gx. dx
R S AU KA S ol I T I
i i J J
(dp)” h:et het boopelement i N, De lengte van cen C‘~Krcmm@

i

t—>0 wordt hicrnee gedefinicerd door de formule

Opgevat als functie van tq heet het een booglengte langs de kromme,

&y s

Men schrijft ook ds= (dp)a, ds (op)
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De definitie van lengte is 246 dat de afstand van twee punten in

2

L geligk 1s aan de lengte van het rechte verbindingslijnstuk.

s . Lo ) . RV o ‘
Definitie: Een C -varieteit met een C '~tensorveld, in elk punt

Symmetrische functie op T« T, die een positief deliniete kwadra-
ische functie ds op de contravariante vectoren (7) bepnalt,
. ol . . ~ Lo
heet een ¢ -Riemannse ruimte (¢ = 1). De lengte van een © -

Kromme isdﬁ ds,
A ~ O e
Probleem: Op welke C  -varieteiten besgtaat een ¢ " =Riemannse

ruimte (men zegt ook metrick) zie 3

v , s e s
Ult het bovenstaande volgt direct dxt elke C ~~deelvariectelt van
ot

F, cen C 0 -Riem~onnse ruimte 1s met dgf mdp dp., 7ijn X en Y C -
~y Yy
Riemannse pruinmten met metriek WSK” en dﬂy“ cn bestaat wen C -
/
’ . ‘ Y | -y 2 5y .
irbedding-op, X~ Y, 20 dot het covariante beeld van dsy“ Julst
™y ¥

> : P WA W . ; .
ds xL g8, dan heet [ cen ¢ ~lsometrische inbedding en X en Y heten

isometrisch.

o
Probleem: Wanncer bestaat een ¢ -isometrische inbedding van cen
A - . N . ;
C7=-Riemannse m-rulinte in B2 Wiy zullen later misschien dit pro-
Lleem aanroeren,

1
" § . R
De formules van Frenct in &,

il al N e I “Q - o N - ] -
Stel 85— p(s) € E is een C7 -kromme met de booglengte s als
. o} i) i . .
parameter, Stel do vectoran «N*LJﬁ =1,2,3 ziljn onalnankeldijk.

Kies (voor elk punt p(s)) een’® vasis van onderling loodrechte een-

C

i
neid Syuﬂfﬁ]“ﬂ bq,..‘ba zd dat oi,isgk, dezellrde rulmte opspannen
als 2N g, iak, voor k=1,2,3 ¢n zd dat bi continue functie van o 1s,
WCgegg‘bibJ = constont volgt
' db., ob .

4 ; j

en daarmze volgt het bestaan Vﬂn,/%’/jﬂj/gj

g b, — Fabs
WAELE R LPLS
3. ‘ﬁ”b +/73b4
T = ER

Pj heet 1-de kromming van de kromme .,

al o
‘
i

< -
wn ;
i

i
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en
Men kan bewijzen dat wanneer de ¢ -functies j01<s)/32(3)]03(s)

gegeven zijn dat dan een kromme in [ bestaat wnarvoor de krommin-
gen gulst deze functies van de bhooglengte zijn. IS‘fB(S)zO dan

ligt de kromme in een E-.

, , . b .
Stelling {4.1] p(s) zi) een kromme in B met krommlngenjoq¥0,
/39¥O enJﬂj. De J=-varletelt met paramctervoorstelling

a(s,u,v) = pHub +vb, , v>0
i

is lokaal isometrisch mct B2, (“Ontwikkelbaar"; Analoog in andere

dimensies).

Bewi js: dq:dp+b1du+u dbq+b2dv+vfﬂbgzbq(ds—ypﬂds+du)+

+b2(uj3qu+dv)+b3(vp2ds).

Merk op, dat de waarden van dg voor een constante wnarde van s, een
driedimensionale deelruimte opspannen ("constant Paﬂk—Ej”).
) -y m

(dq}a = {(ﬂuvjoﬁ)ds + du} o+ (U/quurdv )oy vjo ~ds) .

\

Deze ultdrukking is voor v#£0 een positief deliniete kwadratische

functle in ds, du en dv met co&fficienten die alleen van ;91 en
ﬂQ cn nilet v:‘m]),3 afhangen, Men zou dus hetzellde gevondeﬁ nebben
voor een Kromme ﬁet”krommingen /Dq(s),jDQ(s) en O, In dit geval
ligt de kromme in L en 5, wen v zljn lokale coordinaten voor een
deel van Ej. Hierult volpt het gestelde,

N.B. dor PJP 5) continu over te laten gaon in de functic O kan men
zelfs de gegeven variéteit continu verbuligen tot hij vlak is,

Het beeld van een cirkel onder cen Cu—inhcdding heet een gesloten

ol
C ~kromme,

pmp(s) 7z1]) een vliakke gesloten b —krwlmc met booglcngtc 5. Dan 1is
-~ . (]
a dp Lo/dp,“ £ d“p
0 :.ﬁ - ) e | A3 o= @ = ds o+ @ 0 —— dd
Ts (P as|” (gg) ds Voo o
]

Dus

‘Stelling ) ¢}3 -p o )ds = omtrek vlakke gesloten 3?—kromme
}Hierln io ]pb de Jiutﬂhd van (vector) 0 tot de raaklijn in het
punt 5, cn‘p de kromming 1in s,

gN.B. Is O een punt waardoor geen enkele of hoogstens één raaklijn
‘aan de gesloten C°-kromme gaat, dan ﬁ?}ﬁ. pbq)du = omtrek.
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0O een punt niet op de kromme, waardoor wel ranklijnen gaan, dan

e
0

%!

@ U#' }pbﬂl ds > omtrek

(verg. Hsiung, C.C. Some intcgral formulas for closed hypersur-
faces, Math.Scandinavicn 2 (1954), 280-204).
% . 5 - RPN,
Krommen op een C -(N=-1)-deelvaritteit van E
. . oL e - =N P
Stel p variabel in de C° -(N-1)-variéteit XCE . De differen-

tiaal dp neemt dan waarden in een punt van XL zan die vectoren van

cen N-1-dimensionale vectorruimte zijn., Stel n is een eenhcids-
vector (normaal) in EN loodrecht daarop, en continu vari€rend met
p. Dan is het in-product dp.n=0, en nu velgt de belangrijke rformule
van Meusnier

ne differentiatie).

O

» 2
[4.3} ld(dp.n) = d7p.n + dp.dn = O (4 is gew

Wij concentreren de aandacht op een vast punt o van XCE met de

raakruimte T t.o.v. X,

dp dp, die de metriek bepnalt, Js een kwadratische functie op T
en heet de eerste {undamentaalvorm in 0 € XC L.

dn dn 18 ook een kuadrztische functie op T en heet de tweede fun-

Cdamentaalvorm,

I3 p(s) een kromme met booglengte ¢ in X dan 1s

i dep %
5 - N o s . - ) L . P
% — =J3b1 de krommingsvector, ::T" g _}qun

= P cos(hoek b, en n) de pormalc kramming (3

i - . )
; 5 dg.p c G- e ‘ } : 2 _ de meadetsanhe epan "
‘ V/l(ggz) - (ggﬁ . Vja ‘fra _JFC de geodetische kromming

ivan de kromme in X,
ﬁ Veor cen Kromme op een Sq]-m—dcelvapiéte%t X is'ﬁ% (algemener)
de lengte van de orthogonale component van 9:% op de euclidische
;m—deelruimte van T die door het betrefflende . punt van X gaat en
;daar dezelflde contravariante raakruimte heeft. Voor m=1 1s steeds
P =0,
it L4, 3] volgt dat de normale kromming
»]
a“p dp dn

—5 0= - =y
ds” ap ap

E‘l?o

R T
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. . . \ s
ultsluitend door de raskvector %B rceds is bepaald.

asg

De eigenwaarden van dp dn t.o.v. dp dp heten de hoofdkrommingen

Hi 1=1,...0~1 van X CE; de eigenvectoren geven de hoofdrichtingen.

2 - s . kel L3
Kiesgt men als coordinaten in T de vectoren in T die een cobasis
vormen van N-1 eenheidscigenvectoren in T, zeg @y i=1,...N=-1,
dan is
vergelljking van Euler,

,P ST okiwi©
n z. co,h

1

Stelling [4.%} Fenchel: Voor cen gesloten 0 ” -kromme p{s) in S
Lp[aha;??ﬁ@ @]fﬂds = 2T houdt in dot de kromme vlalk en convex

is, Fary-Milnor: ¢ Uﬂ dg < 41 houdt in dat Jd¢ kromme in Ej cen

triviale knoop is (men zegt: "geen knoop heeft™).

(Veralgemeend door Chern-Loshof, Am. Journal of Math,LXXIX 306-313

(1957).

Bewijg: De loodrecchte contravariante ecnheidsvectoren in de punten

van p(s) vormen cen Cq~2mvariéteit (abstract; ligt niect in EJ) N,
die een O '-Z-torus is met C -coordinaten s en XA waarbi; X een
hockmant voor elke keuze s=constant zij.

De cenheldovectoren ¢ I worden nu in Ej #1le  evenwiljdig ver-
plaatot naar het punt O in de euclidische vectorrulmte E3 en de
beelden worden op natuurll ke wijze voorgesteld door punten van de

-

-

. R 2 - . oo
P-sfecr 5 met vergelljking n7=1. Zo ontstoat de Cq-afbuelding

h ¢ N—9

Zijn uyv lokale coordinnten op S5, dan 1s de oppervlakte van een
open stuk G in S cen integranl von de soord
/‘
(/[u(u,v):hiAdv] .
G
Is H cen open deel van N dan beslant £(H) con stuk oppervlak van 3
peligh aan (meervoudige bedokking ook mecrvoudig gerckend)
f )3’ (5, )is A d)d
H
g oy o ol I 1 1 e D e - N 1 "M IR ey 4 ~ e 5
indicn f (s,X ) gudcliniverd is door du cis dnt 4 (5, X )ds wd X
het boecld van oc(u,v)duu\dv ls ondir de 2fbollding h:N s 9
Voor cen stuk cirkolboog Sy =, op v(s), beschrijft n
stuk grote cirkcel op 9§ met luncte J“LP{@S = %, en dus is
] '
/}
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5
2
ds

-

€2}

)J(S,%)dbhd)ﬁ} = ﬁ- . 13~’ﬁ': L}jo:: L/ L‘Q UJ!
1 %1
21

In dit goval is 7([{0 ][j’(JJ( )c’i)( = 4lﬁl

Maar dan g 14t Net algemeen want linker cn rechtorlid zign bepaald

o) d“h ) ‘ .
door p, HE cn —x i door &lk punt van p(s) kan men cen cirkel of
d 23

rechte bepalen dic dit met p(s) gemcen heeflt.

Wij concludercn dat h(N) op S cen oppervlakte

beslaat,

Beschouwen wily thans een willckeurig punt q op 3. De functie
op de kromme p(s) dic de afstond is van het punt p(s) tot een vilak
dat loodrecht staat op g ¢n de kromme nict snijgdt is coen qufuno—
tic z(s) dic minotens ¢én maximum ci minstens ¢én minimum hecft.
In de¢ hijbehorende puntin op de kromme heeflt g de richting van cen
normaal, Elk punt g op S wordt dus door h(N) minstens tweemaal be-
dekt en

Lgb)j)’ ds > 2.4 = B
fﬁ Lp’ ds = 27T,

Liggen de dric vectoren h(b,(sq)), h(bﬂ(sz)) en h(bq(s%)) nict op
cen grote cirkel op & un zou men in elk van de 8 open delen waarin
5 verdeeld wordt deoor de grote cirkels loodrecht op dic voctoren,
cen omgeving kiczen cn aannemen dat geen van deze meer dan Sdn
keer door h(N) bedekt zou worden, dan kreeg men con contradictie

ult continuiteitsoverwegingen, In het genoemde geval is dus

Sé]}gi dg 27T .

@ lpfds = 27 kan dus alleen voorkomen indilcn de kromme vlak is,
In dit geval kiczen we in het viak van de kromme twee loodrechte

eenheildsvectoren e,x en €, en stellen
fast

dp

- oy e ) [ -
T = cob >U ,\.”1 + wlﬂy PR

Dan iSf\::%g en @Jvds::f %g'ms @ dj>:2?w of -2 .
3

J A ! .
We kilezen de orientatie van e, n ey achteral nog zo dat
L.

@j}ds = 27T .

it
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s o as = G )9 as - ¢ - ¢ as

dan en slcchts dan, indlien in ¢lk punt van de kromme

zﬁél = §§ dus 35 = ©

hetgeen convexiteit inhoudt.

Is @ Uﬂfjs<.4ﬁ‘, dan bestaat cen vector g €3 met cen omgeving
van g in S, waarvan c¢lk punt door h(ll) minder dan 4 kecr getroffen
wordt. Nocm q vertikaal en dc ecrder genoemde functle z hoogte. De
hoogte heeft &én (reloticf)maximun zeg in p(sg) en &én (relaticfl)
minimum zog in/p(mq), O<:sg~sq<:omtrck. De volgende homeomorfe af-
beelding van Ej op zich beeldt do gogeven kromme op cen gesloten
vlakke kromme af, D¢ cxilstentic van dic afbeelding is per definl-
tic het trivieal zijgn van dc knoop.

Het homeomorfisme:

voor z>z p(s,) de identlteilt;
o

voor z p(s,)<z = 2z p(s)<z p(s8,), 8,<S5< 8,
1 [t 1 fd
de beveglng in dit viek dic het midden van de koorde in dit vlak

vertikaasl onder p(s.) brengt, ¢n de richting van de koorde vanult
.
\ - . . d
p(s) beglnnend, gelijk maakt aan de richting van H% in p(sg);

Voor z = 7 p(sq) continu =2ansluitend bij het vorilge;

VOOr Z < % p(sq) dezelfde beweging 2ls 1n z = 2 p(sq).

Wij meven het bewijs voor geval @{/ﬂ ds = 47T nict.

€,
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.Correctie., p.14 regel 14-9 v.o. moet zijn:

Is de kromme niet vlak dan is max z >min z, hoe de eenheids-
vector q ook gekozen is, Wij kilczen q:bB(SO), waarbi] s, €en
punt zij met torsle ongelijk nul, Stel max z en min z worden
respectilevelljk bereikt voor s:s,l €n sS=s85. Er zijn dan dis-
juncte omgevingen I(sq) en I(sg) op de kromme met langs de
kromme gemeten afstand r> 0, ¢cn cen omgeving U(q) van g op
S, zé dat h {N N [s 6I(Sq)]} zowel als h {N N [s eI(sE)]}
elk punt van U(q) minstens ¢énmaal dekken. Voor voldoend

kleine positieve k.<%

r zijn h bq(so—k), h bq(so) en

h bq(so+k) nict lincailr afhankelijk, en dus vormen de drie
grote clrkels van S loodrecht op deze richtingen onder meer
cen klein boldriehoekje, dat voor k —0 het punt g = bB(SO)
tot limiet heeft e¢n dus voor k voldoende klein bevat is in
U(a) = U(b3(so)). Dit\opcn driehoekje wordt door

h {Ncw[so—k <8 sso+k]j rceds twee keer bedekt en aangezien
S,-K ¢8 ¢s_+k geen punten gemeen heelt met I(sq), &n tevens
met I(SE) omdat k <% r, wordt dit driehoekje in totaal min-
stens dric keer bedekt door h(N). Dan beslaat h(N) op S een

oppervliakte >8w en

$1plds > 2.
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5. De existentie van een Cm—Riemannse metriek op een C“-varié~
teit « 21, ‘

Stelling: Op een C -n-varibtblt bestaazt voor 4 ¢ K ¢eo een (%

Riemannse metriek.

[N.B. Volgens C.B. Morrey Jr bestaat ook op een compacte Cw~n-
variételt een CQLRiemannse metriek, maar zijn bewijs 1s nog
niet in detail gepubliceerd. (Notices Am.Math.Soc.5 no 1 febru-

ari 1958, p.73) ] .
We zullen drie wezenlijk verschillende bewijzen van de stel-

ling geven.,
Ecrste bewijs (Bochner S, (2))
In de topologie wordt bewezon dat bij X,cen ¢*.n-varisteit

(% 31) volgens onze definitie, cen stelsel (open) ¢%-codrdi-
natenstelsels (U, ; Kgqoee X r) met begrensde beelden in RV
en open omgevingen V met YﬁuU begtaan B € I, z6 dat X de

f i

vereniging van alle Yé is, en zd dat elk punt in X een omge-

ving heeft dic hoogstens eindig vele der QG ontmoet.

Wij beschouwen een B el en het homeomorfe beeld van qe
en Yé in R”. Stcl de afstand von het becld van de rand van
qﬁ tot het beeld van de¢ rand van Yﬁ is r., Kies een yerdc—
1ing van R in hyperkubi met zijden gelijk aan P/(S\/E). Bij

zo een kubus
Pj<Xy3<qy =D+ P/B‘V; i=1,...50

N 0o .
beschouwen we de C  ~functie op R"

(5.1) E:T Xy-py) o flag-xy)

met [ gedefinieerd als op pagina 1.

De som van alle aldus verkregen ¢ ~functics bij al die
hyperkubl welke met hun rand geheel bevat zijn in het beeigu
van Uﬁ in Rn geeft een Cng—functie op R ¢n door miédel van
het coordinatenstelscl cen C%-functie op Uﬁ .
voortgezet worden over d¢ gehele rulmte X, namelijk door de
functiewaarde c¢lders nul te kiezen., Zo ontstast de functie
%% die positief is op Y@ en niet-negatlefl op X,

Het product var1%% met de kwadratische vorm Eigzq(dfsi
en met de kwadratische vormQ elders, is een globale

Deze kan C“ -

2
)
op U

A
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(op X) overal niet-negaticve kwadratische vorm, die we kort
voorstellen door
0%

n . 2
Vs o 21mq(0%y) Vs €
¢n die positief definict 1s op YG'
Een C°<*metpiek op X wordt nu gegeven door

(5.2) dsg = Z/a eI * { Vﬁ ¢ Z;_lz/l(d)’{/sl)e } ‘

(Opm.: Het symbool x iis gebruikt voor (a) het i-de getal
in cen rij getallen in Rn,(b) cen lokale functie op X n.l.
in de omgeving U, ).

r 7
N.B. De ¢%-functies %G SO A—
2aer Vo
op X die niet-negaticef zijn, hebben de volgende elgenschappen
= ite H ) 'T =
pﬂ 0 buiten U_ ; 4% >0 in Vﬁ Lo %8 1 .

Het stelsel functics heet cen % -partitic van de functie 1

op X.

Tweede Bewilgs, Whitney H. {(Geometric integration theory,

Princeton 1957). Wij geven dit bewigs allcen voor compacte X.

Een bewijps is geleverd indlen we cen C°<~inbedding f van
de gegeven ¢ -an-varifteit in enige ¢uclidische ruimte kunnen
aangeven, Want dan neme men het duale beeld van de euclidische
metriek ds=r "o (ds )2

Stel %ﬁ ,{%33 \/’/S 5 %ﬁi
( v e¢indig wegens de compactheid var X). Een c* -inbhedding
£ van ¥ in V(0¥ _gv(n+1)
functiecs in p e ¥X:

(5-3) fo/3<p) = )é/3<p), r

1)
zljn als boven met B =1,...v

wordt gegeven door de Vv (n+1)

ip(0) =25 (0) o oxy(p)

pat £ ¢ is, is duidelijk.

De punten van f(Vﬂ ) worden C% -afgebecld op V

P door

x = f

i i /f0/3

waarult volgt dat f lokaal een inverse heeft en een immersie
is.
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Stel Wy ={p| X (P) aéo}.Nu is vﬂc\y,c.uﬁ.
(p)/f

Zijn p,aely ap, dan is fiﬁ £ (p)# (a)/ (a),

f. fo
dus £(p)4r(a). o a

Is pelig , q§w/3 , dan is fop(p);ZO:foﬁ (q), dus f(p)#4f(a).
Dan is de immersie topologisch, dus een inbedding.,

Derde bewijs. Steenrod N. The topology of fibre bundles,
Princeton 1951,
Beschouw een C“-triangulatic K van de C%-n-varisteit X

met simplices in coordinaten-omgevingen. Stel een Riemannse
metriek is reeds gegeven op U(KY), een omgeving van het r-

dimensionale skelet (dat bestant uit allc simplices van di-
mensic ¢r). Wij moeten (nodig en voldoendc) laten zien dat

cr onder die omstandigheden steeds geen hindernis is tegen de

constructic van ecen Cutmetriek op cen omgeving U(Kr+q) van
KP+1. De constructie verloopt simplex-gewijs.,
Voor r=-1 kiczen we disjuncte coordinaten omgevingen van
de punten in KO én nemen dharop C&-m@tricken naar willekeur.
Voor r > -1 beschouwcn we ¢cn voorstelling van cen "op te
vullen" r+1-dimensionaal simplex als simplex met zwaartepunt O
In een euclidische vectorruimte cn met op de rand vectoren dic
we door r voorstellen. tr doorloopt voor O <t ¢1 het gehele
beecld van het simplex, Wij kiczen O <t ety < zd dat in het
simplex de metrick gedefinilerd is in alle punten tr mct
tos t ¢1, Voor t,«<t ¢1 blijft hij ongewijzigd.
t

stel y(t) = [ £(t-t_).c(t,-t)ds

o 3

/‘

f nls op prg.1.

SESUSVSUUUUU 7o RN SRR

(7] [ 1 1

Stel ds e

0st <t

g is de receds bekende metriek voor to ¢t g1, en O voor
o
Stel ds

]
2“ is een willckeurig te kiczen metrick voor O¢t ¢1.
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Dan is

2 ’ : r o
05 = p(t) . ds,® + {1 -r(e)} . 98,
(=4
een C -metriek op het gehele simplex die voor tﬂ‘<t £1 1lden-
tiek 1s met die in het vorige stadium

6. Differentiaalvormen en de totale kromming op een oppervlak.

Op pag.B8 definieerden we de r-differentiaalvormen en het
ult-product van 1-vormen op een Ca -m-vapritelt X,
Lemma. Zijn XpseeeX €D v},...ymAlmcale coordinaten voor een
omgeving van X, en is w= 2_a dxin h'bjdy een 1-vorm met co&f-

ficié&nten in R of in een reéle veﬂtorwulmte dan 18
2.da Adx, = z;de ndy g

Deze 2-vorm (die van de keuze der cofirdinaten onafhankelijk is)
heet de ult-afgeleide van w , en wordt aangeduld met dw,

Bewi s
oy ; oy
i ‘} 'l - ;‘* g {
2 da,Adx, = 5 d(b, seo) A 0%y = Zﬂ:ﬂ%/xg}?jl~ dx, = T dbady ,
aangezlen E; d ifi A dxi = % ﬁyzﬁig ﬁxkf\dxi = 0,
Opmerking:
Qa, 5 oa oa
= 4 = At
= d{ z:aiuxi) =5 axj dez\dxim 15 <§§E 3x3 dxiAde.
Lemma (bekend) dew =0 dan en alleen dan wanneer (locaal) een

functie f bestaat, z6 dat w =df, Er geldt dus identiek

d(dr) = 0 d = uit-afgelelde.

Stelllng van Stokes (bekend). Is w een 1~vorm op een georiéne
teerde C°-2-varifteit W met stukgewljs C 2_rand oW, dan 1is

/ dew
W
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De krommingsvorm £l , verkregen op intrinsieke wijze,

X 2iJ nu een georiénteerd C® -oppervlak met Riemannse
metriek dsg. Wij veschouwen de driedimensionale ruimte V van
paren onderling loodrechte contravariante eenheidsvectoren
€ 585, met de elgenschap dat in elk punt p van X de volgorde
e,],e2 past blj de ori&ntatle aldaar. Dat wll zeggen dat lo-

cale coordinaten x_,x, bestaan met de gegeven orléntatie en
met dx,(e.) = J, 4 {1 voor i=]
s EAE I B 0 voor i#£j °
Als locale cobrdinaten in V kan men nemen: twee cofrdi-
naten X, 5%y OM D oaan te duilden, alsmede een hoek ¢ (modulo
2w bepaald) bijvoorbeeld de hoek dile de vector e, maakt met

1
81 de raakvector in p met

o} e}
dxg(eq) = 0 en dxq(eq) >0 .

De C°°—afbeelding p:V-—>X van elk tweebeen op zljn oorsprong
heet projectie, De tweebenen met eenzelfde projectie vormen
een vezel van de zgn., vezelruimte V met basis X.

De differentialen in V zijn alle van de gedaante
/S,ldxq +/32dx2 +/33dqt’ .

Wlj defini&€ren nu een 1-differentiaalvorm in V namelijk door
dit te doen voor elk punt (p,eq,eg)e'v. Bij zo een punt be-
schouwen we de projectie pé X en de vectoren eq,eo aldaar., In
X bestaat één covariante vector «, met de waarden

4
wq(e/a> = 5 Cuﬂ(e?—) = O'

Het duale beeld in V van deze covariante vector “w in X, is

de gewenste covariante vector in V, die we ook aanduiden met
cﬂﬂ. De verzameling van al dergelijke vormen de 1-differentiaal-

vorm @, op V, die uiltsluitend en geheel bepaald 1s door de

gegeven metriek 652 in X,
Op analoge wijze wordt «, op V bepaald, zb dat op X

cvg(eq) = 0 wy(ey) = 1

Zijn & en r%,a 26 dat @

’ j> = J, ., en stellen we de duale

i( ij
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0
beelden onder projectie van 2% en c02 door dezelfde symbo-
len voor, dan is in V:

w, = cos ¢, & + sin ¢, o
1 1 2

(6.1) _ 5 o
Wy = -sin ¢, w,. +cos ¢ . W,

o
W =
Merk op dat w, A 2-481/\042,

Omdat cgq en <3? 1-vormen op X zijn, geldt hetzelfde voor de
2-vormen du??,l en d(%? en we mogen stellen
0 o Q o Q
dww = A 31Ac02 , dw, ;;ctoqA @

en in deze uitdrukkingen komt ¢ of d¢ niet voor.
Nu geldt

0 Q o O
dw, = d cos Yaw, + d sin @ A & +cos<,ﬂ.1w,‘/\w2 +

1 1
(@] O

it

0O 0 Ie) o
d¢ A(-sin ?.cuq+cos ¢,u32)+cos P W AWt

O Aw
+ sin ¢ u @, 5

(e} Q O O
d wq = (~sin y.cuq + cos ¢.CU2)/ﬂ(—dgﬂjjbaJQ-Xcuq)

en analoog voor dw,.. Samengevat:
[

— . — R

(6.2) dw/‘ --002/\ wQ’] 2 dwg = W (;.712
Q 0,
..Cl)lig = «)21 = ‘d(/’—/(lwg _:)\w/]

De differentiaalvorm w is hierdoor in V eenduidig bepaald,

12
zoals men eenvoudlg ken bewljzen. cqu is dus ook geheel be-
~

I}

paald door de gegeven metrick ds®, en hetzelfde geldt voor

d w = S

:

In deze laatste uitdrukking en 2-vorm komt ¢ niet voor, én
deze 2-vorm 1g dus een 2-vorm op X. Het is een veelvoud van
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Wy N Py = cqu 3%2, het "oppervlakte-element',
(6.3) g w, . == -x W, A, P2-vorm op X

£ heet de krommingsvorm op X. De refle functie ¥ op X is een
invariant van de metriek. Het is de totale kromming van Gauss,

zoals we in de volgende paragraaf zullen zien,

De krommingsvorm £L voor geval X ingebed is in EB.

Wij beschouwen de ruimte D der georiénteerde driebenen
(p,eq,eg,es) in een euclidische driedimensionale ruimte.
p,e,l,e2 en e3 zijn vectoren 1n een euclidische vectorruimte,.
De differentiaalvormen met vectoren als waardengebied,

dp,deq,deQ en de3 kunnen in vectorcomponenten ontbonden wor-
den,
- - D 7 -
dp =, e, , de, =@ 4 eg (Einstein sommatie-conventie
!\,B =1,2 en 3)0
“)A en QOAB zijn reé&le differentiaalvormen op D.
Er geldt

= = M X = e
(6.1) { 0 = d(dp) =w,de, + dw, e, ; dew, =wWrAy,

- . ) =Y » = A
0 = d(dey)= -w,p deg + dwyg.ep j dw g= @t Wop

Wij beperken nu p tot p €X en voorts tot dricbenen waarvan

eq,eg raakvectoren aan X zljn met de bij X passende oriéntatie;

e.=n, 0p deze wijze wordt de in de vorige paragraaf genoemde
vezelruimte V in D ingebed, terwijl w,, W, en dus wegens
(6.4) ook @, de aldaar genoemde betekenis krijgen bij be-

perking tet V. Dus is

£ == K AW = = ¢ = - A
(6.5) ] L =-X w, 0= QW =@ AWy, = - w A @,

Kies nu in een punt van X

) P en e, in de hoofdrichtingen van
X CEJ. Dan is (zie pag.13)

1
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> 08y =@, e, w8,
A H [t £
dp = S S
g 1 2 A
W, W w e W ©
dp dn _ 31 T W5 9o Mg @R,

dp dp el D = e

w,” +w, W s w,

& 1 '~

[Ty = I (73 o e I3
34 1% s Pyp = Ky,
n = (.U AW -

g
On

De vorm S
ment op

X CE3 op

is het duale

U

de eenheldssfeer ond

7
D

Men kan dit met

afbeel

¢ing po-» €, VAN

de vectoren in E. gecombineerd met het ultproduct der differen-
tialen uitdrukken door (n=e,):
dn A dn = X dp A dp
of ultgeschreven
v‘\ 1 3 -
dn A dn = {chpﬁeq+ ﬁg‘“ﬁey> Q(thﬂq@ﬁ+ chuge?) =
5K ( - e rwe VA oe W e
o hqxzxéq»\eﬁjatﬂﬂAiud> = n\«uﬁ0ﬂ+‘ugﬁ?;Q awqiqéudfea) -
= X dp a2 dp.
Het kan ook geschreven worden met een determlnant waarbi]
de vermenigvuldiging der differentislen ook weer ultvermenip-
vuldiging 1s:
-4Ll= det(dn,dn,n) = M det(dp,dp,n) = K W, A w |
Voor een ori&nteerbasr gesloten oppervlak X is j'fl (nlet
') 1 - N 1 - 3 - - 1)(" - 4 . - o
f‘ffl}?) gelijk aan een geheel zantal keren het“oppervlak van
> - ~ 3 Ty ™ 1 / ’
S°, dus een geheel aantal keren 4T, Dit aantal is 3 ¥ met X

karakteristiek

len zien,

getal van Euler Polnca

1
r

€, zoals wij nog zul-
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7. De stelling van Gauss-Bornet-Culer-Poincard.

Wij besc%ouwen het oriénteerbare gesloten oppervlak X met me-
triek ds”, Wij kilezen czen veld van eenheidsvectoren, op X,
hoogstens uitgezonderd een eindig 2antal punten (singulari-
teiten van het veld), doch elders met componenten die ¢ -
functies der locale coordinaten zin. Bovendien nemen we aan
dat wanneer, in locale coordinaten, (x,y)=(0,) een singulari-
telt heeft, cn het veld in de buurt daarvan is gegeven door

¢(x,y), dat dan 1lim ¢(t cos v, t sin y ) = ¢( ¥) een dif-
t—0
ferentieerbare functie van y is., De singulariteiten zijn dus

nlet al te lelijk. Wij vatten de eenheidsvectoren van het

veld op als eerste benen van tweebenen, welke tweebenen een
oppervlak MCV leveren met een rand @M, die geheel bevat is
in de vezels boven de singulariteiten in X. Nu geldt op elk

stuk van de rand w,= Wy=0, dus

W,y o= d(,'J
12

Toepassingen van de stelling van Stokes geeft:

f-d(wab:fﬂ:f.ﬂ:f dquszqzaf de¢

g

X X M M 21 oM
T [ Teay.y
e . d\,"a I ° 2“.
> Y" ‘:O a)/’ S S

I_. 1s een geheel getal de index van de singulariteit die aan-

3

geduld wordt met symbcol s.

Stelling van Gauss-Bonnet-Euler-Poincaré:

]

(7.) | R 0-F 1 -x |
. o [e}
4 |
Het karakteristieke getzal von Buler-Poincaré X is onafhanke-
1i,ke van de (gesohikte) keuze van de singulariteiten van het

vectorveld wegens het linkerlid van (7.1).

X is ook onafhankelijk van de metriek 1).

o]
Bewijs: Kies een vectorveld en twee metrieken ds” en d§2 op

het oppervlak V. Dan is ook

0 g e i e G e G o s dme me e N G

1) X is zelfs een topologische invariant,



een metriek op V.
Substitutie van deze metriek in (7.1) levert in het linkerlid
een contlnue functie van X dus ook in Let rechterlid een con-
tinue functie van A die echter slechts gehele waarder kan
aannemen. Dan 1s hij gonstant en het gestelde volgt.,

Een voorbeeld van een vectorveld krijgt men door bij
een triangulatie 1in elk simplex een vectorveld te kiezen als
in de figuur, Bij zo'n vectorveld leveren de hoekpunten de
{middens van de) zijden en de (zwaartepunten) van de driehoe-
ken in ZZIS bijdragen gelljk aan -1, +1 en -1 respectieve=

I

1i3k, zo dat

X =21, = -H+2-0D
Pl

wanneer H, Z en D de aantallen hoekpunten, zijden en driehoe-
ken van de triangulatie voorstellen, Men denke

aan de stelling van Euler ult de stereometrie, Voor bol en
torus is X = -2 en 0 respectlevellijk, etgeen men op grond
van het bovenstaande op vele manieren kan bewljzen, (Op de
torus bestaat een singulariteitenvrij vectorveld dus Y =0;

op de torus bestaat een euclidische metriek (X =0Q) dus X = 0;
op de bol kieze men de gewone eenneldsbolmetriek %Lffl =
.[—ﬂ.ds =-4m , dus: X = -2; op de bol kieze men N. en Z,ppol
' het veld van eenheldsveetoren gerieht noar het Zuiden in

2
elk punt. Daazrmee blijkt X = -1-1=-2),

\ 1
Toepassingen. )

Een éénparameterig (parameter=tijd) stel bewegingen van

e O wem oGP W G e G SON Gue oso G0 N WM UND SR T

1) H.Hopf, Lectures on differential g@OMFtFy in the large.
Mimeogr@phed notes. Stanford University 1956,
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een oppervliak met dsg, in zich, bepaalt een snelheidsvector-
veld, dat slechts geisoleerde singulariteiten heeft (snelheid 0)
7Zo een singulariteit is een stationnair punt en daarom bestaat
het vectorveld in de buurt van een singulariteit (op zeker mo-
ment to) ult raskvectoren aan concentrische cirkels. Zulke sin-
gulariteliten leveren een Dbijdrage I=-1. Daarult volgt de

Stelling: Op een ori&nteerbaar gesloten ogpervlak X met Euler-
Poincaré karakteristiek X, en metriek ds“ hoe ook gekozen, is
éénparameterige beweging onmogelijk voor geval X > 0, Voor ge-
val X =0 (torus) is beweging soms mogelijk, maar er is geen
enkel momentaan invariant punt. Voor geval X =-2(bol)is bewe-
cing soms mogeliljk maar dan heeft dic beweging twee momentaan

invariante punten,

Men kan hierult ook nog afleiden: Op een niet-ori&nteerbaar op-
pervliak met d32 is één parameterige beweging hoogstens mogelijk
indien het een projectiefl vlak is; en in geval er een beweging
is, heeft die één momentaan invariant punt,

Analoge stellingen gelden voor conforme afbeeldingen (i.p.v.
bewegingen) van X op zich.

(Bij een (compact) Riemanns oppervlak X van een complexe alge-
brafsche functie bestant ecn invariant gedefinigerde Riemannse
metriek met constante kromming gelijk aan 1 indien X een S2 is,
gelijk aan O indien X een torus 1s, gelijk aan -1 in de andere
gevallen., In die andere gevallen 1is geen infinitesimale bewe-

ging van het gevonden oppervlak X met metriek mogelijk.)

7. Isometrisch inbedden in euclidische ruilmten.

- , . - ~ . .o
Een C¥ -inbedding f van een C¥-n-vari&teit X° met Riemannse

-~ LT
n+N 2 heet

metriel dss in eer euclidische ruimte I met metriek dsE
FaS

isometrisclr respectievell jk kort indien

'S
o

; 2 2
f*(dsg) = dsl resp. f“(dsg)esds

ol
A8
\

X °

2

De laatste ongelijkheid betekent dat dsx - f*(dsé) niet-negatief

is. _
De volgende vraag ligt nu voor de hand: Bestaat blij een

NN

-
gegeven X" (inclusilef dsi) een euclidische ruimte E en een
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: . e HT+N
isometrische inbedding  : X" -5 " . Wat 18 de uleinste waarpr-

de van N waarvoor zo een inbedding bestaat?

Er zljn verschlllende redenen waarom een isometrische

inbedding onmogelijk kan zijn,

a) In de eerste plasts kan een inbedding op grond van topolo-
gische eigenschappen (dus onafhankelijk van de metriek) onmo-
gelijk zijn voor geval N<n. Zo kan het re&le projectieve vlak
niet in E3 worden ingebed

b) In de tweede plaats kan een inbedding weliswasr topologisch
mogelljk zijn, doeh het kan zijn dat de Sq-st?mctuur zich te-
gen Cﬂ—inbedding verzet {onafhankelijk van de metriek), J. Mil-
nor heeft n.l, op &7 een ¢ -structuur geconstrueerd die geen
Cq—inbedding in 38 toelaat. Ann,of Math.04 (1956), p.399-405.
¢) In de derde plaats kan een isometrische Sj—inbedding onmo -
gelijk zijn voor geval N< n-1 op grond van locale isometrische
elgenschappen, Voor n=2 is dit duldelijk. Een omgeving van de
hyperbollsche n=-dimensionale ruimte kan bljvoorbeeld niet iso-
metriseh 2° in EUTC worden ingebed,

. . ) SO
0} In de vierde plasts bestasan ruimten X met de elgenschap
NN

¢!

dat weliswaar X', O° ingebed kan worden in en ook met de

elgenschap dat elk punt van X wel een omgeving heeft die iso-
. W3 ~NHN ; X )

metrisc. 27 in B kan worden afgebeeld, doch zo dat geen

globale isometrische inbedding bestaat, Voorbeeld: de loceal-

euclidische toxx; T met cotirdinaten ¢ en y (module 2rt ) en me-

] y P &
<. L PN { b J -3 ¢y 2
triek ds =d v %ﬂiq kan nlet C--lsometrisch in E- worden in-

"\

gebed (Tompkins,C.). Immers stel er was zo een inbedding
f T B, Is P een vast punt in Ej en « een punt variabel

in £{T) dan bereikt de afstand PQ een maximum, Stel dit maxie
mum wordt bereikt in R. Docor op de bol met middelpunt P en
straal PR te letten ziet men direct dat f£{T) in het punt R
hoofdkrommingen met hetzelfde teken en ongelijgk nul heeft, zo-
dat de totale kromming van £(T) in R positief is. Volgens het

gegeven 1s hij nul, een tegensprask,

Het begrip isometrische inbedding heeft ook nog zin, 1in-
dien sprake ig van inbeddingen van de differentiderbaarnelds-
klasse 1, Daarbilj kurnen essentieel nicuwe mogelijkheden op=-
treden, omdat alle krommingselgenschappen verloren gaan, Zo

i ‘. ~
gelden de onder c¢) en d) gencemde bezwaren niet voor { '-inbed-
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dingen. Hierop is het eerst de aandacht gevestigd door

J. Nash,

Nash beschouwde ook Cg— en Cﬂ-inbeddingen en gaf diverse
opmerkelijke existentie-stellingen. Verdergaande stellingen
betreffende Cq—inbeddingen werden door de spreker gevonden.

Wij vermelden tenslotte enlge van deze.

Stellingen:

I Een Riemannse X' die kort in En+N+1 ingebed kan worden,
n+N+1

kan ook Cq-isometrisch in E worden ingebed, N >0.

(Nash: N >0, Kuiper: N=0),
v

II Een compacte Riemannse Xn die ¢ in E
n+N+1

nN+1 ingebed kan

worden, kan ook Cq-isometrisch in E worden ingebed.(Idem)

4 n+

Gevolg: Een euclidiscne n-torus kan C isometrisch in E

worden 1ngebed. Het hyperbolische vlak kan Cq-isometrisch

worden ingebed in Ej.(KuipeP; niet 04-isometrisch volgens
Hilbert).

. . I o B P N n+N
ITI Een niet-compacte Riemannse X die C  in E kan worden

N+N+1

ingebed kan kort en Cq dus isometrisch in E worden inge-

bed. (Kuiper)
IV De verhoging der dimensie in stelling III kan niet gemist

worden, (Idem)

/‘

Het elliptische vlak minus één punt kan C ' in 52 worden inge-

/‘

bed, maar niet C -kort, laat staan Cq—isometrisch.

Opmerking. Een gewone 2-sfeer met straal R kan Cq—isometrisch
worden ingebed in een omgeving hoe klein ook gekozen, van een
punt in een euclidische driedimensionale ruimte, Ook de star-
heild van het boloppervlak is dus gebonden aan hogere klasse

van differentiferbaarheid dan Cq.

V Een orilénteerbaar oppervlak met Riemannse metriek, dat dif-

feomorf 1s met een compact oppervlak minus eindig veel punten,

kan ¢ -isometrisch in E° worden ingebed, (Idem)

Een ruimte met Riemannse metriek heet metrisch compleet,
Indien voor elk punt P en elk getal X de verzameling van pun-
ten Q met afstand (P,Q) &« A, een compacte verzameling 1is, Men
kan zlich nu nog de vraag stellen of een gegeven complete x"

n+N

met metrlek, afgesloten-in-E kan worden ingebed, Een voor-
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beeld waarblj de els van afgeslotcnheid-in-En+N een onover-
komelljke hindernis bepaalt, wordt gegeven door een gesachlkt
gekozen complete metriek op een open Moebiusband, die daarmee
wel kort er Cq—isometrisch niet-afgesloten-in-}i3 kan worden
ingebed, marr niet Cq-isometvisch afgesloten 1n £, Men neme
de metriek dsgadx2+dy2+dzﬁ op de Mcebliusband dle ult de hyper-
boloide x2+y2-22z1 ontstaat door de identificatie

(X;Y.'Z)N(“x:'y:"z) .
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