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Colloquium Verzam.elingenleer met toepassingen. 

Eerste bijeenkomst: 2 oktober 1963. 

Spreker P.C. Baayen. 

I Verzam.elingenalgebra. 

§1. Inleiding en grondbegrippen. 

Er is meer dan een manier om iemand vlakke meetkunde te leren. 

Een klassieke methode is de streng deductieve, die begint met 

een aantal axioma's en hieruit door middel van logisch redeneren stel­

lingen destilleert. In een andere opzet echter - we zouden deze in­

duct:ief kunnen noemen - begint men ermee de leerling vertrouwd te ma­

ken met lijnstukken en cirkels, door hem constructies te laten uit­

voeren, misschien ook door hem te laten vouwen en knippen. Men laat 

hem hoeken middendoor delen, loodlijnen oprichten, driehoeken ergens 

anders congruent reproduceren, en men vertelt hem later pas dat al 

die getekende punten, li,jnstukken en cirkels slechts benaderingen, 

modellen zijn van de objecten waar de vlakke meetkunde zich mee bezig 

houdt. 

Deze laatste methode willen we volgen in dit colloquium. We wer­

ken met verzamelingen, maar we zullen pas later exact aangeven wat 

een verzamelinp; "is". Zulks is namelijk alleen exact vast te leggen 

door het geven van een aantal axioma 1 s waaraan verzamelingen vol­

doen; evenals "punt" en "rechte lijn" abstracties zi,in, vastgelegd 

door de axioma 1 s van de vlakke meetkunde. En imniddels volstaan we 

er mee een aantal dingen aan te wijzen, zeggend: dat is een verzame­

ling. 

Een belangrijke verzamelin~ is de verzameling N van alle natuur­

lijke getallen. D.w.z. een object x behoort tot N - we zeggen liever: 

x is een element van N, en schrijven: x t. N - dan en slechts dan als 

x ~en van de getallen 1,2,3,4, ••• is. 

Een andere verzameling is de verzam.eling Evan alle echtparen, 

ingeschreven bij de Burgelijke Stand van de gemeente Amsterdam op 

2 oktober 1963 te 19.45 uur. 

Een derde verzameling is de verza.meling - we ~ullen hem voor 
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het ogenblik X noemen - van alle op het ogenblik in Nederland leven­

de mensen van 500 jaar en ouder. 

Deze laatste verzameling scbijnt problematisch. Immers, x~X dan 

en slecbts dan als x een levend mens is, tenminste 500 jaar en ouder 

op het ogenblik wonend in Nederland. Laat ons buiten beschouwing la­

ten of het mogelijk is dat een mens 500 jaar leeft, in ieder geval 

is op bet ogenblik niemand van deze leeftijd in Nederland woonachtig. 

M.a.w. de verzameling Xis leeg, bevat geen elementen. Toch zullen we 

X als een verzameling beschouwen. 

Hetzelfde geldt voor de verzameling Y van alle reele getallen x 

die voldoen aan 1<x<O. 

We beschouwen X en Y als dezelfde verzameling, de lege verza.meling 

genaamd en aangeduid met¢. Zulks op grond van bet gelijkheidsbegrip 

voor verzamelingen: 

Twee verzamelingen A en B worden als gelijk beschouwd 

dan en slechts dan indien ze uit dezelfde elementen be­

staan: i.e. a.ls 

x6A ~ XiB. 

(Opmerkins: Men kan dit beschouwen als een definitie van=• Men kan 

het ook opvatten als een axioma dat de niet nader te analyseren be­

grippen "verzamelinp;" en 11 gelijkbeid" verbindt). 

Het zou vermoeiend zijn voor iedere nieuwe verzameling een ande­

re letter te verzinnen. Daarom maakt men vaak gebruik van een andere 

notatie. 

(1,) Als we te doen hebben met een eindige verzameling die niet 

al te veel elementen bevat, dan wordt zo'n verzameling dikwijls aan­

gegeven door zijn elementen op te schrijven, tussen twee accolades. 

Voorbeelden. De verzameling van alle priemgetallen kleiner dan 10 kan 

worden weergeReven door 
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De verzameling van alle letters, nodig om het woord VERZAMELIN­

GENLEER te vormen, kan aangeduid worden met 

{ A,E,I,G,L,M,N,R,V,Z }; 

dit is tevens de verzameling van alle letters nodig om de twee woor­

den LANGZAME VERVELING te vormen. 

(2) Oneindige verzamelingen, en eindige verzamelingen met veel 

elementen, geven we vaak aan m.b.v. een eigenschap die de elementen 

karakteriseert. 

Voorbeelden. De verzameling van alle ~ natuurlijke getallen wordt 

weergegeven door 

{ x I x=2n voor een n E. N } 

of korter door 

{ 2n I n 6 N } ,. 

De bovengenoemde verzameling {2,3,5,7} wordt ook aangeduid door 

{ n I n11.N en n<10 en n priem }. 

Def:i,nitie 1. Een verzameling A beet een ~eelverzameling van een ver­

zameling B - notatie: AcB - indien ieder element van A ook tot B be­

hoort: 

I.h.bo geldt blijkbaar alti,id Be. B; d.w.z. iedere verzameling 

is een deelverzameling van zichzelf. We zullen A een echte deelver­

zameling van B noemen als enerzijds Ac. B en anderzijds A ~ B. 

Notatie: A« B 

AeB~AcB ~n A f, B. 

In plaat s van A c. B schrijven we ook B ::i A { en zeggen da.n: B bevat 

A); 

;!.' 
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Opmerking. We beschouwen de lege verzameling ~ als deelverzameling 

van iedere verzameling A: ¢cA. Immers aan de voorwaarde 

is trivialerwijze voldaan, daar nooit x e. ¢. 

Definitie 2. De doorsnede An B van twee verzamelingen A en B is de 

verzameling die bestaat uit alle elementen die A en B gemeenschap­

pelijk hebben: 

X ~ A" B ~ xe.A ~n X f. B. 

De vereniging A u B van twee verzamelingen A en B is de verzameling 

die bestaat uit alle elementen die hetzij tot At hetzij tot B beho-

ren: 

X f. AU B ~ X f,, A of X 6 B ( of beide) 

Het verscbil A\B van twee verzamelingen A en Bis de verzameling die 

bestaat uit alle elementen van A, die niet tot B beboren: 

X f. A \.B ~ X " A en X t B. 

Het symmetrisch verscbil A b. B van twee verzamelingen A en Bis de 

verzameling die bestaat uit alle elementen die tot een en slecbts een 

der verzamelingen A en B behoren: 

x ~ A 8 B+=t, x (& A of x f. B, maar niet XE. A I\ B. 

AAB = {AuB)\(AnB). 

( O;Emerk_i!},6_: x f. B is de ontkenning van . x £ B) • 

Voorbeelden. 

Zij Pde verzameling van alle priemgetallen. Dan geldt: 

P n { 2n I n f. N } = { 2 } • 

(M.a.w_.: 2 is bet enige natuurlijke getal dat zowel priem als even 

is, bet enige even priemgetal). Verder geldt: 

P u { 2n I n e. N } a: N • 

,. 
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Pn{n2 lne.N} = ¢; 

{ 2n I n E. N} n { n 2 In E. N} c. { 4n In E. N} ; 

{ 2n I n e. N} u { 2n-1 I n E. N} = N; 

{ 2n I n ~ N} u { 2n+ 1 I n E. ~f} = N \ { 1 } • 

{2n I nE. N} 11 {3nl nE. N} = {nl nE. N en 2/n en 3/n 

en 6,ln}. 

Tenslotte geldt: 

{o,4} c. {0,2,3,4,7}, 

maar niet 
{o,4}cN, 

daarOtN 

Diagrammatisch : 

A 

B 

,, 

AcB 

A'\ B 

AuB 
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§2. Rekenregels. Karakteristieke functies. 

Stelling 1. Als A,B,C verza.melingen ziJn, dan geldt: 

a) A~ A (reflexiviteit); 

b) AcB en Be:. C ~AcC (transitiviteit}; 

c} Ac B en B c. A ~ A = B ( ant isymmetrie) • 

Bewij s van b) : x E. A~ x £ B, daar Ac. B; x £ B ~ x £ C, daar B c. C. 

Dus x E. A=) x e. C voor willekeur ige x, dwz. A c C. 

Stelling 2. Als A,B,C verzamelingen zijn, dan geldt: 

a) AnA = AuA = A (idempotentie); 

b) AnB = BnA; AuB = B1.1A (commutativiteit); 

c} A"(BnC) = (AnB)"C; Au(BuC)=(AuB)uC (associativiteit); 

d) An(AuB) = A; Au(AnB) = A (absorptieregels); 

e} An (B \JC) = (An B)u(A n C); Au (BnC)=(AuB)l\(AuC) 

(distributiviteit). 

Als voorbeeld bewijzen we de eerste distributieve eigenschap: 

x £ A I\ ( B U C) ~ x f. A en x i B u C ~ 

~Xf.A en (xE.B of xEiC)4==;>, 

~( x E. A en x ~ B) of ( x e. A en X £ C )~ 

~ X ~ A n B of X 6 Ar. C ~ 

~ x E-(AnB)u(AnC). 

Een belangrijk hulpmiddel voor het bewijs van der~elijke rekenregels 

wordt verschaft door het .begrip karakteristieke functie. 

Definitie 3. De karakteristieke functie XA van een verzameling A is 

de functie die voor iedere x, A de waarde 1 aanneemt, en die identiek 

0 is buiten A: 

XA (x) - 1~x ~A, 

XA (x) = O~x f;A. 

Qpmerking 1. Als we spreken over een functie behoren we af te spre­

ken ~at het definitiegebied van die functie is, voor welke x hij 



gedefinieerd iso We emen d.arom vanaf dit ogenblik 1::an dat alle ver­

zamelingen die we beschouwen bevat :: ij;, in een grate verzamelL:g Io 

Wel staan we toe dat die verzameling I van geval tot geval verschil­

lend gekozen wordt; bvo zal de ene maal I de verzameling van alle 

r·eele getallen zijri 9 een · ndere keer is I misschien de verzameling 

van alle punten in een plat vlakjeen derde keer bestaat I mogelijk uit 

alle Nederlandse staatsburgers op een zeker tijdstipo 

Deze uni versele verza·.eling I nu zal fungeren als defini tie gebied 

voor alle in de betreffende beschouwing voorkomende karakteristieke 

functies~ xA(x) is gedefinieerd voor iedere x ~ I (en iedere AC I)o 

Opmerking 2o Indien we werken binnen zo 9n universele verzameling I, 

schrijven we meestal A0 LpoVo I -.A, A0 heet dan het complement van A 

(in I, of~ met b:;trekking tot Io) Dan geldt~ 

A= {x ! xA(x) = 1 } = {x I xA(x) ¥ o} 

A 9= {x I xA (x) = 0 } ·- {x I xA (x) ¥ 1} o 

DomoVo karakteristieke functies is een eenvoudig verband te 

l"ggen t ssen de r"k'::: 0 e,;,;:•~s v~:or n, u ,, , t:,,i en gewone arithmetische 

operaties~ 

Stelling 3o Voor willekeurige Ac BI en BC I geldt~ 

a) Ac B (~ xA(x) ! xB(x) voor alle x E. I; 

b) A = B ~ XA (x) = xB(x) voor alle x <: L 

Voorts is, voor willekeurig~ x £ I~ 

c) x
0

( =· O; Xrfx\ = 1; 

d) XA n B(x) - xA(x) X xB(x) 

e) xA u B(x) = max { xA(x), x B(x) }; 

f) XA O ( x) = 1 - XA ( x) ; 

g) XA t:,, B(x) = par ( xA(x) + xB(x))o 

~merkingo :Vet 1ar(y) (pariteit van y) wordt bedoeld de functie$ gede­

finieerd voor gehele y, die de waarde O heeft als y even isi en de 

waard~ 1 als y oneven isc 
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Het is vaak prettiger g) te schrijven in de vorm van een 

congruentie modulo 2: 

Het bewijs van deze stelling volgt gemakkeli,ik uit de defini­

ties. Als voorbeeld zullen we g) aantonen. 

Daartoe onderscheiden we vier 12:evallen: 

· 1) x, A, x t B. Dan zeker x t A6B. In dit geval is dus 

X A (x) = X B(x) = X A6B(x) = O; dus g) geldt zeker voor deze x. 

2) xeA, x ,J; B. Dan zal xE.A6B. Dus X A6B(x) = X A(x) = 1, terwijl 

XB(x) = O. Weer blijkt g) voor deze x te gelden. 

3) x ¢ B, ·x t.A: geheel analoog aan geval 2). 

4) xG.A, x•B• Nu zal Xf;A n B, dus x¢A6B = (AuB)\(AnB). 

Dus \
6
B(x) = O, XA (x)= ~{x) = 1. Weer blijkt g) te gelden. 

Conclusie: g} geldt voor iedere mogelijke keuze van x. 

Bij toepassing van g') komt men dikwi,ils tot een resultaat van de 

vorm 

(mod 2), 

voor alle x. We merken op dat dit impliceert dat X = Y. Want daar 

karakteristieke functies slechts de waarden Oen 1 aannemen, volgt 

eerst, 

Xy(x), voor alle x. 

Volgens stelling 3b) mogen we nu concluderen: X = Y. 

We geven de uitspraken in stelling 2 meestal korter weer, door 

te schrijven: XAI\B = XA. XB ; XAuB = max( XA' xB); et·c. 

Als toepassing geven we een nieuw bewi,j s van de eerste distri-
~ e 

butieve met (stelling 2 )): 
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= max (xAnB' X An c> = X (AnB)u{AnC); 

dus An(BuC) = (AnB)u(AnC). 

Op gelijksoortige wijze bewijst men: 

Stelling 4. a) I'= {ll . 0' = I; ' 
b) Av A' = I ; An A' = {ll; 

c) (A I)' = A . , 
d) (AuB)' = A'nB'; 

e) (AnB)' = A' VB'; 

f} (AliB)' = A'liB'; 
g) Ac:B~B'~A'. 

De regels d) en e) staan bekend als de wetten van de Morgan. 

Stelling 5. A\B = A\(AnB) = AnB'. 

Gevolg. 

Stellins 6. a) AliB=BAA; 

b) AA(BAC) = (AliB)li C; 

c) An(BliC) = (An B)li(A n C); 

d) A liA = {ll. 

Bewij s van 6): 

dus Ali(BliC) = (AliB)liC (cf. de opmerkingen na het bewijs van stellinp 
3g) Q 

B?wij s van c ) ; 
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XA/\(Bt.C) = XA O ~t.C - XA • ( ~ + X C) (mod 2) 
., 

Voor hen die vertrouwd zijn met bet algebraische begrip ring 

merken we op dat alle deelverzamelingen van een vaste verzameling I 

een ring vormen als we optelling en vermeniP,Vuldiging definieren door 

A+ B = A~B; A.B = MB. 

Dan fungeert .eJ als nulelement en I als eenheidselement. Dit volgt 

uit stelling 2 en stelling 6, en uit de gelijkheden 

A8(6=fllt.A=A; 

Af\fll = fllnA = fll; 
A n I = I n A = A. 

Het is een zeer bijzonder soort ring; voor iedere A uit de 

ring geldt nl. : 

A+ A= 0; A.A= A. 

Wij komen bier later op terug. 
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§3. Opgaven. 

1. Geef een diagra.mmatische voorstellin~ van de beweringen van 

de stellingen 1,2,4,6 (voor zover mo~elijk) m.b.v. deelverzame­

lingen van het platte vlak. 

Bijvoorbeeld: 

A 

b St. 1 ) : 

~• 2c): zowel An(BnC) als 

(AnB)nC valt samen met het 

geharceerde gedeelte. 

A c. B en B c. C =} A c C. 

St. {6b): Zowel AL>.(EAC} ..J.s 

(AAB)AC valt samen met bet 

geharceerde gedeelte. 

2. Geef volledige bewijzen van de steflin~en 1 t/m 6. 

3. Geef van stelling 4f) zowe1l een bewijs m.b.v. karakteristieke 

functies als een "elementsgewijs" bewijs {d.w.z. een bewijs als op 

: xe(.A.AB)~ ••••• ). Tracht hetzelfde te.doen met stelling 

4. Bewij s: Ac. B ~ A u C c B u C. 
,. 
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Is het omgekeerde waar, d. w. z. p;eldt ook: Au Cc Bu C ➔ Ac. B? 

Illustreer een en ander met diagrammen. 

5. Bewij s: An B = ¢ ~ A A B = A u B. 

Be.A ~AAB = A\B 

Opmerking Twee verzamelingen A en B heten disjunct indien A" B = ¢. 

6. Zij I de verzameling van alle Nederlandse staatsburgers inge­

schreven bij de Burgelijke Stand per 2-10-1963. 

Zij A de deelverzamelin~ van alle gehuwde, B die van alle manne­

lijke, C die van alle vrouwelijke, D die van alle minderjarige bur­

gers, en Edie van alle ouders. 

Beschrijf de verzamelingen AnB, AAB, Ar,Cf\D, AA CAD, BAE, 

B n E, C " E, B " C n E, A'"' D 1 
, A \B, B \A, ( A v B) A ( C u D) • 

Welke van onderstaande formules zijn juist, en welke niet: 

AuCuD = I• , 
AuBuC = I· , 
AnC11D = ¢; 

BnCnE = (6; 

BnEc.AuD; 

Av(CAE)I = (AAC)u(AAE); 
I 

A 6 ( B u C) i = ( A A B )v ( A /.\ C) • 
i 

7. Zij I de verzameling N dbr natuurlijke getallen. Zij 

A = { 2n I f f. N} 

C={n2 lne.N} 
; B = { 4n I n 6 N} ; 

; D = { 2n-1 I n f. N} • 

Beschrijf de verzamelingen A', AnD, A\B, B\A, AAB, BAC, A/.\BAC, 

B' n C, B' n A, A /.\ B AD. 

Welke van de volgende formules zijn juist, en welke niet: 

,, 
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Bf\ D c. B \ A; 

AllBllD=B'; 

BllCllDcBuD; 

(AuB)t(AvC) c. Cf'ID; 

Au (Bll C) = (Au B)t.(Au C); 

At.(BnC) = (AllB)n(AAC). 

8. Bewijs dat de relatie c. en de operaties u en 11 als volgt,1erleid 

kunnen warden tot n en ' : 

a) Ac.B~AnB=A~A11B'=¢; 

b) AuB = (A'n B1 ) 1 ; 

c) AllB= (A 1f\B')'"(AnB)'. 

9. Bewij s dat c , n en t. her le id kunnen warden tot u en ' d.m. v. 

a) Ac.B~AuB = B~A'u B = I; 

b) Af\B = (A'uB')'; 

c) AAB = (A'u B)'u(AIJB 1 ) 1 • 

10. Bewij s dat c , u en I al.s volgt ui tgedrukt kunnen worden in " 

en A 

a) AcB¢::).AflB = A; 

b) AuB = (AAB)Ll(A"B);' 

c) A' = I A A. 

11. A,B,C,D zijn willekeurige deelverza.melingen van I. Vereenvou­

dig de volgende uitdrukkingen: 

(AuB)n(AuB'); 

(A'\ B)n(B \A); 

(An B)u(A "C)u(A n D); 

(A\B)A(B\A); 

(A 1 f\ B)u(B'" C)v(C'n A)u(AnBflC); 

(Au C)f\(B u D)l\(C ,B) n (D \ C). 
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(Voorbeeld: (AuB)fl(AuB')= A11(BuBq (St.2e)) = AnI {St.4b))= A.) 

12. Bewijs dat voor willekeurige verzamelingen A,B en C: 

(AnB)u{BnC)u{CnA) = (AuB}n(BuC)n(CvA). 
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§4. Oneindige vereniging en doorsnede. 

De associatieve wetten stellen ons in staat om An Bn C te schrij­

ven voor de gemeenschappelijke waarde van (An B)" C en A" (B n C). 

Evenzo schrijven we AuBuC voor (AuB)v C of A u(BuC), en At:.Bt:.C 

voor (A t:.B) t:.C en voor At:. (B t:.C). 

Elk van deze operaties kan herhaald worden; zo kunnen we bijvoor­

beeld vormen: 

Men bewijst gemakkelijk (door inductie): 

zodat 

Evenzo geldt: 

en dus 

Tenslotte zal 

zodat 

. . . . 

A A A ' A ' ' xe.A1n 2"•••" k~x£ 1 en xe 2 en ••• en X6~• 

= max { X A ' X A , • • • ' X A_ } 
1 2 -1c 

+ ••• (mod 2), 

x e. A1 8. A2t:. •• •~ 4===4, het aantal indices j, 1~i~k, 

met x 6 A., is oneven. 
]. 

Een analogie met bijv. de optelling van reele getallen dringt 

zich aan ons op: daar kunnenlwe ook, op grond van de associatieve 

eigenschap van de optelling,
1
uitdrukkingen als a 1+a2+ ••• +ak zonder 

gevaar voor misverstand opschrijven. Met zo'n formele analogie moeten 

we echter oppassen. In de analyse schrijven we bijvoorbeeld zonder ge­

moedsbezwaar 
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Maar dit gebruik van oneindig veel plustekens duidt slechts in schijn 

op een oneindig maal herhaalde optellingsoperatie: dat zou nl. zin­

loos zijn, aangezien we niet in staat zijn werkelijk oneindig veel 

handelingen te verrichten. Integendeel, het linkerlid van (M) is, 

zoals we weten, een andere schrijfwijze voor 

lim 
n+co 

en er is hier duidelijk sprake van een nieuwe operatie, de limiet­

vorming. 

Evenzo is in de verzamelingenleer een uitdrukking als 

ZINLOOS, op~evat als herhaald uitgevoerde doorsnede. Indien men toch 

zulke uitdrukkingen zou willen invoeren, dan zouden ze toch beschouwd 

moeten worden als alternatieve (en eigenlijk foutieve, want misleiden­

de, schrijfwijzen voor nieuw te definieren operaties. 

We zouden zulke nieuwe operaties kunnen trachten in te voeren 

m.b.v. een soort limietbegrip. Dat zal dan wel een vreemd soort li­

mietbegrip worden, zo van een rij verzamelingen, waarvoor geen af­

standen of getalgrootheden zinvol zijn. Toch is iets dergelijks moge-
" lijk; maar er bestaat ook een veel eenvoudiger methode, waarbij we 

ons ook niet behoeven te beperken tot rijen van verzamelingen. 

Daartoe eerst het volgende. We hebben in het voorgaande een aan­

tal verzamelingen ontmoet, waarvan de elementen getallen waren, of 

mensen, of punten van een vlak. Men heeft echter heel dikwijls ook te 

maken met verzamelingen waarvan de elementen zelf weer verzamelingen 

zijn. 

Voorbeelden. 

1. Zij V de verzameling van alle punten van een plat vlak. Een 

rechte l in dat vlak identificeren we met de verzameling van alle pun­

ten in het vlak die op 1 liggen. Iedere rechte in Vis zo een deelver-
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zameling van V. Welnu, men kan zinvol spreken over de verzameling 

van alle rechten in V. Soortgelijke "verzamelingen van verza.melingen" 

zijn: de verzameling van alle cirkels in V; de verzameling van alle 

driehoeken in V; de verzameling van . alle puntenparen ( x ,Y} met x E V 

en y E. V. 

2. In de analytische meetkunde identificeren we een punt van een 

vla.k met zijn coordinatenpaar (na keuze van een verder vast coordina­

ten-stelsel}. Ieder punt is dan zelf een verzameling van twee reele 

getallen. (Dit is eigenlijk niet_juist: een punt is een geordend paar 

(x,y); niet een verzameling {x,Y}• Maar ook een geordend paar wordt 

in de verzamelingenleer als verzameling be·schouwd: (x,y)= {x,{x,y}} • 

We gaan hier op het ogenblik niet verder op in; zie opgave 3). Een 

vla.k V kan dus zelf al opgevat worden als een verzameling van verza­

melingen .. 

1• Een echtpaar kan men beschouwen als een verzameling die uit twee 

elementen bestaat .. De verzameling'E van alle echtparen, ingeschreven 

bij de Burgelijke Stand van Amsterdam per 2-10-•63, is dus een verza­

meling van verzamelingen. 

Definitie 4. Zij A een ~erzameling. De verzameling, waarvan de ele­

menten precies de deelverzamelingen van A zijn, heet de machtsver­

zameling van A, aangeduid met -f(A): 

-lS (A)= {B IBc.A}. 

Voorbeelden 

4. De verzameling van alle rechten in een vlak Vis een deelverza­

meling van ~ (V). De verzameling van alle Amsterdamse echtparen E is 

een deelverzameling van ¥(A), waar A de verza.meling is van alle 

Amsterdammers, ingeschreven bij de B.S. · per 2-10-•·63. 

5.. We hebben eigenlijk al een machtsverzameling ontmoet. In j 2 werd 

nl. opgemerkt dat alle deelverzamelingen van een vaste verzameling I 

een ring vormen t.o.v. de operaties 6 en n. De aan deze ring ten 
~ . 
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grondslag liggende verzameling - d.w.z. de verzameling van alle ob­

jecten die weals elementen van de ring beschouwen, en waarop we de 

operaties /J. en " loslaten - is precies ~ (I). 

QPmerking. Altijd geldt: A ~ ¥-{A) en (6 6, (A). Een machtsverzame­

ling is dus nooit leeg: i.h.b. geldt 

We willen in dit verband met de grootste nadruk op wijzen dat men 

altijd onderscheid moet maken tussen een verzameling A en de daaruit 

gevormde verzameling {A} Jaarvan A het enige element i~. Zo heeft de 

verzameling N oneindig ve,~ elementen, terwijl {N} slechts ,,n element 

bevat. Algemeen geldt: 

en 

I 
A£ {A}~ ~(A), 

I. 

- I 
a«.A~{a}c A~ {a}~~(A). 

Opgave 1. De enige verzam~ling A, waarvoor t" {A) = {A}, is de lege 

verzameling. -

Definitie 5. Zij Keen velzameling ,..,.,.;,.,, al.le elementen zelf ver­

zamelingen zijn. De doorsn!de n K van K is de verzameling 

n K = { ~ I x E. A voor iedere A ,;. K} , 

en de vereniging UK van K is de verzameling 

UK= {x. xE-A voor tenminste ,,n Ae K}. 

i 
Voorbeeld 6. Zij Veen pla~ vlak, en K de verzameling van alle rech-

ten in V.. Dan is UK = V e~ () K = (6. 

De operaties (\ en V komt men vaak in een ietwat andere notatie 
I 

~ tegen, waarbij gebruik gemaakt wordt van een indicering van K. 
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Definitie 6. Een indicering van een verzameling A m.b.v. een ver­

zameling L (de indexverzameling) is een functie die L afbeeldt op A. 

Het element van A waarop A E. L wordt afgebeeld wordt dan ge­

schreven als a.A of xA of i.d. Omdat een indicering een afbeelding 

van L .2E. A is, geldt 

Voorbeelden. 

7. Zij u1 ,u2 ,u3, ••• ,un,••• een getallenrij. Dan is de functie die 

u toevoegt a.an n een indicering m.b.v. N van de verzameling n 
{u jn, N}. 

n 
8. Zij A= {0,1,2}. Een indicering van ~(A} m~b.v. de verzameling 

L = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} wordt gegeven door 

a1 = ¢; 

a2 = {o} ; a3 = {1} ; a4 = {2} ; 

a5 = {0,1} . a6 = {0,2} • a = {1,2} ; , , 7 

a8 = {0,1,2} ; 

a9 = {0,1,2} ; a,o = ¢. 

De verzameling Akan eveneens geindiceerd worden m.b.v {1,2,3,4,5,6,7,8} 

of m.b.v. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} , maar niet m.b.v. {1,2,3,4,5,6}. 

9. De verzameling van alle medewerkers van de afdeling Zuivere Wis­

kunde van het Mathematisch Centrum per 2-10-'63 wordt geindiceerd 

door de beginletters van hun achternamen, d.w.z .. door de verzamelirig 

{P,H,M,B}. 

,Qpmerking. Een functie behoeft niet een-eenduidig ta zijn. Het mag bij 

een indicering dus voorkomen data.A = a.A hoewel x1.~ x2 (vgl. voor-
1 2 

beeld 8: a.
1 

= a
10

, a8 = a.
9

). Wel moet natuurlijk steeds gelden: 

a.A =, a.A=? "1 :/: >..2. 
1 2 
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Notatie-afspraak. Zij Keen verzamel~ng van verzamelingen, geindi­

ceerd door een verzameling L~ 

Dan gebruiken we, synoniem met de notatie f\K, ook de notaties 

en 

Evenzo is 

() A 
>.i.L >. 

u K =U{A,l>.E.L} = u A,. 
I\! AE.L " 

In het bijzondere geval dat L de verzameling N der natuurlijke getal­

len is, schrijven we i.p.v.() A ook 

en evenzo 

Voorbeelden. 

00 nf.N n An, 
n=1 

u A = 
nf.N n 

co 

u 
n=1 

A • n 

10 .. Voor willekeurige n E. N zij 

co 

A = { k I k E. N en g. g .. d. ( k, n) = 1 } .. 
n n 

Dan is U A de verzameling van alle positieve rationale getallen, 
n 

co n=l 
en n A = {).I .. 

n=1 n 

11 o Zij R de verzameling der reele getallen. Voor a e:. R en be. R defi­

nieren we het o;een interval J a, b [ en het gesloten interval [a, b] 
door 

Ja,b[ = {x I x ~ R en a<x<b}; 

[a,b] = {x I x £ R en a~x~b}. 
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Er geldt: 

[o, 1] = 11]- l, 1+ l[ = n{J-a, l+a[I aE>R en a>O} ; 
n=1 n n 

]0,1[ = U [ l, 1- l ]=U{[a,1-a]I a~R en O<a<!} • 
n=1 n n 

Stelling 7. Zij Keen verzameling van verza.melingen die slechts ein­

dig vee~ elementen bevat (elk van deze elementen mag natuurlijk zelf 

wel een oneindige verzameling zijn): K= {A1 ,A2 , ... ,An}. Dan geldt 

Bewijs 

fl K = A1" A2 
UK= A

1
u A

2 

••• nA ; n 
••• uA • n 

xe.ri K4==:9 x 6 A voor iedere A f. K~ 

~ x e A1 en x f. A2 en •• • en x f. ~ ~ X E. A1 n A{' ••• nAk • 

xe UK~ x ~ A voor ~enminste een A 6 k~ 

~ x E. A1 of x e. A2 of ••• of x e ~<===> x e A1 v A2u ••• uAk. 

Voor (l en U gelden wet ten die analoog zijn aan de commutatieve, 

associatieve en distributieve eigenschappen van" en u. Een exacte 

formulering van deze wetten is nogal omslachtig, reden waarom wij ze 

bier verder niet vermelden. 

Opgaven. 

_g_. Zij A een eindige verzameling, met n elementen. Hoeveel ele­

menten beva t =P' {A) ? 

l• Het geordend paar (a,b) gevormd uit twee objecten a en b wordt 

in de verzamelingenleer gedefinieerd als 

(a,b) : = {a, {a,b}}. 

Bewijs: 

{a,b) = (c,d)¢R- ~ = c en b = d. 

4. Zij A de verzameling der positieve rationale getallen. 
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Bewi,js 
Q) 

A= U 
n=1 

en bereken 

5. Zij A1,A2 ,A
3

, ••• , een rij verzamelingen. Men definieert:· 

lim sup A = {x Ix 6 A voor oneindig veel n} n n n-+oo 
en 

lim inf A = {x I er is een n zodanig dat X6A 
n 0 n } n-+oo voor alle n~n 

0 

Bewijs 
00 Q) 

en 

lim sup A n n-+oo 
= n 

n=1 
U An+k 

k=1 

Q) Q) 

lim inf A 
n = u 

n=1 

6. Voor willekeurige n 1c N zij 

n 
k=1 

. ,. 
I - ]- nr als n even is; n - n ' i. 

I = ]-n, 1- l J als n oneven is. 
n n 

00 

Bereken lim inf I • lim sup I n I • n· n · n n-+co n-+oo n=1 

7. Een rij verzamelingen A1,A2 ,A3, ••• heet convergent, indien 
II> 

lim sup A = lim inf A; 
n n n-+oo n-+oo 

de verzameling lim sup A heet dan de limiet van de rij, lim A. n n 

Zij nu A1,A2 ,A
3

, ••• een willekeurige rij verzamelingen, en stel 

,, 
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Men bewijze: zowel de rij B1,B2 , ••• als de rij c1,c2 , ••• convergeert, 

en wel geldt: 
co 

lim B = {) n n-+co n=1 
A , n lim C n 

co 

=U A. 
n=1 n 

M.a.w. de volgende aantrekkelijke formules zijn correct: 
co 

(l A = lim (A1 n A2Cl· •• nAn), n=1 n n-+co 
co 

u A = lim (A1UA2u. • .uAn) n=1 n n-+co 

8. Een rij verzamelingen A1,A2,A
3

, ••• heet monotoon dalend in­

dien An+ 1c;An, voor n=1,2,3, ... , en monotoon stijgend indien An+l::::,An, 

voor n=1,2,3, •••• Bewijs dat iedere monotone rij convergeert, en be­

schrijf de limiet. 



Colloquium Verzam.elingenle.er met. toepa.s-singen 

Vijfde bijeenkomst: 4 december 1963 

Spreekster: AoBo Paalman-de Miranda 

II Boole-al.gebravs 

§l Definities en eigenschappen 

Defini tie 1: Een binaire operatie i.n een niet-lege verz:8.llleling V is 

een afbeelding van V x V in V 9 waarbij V x V de verzameling van alle 

geordende paren (a, b) is met a 9 b E: Vo 

Definitie 2: Onder een Boole algebra verstaan we een verzameling C>t,m.et 

2 binaire operaties U en 0 9 met de volgende ei,genschappeno 

A 1 ) a V b = b V a ; a ti b = b n a voor alle a 9 b e Oto 

A2) an(boc)=(a.nb)u(anc); alJ(bnc)=(aub)n(auc) voor a.lle a 9b,cE.O{o 

A3) Er bestaan twee elementen Oen 1 in 01,9 zo dat 

Ou a = au O = a; 1n a = an 1 = a, voor alle_a.--e 01,o 

A4) Bij iedere a e Otis er een element a 96 ot zo dat 

ava 0 = 1; aOa' = Oo 

Opmerking~ Zoals uit definitie 2 blijkt, verandert het stelsel 

axioma 1 s A( 1)-(4) niet als we overal IJ door 0 9 en (l dooru ver­

vangeno 

Hierbij moeten we dan ook nog de 1 door Oen de O door 1 vervangeno 

Onder de duale uitdrukk.ing E* van-een Bool.e-uitdrukking Ei,dat is 

een uitdrukking die verkregen wordt door eindig vaa.k de operaties 

n, U en I toe te passen) zullen we verstaa.n de uitdrukking die uit 

E verkregen wordt door overa.l U en O en O en 1 te verwisseleno 

Als bijvoorbeeld 

E = au ( (b n c) v u O) 9 dan is E* = an ( (b o c) 0 O 1) o 

Hieruit volgt nu 

Ste-lling~lt: Als een identiteit E
1 

= E29 met E
1 

en E
2 

Boole-uitdrukkingen 

af' te leiden is met behulp van de axioma 0 s A1-A4 dan.geldt-hetzelfde voor 

. E~ = E;o 

' 



In de volgende stellingen zullen steeds twee duale beweringen wor­

den uitgesproken 9 wa.a.rvan ;~ steeds een 2.ul.l.en bewij,zeno 

Stelling 2g Zij Ol,een Boole-algebra en stel a,b e Ot,, 

Dan geldtg 

1)aoa=a; aoa = ao 

2) a y 1 = 1 .; aOO = Oo 

3) au (ao b) = a ; an {aUb) = ao 

4) a 0u (anb) = a 9u b; a 11 ft (aUb)·= a 9 t-'lpo 

Bewijs~ 

1) aua = (ava) n1 = {aua)n(aua0 ) = au(ana0 ) = a.uO = ao 

2) av1 = (a.u1)n1.= (av1)0(aua 9 ) = au(1nav} = a\la. 1 = 1o 

3) a U ( a n b) = (an 1 )U ( a n b) = a. n ( 1 U b} = a n 1 = a.a 

4) a 0 o (aV\b) = (a0 ua)n{a.Vub) = 1n(a.9ub} = a 2 ubo 

Stelling 3 g Zij Ol een Bool.e-algebrao ·. 

Dan zijn de opera.ties o en n associa.tie:f'o 

Dus voor iedere a 9 b II c 6 Oi,. geldt 

a.u(buc)=(avb)uc ; a.O(bnc)=(anb)t'\co 

Bewijsg 

au (buc)=(au(buc))n (aua9)= 

[tau (buc))n a.Ju [(a.u(buc))n a. 0] = 

[a] u [(bu c)n a. 0J=[a. u (an c)] u [(bn a 0 )o (c n a')]= 

l]a.n (a vb)) u (an c[l u [{(au b}n a 11 ) u (c~ a 0 )] = 

[a fl ( (a.Ob) u c)J v [( (au b} u c) n avJ=[ta ub) o ~ o (a. uai)=(a.lJ b) Vco 

Stelling 4: Het element a 0 is eenduidig be_pa.a.ld . .dQo.r ii,, ~ gel&tt:. 

1) (a,9)V : a 9 

2) o0 = 1 ; ; 1 9 = 0 

3) (ar, b) 0 = a 9 u b 9 ; (a ub) u,~ = a 0 ft b 11 (wetten van de .Mbr.ga;n) 



Bewijs: 

Stel aua
1
1 = ava 1 = 1 en ana 0 = ana 0 = Oo 

2 1 2 
Dan is 

a1 = tn a1 = (au a2) O a1 = (an apu(a2 nap = 0 IJ (a2 n a.p= 

1) Daar a 0 ua=1en a 1 n a= 0 volgt (a o), = ao 

2) 0 u 1 = 1 , 1 n o = O., 

3) (anb}u(a 0 v b 1 ) = (a;u(a1 vbe))n(bu(a1 u b 11 )) ... 
( a u av u b 1 )n ( b u b O v a 1 ) = ( 1 u b 1 )in( 1 o a O ) = 1 u 1 :;::. 1 

en 

(anb)n(a 1 Ub 1 ) = (anbna0 )u(anbob 0 ) = (Onb)v(Ona) = Oo 

yoorbeeld 1o Zij Veen willekeurige verzameling en;p(v) de machts­

verzameling van Vo 

Dan is ~(V) een Boolse algebra als we definieren; de opera.tie u is de 

vereniging 9 o is de doorsnede, 0 is de lege verzameling en 1 is de ver­

zameling V j) waarbij , als Ac. V, A I het complement van A in V is o 

Voorbeeld 2o Zij Veen willekeurige verzameling en Ot de verzameling 

van alle eindige en co=eindige deelverzamelingen van V (een verza­

meling heet co-eindig als zijn complement eindig is}o 

0--l is een Boolse-algebra onder doorsnede-vorming en verenigingo 

Voorbeeld 3o Zij I het gesloten interval [0,1], op de reee~e rechteo 

Zij 0-i.de verza.meling van alle eindige verenigingen van halfopen inter­

vallen [ a j S} ( a 1: I 9 8 e I, a .$ S) o 

Dan is Ot, een Boole '""algebra onder de verzamelingtheoretische operatieso 

(}f,. heet de interval-algebra van Io 

.QEnerkinea h 
Uit de a.bsorptie wetten (stelling 2o (3)) volgt dat de vergelijkingen 

an b = b en au b = a equivalent z-ijn 9 doWoZo als ~,n van beide geldt~ 

dan ook de andereo 

We definieren nu in 0-l een relatie C door 



In plaats van a c b zullen we ook $chrijven b:, a.b 

De rela.tie cwordt de Boolse~inclusie genoemdo Deze relatie val.t 

sa.men met de verza.meling theoretische inclusie a.ls 0(,, een verzame­

lingen=algebra iso (zie opgave 8 blzo 13)o 

Opmerking 2o 

Ui t stelling 1 volgt dat door te dualiseren de vergelijking a. n b = a. 

overgaat in a u b = aj) dus in an b = b volgens opmerking 1 0 

Bij het dualiseren moeten we dus cmet ::> verwisselena 

Stelling 5o 

De relatie c in een BaoJ.e..,eJ.ge-bra is e.en pa:rtiel.e o~-ne;, 

do w oz o c::: voldo:et ~ de 1101~ VOQR!ta.!lt4mu 

1) ac a 

2) a.ls a c b en b e:: a dan a = b ; 

3) a.ls a c b en b c: c dan a cc o 

Verder heeft deze relatie de viol.gendre, eigens,eh~peti: 

4) Als a cc en b c d dan au b c c v d en duaal 

5) a.ls a ::>c en b ::> d de.n a,n bocn d 

6) acb~b 0 ea9 o 

Bewi,js: 

1) ana = a :::::;l>SC::8.o 

2) Als ac b en b c: a dan is a. = an b = b,n a= b 

3) Als a c b en b c. c dan an b = a en b B c = 'b 

dus an c = ( an b) n c = an ( b n c) = an b = a. ~ a c. c 

4) a c c en b c:: d ~ av c = c 9 bu d = d ~ 

{a.vb)u(cud) = (auc)u(bud) = (cvd)-=;1>a.ubc::cud 

6) acb~anb = a~(ao b) 0 = a 0 u b 0 = a 0~b9 c. a. 9
o, 

-Opmerking: 

Ui t stelling 5 ( 4) volgt onmiddellijk dat 9 a.ls a c c en b c c 9 dan ook 

av b c: c; ,en due.al: 

a.ls cc a en ccb dan anb Ceo 



Verder geldt O t:: a en a c:1 voor alle a e. CX, 

Daar aca en Ocb volgt uit stelling 5(4) dat 

ac: a ub voor alle a en b6 0-t 
en an b Cao 

Opgaveng 

1 o Bewijs dat acb~af'I b 0 = Oo 

2o xv y = O~x = 0 en y = Oo 

3o xcy en xcy 0~x = Oo 

4o Schrijf de uitdrukking 

(jaub)n{cudij (ef\f) 

a) zonder de operatie U 

b) zonder de operatie Oo 

5o Bewijs dat de volgende beweringen equivalent zijno 

a) ac: b 

b) anb 0 ca0 

c) Er bestaat een element c met an b 11 cc n c v 

d) an b 0 c 0 

e} a 0 u b ::::>1o 

60 anb = an c~(b 0 n c 0 )u (bn c)::,ao 

7o Bewijs dater geen boole=algebra bestaat met precies 6 elementeno 

Bo Bewijs dat een noodzakelijke en voldoende voorwaarde opdat een Boole­

algebra meer dan een element bevat O ~ 1o 
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§2o Representaties van Boole-algebra's 

Definitie 1o Laat o-t, en% twee Boole-algebra's zijno 

Een afbeelding <I> van Ol1 op o,t2 heet een isomorfie als geldt, voor 

willekeurige a~ b € Oi, 1 ~ 

1) <j>(a ub) = <j>{a) v <j>(b) o 

2) <j>(an b) = <j>(a)o <j>(b)o 

3) <I> ( a 1 ) = [<I> ( a)] 1 
o . 

4) Als a :/: b dan ook <j>(a) :fi <j>(b) o 

ot1 en ot2 zullen we dan isomorfe algebra I s noemeno <I> heet een 

homomorfe afbeelding als <I> voldoet aan 1,2 en 3o 

Opmerking 1 o Twee algebra 1 s m,1 en Ot2 zijn dus isomorf als de 2 

systemen volkomert identiek zijn~ op de namen en de wijze van beschrij­

ven·van de elementen en operaties nao 

Stel bijvoorbeeld dat v1={0,1,2} en v2= {3 9 4,5}0 

Dan zijn 1(V1) en 1'(V2) 2 isomorfe Boole-algebra's 11 waarbij d~ 

isomorfie cp bijvoorbeeld die afbeelding is die {0} 9 {1}, en {2} af­

beeldt op respectievelijk {3}, {4} en {5}o 

Opmerki~ ·net is duidelijk dat iedere hamomorfie de Oen 1 van 

Ot 1 overvoert in respo de Oen 1 van Oi!2o 

Immers ui t O=a n a I volgt dat 

<1>(0)=<1>(ana 1 )=<1>(a)n <j>(a 1 )=<j>(a)n [<1>(a)] 1 = O en uit 

1=0 1 volgt <j>( 1 )= <j>(0 1 )= [<1>(0)] 1 = 0 1 = 1 o 

Verder geldt dat als ac b, dan <j>(a) c <j>(b) 

Immers uit ac b volgt au b = b 9 dus 

<j>(au b)= cf>(a) u <j>(b)= <j,(b) en dit is equivalent met cp(a)c:: cf>{b)o 

Definitie 2o Onder een verzam.elingenalgebra verstaan we een systeem 

}I.van deelverzamelingen van een verzam.eling I, zo dat 

1) fl}E .Aen re.A. 
2) als A en B ±nit dan oak An B en Au B inA 

3) als A in.Adan oak A1 in.ft. 
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Hierbij is A9 het complement van A ten opzichte van I. 

Opmerking 

Het is duidelijk dat iedere verzamelingenalgebra een Boole-algebra 

is. 

Een verzamelingenalgebra behoeft zoals uit de definitie blijkt 

niet te bestaan uit alle deelverzamelingen van een gegeven verzameling 

Vo Zo is bijvoorbeeld de interval-algebra van het interval [0,1) een 

verzamelingenalgebra die niet bestaat uit alle deelverzamelingen van 

[o, 1) • 

Verder is het systeem van alle eindige en co-eindige deelverzamelingen 

van een verzameling V ook een verzamelingenalgebraj die, als V niet 

eindig is~ niet bestaat uit alle deelverza.melingen van Vo 

Men kan nu bewijzen dat iedere Boole-algebra isomorf is met een ver­

zamelingenalgebrao 

We zullen deze stelling slechts bewijzen voor een speciale klasse 

van Boole-algebra 0s, namelijk voor de atomaire algebra 9 so 

Definitie 3. Een element a van een Boole-algebra Ot heet een atoom 

als a :#: 0 en als uit xc a volgt dat x = 0 of x = ao 

Definitie 4o Een Boole=algebra Ot, heet atomair als er bij iedere 

b :J, 0 uit OL een atoom a te vinden is met ac; b. 

Opmerkin.t:50 Uit de definitie volgt dat als a 1 en a2 2 atomen zijn 

van Ol met a 1 :J, a2 , dan a1n a2 = o. 
Immers a 1n a

2 
c:a1 en a 1 n a

2 
ca

2 
dus a 1n a

2 
= o • 

.Y2,2rbeeld=J.-~ De verzamelingenalgebra die bestaat uit alle deelverza­

melingen van een willekeurige verzameling Vis atomair. De atomen 

zijn hier die deelverzamelingen van V d.ie uit slechts een element 

bestaan. 

Voorbeeld 2. De interval-algebra van het eenheidsinterval [0 9 1) is 

niet atoma:i.r. 



Stelling 1o Iedere eindige Boole-algebra Ot, met meer dan 1 element 

· is atomair o 

Bewijsg Zij b # 0 en stel b geen atoomo 

Dan. is er een b
1 

met b
1
cb en O -:P b

1
, b # b

1
o 

Als b
1 

geen atoom is, dan is er een b2 G 0t met O -:P b 2 , b
2 

¥, b
1 

en 

b
2

cb
1 

Cbo 

Daar OC eindig is® breekt dit proces na een eindig aantal stappen af, 

doWoZo dat er een n is met b een atoom en b C:b qoeodo 
n n 

Stelling 2o 

a is een atoom van Of,,, dan en slechts dan als a~ 0 en voor iedere 

b e. oc. geldt a Cb of a Cb U O 

Bewijso 

Stel a een atoom en be Oto 

Daar anbca geldt anb = 0 of anb = ao 

Als an b = a dan acbo 

Als an b = 0 dan a c b O ( zie § 1 opgave 1) o 

Zij nu A de verzameling van alle atomen van een Boole-algebra Ot, 

en stel ¾ de verzameling van alle atomen a met a c b o 

Stelling}o 

;t systeem.A= {¾}bE. Ot. van deelverzamelingen van A is een verza­

melingenalgebrao 

Bewi~s,o 

1) A
1 

= A~ daar be 1 voor alle be Of,, en dus zeker 

a, c 1 voor alle a a A 

A
0 

= !7.l daar uit ac o zou volgen dat a = 0o 

Dus !7.l £i .Aen AE.Jto 

2) A. n A = A. o -0 C -0 0 C 

Immers als ae A. , dan ac b n c; en daar bo cc b en bO cc c volgt -on c 
uit de transitiviteit vane dat ac::.b en acco 

Dus a>£¾ en as. Aco Hieruit volgt ¾n c C ¾n Aco 

Als omgekeerd ae. ¾n Ac» dan ac b en a cc en dus ac b n c 

A rr A is dus bevat in A. o -o c -on c 

' 
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¾u Ac= ¾vca 

Als a e: ¾ u Ac" dan a c b of a c:: c, dus a c: b v ca 

We zien dus dat a<; A_ a 
-0 UC 

Stel nu omgekeerd a 4 ¾ v Ac; dan a c/;b en a <f. co 

Volgens stelling 2 geldt dan a c b v en a cc v , en dus a c b v n c v =( b u c) 9 o 

Als ook ac:b uc dan ac(b vc)n(b vc)v=o een tegenspraak dus a~bvco 

En we concluderen dat a~ A_ o -o V c 

3) ¾~[¾J v o 

Immers A(bub 9 )= A=¾"' ¾v en ¾nbv = ¢ = ¾n ¾v• 

Stelling 4o Zij Ot, een atomaire Boole-algebra. Dan is de afbeelding 

<I> van 0t. op A gedefinieerd door 

<j>(b) = ¾ een isomorfieo Dus Ot isomorf met een verzamelingenalgebra. 

Bewijso 

1) <j>(b1Jc)= A_ = A_ YA= <j>(b)u <j>(c) 
-0 Y C -0 C 

2) <j>{bn c)= A_ = A_ n A = <j>(b)n <j>(c) 
-On C -0 C 

3) <j>(bv) = ¾v = Q\] v = [$(b)] v 

4) Als b ,f:. c dan <j>(b) :/: <j>(c)o 

Immers stel b ,f:. c 9 dan ook b 1 ,f:. c v , dus geldt •r~ 

of be, c v ,f:. 0 of b v c O ,f:. 1 en di t is equivalent met b n c' ,f:. 0 

of b 1n c 'F Oo 

Als bn c 0 

acbnc 0
; 

Maar uit 

Stel;J.inl.l 5. o 

;I, 0, dan is er, daar OL, atomair is, een a£ A met 

dus A_ 0 ,f:. ¢ o -on c 

¾n c' = ¾n A/ = ¾n [Ac] 1 
:/: ¢ volgt ¾ :/: Aco 

Het- aantal elementen van een eindige Boole-algebra Otis een macht 

van 2 g I Di.I= 2n. 

~wijs. 

Daar volgens stelling 1 Oi atomair is als Oi meer dan 1 element heeft, 

is CX. isomorf met de verza.melingenalgebra A= {¾}b€ Of, o 
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Daar Ol eindig is heeft Of;. een eindig aantal atomen, zeg n en 

A= {a1~ooo~an}o 

Stel nu A* een willekeurige deelverzameling van A 

A*={a. oooa. }cAenstela. Ua.VoooUa. =bo 
11 1r 11 12 1r 

. * Dan 1s A = -¾o 
Immers uit §1 stelling 5 (5) volgt data. c b 

1. 
J 

voor j= 1 ,2 9,0 0 or en 

* dusAC¾o 

Stel nu¾ "f A*o Dan is er een a
1

e. A met a
1

«.: ¾, a
1

~ A*o 

. Daar- a
1 

c:: b geldt 

a
1

=a
1
n b = a.. o {a. o a. o. ova. }={a1n :a4}u{a1 tut. } o o .v{a.. n a. }= 

~ 11 12 1r 12 ~ ir 

0 U OV. o .O = 0, een tegenspraako 
~ 

Dus A = ¾• 
Iedere deelverzameling van A is dus te schrijven als een ¾o 

Hieruit volgt dat ,J;= '¥<A) en A heeft dus 2n elementen (z.ie opga­

ve 2 pagin~ 21)o 

Daar Of,, isomorf is met.fl: heeft Ol dus ook 2n elementeno 

Opgaven 

1) Laat Ot 1 en Ot2 2 

ding van Oi1 op 

voorwaardeng 

Boole-a.lgebra 0 s zijn en stel qi is een afbeel­

Ol2 die voldoet aan een aantal van de volgende 

a) <j>(aub)= qi(a)u qi(b) 
b) <t,(a 0 )= [¢,(a)J 9 

o 

c) q,(O)= 0 , qi(1) = 1 

d) qi(an b)= q,(a) n cp(b) o 

Bewijs 1) dat als qi voldoet aan a) en b) dan is qi een. homomorfie 

2) als qi voldoet aan a) c) end} dan is qi een homomorfie. 

2) Bewijs~ als <I> een 1-1 duidige afbeelding is, en als 

qi(a)c <j>(b)~acb, dan is q> een isomorfie. 

3) Zij' <I> een homomorfie van Oi1 op Ol
2 

en stel da.t {a I <j>(a)=O, a€. ot1 }={O} 

Dan is$ een isomorfe afbeeldingo 

4) Een Boolse algebra is dan en slechts dan atomair als- uit b~a 

voor alle atomen a volgt b=1. 
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5) Bewijs dat twee eindige Boole-algebra 1 s dan en slechts dan isomorf 

zijn als ze evenveel atomen hebbeno 

6) Bewijs dat twee eindige Boole-algebra 1 s dan en slechts dan isomorf 

zijn als ze evenveel elementen hebbeno 
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§3 Boolese ringen 

Definitie 1o Onder een ring verstaan we een niet lege verzameling R 

met 2 binaire operaties +,•met de volgende eigenschappen. 

1)a+b=b+a 

2) (a+b) + c= a+ (b+c) 

3) bij iedere a en b~R bestaat er een c met a+ c - b. 

4) a(bc) = (ab)c 

5) a(b+c)= ab+ac ;(a+b)c. = ac+bc. 

OpmerkiE~~ Uit 1),2) en 3) volgt dater een element OeR bestaat 

met a+O = a, voor alle a€ R. 

Dit element is eenduidig bepaald, evenals het element c met a+c = b. 

Definitie 2o Een ring R heet een Boolese ring als geldt dat, voor 

iedere a uit R, a.a=a. 

Voorbeeld 1o Zij R de verzameling van alle gehele getallen onder op­

telling en verme~igvuldigingo Dan is Reen ring R is geen Boolese ring. 

Voorbeeld 2. De verzameling {0,1} is een Boolese ringCH., als we de op­

telling en vermenigvuldiging als volgt definieren. 

O+O=O = 1+1 

0+1=1+0=1 

Oo0=1.Q=Oo 1=0 

Voorbeeld 3. Zij Cl Z de verzameling van alle functies f van een ver­

zameling X in {il, waarbij we definieren 

r,+r2(x)= r,(x)+f2(x) 
r

1
r

2
(x) = r

1
(x) r

2
(x). 

(lX is dus de verzameling van alle karakteristieke functies gede­

finieerd op X. 

~ X is een Boolese ,ring met als nulelement de functie die identiek 

0 is. 
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Een eenheidselement van een ring R is een element 1 zo dat voor 

iedere ae R geldt 1 oa=ao 1=ao 

Een ring hoeft geen eenheidselement te bevatteno 

Het eenheidselement in ~Xis de fu.nctie die identiek 1 iso 

Stelling 1o Iedere Boole-algebra is een Boolese ring met eenheid als 

we de 2 operaties + en o op de volgende manier definiereno 

a+b= (aob 0 )u(bna0 )=(aub)n (a'ob 0 ) 

ao b=an bo 

Bewijso 

1) a+b=(avb) o (a 0 u b 1 )=(b ua) n (b 1 u a' )=b+a. 

2) a+(b+c)= [ao{(buc)n(b 0 uc 1 )}'Jvff(bnc')u(cnb')}na1] = 

[ a n { ( b On c O ) u{ b o c ) J u ( b n c I n a O ) u ( c o b O n a 1 
) = 

(an b O n c 1 ) u (an b n c) o (b n c' n a 1 ) u ( c n b' n a' )=c +(a+b)=(a+b)+c 

3) Uit de defo volgt dat 

a+a=(aua)o (a'u a')=O en O+a=(auO)o (a' u1)=a. 

Stel nu c=a+bj dan a+c=a+(a+b)=(a+a)+b=O+b=bo 

4) (ab) c= ( an b) n c=a. n ( b n c ) =a,( b o c ) o 

5) ab+ac=[abvac]ID [(ab) 0 u (ac) 0]=[(aob)u (anc]o 

((a 0 u b 0 )u (c 0 v a 0J =[an (buc)]n [a 1 u (b'v c 0 )]= 

ari [{biuc)o (b 0 u c 0
)] = a(b+c) 

(a+b)oc=c(a+b)=ca+cb=ac+bco 

6) 1 ob = 1 n b = b. 

~telling 2o Iedere Boolese ring met eenheid is een Boole-algebra als 

we de operaties n i u en° op de volgende manier definieren 

aub = a+b+aob 

anb = a.b 

a 0 = 1+a. 

Bewijsg zie opgave 1. 

Opgaven~ 

1) Bewijs §3 stelling 2. 
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2) Schrij f de ui tdrukking a u ( b r, c) u d met behulp van de optel­

ling en de vermenigvuldigingo 

3)_Bewijs dat in een Boolese ring R geldt 

1) a+a=O voor iedere al'E R 

2) als a+b=O dan b=ao 

3) aob=boa voor alle a,be Ro 

4) Zij Reen Boolese ringo Definieer in Reen relatie c door 

at::b~aob = a. 

Bewijs date een partiele ordening is. 

5) Bewijs dat iedere eindige Boolese ring een eenheidselement heeft. 

6) Zij Ot,een Boole-algebra en ot,* de daarmee corresponderende Boolese 

ring (st 1). Dan is de Boole-algebra die met Oi,,* correspondeert 

isomorf met Ot. 

* 7) Zij Reen Boolese ring met eenheid en R de daarmee corresponde-

rende Boole algebra (st 2). 

Dan is de Boolese ring die met R* correspondeert isomorf met R. 
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§4 Boolese functies 

Zij ()teen Boole-algebra. 

Onder een Boolese functie f(x 1,x2 ••• xn) in de variabelen x1, ••• xn 

zullen we verstaan een uitdrukking die verkregen wordt door op een 

eindig aantal constanten en de variabelen x1, ••• xn de operaties V, 
n en' eindig vaak. toe te passen. 

Hierbij is een constante ieder willekeurig maar vast element uit een 

Boolese algebra. 

Zo is dus bijvoorbeeld 

f(x,y,z)=(xvy') 0 o zn(x'uz)o (Ooz') een Boolese functie. 

Definitie 1. Een disjunctieve normaal vorm in de variabelen 

x1, ••• xn is een uitdrukking D van de vorm 

D = D1u D2 ••• uDk waarbij iedere Dk een uitdrukking is van de vorm 

* * * x 1n x2 n ooolJXno 

* Hierbij is voor iedere i ( 1 -~ i ~ n) x. gelijk aan x. of aan x.' terwijl 
1 1 1 

D. t D. als ii j. 
1 J 

Bovendien beschouwen we O als een disjunctieve normaalvorm inn varia-

belen, voor alle n > 0. 

Voorbeeld 1 • 

(xn y) u (x' n y') u (x'o y) is een disji;.nctieve normaalvorm in de varia­

belen x en y. 

x u (x'o y) is geen disjunctieve normaa.lvorm. 

Stelling 1. Iedere Boolese functie f(x 1 ••• xn) die geen constanten be­

vat is te schrijven als een disjunctieve normaalvorm in de variabelen 

&ewijs: Als f(x
1
,x2 ••• xn) = 0 voor alle x1, ••• xn, dan is de stelling 

bewezen. Stel nu ft O, en neem aan dat f een uitdrukking van de vorm 

(g oh)' of (gn h) 1 bevat; dan kunnen we door §1 st 4 (3) toe te pas­

sen (gu h) 0 en (go h)' schrijven als resp. g'n h' en g'v h'. 

Dit proces kunnen we zo lang voortzetten tot dat de operatie 1 

alleen op de variabelen x. zelf wordt toegepast. 
1 
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Door nu de distributieve wet an (buc)=(anb)u(anc) toe te passen, 

kunnen we f schrijven als een uitdrukking van de vorm f=f1uf2UoooUfr, 

waarbij 

f.=a
1
nooo0a met a.e {x

1
,x

2
, X ,x

1
9 ,oooXV} 1~ i ,:;so 

J s 1 n n 
Als ai=~ i~k dan kunnen we~ weglaten,en als ai=8k, dan is f

5
=0. 

Hieruit volgt dus dat f=f 1u f 2 ooo Vf met f.=x~1n ••• nx~ j.#jk 1~j.~no 
r J J JS 1 1 

Stel nu dat x . p noch x' voorkomt in f .• Dan is f .=f .n (x u x') 
p J J J p p 

=(f.n x )v (r.n x') 
J p J p 

en we hebben f. geschreven als vereniging van twee 
* . J ' termen, die behalve de x .. 1~1~s ook nog x of x bevatten. J1 p p 

Door dit proces voort te zetten kunnen we iedere f., dus ook.f schrij- · 
J 

* * * ven als vereniging van termen D=x1n Xf>ooonxn 

f=D, u D2\Jo O olJDk 

Door nu de herhalingen weg te laten is f geschreven als een disjunc­

tieve normaalvorm in x1, ••• xn. 

Voorbeeld 2. 

Zij f(x,y)=[xu (x'n y)] '. 

Dan is f ( x ,Y) = x' n (xv n y) '=xv n (xv y 1 ) = ( x' n x) u ( x 'n y' ) =x' o y' • 

0Rmerking. Iedere disjunctieve normaalvorm N=D1u ••• vDk in n-variabelen 

kunnen we ook schrijven als disjunctieve normaalvorm in (n+1) varia­

belen. 

Immers N=Nn (xn+1u x~+1 )=(Nn xn+1 )u (No x~+1 )= 

We zullen echter in het vervolg als de normaalvorm van een functie 

steeds die disjunctieve normaalvorm beschouwen, die een zo klein 

mogelijk aantal variabelen bevat. 

Als dus f(x 11y)=(xnyJu(xny~, dan is x de disjunctieve normaal­

vorm van f (x,y). 

Verder is het duidelijk dater precies 2n verschillende termen 
* * . . . . . x 1n ••• nxn z1Jn die in een normaalvorm van n var1abelen kunnen voor-

komen. 
* Immers iedere x. kan de waarde x. of x! aannemen. 

,. 1 1 J. 



Definitie 2o De disjunctieve normaalvorm inn variabelen die 2n 

termen bevat heet de volledige disjunctieve normaalvorm. in n-varia­

beleno :ND(x1,oooXn)o 

Stelling 2o Stel ND(x19 oooXn)= D
1
(x

1
oooXn)OoooUD

2
n(x19 oooXn)o 

Als xi=a1 met ai=O of 1 9 dan is ND(a1 ,oooan)=1, en er is precies 

een term D. met D.(a
1

,oooia )=1o Alle andere termen hebben de waar-
i i n 

de Oo 

&ewijso 
. * *·· * *, Laat D. die term x

1
nooonx ziJn met x.=x. als a.=1 en x.=x. als a.=Oo 

1 n l 1 1 1 1 1 

Dan is D.(a
1

,oooa )=10ooon1=1 terwijl alle andere term.en minstens 
i n 

een factor O hebben en dus gelijk aan O zijno 

Stelling 3o Twee functies zijn dan en slechts dan gelijk als hun 

disjunctieve normaalvormen dezelfde termen bevatteno 

Bewijso 

Als f 1=r2 dan f 1(a1,ooean) = f 2(a1,oo•an) voor iedere keuze van 

a19oooa 0 

n * * Stel een term Di=x1nooonxn bevat in f 1o Dan 

met a.=O of 1 1~i.~n z6 dat D.(a19 ooo8, )=1o 
i 1 n 

dan alle andere termen D.(a
1

,oooa )=O i~jo 
J n 

is er een n-tal (a1,oooan) 

Volgens stelling 2 zijn 

Daar r 1(a1oooan)= f 2(a1,oo•an)=1, moet f 2 dus ook de term D. bevat­
i 

teno 

Iedere term die in f
1 

bevat is, is dus ook in f 2 bevat en omgekeerdo 

Als omgekeerd r
1 

en r2 dezelfde term.en bevatten, dan is f
1
=f2o 

9~volg: Uit het voorgaande blijkt dat een Boolese functie f(x 19 oooxn) 

geheel bepaald is door de 2n waarden f ( a 
1 

, d- o o a ) met a . =O of 1o n 1 

In het bijzonder is dus iedere Boolese functie van 1 variabele be-

paald door de waarden f(O) en f(1)o 
2n 

Stelling 4o Er zijn precies 2 verschillende Boolese functies van 

n-variabelen in een willekeurige Boolese algebra()(,. 

]3ewijsdo 
n Dit volgt direct uit het feit dat f geheel bepaald is door de 2 waarden 



f(a 1,oooan) met ai=O of 1,en het feit dat f(a 19 oooan) gelijk moet 

zijn aan O 011 o 

Voorbeeldo 

Stel f(x,y) de functie gedefinieerd door 

X 

0 

0 

1 

1 

y 

0 

1 

0 

1 

f(x,y) 

1 

0 

1 

1 

' 

Dan kunnen we f(x,y) in de disjunctieve normaalvorm schrijven op de 

volgende wijze 

f(x,y) bevat de term x 0n y 0 , immers f(0,0)=1 en o0n 0° = 1o 

Evenzo bevat f de termen xn y 0 en .xnyo 

Dus 

f(x,y)={x 0o yij)v (xny 0 )v (xny)={(x 0u x)n yV}u (xny)= y'u (xny)=y 0 u xo 

We besluiten deze paragraaf nu met het geven van een stel duale defini­

ties en stellingen. 

Definitie ~~ Een conjunctieve normaa.lvorm in n variabelen is een uit­

drukking C van de vorm C=C 1n C2ooonCk~ waarbij iedere Ck een uitdruk­

king is van de vorm x7vx;oooUx:. Hierbij is voor iedere i (1~i~n) x7 
gelijk aan x. of x! en C. t C. als if j. 

l. l. l. J 
Verder beschouwen we 1 als conjunctieve normaalvorm in n-variabelen, 

voor alle n > Oo 

~ing 1°0 Iedere Boolese functie f(x 1oooxn) die geen constanten 

bevat is te schrijven als een conjunctieve normaalvorm in de varia­

belen x, ~o O oXno 

Definitie 2°: De conjunctieve normaalvorm in n-variabelen die 2n termen 

bevat heet de volledige conjunctieve normaalvorm: N (x1,.o.X ). 
C n 

Stellin~ 2°. Al$ N (x,~oooX )= c,(x,oooX )n ••• nc (x,, ••• x -);en x.=a. - c n n n n. 11 

met a.=O of 1, dan is N (a1,.o.a )= 0 en er is precies ~~n term C. 
l. C n l. 

met C.(a 1oooa )=Oo Alle andere termen hebben de waarde 1. 
i n 
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Stelling 3°0 Twee functies zijn dan en slechts dan gelijk als hun 

conjunctieve normaalvormen dezelfde termen bevatten. 

Opgaveno 

1o Schrijf elk van de onderstaande functies in de disjunctieve en de 

conjunctieve normaalvormo 

a) f(x 11y,z)=(xn yn z)u {{xvy)n (xuz)} 

b) f(x 9y,z)= xn~x 0 ny)u(xuy 0 vz) 0)v{xn(xuy)v}. 

c) f(x,y!>z)= {x 0 n(yvz)}v{{xuy)}. 

2o Bepaal de functie 

X y Z 

1 1 1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

f(x,y,z) die gegeven 

f(x,y,z} 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

is door 

3o Bewijs dat voor iedere Boolese functie in 1 variabele geldt 

f(x)= (f(1)n x)u (f(O)r, x') 

4o Zij 0t.- een Boole=algebra en stel data& Ot, te schrijven is als een 

disjunctieve normaalvorm in a 19 oooa 9 a.e ot 1~i~n en stel dat 0 n i 
• *· * * V • El-~- geschreven kan worden als O=a

1
n ••• na met a.=a. of a. 1~1.~n. --·- n l. l. l. 

Dan is de schrijfwijze van a als normaalvorm in a
1

,o •• an eenduidig 

bepaald. 

5 o Zij Ot een Boole-algebra en stel a 19a2 9 o o • an e ot zo dat ieder element 

b van Ol,,eenduidig te schrijven is !als een disjunctieve normaalvorm 

in 

Bewijs dat 

* * * 1) Ieder atoom van Olis te schr.ijven als a10 a2n ••• a • 
* * * n 2) Ieder element a{'I a2o o. oflan is een atoom 

3) I){, is isomorf met ¥u1,2,390002n}). 



§5 Schakel algebra 0 s 

In deze paragraaf willen we ons bezig houden met een bepaald soort 

electrische systemeno Namelijk die bestaan uit een aantal schake­

laars die op verschillende manieren aan elkaar gekoppeld zijn boVo 

De schakelaars zullen we aangeven met letters, a,b,c enzo We veronder­

stellen verder dat een schakelaar slechts 2 standen kan hebben; a is 

dicht als er een electrische stroom kan lopen, a is open als hij de 

stroom onderbreekto 

Twee schakelaars die zo gemaakt zijn, dat ze of beide open zijn 9 of 

beide dicht, zullen we met dezelfde letter aangeveno 

Als 2 schakelaars zo gekoppeld zijn, dat de eerste altijd open is als 

de tweede dicht is en omgekeerd, zullen we ze aangeven met boVo a en 

a O ( of a O en a} o 

Een schakelaar die altijd open is zullen.we aangeven met Oen een scha­

kelaar die altijd dicht is met 1o 

Twee van dergelijke systemen opgebouwd uit schakelaars a,b 9 Cooo enz 

zullen we equivalent noemen, als ze voor iedere willekeurige stand 

van de schakelaars a,b,cooo of beide de stroom onderbreken 9 of beide 

de stroom doorlateno 

Zo zijn boVo de volgende 2 systemen equivalent 

-~---
We zullen ons nu bezig houden met het volgende soort problemeno 

a) Stel dater een willekeurig systeem gegeven iso 

Wat zijn dan de standen van de verschillende schakelaars zo dat 

de stroom niet onderbroken wordto 
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b) Stel dat een schakel systeem gegeven iso'Vind indien mogelijk 

een daarmee equivalent systeem dat eenvoudiger iso 

We gaan nu als volgt te werko 

Aan een systeem bestaande uit 2 schakelaars a en b die in serie ge­

koppeld zijn, voegen we toe.de uitdrukking anb, en aan een systeem 

bestaande uit a en_,.b parallel gekoppeld voegen we toe aubo 

Aan ieder systeem ~at uit schakelaars opgebouwd is, die in serie of 

parallel gekoppeld zijn kunnen we dus zo'n uitdrukking toe voegeno 

Zo is boVo aan 

voegdo 

de ui tdrukking ( a u b) fl c toege-

Omgekeerd is ook aan iedere uitdrukking die slechts U,n en 1 bevat 

een schakel systeem toegevoegdo 

Het blijkt nu dat de klasse van alle systemen een Boole-algebra vormt, 

als wij tenminste equivalente systemen als gelijk beschouwen. 

De commutativiteit van n volgt boVo uit het feit dat de systemen 

\a ., b 
Ill--- """"'-- ~ equivalent zijn. 

De distributieve wet an (bu c)=(an b) u (an c) volgt hieruit dat 

-c equivalent zijno 
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· Stel nu dat wij · aan schakelaar a de waarde 1 . toekennen als a. d_icht 

is en de waarde O als a open iso Verder zt1:1len we aan een systeem 

de waarde 1 toekennen als er een stroom door lopen kan, anders heeft 

het systeem de waarde Oo 

We komen dan tot een representatie van het systeem bestaand~ uit 

schakelaars a,b,cooo door middel-van een functie f(a,b,co·oo), die 

io g~kozen is dat f(a*,b*,c*ooo)=1 met a*,b*,c*ooo=O of 1 dan en 

slechts dan als het systeem de waarde 1 heeft indien de schakelaars 
. * *: * a,b 9 Cooo resp. de waarden· a ,b 9c ooo hebbeno 

Daar iedere Boolese-functie f(x 1 •• oxn) geheel bepaald is door de 

2n waarden f(a
1

,o •• a) met a~=O of 1, is ieder· schakel systeem dus n 1 

geheel bepaald (tenminste op equivalentie na) door de verschillende 

toestanden van bet systeem bij de verschillende standen van de scha~ 

kelaarso 

Voo:i:'beeld 1. 

Stel een systeem bestaande uit de·schakelaars a;b ~n c ge~even door 

de volgende functie 

a b C f(a,b,c) 

1. 1 0 1 

1 0 0 0 

1 0 1 0 

1 1 1 1 

0 1 1 1 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

0 0 0 ·O 

Dan is f(a,b,c)=(an bn cv) u (an bo c) u (a'n bn c)=(an b) u (a't'i bric)= 

= bo {au (a/fl c))= bn (au c) 

f stelt dus het volgende systeem voor 



Voorbeeld 20 

Zij gegeven het systeem 

Gevraagd een eenvoudiger daarmee equivalent systeem0 Het systeem wordt 

voorgesteld door de functie 

f(a,b 9 c,d)= {(avc)Ob}_U {((bnd)ud)ob} = 

{{auc)Ob} U { dnb} = (avcud)nb0 

-E. 

-~_.,b Een daarmee equivalent sy~teem is dus IT.....___., 
Opgaven 

10 Zeek bij ieder van de volgende systemen een eenvoudiger schakel 

systeem0 

C 

b) 

~ 
\:_-~---

~ ~-
.a----- \ b ... r_'_ .... 

20 Teken de systemen die behoren bij de volgende functies 

a) (anbnc)u{{anb)n ((dnc)u(enf))} 

b) {(aUb'u c)n (au(b0c 9 ))} U (c'n d)U(dn(b'Uc)0 

30 Construeer een systeem dat open is als het systeem van vraag­

stuk 2(b) dicht is en dicht als het systeemvan vraagstu1f 2(b) 

open iso 
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4o Construeer een systeem opgebouwd uit schakelaars a,b enc met de 

volgende eigenschap; het systeem is dan en slechts gesloten als 

a gesloten is, of als a en b open zijn enc gesloten iso 

5o In een commissie bestaande uit 4 mensen, kan elk van hen een van 

de schakelaars a,b,c of d bedieneno 

Elk van hen brengt zijn stem uit over een voorstel door zijn scha­

kelaar te sluiten als hij "ja" stemt en door zijn schakelaar te 

openen als hij "neen" stemto 

a) Construeer een systeem zo dater een lanipje gaat branden als 

het voorstel aangenomen wordt (meerderheid van stem.men). 

b) Construeer een systeem waarbij de voorzitter, die schakelaar a 

bedient, een extra stem krijgt om bij staking van stem.men te 

beslissen. 

60 Construeer een systeem dat uit 2 schakelaars en een lampje be­

staat9 zo dat iedere schakelaar gebruikt kan worden om het lampje 

aan en uit te doen. 

7o Aan alle gasten op een feest wordt verzocht iets rood te dragen. 

Een rode das, een rood hemd, rode sokken of een rood lintje. 

Er moeten echter de volgende regels in acht genomen worden. 

a) Een rood hemd moet gedragen worden als men een rode das draagt. 

b) Men mag alleen een rood hemd samen met rode sokken dragen als 

men ook een rode das of een rood lint draagt. 

c) Als men een rood hemd en rood lint draagt of als men geen rode 

sokken draagt, dan moet men een rode das dragen. 

Neemt men deze regels niet in acht dan moet men een boete betalen. 

Construeer een schakel systeem bestaande uit 4 schakelaars waarmee 

men onmiddellijk kan na gaan of de gasten een boete moeten betalen. 
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In het eerste deel van dit colloquium hebben we ons bezig ge­

houden met de verzamelingenalgebra. Daarbij bleek dat allerlei be­

trekkingen tussen verzamelingen eenvoudig geverifieerd kunnen warden 

met behulp van de karakteristieke functies, door eenvoudige bereke­

ningen met de getallen van Oen 1. 

Het werken met de karakteristieke functies komt, volgens I §2 

stelling 3, in feite neer op het hanteren van de volgende tabel: 

A B AuB AnB A' A'18 A\B 

0 0 0 0 1 0 0 

( 1) 0 1 1 0 1 1 0 

1 . ,.0 1 0 0 1 1 

1 1 1 1 0 0 0 

(op het kruispunt van de (n+1)e rij en de(m+2)e kolom is genoteerd 

de waarde die de karakteristieke functie van de verzameling, aan­

gegeven boven die kolom 5 aanneemt wanneer xA en XB de waarde hebben, 

genoteerd op de eerste twee plaatsen van de bewuste rij). 

Stel nu de verzameling Vis gevormd uit de verzamelingen A1A2, 

A3 • ••• ,An door middel van de operaties u, n en 1 
{ of eventueel ook 

6 9 \ • deze zijn echter uit te drukk.en in n, U,'). Voor iedere x kun­

nen we x (x) uitrekenen m.b.v. tabel (1). Is Ween tweede verzame-v 
ling, opgebouwd uit A1,A2, ••• ,An, dan kunnen we verifieren of al 

dan niet V=W door na te gaan of al da.nn:ietXv(x)= xw(x) voor iedere x, 

d.w.z. of bij iedere distributie van de getallen Oen 1 over de bij 

A1, ••• ,An behorende kolommen, in de kolommen behorend bij Ven W 

dezelfde .rijtjes getallen komen te staan. 
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Voorbeeld 1o Verificatie van 

A1 A2 A3 AV 
2 

A' 
3 Af,A2 {A

1
n A

2
)oA3 A2

vA
3 

{A2vA3) v A
1
n (A

2
uA

3
) 9 

0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 

(2) 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 

1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 

1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 

1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 

1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 

De zevende en tiende kolom geven inderdaad dezelfde uitkomsten. 

Willen we nagaan of Vc.W, dan moeten we nagaan of steeds 

Xy(x)~ Xw(x), doWoZo of op iedere regel het getal in de kolom ender 

V kleiner is dan of gelijk aan het getal, op die regel, ender W. 

In hoofdstuk II beschouwdenwe boole-algebra's, en bestudeerden 

daarbij ook boolese functies (hoofdstuk II §4)o Daarbij bleek Ooao 

het volgende (zie pago 40, het gevolg van stelling 3). Stel 

v(x1,x2,o••,xn) en w(x1,x2 ,•o•,xn} zijn twee boolese functies in de 

variabelen x1,x2 , ••• ,xn' opgebouwd uit deze variabelen met behulp 

van de boolese opera ties n, U en 9 ( bij de opbouw van v of w mag 

ook gebruikt gemaakt worden van de speciale elementen Oen 1 van de 

boole-algebra, maar deze kunnen zelf gevormd worden uit x1,x2 , ••• ,xn; 

bijvoorbeeld: O=x1o x 1', 1=x1ox1'. Andere speciale elementen van de 

boole-algebra mogen in v of w niet voorkomen)o Dan geldt: opdat v=w 

(d.w.z. opdat v en w dezelfde functie voorstellen; anders gezegd, 

opdat v(a1,a2 ,o •• ,an)= w(a 1,a2 , ••• ,an) voor iedere substitutie van 

elementen a 1,a2 , ••• ,an van de boole-algebra voor de variabelen 

x1,x2 , ••• ,xn) is het (uiteraard nodig, maar zelfs) voldoende dat 

v en w telkenmale dezelfde uitkomst leveren wanneerwe voor elk van 

de variabelen x. een van de elementen 0,1 substitueren. 
1 
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Voorbeeld 2o Zij v(x 1,x
2

,x
3

)=(x
1
nx2)nx3 en w(x1,x2 ,x

3
)= 

= x
1
n(x

2
ux

3
) 9 o Dan geldt v=w, zoals blijkt uit de overeenkomst tus­

sen de zevende en tiende kolom van onderstaande tabelo 

x, x2 X-: x' x' i (x
1
nx2)nx3 X21JX3 {X2\JX3) I x

1
n(x

2
ux

3
)' 

~ 
2 3 

x
1
nx

2 

0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 

(3) 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 

1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 

1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 

1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 

1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 

De berekeningen in (3) berusten op de tabel 

x, x2 x
1
ux

2 
x

1
nx2 x' 1 

0 0 0 0 1 

(4) 0 1 1 0 1 

1 0 1 0 0 

1 • 1 1 1 0 

Een ver~elijking van tabel (4) met tabel (1), en van (3) met 

(2), toont dat de berekeningen betreffende betrekkingen tussen ver­

zamelingen moboVo karakteristieke functies in hoofdstuk I, en die 

betreffende boolese vergelijkingen in hoofdstuk II, formeel be­

schouwd, identiek (uitwisselbaar) zijn. Dit ondanks het feit dat de 

symbolen Oen 1 in (1) en (2) bedoeld zijn als notaties voor de 5e­

tallen Oen 1, terwijl die symbolen in (4) en (3) staan voor het 

nulelement (kleinste element) en eenheidselement (grootste element) 

van een boole-algebra. 

Eigenlijk mag ons dit niet verbazen. Immers, we weten dat het 

stelsel van alle deelverza.melingen van een gegeven verzameling I een 
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boole-algebra vormen t.o.v. vereniging, doorsnede en complement, met 

¢ als nulelement en I als eenheid; omgekeerd zegt de representatie­

stelling van STONE dat iedere boole-algebra isomorph is met een ver­

zamelingenalgebra. 

In dit derde hoofdstuk, gewijd aan een inleiding in de (klas­

sieke) logica, zullen we een derde parallel ontmoeten. Opgemerkt 

moet worden dat onze volgorde van behandeling niet de historische 

is; het begrip boole-algebra heeft zich namelijk ontwikkeld uit de 

onderzoekineen van G. BOOLE, W.S. JEVONS, R.G. RASSMANN, E. SCHRODER 

e.a. betreffende de logica. 

§2. De propositie logica 

De propositie logica houdt zich bezig met proposities 9 uitspra­

ken die al of niet waar kunnen zijn. 

Neem bijvoorbeeld de volgende bew~ringen. 

(1) 2x2=5o 
(2) 16149371 is deelbaar door 1234567. 
(3) de maan is gemaakt van groene kaas. 

(4) de tienmilliardste decimaal in de decimale ontwikkeling van n 

is 2. 

(5) de tienmilliardste decimaal in de ontwikkeling van n is hetzij 

even, hetzij oneven. 

(6) n
2 

< /§8 of n
2 .: /§8. 

(7) AmsterdaI'l. is een grate stad of Amsterdam is niet een grote stad. 

Elk Uwer zal (1) als onjuist herkennen en (2) als waar. Elk 

Uwer zal het er over eens zijn dat (3) hetzij waar, hetzij onjuist 

is (al zullen er mogelijkerwijs enigen zijn die hun oordeel opschor­

ten tot na de geslaagde landing van de eerste lunarnaut). Ook (4) is 

ongetwijfeld hetzij waar, hetzij niet waar, ofschoon U niet meer in 

staat zult zijn na te gaan (als bij (1) of (2)) welk van beide het 

geval is; een spoedige eliminatie van deze onzekerheid is niet te 

verwachten (zeals nog wel het geval is voor (3)). 
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De vijfde propositie lijkt bij de eerste oogopslag nog ingewik­

kelder dan (4); maar dit is schijn: zodra U hem volledig gelezen 

hebt weet U dat het een ~ bewering is 9 niet gecompliceerder dan 

de proposities (6) en (7)o 

De laatste drie proposities zijn alle van de vorm 

(8) "hetzij a , hetzij niet a" 9 

waarbij a een uitspraak is die ons niet nader behoef't te interes­

sereno Immers, iedere uitspraak van de vorm (8) is waar, ongeacht 

de feitelijke inhoud van ao Welnu 9 men zou kunnen zeggen dat het het 

doel is van de propositielogica, na te gaan welke uitspraken waar 

zijn op grond van hun samenstelling, zonder gebruik te maken van de 

eigenlijke inhoudo 

Ter precisering van het bovenstaande voeren we de volgende no­

tatie ino 

Proposities zullen worden aangeduid door kleine latijnse let­

ters, al of niet van een index voorzien 9 zeals p 9q 9r 9p
1
,p2o 

Uit gegeven proposities kunnen we nieuwe vormen door ontkenning 

(pen q 9 zowel pals q) 9 disjunctie (p of q) 9 implicatie (als p 9 

dan q)~ eoao Voor deze zogenaamde connectieven voeren we in de sym­

bolen -,,A, v en-+ o Omdat echter de gewone omgangstaal wel eens 

dubbelzinnig is (met name waar het de connectieven "of" en "alsooo 

dano o o" betreft}, zullen we ons veilig stellen door1 9 A 9 v en -+ 

formeel te definieren. 

Deze definitie geven we de vorm van een tabel, de zogenaamde 

waardetafel voor de connectieveno Zeals opgemerkt zullen we ons al­

leen interesseren voor het al of niet waar zijn van properties; als 

we "waar" aanduiden door 1 9 en "onjuist" door O, dan is eogo V vol­

komen vastgelegd wanneer we afspreken welke "waarde" (0 of 1) de uit­

spraak p V q heeft in de vier gevallen: p niet waar 9 q niet waar; p 

niet waar, q waar; p waar, q niet waar; pen q beide waaro MoaoWo V, 

en evenzo I\,-, en -+ 9 zijn volkomen vastgelegd door de volgende 

tabel: 
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p q pVq p;\q ,P p-+ q 

0 0 0 0 1 1 

{9) 0 1 1 0 1 1 

1 0 1 0 0 0 

1 1 1 1 0 1 

Voor iedere propositie die opgebouwd is uit proposities p1,p29 ooo,Pm 

met behulp van de connectieven V 9 /\ 9 ,, -+ kunnen we nu ook een waar­

detafel op stellen. 

Voorbeeld 1. 

P1 P2 P1-+ P2 p2-+ P1 {p1-+ P2)A{p2-+ P1) 

0 0 1 1 1 

(10) 0 1 1 0 0 

1 0 0 1 0 

1 1 1 1 1 

Definitie 1 Voor de uitspraak (p1-+ p2)1\(p2 -+ p1) voeren we in de af­

korting p1+.+p2• Op deze wijze is een nieuw connectier,~, gedefi­

nieerd, coimElicatie genaa.mdo 

Voorbeeld 2. 

P1 P2 P1VP2 ,(p1VP2) r--,p 1 i-ip2 ..,P11\ ....,P2 {-,(p1vp2} )~ ('-1P1A """"IP2} 

0 0 a 1 1 1 1 1 

( 11) 0 1 1 0 1 0 0 1 

1 0 1 0 0 1 0 1 

1 1 1 0 0 0 0 1 

Definitie 2 Een propositie q 9 opgebouwd uit proposities p1,p2 , ••• ,pn 

met behulp van de connect ieven V 9 A 9-, , -+ 9 heet een ta.utologie ( in 

P1sP2 , ••• 9pn), indien hij de waarde 1 heeft van alle mogelijke waar-
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Tautologieen nu zijn uitspraken die altijd waar zijn, enkel op 

grond van hun logische opbouw en onafhankelijk van hun feitelijke 

inhoudo 

Opmerking 1o Er zijn uitspraken die waar zijn op logische gronden 

zonder een tautologie te zijn; op deze logische gronden stuit men bij 

een nadere analyse van p1,p2 pooo 9pno Vglo §5o 

Opmerking 2o Het feit dat we iedere tautologie als altijd-waar be­

schouwen impliceert dat we ons bezig houden met de klassieke (niet­

intuitionistische) logicao In het bijzonder accepteren we het be­

ginsel van het uitgesloten derde: PV """'pis een tautologieo 

Opgave 1o Gana met behulp van waardetafels dat de volgende propo­

sitievormen tautologieen zijn: 

( 1 ) p-+{q-+p)o 

(2) (p-+ (q-+ r))-+ ((p-+ q) -+ (p-+ r))o 

(3) f,-,p -+-iq) -+ (q -+ p). 

(4) (p -+ q)++ r,p V q) o 

(5) (p /\ q)~'""11(..,pv -r q) o 

(6) -i-rp~po 

(7) pv -,po 

(8) (pvp)~ Po 

(9) P + (pvq)o 

(10) (pvq)+-4-(qvp)o 

(11) (pv(qvr))+-+((pvq)vr)o 

(12) ((pvq)A r}-E-+({pAr)v (q/\r))o 

OpgaVE:..,~ Welke van onderstaande propositievormen zijn tautologieen: 

(1) p-+ (pAq)o 

(2) -ip -+ (p -+ q) 0 

(3) (-r(pvq))~(p-+ q)o 

(4) (p~ (q~r) )~( (p-H1-q)~r) o 
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( 5) (( p -+ q) /\ ( q -+ r) ) -+ ( p -+ r) o 

(6) -"lp -+ (p Vq) o 

(7) ((p11-q)A r)~pl.-,(qyr}o 

(8) (-,(p~q))~((pA,q)V('""1pA q})o 

(9) (p + -iq} -+ (q + ·-,r)o 

(10) ((p-+ ...,q}-+ (q-+ -,r))-+ ((pv r) +-iq)o 

.,,. 
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§3o Verband tussen propositielogica en boole-algebra 0s 

Voor de beschouwingen in deze paragraaf is het nuttig onze voor­

raad proposities wat exacter te·omschrijveno 

We gaan uit van een·aantal - eindig veel of eventueel aftelbaar 

oneindig veel - primitieve proposities 9 proposities die we niet na­

der analysereno Deze duiden we aan met met 

Voor p1 schrijven we soms gemakshalve Po Verder beschouwen we alle 

proposities die uit deze primitieve proposities zijn opgebouwd door 

middel van de connectieven v, A 91 9 -+ 9 en geen andereo Voor deze 

proposities gebruiken-we letters als a,b 9c 9 ooo o Zij vormen een ver­

zameling Po 

Definitie 1o Twee proposities a,b eP heten equivalent als ze dezelfde 

waardetafel hebbeno Notatie~ a=bo 

Opmerkingo Als men de waardetafel van twee proposities a 9b wil verge­

lijken9 dan dient men uit te gaan van alle primitieve proposities die 

hetzij in a, hetzij in b 9 hetzij in beide optreden. 

Voorbeeld 1 o p v ( 4/\ -,q) is equivalent met p VP 

p q i-,q qt\-, q PVP P V {qA-,q} 

0 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 

1 0 1 0 1 1 

1 1 0 0 1 1 

Stelling 1o De relatie = tussen proposities is inderdaad een equi­

valentierelatie; doWo Zo voor willekeurige a 9 b 9 c e P geldt: 

( 1) a - a· , 
(2) als a - b9 dan b - a· 

' 
{ 3) als a - b en b - c, dan a - Co 

' ' 
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B WiJs: evidento 

Wanneer a een propositie is 9 dan schrijven we [a] voor de ver­

zameling van alle proposities die met a equivalent zijn: 

[a] = {b I be P en a = b} o 

Uit stelling 1 volgt dat twee verzamelingen [a] en [b] ~f samenval­

len (nlo indien a ::; b), ~f disjunct zijn: [a] n [b] = {ll (nlo indien 

a 1- b) o 

Definitie 2 0 = [PA -,p] , I = [i:,v~ p] o 

Stelling 2o ae I dan en slechts dan indien a een tautologie is 11 

d.WoZo als ind;,, waardetafel van a in de kolom ender a alleen 1 voor­

komto Even:z.og a€ Q dan en slechts dan als --ra €I, doWoZo als in de 
'f" 

waardetafel van a in de kolom ender a slechts nullen staano 

Bewijs 

Dit volgt uit het feit dat pv-r p een tautologie is, terwijl 

PA ......,p =,(pv-rp) o 

§_telling 3o Dan en slechts dan geldt a - b, indien de propositie 

a~ b een tautologie iso 

Bewijs 

Volgt onmiddellijk uit de waardetafel voor +--+ o 

Anders gezegd: [a] = [b] , dan en slechts dan indien [a+-+ b] = Io 

Vglo ook stelling 5o 

Voorbeeldeno 

2o a -+ b · is equivalent met -,a vbo 

3. aA b II It II ·-r(, av --,b) o 

4o a /\ b Ii ii II b A ao 

5o a A (bAc)" ii II (a/\b)Aco 

60 av b II " " b Vao 

7o av (bvc)" " it {avb)llco 

8. a V (bAc)" II If ( a V b ),1 { a V C ) 0 

9o a A (bvc )" II " (aAb)V{aAc)o ,. 
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Definitie 3o Voor a 1b€ P definieren we 

[a]U [b] 
[a] n [b] 
[a] o 

= [a Vb]; 

= [a Ab], 

= [-. a]. 

Stelling 4o De verzameling II van alle equivalentieklassen [a] 9 ae P, 

is een boole-algebra toOoVo de operaties u 'n en V 9 met O als nul­

element en I als eenheidselemento 

Bewijs 

We moeten aantonen: als a 9 13 9 y E' II - zeg a=[a] 9 13=[b] 9 y= [c], 

waar a 9b 9 c eP - dang 

A 1 o a U 13=13 U a. ; a n 13=13 n a o 

A2o a U (13 n y)=(a W 13)n(a Uy) ; 

an (13 U y)=(a O f3)U (an y)o 

A3. 0 U a=a U O =a ; I n a=a n I =a o 

A4o aua 0= I ; anai = 0 

Op grand van definities 2 en 3 betekent dit dat we moeten bewijzeng 

B1o aVb=bva; aAb=b/\a. 

B2o aV(bA c) =(avb)A{avc); 

aA(bVc): (aAb)v(al\C)o 

B3o (p1r,p) Va= a= a 'V (pl\, p) 

( p v --, p) A a = a = a /\ ( p\l-, p) o 

B4. av--,a €I;. a/\"'a a e: 0 o 

Voor B1 en B2 verwijzen we naar de voorbeelden 4 9 6 9 7 98. Voor B3, 

vgl. voorbeeld 1o Voor B4 kan men gebruik maken van stelling 2o 

We schrijven a C: f3 in IT als a i1 f3=a ( of 9 wat daarmee gelijkwaardig 

is, als aUf3=f3); vglo hoofdstuk II §1 opmerking 1 (pag. 26/27)0 

Stelling ~o a + b is een tautologie dan en slechts dan als [a] C [b] o 

Bewijs. 

Daar a + b = •a Vb ( zie voorbeeld 2), is 
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dus a -+ b is een tautologie dan en slecht s dan als [a J ' U [b] =I, Leo 

als [a] C [b] o 

Gevolgo Als a en a-+ b beide tautologieen zijn, dan is ook been 

tautologie (MODUS PONENS)o 

Bewijso 

Uit [a]=I en [a],: [b] volgt [b]=Io 

Stelling 4 heeft tot gevolg dat allerlei resultaten uit de 

theorie der boole-algebravs toegepast kunnen warden op de propositie­

logicao Zo bestaat, voor iedere propositie, een ermee equivalente 

conjunctieve normaalvorm, en evenzo een ermee equivalente disjunc­

tieve normaalvormo Verschillende stellingen uit hoofdstuk II kunnen 

zonder meer vertaald worden; bijvoorbeeld levert II §1 stelling 5: 
voor willekeurige a 9b,c,daP geldt 

( 1 ) a -+ a is een tautologie; 

(2) als a -+ b en b-+ a tautologieen zijn, dan geldt a = b; 

(3) als a -+ b en b-+ c tautologieen zijn 9 dan ook a -+ C; 

(4) als a -+ C en b-+ d tautologieen zijn 9 dan ook (a Vb) -+ (cvd); 

(5) als C -+ a en d -.. b tautologieen zijn, dan ook (c J\ d) -+ (aAb); 

(6) als a -+ b een tautologie is 9 dan ook -1b-+ t'a, en omgekeerdo 

Opgaven. 

1 0 Welke van de volgende proposities zijn equivalent: 

( 1 ) p,-+ -up2; 
(2) P1"-,P2, 
(3) -rp1-+ p2; 
( 4) ,{p1Ap2); 

(5) (p1A p2)-+ (p3A(-rp3)); 

(6) ( ('-r P1) v P2)1\ -rp2; 

(7) ·-; ( (·-rp1) -+ P2); 

(8) (p2-+ (-;p,))v(p3v(,p3)); 

(9) (p2-+ ('-rp1)) /\ (p3 V (-,p3)); 

(10) ('-rp
1

) V (-rp
2

) o 
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2o Als men uitgaat van eindig veel primitieve proposities 

p
1

,p29 ooo 9Pn 9 dan is de boole-algebra IT atomair 9 met 2n atomeno 

Bijgevolg kan men uit n primitieve proposities 22:0- onderling 

niet equivalente proposities opbouwen. (Vglo II §4 9 opgave 5)o 

3o Als men uitgaat van oneindig veel primitieve proposities 

p 1,p2 ,ooo, dan bevat de boole-algebra IT geen enkel atoomo 

640 Predikaten 

In de wiskunde werken we vaak met uitspraken die geen propo­

sities zijn in de zin van het voorgaandeo 

Voorbeelden<> 

(1) x<-1 2 of X > 1 o 

(2) n(n+1) is deelbaar door 2o 

( 3) X c N (N staat voor de verzamelingen der natuurlijke ge-

tallen) 

(4) Xheeft ten hoogste aftelbaar veel elementeno 

< 5 > I x-1 I < £ o 

(6) Ac::AuBo 

De uitspraak (1) wordt tot een propositie wanneer we voor x een reeel 

getal invullen (deze propositie kan waar zijn of niet 9 dat hangt er 

van af welke x we invullen)o De uitspraak (2) wordt een propositie 

als we voor n een natuurlijk getal invullen; (3) en (4) worden propo­

sities als we voor X een verzameling substituereno In (5) en (6) moe­

ten we~ variabelen vervangen: in (5) bijvoorbeeld x door een 

reeel of complex getal 9 £ door een positief reeel getalo 

Een uitdrukking waarin nog een variabele optreedt noemt men een 

predikaato Voor predikaten is een soort functie-notatie gebruikelijkg 

P(x) 9 P1(x) 9 Q(x1,x2 ) 9 etco Schrijven we bijvoorbeeld P(x) voor het 

predikaat x < -1 en Q(x) voor het predikaat x2 
> 1, dan kunnen we uit­

spraak (1) weergeven door 

P{x) V Q(x). 
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(De logische connectie'ven, ingevoerd in 2 9 gebruiken we ook 

om uit predikaten nieuwe predikaten op te bouw~n)o Deze-uitspraak 

(~) V Q(x) is niet een propositie 9 maar 

is er wel een (en wel een onjuiste) 9 en 

P(5)YQ(5) 

is er ook een (en wel een ware)o Als we R(x,y) schrijven voor het 

predikaat x < y, dan is R(x, ... 1) nog geen propositie: weliswaar is de 

variabele y door een constante -1 vervangen 9 maar de variabele x komt 

nog vor,ro D'JS {s R(x 9 =1) nog steeds een predikaat, en wel valt R(x,-1) 

am,o met het predikaat P( x) o 

Er zijn nog andere methodc om uit uitspraken als (1)-(6) propo­

sities te vormeno Zo kunnen we uit (1) vormen: 

. (7) 

! 

2 Voor ieder reeel getal x geldt: x < -1 of x > 1 9 

hetgeen een onjuiste propositie is 9 en ook 

(8) 2 Er is een reeel getal x zodanig dat: x < -1 of x > 1 , 

hetgeen een ware propositie iso 

We voeren hiervoor een afkortende notatie in: als P(x) een wille­

keurig predikaat is 9 dan schrijven we 

(V x) P(x) 

voor de uitspraak 

"voor iedere xis P(x) waar" 

en 

( 3x) I (x) 

voor de uitspraak 
j 

"er is een x zodanig dat P(x) waar is"o 

Men noemt V en 3 kwantoren • 

• 

~·· 

.... 
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Voor een zinvol gebruik van kwantoren dient bij iedere toepas­

sing duidelijk te zijn welke subjecten voor de variabelen x 9y 9 o o.o ge­

substitueerd mogen worden; anders-gezegd 9 welke verzameling I de va­

riabele x 9y 9 oo• doorlopeno Deze verzameling I mag natuurlijk van geval 

tot geval verschillend genomen wordeno 

Kwantoren kunnen ook losgelaten worden op predikaten met meer 

dan een variabeleo De situatie is analoog aan die voor substitutie: 

als we in een predikaat R(x 9y) voor y een constante invullen 9 bijvo 

het getal -1 9 dan resulteert en predikaat 9 R(x,-1)o Evenzo levert 

kwantifikatie naar y van R(x 9y) ons een predikaat: (\;/y) R(x 9y) 9 of 

( 3 y) R(x 9y) o Verder kunnen we nog vormen: (\:/ x) R(x,y) en (3x)R(x,y) o 

Voorbeeldeno 

( 9) Z ij R ( x 9 y) het predikaat x ~ y2 , waar x en y de verzameling 

der reele getallen in het interval [-1,+1] doorlopen. Dan is 

( 3 y}R(x 9y) 

een predicaat in x, en wel het predikaat: x > Oo Evenzo is 

een predikaat in x 9 dat ook te schrijven is als: x=1 

( 10) Z ij P ( x ,Y) het predikaat x < y • waar x en y de verzameling 

N der natuurlijke getallen doorlopeno Dan is 

een predikaat in drie variabelen 9 x,y en z, en 

(3y) (P(x 9y) /\ P(y,z)) 

is weer een predikaat met twee vrije variabeleno Dit predikaat komt 

overeen met het predikaat: z-x ~ 2 o Evenzo is 

{\/x)(P(x,y) + P(x,z)) 

een predikaat met twee vrije variabele, yen z 9 dat ook geschreven 

kan worden als : y !_ z • 

Voorts is 

(3 y)(\/ x)(P(x,y) + P(x,z)) 
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een predikaat met slechts z als vrije variabele 9 en 

(\/z)(\/x)(P(x,y)-+ P(x 9 z)) 

een predikaat met y als enige vrije variabeleo Dit laatste predi­

kaat is equivalent met het predikaat y=1o 

(\/ z)(\;/ x)(P(x,3) -+ P(x,2)) 

is een onjuiste propositie, evenals 

('r;/y)(\/z)(\lx)(P(x,y)->- P(x,2)); 

en 

is een ware propositie, evenals 

We gebruikten reeds de term "vrije variabele"o Een variabele x heet 

gebonden in een samengestelde uitdrukking, als hij in die uitdrukking 

voorkomt binnen het werkingsgebied van een (\/ x) of een {3 x)o Is dit 

niet het geval, dan zeggen we dat x vrij voorkomt in die uitdrukkingo 

{Deze omschrijving is nog erg vaag; voor een exactere definitie 

zie men bijvoorbeeld WoVoOo QUINE, Mathematical logic; Harvard 

University Press, Cambridge, Mass., 1951)0 

Definitie Een uitspraak A, opgebouwd uit predikaten domoVo logische 

connectieven en kwantoren, heet gesloten als hij een propositie is 9 

ioe. als in A geen vrije variabelen voorkomeno 

Komen in A wel vrije variabelen voor, zeg x1,x29 ooo 9Xn 9 dan heet 

( \f x 1 ) ( V x2 ) o o o { \J xn) A 

de afsluiting van Ao 
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§5o Predikatenlogica 

In de predikatenlogica abstraheert men van de feitelijke be­

tekenis van de predikaten; evenals in de propositielogica tracht 

men het al of niet waar zijn van een uitspraak vast te stellen op 

formele gronden, door onderzoek van de wijze waarop een uitspraak 

dom.v. connectieven en kwantoren uit andere proposities en predi­

katen is opgebouwd. 

Bij de formele predikatenlogica gaat men daarbij uit van een 

voorraad variabelen (het is altijd prettig om voldoende variabelen 

ter beschikking te hebben; meestal neemt men aan dater aftelbaar 

oneindig veel zijn: x,y,z,x,y 9 z 9x2 ,o.o )o Voorts onderstelt men dat 

er voor iedere nEN aftelbaar oneindig veel primitieve predikaten in 

n variabelen gegeven zijn (een primitieve propositie beschouwen we 

als een predikaat in O variabelen). Uit deze voorraad primitieve pre­

dikaten worden willekeurige predikaten opgebouwd mobov de connectie­

ven v, I\ , -,, -+ en de kwantoren V 9 3 9 volgens welomschreven re­

gels. 

Vervolgens moet worden vastgelegd welke sesloten uitspraken 

(een gesloten uitspraak is immers een propositie) als ~ gekwa­

lificeerd moeten worden. Voor de predikatenlogica blijkt dit een 

veel moeilijker zaak dan voor de propositielogica 9 en wij zullen 

om die reden ervan afzien een definitie van ware uitspraken te geven. 

De term "tautologie" houden we aan voor uitspraken die "tau­

tologisch opgebouwd" zijn uit gesloten uitspraken; doW4Zo die uit 

een tautologie van de propositielogica kunnen worden verkregen door 

gesloten uitspraken te substitueren voor de primitieve proposities 

(als een primitieve propositie op meerdere plaatsen voorkomt, moet 

op al die plaatsen uiteraard telkens dezelfde gesloten uitspraak 

ingevuld worden)o 

Voorbeelden. 

( 1) ( V x)P(x) v -t( ~ x)P(x). 

(2) ( 3x)(3y)Q(x,y)-+ (3x)( 3y)Q(x,y). 

(3) ((\fx)({3y)P(y)-+ R(x,y)) A (3z)P{z)}-+ (3z)P(z). 
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Behalve tautologieen zijn er echter nog andere logisch ware 

uitsprakeno 

Voorbeeldeno 

(4) (3x)('"'tP(x)) -+-;(\fx)P(x)o 

(5) (Vx)(P(x) II Q{x))-+ (\tx)P(x) I\ (\fx)Q(x)o 

(6) P(a)-+ (3 x)P(x)i wanneer a een element is uit de verzameling 

waarover x varieerto 

Wanneer eemnaal vastgelegd is welke gesloten uitspraken waar 

zijn 9 kan men definieren wanneer twee gesloten uitspraken A en B 

equivalent zijn: A= B dan en slechts dan (per definitie), wanneer 

A-t-+B waar iso Dan blijkt = weer een echte equivalentierelatie te 

zijno 

In de klassieke predikatenlogica is het forinele waarheidsbe­

grip op een zodanige wijze vastgelegd, dat ooao het volgende geldt: 

Stelling 1 a 

1 o -, ( 'rf x)P(x) = ( 3 x)--zP(x); 

2o (\fx)P(x) = (\{y)P(y); 

lo (VxHVy)P(x,y) = (\ty)(Vx)P(x,y); 

4. ( \J x)P{x) A (\/ x)Q(x) - { V x.}(P(x) I\ Q(x)); 

1. ( \t X) p ( X) I\ ( V y) Q ( y) - (\/ X )( \/ y) ( P{ X) A Q ( y) ) 0 

60 (Vx)P(x) V (Vy)Q(y) - (V'x)(\{y)(P(x) V Q(y))o 

lo (Vx)(A-+ P(x)) =A-+ (V x)P(x), wanneer in A de variabele 

x niet vrij voorkomto 

Van belang is ook dat de volgende regel geldt (MODUS PONENS): 

als A en A-+ B beide waar zijn 9 dan is ook B waaro 

Voorbeeldo 

(7) Er geldt: (\;/x)P(x) :,(3x)-,,p(x)o 

Dit kan men met gebruik van modus ponens afleiden uit stelling 1, 

tezamen met het gegeven dat alle tautologieen waar zijn 9 en wel als 

volgt: 



is een tautologie 9 dus 

( ·-, ( \I x)P(x)~ ( 3 x) -rP( x)) + (-,-, ( \/ x)P(x)~-, ( 3 x)-,P( x)) 

is waaro Volgens stelling 19 10 is ook 

,( V x)P(x) ~ ( 3 x)-YP(x)) 

waaro Met behulp van modus ponens conclu~eren we dat 
' ,,( \J x)P(x~ -,(] x)-,P(x) 

een ware uitspraak is; moaoWo 

,:'7(Vx)P(x) = -,( 3x),P(x)o 

Aangezien ook 

( \1' x)P(x) =1"-1 (\{ x)P(x) 
\ 

( immers p~,-ip is een tautologie) 9 volgt inderdaad dat 

( V x)P(x) = -r( 3 x)-vP(x) o 

Op een dergelijke wijze kan men uit stelling 1 afleiden: 

Stelling 2o 

lo ·· ( V x)P(x) =-, (3 x)-i P(x); 

2. (3x)P{x) = ,(\{x)-rP(x); 

Jo -Y( 3 x)P(x) = ( V x), P(x); 

4o (3 x)P(x) = (3 y)P(y); 

zo ( 3 x)(3 y)P{x,y) = ( 3 y )( 3 x)P(x 9y); 

60 (3 x)P(x) V ( 3 x)Q(x) = ( 3 x) (P(x) v Q(x)); 

lo (j x)(P(x). +A)= (3 x)P(x) + A, wanneer in A de variabele x 

niet vrij voorkomt. 

Voorbeelden. 

(8) (\fx)P(x) v (Vx)Q(x) is niet equivalent met (\t'x)(P(x) vQ(x)) 

(cfo stelling 19 4 en stelling 2 96). 
Neem eago voor P(x) het predikaat "xis even11

9 en voor Q(x) het 

predikaat "xis oneven", waarbij x de verzameling der natuurlijke 
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getallen doorloopto Dan is ( \/ x)(P(x) v Q(x)) waar 9 maar 

('r/ x)P{x) v (\/ :~)Q(x) nieto 

Dezelfde keuze van Pen Q toont dat 

(3 x)P(x) I\ ( 3 x)Q(x) en ( 3 x){P{x) /\ Q(x)) 

niet equivalent zijno 

( 9) en {Vy)( 3x)P(x~y) 

zijn ~iet equivalento 

Neem e.go voo1· P(x 9y) >F.:'. predikaat ''x:;i, y" 9 waarbij x en y weer 

varieren over de verzameling N der natuurlijke getallen. Dan is 

(Vy)( 3 x )( x > y) waar 9 maar ( j x )( Vy)( x > y) is onj ui st~ 

Een ander tegenvoorbeeld krijgt men door voor P(x 9y) het 

predikaat: "xis de vader van y" te nemen 11 en x en y te laten varieren 

over de verzameling van alle menseno 

Wel is de volgende uitspraak logisch waari 

Voorbeeld (9) illustreert Ooao het ver~chil tussen de begrippen 

continu en uniform continua Laten we ons gemakshalve beperken tot 

functies op het interval [0,1]0 Laten x en y variabelen zijn die varieren 

over [o 9 1] 9 en e:: en o variabelen die varieren over de verzame1ing der positieve 
reele getalle~o . . 

De functie f is continu in a fl [0 9 1] indien de uitspraak 

(v'e::)(3 o)(Vy)((la-yl<o)-+ lr(a)-f{y)I <e::) 

waar iso Gemakshalve korten we het predikaat 

af door P( x 5 e:: 9 o) o Dan is f dus continu in a fS [o, 1] indien 

De functie f heet continu in [O, 1J indien hij continu is in ieder 

punt van [o, 1] , dus indien 

(V x)( Ve::)( 3 o)P(x,e::eo) 

een ware uitspraak is. Volgens stelling 1 9 3 is deze uitspraak 
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Daarentegen heet f uniform continu in [o, 1] indien 

waar is. 

§6. Predikatenlogica en verzamelingenalgebrao 

Zij I een vaste verza.meling, en beschouw predikaten P(x) in 

een variabele x, waar x varieert in I. Elk dezer predikaten bepaalt 

een deelverzameling PlxJ van I: 

PlxJ = {a€ I I P(a) is waar L 

Omgekeerd bestaat er voor iedere deelverzameling A van I een predikaat 

P(x) zodanig dat A=PlxJ; voor P(x) kan men eogo nemen het predikaat 

x€ Ao 

Og_merking. In de notatie PlxJ beschouwe men x als een gebonden 

variabele (die dan ook door een andere variabele mag warden vervangen: 

PTxT = PG;). 

Stelling 1 0 

1 0 P(x1 v Q(x) = P[i'fvQtiT; 

2. P(x) /\ Q(x) = PTxrn mxT; 

l· -, P(x) = PlxJ' 0 

Het bewijs is evident. Hetzelfde geldt voor de beide volgendeo 

Stelling 2. 

1 0 

2o -
(Vx)P(x) is waar dan en slechts dan als PT'xJ" = I; 

( 3 x)P(x) 11 11 11 11 11 " 11 P[x'f "f (/). 

Stelling 3o (Vx)(P(x) ~ Q(x)) is waar dan en slechts dan als 

FfxT C Q\x} o 
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Gevolgo ffiT = QJi1" dan en slechts dan indien ( \/ x)(P(x) ~ Q(x)) 

waar iso 

Opmerking. De traditionele logica hield zich hoofdzakelijk bezig 

met uitspraken, opgebouwd uit predik&ten met ~~n variabele (theorie 

van de syllogismen)o Sinds het midden van de vorige eeuw is daarbij 

het boven vermelde verband met de verzamelingenalgebra intensief ge­

exploiteerd (Jo VENN eoao)o 
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Colloquium verzamelingenleer met toepassingen 

Spreker: M.A. Maurice 

Datum 6 mei 1964 

IVo Enige opmerkingen over de opbouw van een deductieve theorie, 

i.h.b. de verzamelingenleer. 

Axioma 1s; i.h.b. het keuze-axioma. 

§ 1. Inleiding 

1o1o In de wetenschappelijke werkwijze maakt men gebruik van 

redeneringen, het logisch aaneensluiten van uitspraken. Uitspraken 

beweren iets; ze kunnen juist of onjuist zijn. Logische conclusies 

uit juiste uitspraken zullen zelf weer juist moeten zijn. Een juis­

te uitspraah.:heet ook wel een stelling. 

Het is duidelijk dat in deze omschrijving allerlei vaagheden 

voorkomen, met name wat de begrippen "logisch" en "juist" betreft. 

We zullen voorlopig echter van deze vaagheden afzien en ons voor­

stellen, dat we precies weten wat we onder een "logische redenering" 

en een "juiste uitspraak11 verstaan • 

.1,& Er is echter, naast het gebruiken van logische redeneringen, 

meer nodig om een wetenschappelijke theorie op te bouwen: men moet 

ergens beginnen. 

In de eerste plaats kiezen we een stel uitdruk.kingen uit 9 die 

in de betreffende wetenschap een betekenis hebben 9 en die ons zonder 

verdere toelichting begrijpelijk voorkomen; deze uitdrukkingen zul­

len we £ngedefinieerde termen noemen. Uitdrukkingen waarvan de 

betekenis wordt vastgelegd door middel van de ongedefinieerde termen 

en van reeds eerder verklaarde termen, zullen we gedefinieerde termen 

noemen; de zin die de betekenis van een gedefinieerde term vastlegt, 

heet de definitie van die term. 

In de tweede plaats kiezen we een stel uitspraken in termen van 

de beschouwde wetenschap 9 die we zonder verdere argumentatie als juist 



aanvaarden; deze uitspraken zullen we axioma 9 s noemeno Andere uit­

spraken zullen alleen dan als juist worden aanvaard als we erin 

slagen, uitgaande van de axioma 9 s en van reeds eerder als juist 

aanvaarde uitspraken, de juistheid ervan aan te tonen moboVo 

logische redeneringen; zulke uitspraken heten stellingen of theorema'so 

Het betoog dat dient om een theorema aan te tonen, heet een bewijs van 

dit theoremao 

Een op deze wijze opgebouwde theo~ie heet een deductieve theorieo 

~ In het algemeen wordt in een wiskundige theorie nog wel aandacht 

besteed aan de axioma'sj maar de toegepaste logische redeneringen wor­

den voor het merendeel slechts intuitief op hun juistheid beoordeeldo 

In§ 2 zullen we ons baseren op zo'n "intuitieve" opbouw van een 

wiskundige theorie, en wel van de verza.melingenleer; ook axioma's 

worden dan niet expliciet voorondersteld: men gaat slechts uit van het 

intuitieve begrip "verza.meling"o Het zal dan blijken, dat een oncritisch 

gebruik ~an intuitief-logische begrippen tot tegenspraken leidto 

Dit betekent dus, dat een strengere opbouw van de verza.melingen­

leer noodzakelijk iso Bijvoorbeeld zal duidelijk moeten zijn, welke 

axioma's we precies gebruikeno Dat zal echter niet voldoende zijn: ook 

wat weals logische redenering toelaten zal duidelijk moeten vaststaano 

In§ 3 zal een beschrijving worden gegeven van de methoden die zijn 

ontwikkeld tot verwerkelijking van de gestelde eiseno 

§ 2o "Intuitieve" verza.melingenleer 

~ Een omschrijving (geen definitie) van het begrip "verzameling" 

zou men aldus kunnen geven: een verza.meling is de sa.menvatting tot 

een geheel van onderscheidene objecten, zodanig 9 dat men kan uitmaken, 

welke objecten wel en welke niet tot de verza.meling behoreno 

Als een object x tot een verza.meling V behoorti dan zeggen we ook 

dat x element is van Ven we schrijven 



De rekenregels voor verzamelingen (de vorming van de vereniging, 

de doorsnede etco) zijn behandeld in I, § 2 (blz 6, eovo)o 

De woorden "klasse", "familie", "collectie" worden voorlopig 

gebruikt als synoniemen van het begrip "verzameling11
o 

~ 1e paradox (Russell): 

Zij-' de klasse van alle verzamelingen A, die zichzelf als element 

bevatten (A~ A), en zij e de klasse van alle verzamelingen B, die 

zichzelf niet als element bevatten (B 'f B) o 

Daar elke verzameling of wel of niet zichzelf als element bevat, 

behoort een willekeurige verzamel i.:-lg V of tot A of tot 93, 
(i) Als &3 e JJ, dan volgt 13-e. i.J {definitie van .A) 
(ii) Als (de dJ, dan volgt S ¢ fJ ( definitie van IJ) o 

Dit is een tegenspraako 

2e paradox (Russell): 

Een eigenschap noemen we praedicabel, als hij op zichzelf van toe­

passing is; zo is "abstract" een praedicabel begrip,''concreet"daaren­

tegen niet. 

Zij nu A de verzameling van alle praedicabele eigenschappen, en 

zij B de verza.meling van alle impraedicabele eigenschappeno 

Het is duidelijk, dat een eigenschap of tot A, of tot B behoort~ 

We onderzoeken nu of het begrip "impraedicabel (t)" tot A of tot B 

behoort: 

(i) Als t e A, dan is t praedicabel en dus impraedicabel 

(ii) Als t ~ B, dan is t impraedicael en dus praedicabelo 

Dit is een tegenspraak. 

3e paradox (Richard) 

Beschouw de verzameling V van alle zinnen uit de Nederlandse taal, 

waarin ten hoogste 1000tekens (letters$ kommavs, punten etco) voorkomeno 

Het is duidelijk dat V eindig iso Verder heeft Veen deelverzameling, 

die bestaat uit alle zinnen, die een getal definierenc Zo zijn eindig 

veel getallen gedefinieerd (misschien sommige op meer dan een manier)o 



Daaronder is een grootste. Schrijf dan op de zin: 

"Neem het grootste getal, dat we met duizend tekens kunnen ver­

krijgen. Neem het getal dat ontstaat door bij bet eerst verkre­

gen getal een op te tellen". 

Hiermede is de paradox een feit. 

~ Er zijn nog vele andere voorbeelden te geven van paradoxen. 

We geven er nog twee, waarin de - later te behandelen - begrippen 

"kardinaalgetal", "ordinaalgetal", "welgeordende verzameling" optreden. 

4e parad._2,!: 

Beschouw de vereniging V van alle verzamelingen. V heeft een kardi­

naalgetalat& dat grater is dan of gelijk is aan elk ander kardinaalgetal 

(een verzameling met dit laatste kardinaalgetal is een deelverzameling 

van V).m is dus blijkbaar het grootste kardinaalgetal. De familie 

van alle deelverzamelingen van V heeft echter een kardinaalgetal dat 

grater is dannti 

5e paradox (Burali-Eorti): 

De verzameling van alle ordinaalgetallen is welgeordend en heeft 

dus zeker ordinaalgetal µ. µ is dan groter dan elk ander ordinaal­

getal; contradictie: µ + 1 > µ. 

2.4. Paradoxen, zeals hier gegeven 9 ontstaan in feite doordat we meer 

zeggen dan we kunnen verantwoorden:we "definieren" verzamelingen zon­

der dat een criterium bestaat, waarmee we kunnen beslissen of onze 

definities misschien helemaal geen betekenis hebben - hetgeen toch 

mogelijk is. 

§ 3. En,ige opmerkingen over "de lo§ica" en de logische opbouw van 

een deductieve theorie 

.h,h_ De logica, in. het alg.emeen, is de wetenschap die zich bezig­

houdt met het onderzoek en de beschrijving van de regels van de 

strenge bewijsvoering, en die tot doel heeft redeneermethodem te ont­

werpen die in een wetenschappelijke theorie kunnen worden gebruikt 
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zonder tot tegenspraken aanleiding te geven. Globaal gesproken 

betekent dit, dat men zich rekenschap tracht te geven van de stappen 

die in wetenschappelijke redeneringen feitelijk voorkomen; in sommige 

gevallen zal men de betreffende redenering verwerpen, terwijl men in 

andere gevallen zal besluiten dat aan de gegeven redenering een "al­

gemeen logisch principe" ten grondslag ligt, dat dan als een "zuiver 

logische redenering" wordt erkendo Het resultaat zal zijn dat men een 

systeem van uitspraken en redeneerwijzen heeft, die alle als correct 

worden aanvaardo Zo 8 n systeem heet dan een logicao 

Indien een deductieve theorie (bijv. de verzamelingenleer) vol­

gens de in§ 1 aangeduide beginselen wordt opgebouwd, dan wordt hij 

gegrondvest op een logica; dat houdt in, dat alle uitdrukkingen en 

stellingen van de betreffende logica op dezelfde wijze worden behan­

deld als de ongedefinieerde termen en de axioma 8 s van de deductieve 

theorie, die we op het oog hebbenc 

Daar men zich op meer dan een logica kan baseren en daar men op 

meer dan een manier ongedefinieerde termen en axioma's voor een (in 

intuitieve zin) zelfde theorie (denk weer; verzamelingenleer) kan 

kiezen, zal dezelfde theorie meer dan een deductieve opbouw toelaten. 

Omdat men bij de deductieve opbouw natuurlijk zo dicht mogelijk zal 

aansluiten bij wat intuitief bekend is, zullen de verschillen in het 

algemeen niet essentieel zijn. 

3.2. Reeds bij Aristoteles komt een dergelijke logica voor. Het voert 

te ver een bespreking van deze "aristotelische logica" te geven. Bij 

wijze van voorbeeld zij slechts herinnerd aan een zeer bekende onder 

de vele redeneringen (sluitredenen, syllogismen), de zg. "barbara"; 

:~:;a:::s:: :~!nm:::rfelijk } praemissen { :::: 

Socrates is sterfelijk conclusie 

Ook het begrip 11deductieve wetenschap" in de algemene zin 11 zeals 

omschreven in§ 1 9 treft men, met kleine variaties, in feite reeds bij 

Aristoteles aan. 
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~ De aristotelische logica is eeuwenlang aangezien voor een weten­

schap die het eindpunt van zijn ontwikkeling (zelfs zeer kort na zijn 

ontstaan) had bereikto Geheel juist was dit intussen niet; er zijn 

bijvo pogingen gedaan tot de constructie van een "wijsgerige taal": 

zoals met behulp van cijfers rekenkundige bewerkingen kunnen worden 

voorgesteld op zodanige wijze dat ze voor ieder begrijpelijk zijn, 

zo zouden wijsgerige gedachten m.b.v. tekens op zodanige wijze moeten 

worden weergegeven dat de bedoeling voor ieder duidelijk is. 

Een grote vlucht heeft de ontwikkeling der logica echter pas ge­

nomen in het begin van deze eeuwo Het was toen·duidelijk geworden - o.a. 

door de ontdek.king der paradoxen - dat men, gebruikmak.end van de 

aristotelische logica en/of intuitief-logische redeneringen, enerzijds 

niet ver genoeg kon komen en anderzijds het optreden van tegenspraken 

niet kon vermijden. 

De moderne logica - vaak. ook sym.bolische logica genoemd - draagt 

een sterk symbolisch karakter. Het is een systeem van tekencombinaties, 

waarin we - als we ons beperken tot in hoofdstuk III ingevoerde begrip­

pen - twee groepen kunnen onderscheiden: 

(i) de atomen, waartoe behoren de proposities (aangeduid met 

letters p.q, ••• ) en de predikaten (aangeduid door p(x), q(x) 9 r(x,y), ••• 

met variabelen x, y, ••• ) 

(ii) de operatoren, waartoe behoren de logische connectieven 

h·. A, V, +,~)en de kwantoren (3, V). 
De uitdruk.kingen, die met behulp van deze tekens, volgens vaste 

regels worden opgebouwdbehoren tot de predikatenlogica; i.hob. die 

uitdruk.kingen waarin alleen proposities en logische connectieven 

voorkomen zijn uitdruk.kingen van de propositielogica. 

Overigens is de moderne logica met de predikatencalculus in 't 

geheel niet afgesloten. Hoe de verdere opbouw van de moderne logica 

geschiedt, kan in dit bestek niet behandeld warden. Vermeld worde 

slechts dat in het logische systeem bepaalde uitdrukkingen als uit­

spraken worden opgevat; uitspraken kunnen ~ of onwaar ~ijn; of 

een uitspraak. waar is of niet, hangt slechts van de uitwendige 

gedaante af (waardoor de logica zijn formeel, maar "objectief" 

' 
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karakter krijgt); ware uitspraken heten stellingen van de symbo1ische 

logicao 

De in§ 1 en§ 1.3 bedoelde opbouw van een deductieve theorie 

kan nu ook formeel-symbolisch geschieden, indien men voor de on­

gedefinieerde termen en de axioma's symbolische uitdrukkingen gebruikt; 

voorts moeten dan nog bijzondere definitie-regels (die de vorm van de 

uitdrukkingen bepalen die als definitie in de theorie kunnen worden 

aanvaard) en bewijsregels (die de soort van omzettingen beschrijven 

waardoor uit een ware uitspraak uit de theorie een andere w.9.I'e uit­

spraak kan worden afgeleid) worden opgesteld. 

Opmerking: De symbolische logica zelf is in feite ook op een der­

gelijke manier opgebouwd. 

§ 4. Het keuze-axioma 

4.1. De strenge, axiomatische opbouw van de verzamelingenleer heeft 

het oog gescherpt voor de precieze vorm van de toegepaste redeneer­

principes. Een van deze principes is het keuze-axioma. 

Opmerking:Daar de in de intuitieve verzamelingenleer gevonden betrek­

kingen voor een groot deel in de geaxiomatiseerde verzamelingenleer 

worden teruggevonden, zullen we ons in het volgende baseren op de 

kennis, die we uit de intuitieve verza.melingenleer hebben. Slechta 

aan het bovengenoemde principe - het keuze-axioma - en zijn gevolgen 

zal een bespreking worden gewijd. Nu zij reeds opgemerkt, dat het 

keuze-axioma reeds lang voordat het expliciet werd geformuleerd in 

diverse wiskundige bewijzen was gebruikt. 

4.2. Onder een functie f met definitiegebied X =C@f en waarden-gebied 

Y = 61. f verstaan we een toevoeging van de elementen van Y aan de 

elementen van X, zodanig dat aan elke x e X precies een y E Y is 

toegevoegd; deze y heet dan de waarde van fin x en we schrijven 

y = f(x). 

,. 
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We geven nu twee formuleringen van het keuze-axioma 

(C 1) Indien {Xi}i € I een disjuncte familie van niet-lege verza.me­

lingen X. is, dan bestaat er een verza.meling A C U · A. 9 zodanig 
J. • E.I J. 

dat An X. voor alle i £·I uit juist een element b~staato 
J. 

(c2 ) Indien {X.}. I een fa.milie van niet-lege verzamelingen X. is, 
J. J. € J. 

dan bestaat een functie c, met Ire= I en c(i) € X. voor alle i e Io 
. J. 

F 
Dat (C 1) uit ( C2 ) volgt is duidelijk~ daar bij een disjuncte 

fa.milie {Xi}i € I voor A de verzameling {c(i)}i E: I kan worden 

genomen, waarbij c de keuze-functie uit (c
2

) iso 

Om te laten zien, dat (c
2

) ook uit (e
1

) volgt 1 gaan weals volgt 

te werk: Als {X.}. I een familie van niet-lege verzamelingen is, 
J. J. € 

dan is {X!}. I --- X! = {(i,x.)I x.€ X.} - een disjuncte familie 
i ic i i i i 

van niet-lege verza.melingeno Kiest men A als aangegeven in (c
1
), dan is 

An X! = {x!} = {( Lx.)} voor alle i€ I en voor zekere x. EX. o Voor c 
J. J. • J. . J. J. 

kan men dan nemen de functie bepaald door c(i)=x .• 
J. 

Opmerkingg Daar het product IT X. van een fa.milie {X.}. I van ver-
ie I 1 1 ie: 

za.melingen wordt gedefinieerd als de verzameling van alle functies f 

met de eigenschappen 

frr = I (i) 
(ii) Vie I: r(i)e: x. 

l. 

kan men het keuze-axioma ook aldus formuleren: 

x. 'f fl}. 
J. 

4o3o Een verza.meling X heet een (totaal) geordende verzameling 9 indien 

in X een relatie < tussen de elementen is gedefinieerd met de eigen­

schappen 

(i) \/xeX: x Ix 
(ii) Vx,yl>zEX: (x<y en y<z)-+ x<z 

(iii) Vx,yeX: x::; y of x<y of-y<x. 

Voor x < y ( "x kleiner dan y") schrijven we ook wel y > x ( "y groter dan 

x"). 

f c heet een keuze-functie voor de familie {X.}. 
1

• 
J. J.E. 
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Indien X een geordende verza.meling is 9 en ACX II dan beet een ele­

ment a0 E' A het eerste element van A, indien a0 ~ a voor alle a e Ao 

Het is duidelijk 9 dat in een geordende verzameling niet elke niet­

lege deelverza.meling een eerste element beboeft te bebben0 

Een geordende verza.meling X heet welgeordend, indien iedere niet­

lege deelverza.meling van X een eerste element heeft; i.h.bo beeft dan 

X zelf een eerste elemento De lege verza.meling ¢ is per definitie ook 

welgeordendo 

Een belangrijke vraag is nu 11 of iedere verza.meling X welgeordend 

kan worden 9 d0W0Zo of het mogelijk is in X een relatie < tussen de 

elementen te definieren op zodanige wijze dat X t.o.v. deze relatie 

welgeordend is. 

Het zal blijken dat men deze vraag 11 gebruik makend van het keuze­

axioma, bevestigend kan beantwoorden: 

Welordeningsstelling: Iedere verza.meling kan welgeordend warden. 

Door E. Zermelo zijn twee bewijzen van deze stelling gegeven 

(in 1904 en in 1908}. Het nu volgende bewijs is essentieel bet tweede 

bewijs van Zermelo0 

4040 Bewijs van de welordeningsstellingo 

a. Zij X 'f ¢. 

Zij )rde fa.milie der niet-lege deelverzamelingen A _van XoLaat c 

een keuze-functie voor deze familie zijn: 

{
1¥c =fl 
c(A)e: A voor alle A e. .fi,, 

Zij tenslotte A1 =A, {c(A)} 

bo Een familie K van aeelverza.melingen van X heet een V-keten 9 indien 

( i) XE: K 

(ii) 

(iii) 

Het is duidelijk 

BEK, B 'f- Ill -+ BV€ K 

B.E' K voor iE: J -+ n B.£ K 
l. i<i.J l. 

dater V-ketens bestaan; bijv. is de fa.milie 
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Jrv {~} van alle deelverzamelingen van X een tff-keteno Voorts is zeer 

gemakkelijk in te zien» dat de doorsnede n Kt van een familie V-
_<:\" tEiT 

ketens Kt (t€T) weer een 'V-keten is; Lhobo is dus de doorsnede A 

van alle 1"-ketens in X weer een f\o/-keten; het is duidelijk dat een 

echte deelverzameling van Adan geen V-keten meer iso 

.£!.. Er zijn verzamelingen A uit A met de eigenschap 

(E) ooo \/Be.A: BCA of Ac:B; 

bijvo is X zo 9n verzamelingo (Straks zal blijken 9 dat elke AEA 

deze eigenschap heeft)o 

Zij nu: 

OA: {BI BEA9 B.])A} 

U "" {B I B € A 9 B (i: A} 
A 

V = {BI Be: A, BC A'} 
A. 

( dus VA C U A) o 

Voor vaste A (AE A9 A met eigenschap (E)) vormt de familie 

H = 0 Au VA U {A} 

weer een 1"-keten: 

(i) XE:OA of X = A, dus XeH 

(ii) Zij BE:H, B :/; ~ 

(iii) 

1. Zij BtEOA; dan B 0 € 11 9 dus B'£ QA of B9 = A of B9e::UAo 

Als B'I!:' UA dan is B'<!' A en dus B9 €A<!: B9 waaruit 

volgt dater in B ten minste twee elementen voorko­

meni die geen element van B9 zijn, dit is een tegen­

sr;iraako 

Dus B1 E OA of B 9 = A; derhalve B'e. Ho 

2o Als BE.VA u{A} 9 dan is B9 € VA 9 en dus B9,s: Ho 

Zij B.E: H voor i€ J 
1 

1 o Als Bi E: OA Y {A} voor alle iE: J 9 dan is 

n B.€ OAU {A} C H 
i~J 1 

2. Als B
1
. €. VA voor zekere i E J s dan is f1 B. <:: VAC Ho 

ic J :i. 
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Daar A een minimale '\J'"=keten is 9 volgt dus H = Ao 

Omdat nu enerzijds UA C A = H = OA UVA V {A} en anderzijds UA n OA = 

U An {A} = r;5 volgt dat U Ac VA; dus 

( 1 ) 

Hieruit volgt ook nogg 

A9 heeft de eigenschap {E) 

Is vervolgens {D} M een familie van verzamelingen uit A die de mm£ 
eigenschap (E) hebben 9 en is Z een willekeurige verzameling uit A9 

in het eerste dan is D c Z voor zekere m €. M of' D :Ji Z voor alle m e.M; m m 
geval geldt voor D = n D dat D c Z en in het tweede 

m€M m 
derhalve 

geval i,s D ::> Z; 

D heeft de eigenschap (E) (3) 

Daar tenslotte ook X de eigenschap (E) heeft 9 volgt uit (2) en (3) dat 

de familie N van verzamelingen uit A die de eigenschap {E) hebben, een 

"to/'-keten iso Daar A minimaal is 9 concluderen we dat N = Ao 

Conclusieg Elke verzameling uit A heeft de eigenschap (E); oftewelg 

voor elk tweetal elementen A en B van A geldt, dat AcB of B<.:Ao 

do Zij nukeen niet-lege deelverzameling van Xo 

De fam.ilie F der verzamelingen Quit A die A omvatten is niet 

leeg~ Xe:F; zij A0 = QQF Qo 

Dan is A
0

~·Fo Indien nu c(A
0

).t_A, dan volgt dat A0E.F 9 in strijd 

met A0 e A
0

; derhalve c(A
0

) E Ao 

Is vervolgens A
1 

een andere verzameling uit A met Ac A
1 9 dan 

is A0 <r. A1; dus (daar UA = VA 9 zie (1)) volgt dat A0CA1o Dat be­

tekent, dat · c ( A
1 

) ¢. A
0 9 d.us zJker c ( A

1 
) ~ Ao 

Conclusie~ er is juist een verzameling A
0 

uit A met de eigenschap 

dat A
0

:> A en da.t c (A
0

) ~ Ao 

~ Als men kiest A= {a.} 9 dan volgt uit 0t voorgaande dater juist 

een verzameling A
0 

in A isi met c(A
0

) = a; in dat geval schrijven 

we A
0 

= R(a) o 

Het is duidelijk dat R(a) ~ R(b) a.ls a~ bo 
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Als men kiest A= {a 9b} 9 a~ b 9 dan is c(A0)=a of c(A0)=bi zo­

dat A
0 

= R{a) of A
0
=R(b)o Daar R(a) ~ R(b) is R(a) G:: R{b) of R(b)<Z. 

R( a); in het eerste geval schrijven we b < a en in het tweede geval 

a <bo 

Dan geldtg 

(i) Vx<!f.Xg x t x 

{ii) \/x,yr,;, Xg x=y of x< y of y < x; 

voorts volgt uit R{y) e:: R{x) en R(z) <!. R(y) dat R(z) ~ R(x) 9 hetgeen 

betekent 

(iii) \/x 9y&z€.Xg (x<y en y<z)-+ x<z 

Conclusieg Xis toOoVo < een geordende verzamelingo 

~ We tonen tenslotte aan 9 dat (X®<) een welgeordende verzameling iso 

Zij dus A een niet-lege deelverzameling van X9 en zij A
0 

de een­

duidig bepaalde verzameling A
0 

uit ~ met de eigenschap dat A
0

-:>A 

en c(A
0

) <!!..A. 

Zij a een willekeurig element van Ao Daar R(a) de doorsnede is van 

al die verzamelingen uit 6, die a bevatten en daar A0 ook zo 9n ver­

zameling is, volgt 

en dus 

c(A
0

) ~ ao 

Dit betekent 9 dat c(A0) het kleinste element is van A. 

Conclusieg (X,<) is een welgeordende verzameling. 

_hl In het voorgaande hebben we de welordeningsstelling afgeleid uit 

het keuze-axioma. 

Het is gemakkel1jk om 9omgekeerd 9 het keuze=axioma te bewijzen moboVo 

de welordeningsstellingg 

Als {X.}.~I een disjuncte familie niet-lege verzamelingen X. is 9 J. J. ... . J. 

kies dan een welordening van X = .YI X.; indien dan x~ het klein-
1~ J. J. 

ste element is van Xi in deze welordening 9 dan kan men voor de in 
* formulering ( c1 ) genoemde verzameling A nemen {xi} i € r• 

Dit betekent dus dat "het keuze-axioma" en nde welordeningsstelling" 
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aequivalente beweringen inhoudeno 

Er zijn neg verscheidene andere stellingen 9 die aequivalent zijn met 

het keuze-axioma; van deze stellingen zullen we alleen noemen het 

lemma van Zorno Eerst moeten daartoe enige begrippen ~orden inge­

voerdo 

Een verzameling X heet een partiee! geordende verzameling 9 indien in 

X een relatie < tussen de elementen is gedefinieerd met de eigenschap­

pen 

(i) Vx€.Xg x I x 

(ii) Vx 9y 9 z{! Xg (x< y en y< z) -+ x < z 

Opmerkingg Een totaalgeordende verzameling is dus een partieel geor­

dende verzameling waarin alle elementen vergelijkba!r zijn; doWoZo 

voor alle elementenparen (x 9y) geldt een van de drie betrekkingen 

x=y 9 x < y 9 y < x ( vglo § 4 o 3) o 

Indien A een totaalgeordende deelverzameling is van een partieel ge­

ordende verza.meling X, en bis een element in X9 zodanig data~ b 

voor alle aEA 9 dan heet b een bovengrens van Ao 

Een inductief georden~ verza.meling Xis een partieel geordende ver­

zameling met de eigenschap dat iedere totaal geordende deelverzame­

ling een bovengrP.ns heefto 

Een element m van een partieel geordende verza.meling X heet een maxi­

maal element in X als voor alle met m vergelijkbare elementen y e.X 

geldt y ~mo 

Lennna van Zorng Iedere inductief geordende verzameling heeft tenmin­

ste een maximaal elemento 

Literatuur Hoofdstuk IV 

Wat betreft 

EoWo Beth~ 
EoWo Bethg 

§1 t/m §3g 

Wijsbegeerte der wiskunde 
Symbolische logica 

EoWo Beth: Geschiedenis der logica 
Do Hilbert und Wo Acke:rmanng Grundzuge der theoretischen Logik 

Ao Tarski: Inleiding tot de logica. 
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Eo Kamke: Mengenlehre 
JoLo Kelley~ General Topology (Chapter O + appendix) 
BoLo Vodo Waerden~ Algebra I (Kapittel 1)o 


