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Deze syllabus is de samenvatting van een aantal interne voordrachten& 

gehouden voor de Afdeling Zuivere Wiskunde van het Mathematisch 

Centrumo 

Oo Inleiding 

Als uitgangspunt kiezen we de ons uit de theorie der (reele) macht­

reeksen bekende 

Stelling :!an Abel g Is de machtreeks 

eo 

}: 
n=O 

convergent in het punt x = 1 8 met 

r 
n=O 

dan heeft de funktie 

.., 
f(x) d~f l 

n=O 

voor x ~ 1 = 0 een limiet en deze limiet is gelijk a.an So 

Deze enigszins breedsprakige formulering heeft het voordeel da.t ze 

has.st als vanzelf de volgende vra.ag doet rijzeng "Als uit de conver-

gJntie van 1 
n=O 

a 
n 

co 

het bestaan van lim l 
x-+1-0 n=O 

n ax volgt, geldt dan om­
n 

gekeerd ook niet dat ~it het bests.an van lim L 
x-+1-0 n=O 

a xn de convergentie 
n 

van l an volgt?" 
n=O 

Onderstaand voorbeeld la.at zien da.t dit in het a.lgemeen niet het geval 

iso 

Nemen we a. = (-1)n dan is n 

eo 

}: 
n=O 

a xn = "'!"'"'_1_ 
n 1 + X 

{ lxl < 1); nu is 



co 

lim l 
x-+1-0 n=O 

a xn = 
n 

co 

~, terwijJ. r 
n=O 
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a n = 
co 

}: 
n=O 

De omkering van de stelling van Abel is dus alleen mogelijk als er 

nadere voorwaarden gesteld wordeno 

Nemen we als extra voorwaarde bijvoorbeeld a > 0 9 dan is de omkering 
n"" 

inderdaad juist; een nauwkeurige formulering vinden we in de 

Stelling: Is de reeks 

X 
n=O 

n a x 111 met a > 0 9 n n-

convergent op lxl < 1 en heeft de funktie 

co 

f(x) d~f l n a X 
n (lxl < 1> 

n=O 

voor x + 1 - 0 de limiet S 5 dan is de reeks 

som So 

Het bewijs is eenvoudig: 

N 

co 

I 
n=O 

co 

}: = 
l\T 

lim l < .... lim l 

a convergent met de 
n 

= S; 
n=O 

a n x-+1-0 n=O 

n 
a. X 

n x+1-0 n=O 

n a X n 

wegens a. > 0 is de reeks n-
,, ..,., 

, ' 
co 

co 

}: 
n=O 

a dus convergent en uit de uniforme con­
n 

co 

vergentie van }: 
n=O 

a xn op O < x < 1 volgt dat 
n .... "" z: a = So n n=O 

Hiermee is onze eerste Tauber-stelling bewezeno De reden voor deze 

na.amgeving ligt in het feit dat de Oostenrijkse wiskundige Ao fAW3ER 

de eerste was die de juistheid van de omkering van de stelling van A­

bel aantoonde 9 en wel onder de nevenvoorwaarde: lim na = O (zie §1)o 
n n+co 

Om tot een a.lgemene omschrijving van het begrip "'fauber-stelling" te 
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komen, denken we ons twee verzamelingen, U en V, met een a:f'beelding ,: · 

U ~ Vo 

Een stelling die, binnen dit mo·del, op grond van een a.antal veronder ... 

stellingen betreffende U en/of V, een uitspraak doet betreffende de 

ruimte V, heet een Abelse stelling; verscha:f't een steiling ons, op 

grond van soortgelijke vero~derstellingen, intormatie over de ruim" 

te U9 dan spreken we van een Tauber-stellingo 

We lichten dit toe a.an de hand van de reeds genoemde stellingenQ 

De ruimte U definieren·we als de verzameling van al.le rijen· {a }CD 0 q n n= 
CD 

Voor V nemen we de verzameling van alle machtreeksen }: 
n=O 

De afbeelding ,: U-+ V definieren weals volgt: 

n 
b X O n 

1) De stelling van Abel doet, op grond van het de ruimte U betreftende 
CD 

geg1:: ... u" l a convergeert", een uitspraak over het beeld n n=O 
co 

t a xn ~ V van de riJ" {a }CD O (met name: de som van de machtreeks 
L n n n= n=O 
CD 

}: a xn is linkscontinu in x = 1) en is dus in dit verband een 
n=O n 
Abelse stellingo 

2) De tweede stelling doet een uitspraak betreffende de ruimte U (met 
co 

name: l 
n=O 

a is convergent met de som S) en wel op grond van de op n 

de ruimte U betrekking hebbende veronderstellingen an~ 0 en 

lim sup Va ~ 1 (dit is nlo aequivalent met de convergentie van n 

CD 

}: 
n=O 

a xn op lxl < 1), en de V betreffende veronderstelling n 
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co 

lim l 
x-+-1-0 n=O 

n a. X = So n 

We hebben hier dus met een Ta.uberstelling te doeno 

Na. deze explica.tie za.l het de lezer niet moeilijk va.llen het merendeel 

va.n de nog te bespreken stellingen (na. de opstelling va.n een geschikt 

modelg (u,v,,)) te herkennen a.ls Ta.uberstellingeno 

10 Stelling 101 (Ao Tauber, 

co 

f(xt I n convergeert = a. X 
n 

Bewijsg 

N 

n=O 

lim f(x) 
x-+1-0 

lim na. = 0 n n+co 

N 

= 

r a. .... r<x> = 
n=O n 

t 
n=O 

s 

a. -n 

= (1 - x) 

co 

}: 
n=O 

N 

I 
n=1 

1897)o 

op lxl 

n a. X = n 

< 1 

N 

I 
n=1 

1) 

co 

BJ!, }: a. = So 
n=O n 

co 

a. (1 - xn) - l 
n n=N+1 

co 

a. ( 1 
n 

n-1) + X + ooo + X - I 
n==N+1 

Nemen we x = 1 - ~ da.n vinden we 

a. xn = 
n 

na. n 

1) 
Wegens lim na. = 0 9 is aa.n deze eis automa.tisch volda.a.no Men ver-

n+co n 
gelijke het een en a.nder met de formulering va.n stelling 29 

' 
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N N 1 l r a - s < I a - f(1 - -) + f( 1 - -} - S < 
n ... n N N ... 

n=O n=O 

(lO N c 1 - l)n 
1 I Ina I + }: N + lr(1 _l) - SI <- e: 0 < ..,. N n N N + 1 N -n=1 n=N+l 

sup 
n>N+1 ,.,. 

Ina I) n 

< l ~ Ina I + e: 0 N + lr(1 - l) - sic - N I.. n N N + 1 N n=1 

Bedenken we dat uit lim na = 0 volgt dat 
n n-+«> 

1 N 
lim i }: 
N-+«> n=1 

Ina I = 0 n 

en lim e:N = 011 
N-+«> 

dan wordt het duidelijk dat 

N 
lim l 
N-+«> n=O 

a = So 
n 

OJ2!1lerkingo Uit bovenstaand bewijs volgt 9 dat het reeds voldoende is te 

veronderstellen dat lim f(1 - !> = S, in plaats van lim f(x) = So 
N-+«> x+1-0 

Stelling 1o2o (Ao Taub~r, 1897} 

(lO 

r<x> = r a xn convergeert op lxl < 1 
2 ) 

n 

2)'· 

n=O 

lim 
x+1-0 

f(x) = S 

. 1 N 
lim i }: na = 0 
N➔co n=1 n 

Vglo de voetnoot bij stelling 1o1o 

(lO 

~ r 
n=O 

a = So n 
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Bewijs: 

Schrijven we 

w
0 

= 0 en wn = a1 + 2a2 + ooo + nan (n = 1, 2, 3, ••• ) 

dan is op lxl < 1 

a, a, na a, w ... w 
f(x) r n }: n n }: n n-1 n 

- ao = a X = -x = X = 
n=1 n n=1 n n=1 n 

a, n n+1 a, 

(n + 1 )xn n+1 
I (X X 

1) }: - nx = w - - = w n(n + 1) = 
n=1 .n n n + n=1 n 

a, n n+1 n 
I· W (X - X + X 

1)) = n(n + = 
n=1 n n + 1 

co w co w 
= (1 - x) r n xn + }: n n 

n + 1 n(n + 1 ) X o 

n=1 n=1 

We tonen nu aan dat . 

a, w 
lim ( 1 - x) }: n n o. X = 

x-+-1-0 n=1 n + 1 

N w co w 
< I< 1 - x) }: n xnl + 1(1 -x) }: n 

1 xnl < ... n + 1 n + ... 
n=1 n=N+1 

N lw I a, 

< I 1 - xi r n '+ I 1 - xi }: oN. lxnl < - 0 n + 1 
0 ... 

n=1 n=N+1 

(o- -d~f lw I 
sup n ~ 1> N ~N+1 

N l:w I-
~ I, - xi }: n 

+ oN o 0 H· n + 1 
, 

n=1 

dus 
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en hieruit volgt op grond van lim oN = o, dat 
N-+oo 

00 w 
lim (1 - x) 1 n n 

X 

x-+-1-0 n=1 n + 1 

Hiermee is aangetoond dat 

00 w 

= Oo 

lim 1 n n 
S - a • n(n + 1) X = O' 

x-+-1-0 n=1 

w 
n 

wegens n ° -n~(_n_+_l~) 
w 

n ---1 + O als n + 00 is stelling 1o1 toepasba.ar, n + 
en het resultaat is 

00 w 

1 n(n ! 1) = s - aoo 
n=1 

Nu is 

00 w m w 
}: n = lim 1 n 

n(n 1) n(n + 1) = + n=1 m-+oo n=1 

m 
1 1 = lim l w {- - 1 ) = 

m-+co n=1 n n n + 

m w 
= lim { l 

m+oo n=l 
m ! 1) = 

m 
= lim 1 a , met als gevolg 

m-+oo n=1 n 

00 00 

l a = s - a0 of l a = So 
n=1 n n=O n 

Een toel2assi2a: Op lxl < 1 geldt 1 zeals bekend, 

,, 
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, 2 3 
( ) 

X X 
log 1 + x = x - - + - - + a a a o 2 3 

Wegens 
1 N 
N l 

n=1 

co 

na 
n 

1 ~ 
= N I.. 

n=1 
n o 

(-1)n+1 n 
en lim }: .......,.......,_ x = log 2 

x-+1-0 n=l n 

kunnen we dus schrijven 

(-, )n+1 
n 

log 2 
co (-l)n+1 

= r 0 

n=1 n 

Deze conclusie kunnen we niet trekken op grond van stelling 1.1, we-

gens Ina I = 10 n 

2. In deze paragraaf zullen we de resultaten van paragraaf 1 aanzien­

lijk verscherpen. 

0ns doel is de volgende stelling te bewijzen: 

Stelling 2 {G.Ho Hardy-JaEo Littlewood, 1914)0 

co 

r<x> = r 
n=O 

a x0 convergeert op lxl < 1 n 

lim 
x-+1-0 

f(x) = S 

na < G (G constant en> 0) n-

co 

I 
n=0 

a = S. 
n 

Het bewijs van deze stelling is niet zo eenvoudig als dat van de stel­

lingen uit paragraaf 1 {Eo Landau zegt: "Dieser Satz liegt sehr tier"); 

de nodige voorbereidingen vatten we samen in een aantal lemma's. 

Lemma 2a1 (J. Karamata, 1930). 

Is de funktie g(x) gedefinieerd op 0 ~ x < 1, terwijl 

lim (1 - x)g(x) = A, dan geldt 
x-+1-0 
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1 

lim 
x-+1-0 

(1 - x)g(xk) = t = A f tk-1dt 

0 

Bewijsg 

(1 - x)g(xk) = 1 - xk O (1 - xk)g(xk); 
1 - X 

nu is 

en lim (1 - xk)g(xk) = A, 
x-+1-0 

(k > 0) 

waaruit het g.estel.de onmiddellijk volgto 

Lemma 2o2 (Jo Kara:m.ata, 1930)0 

00 

Is g(x} = L b xn convergent op lxl < 1 met lim (1 - x)g(x) = A, 
n=0 n x-+1-0 

dan geldt voor elk polynoom 

Bewijs~ 

(1 - x) 

lim 
x-+1-0 

1 

(1 - x) I bnx11>(xn) = A J P(t)dt. 
n=0 0 
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op grond van lemma. 2o1 heeft deze vorm voor x ~ 1 - 0 de limiet 

m 
l a o A = A o 

k=O k k + 1 

1 

J P(t)dto 

0 

Lemma 2o3 (Jo Karamata, 1930)0 

co 

Is de machtreeks g(x) = l b xn, met bn ~ o, convergent op lxl < 1, 
n=0 n 

terwijl 
~-A-•-

lim (1 - x)g(x) = A, 3) 
x+1-0 

dan geldt voor elke op het interval 0 ~ x ~ 1 continue (:reele) funk.tie 

$(x) 

1 co 

lim. 
x+1-0 

(1 = x) l b Xn$(xn) 
n=0 n 

= A J $(t)dto 

0 

Bewijs: 

De funktie $(x) is op 0 ~ x ~ 1 continu en laat zich dus (volgens 

* Weierstrass) uniform approximeren door een polynoom p (x), zodanig dat 

Schrijven we 

dan is 

'> '· :;.;. 

e: 
<­
-2 

* e: P{x) ='p (x) + 2 en 

p(x) ~ $(x) ~ P(x) 

Wegens b ~ 0 geldt dus n 
co co 

(0 ~ X ~ 1; e: > 0)o 

*< e: p(x) = p x) - 2 , 

(0 < X < 1)o .. -

(1 - x) l b xnp(xn) ~ 
n=0 n 

(1 - x) l b Xn$(xn) ~ 
n=O n 

(1 - x) 

3} Uit de veronderstelling b > 0 volgt. A> 0o , n-= -
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Maken we nu de limietovergang x ➔ 1 - O, dan vinden we 

p(t)dt ~ lim inf (1 - x) 
x➔1-0 

! lim sup ( 1 - x) 
x➔1-0 

metals ge¥olg 

00 

(lim sup - lim inf)(1 - x) l b xn$(xn) ! 
x➔1-0 x➔1-0 n=O n 

1 

! A f (P(t) - p(t))dt =A O Eo 

0 

Aangezien E > 0 willekeurig klein ge~ozen kan worden 9 kunnen we con­

cluderen dat 

bestaat en dat 

verder is ook 

zodat 

,, 

00 

lim (1 - x) l b xn$(xn) = L 
x➔1-0 n=O n 

1 1 

A f p(t)dt ! L ~ A f P(t)dt; 
0 0 

1 1 1 

A I p(t)dt ~ A f $(t)dt ~ A f P(t)dt, 
0 0 0 

1 

IL - A J $(t)dtl 
0 

< A O Eo -
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1 

L = A J 4> ( t )dt o 

0 

9,.pnerkingo In het bovenstaande bewijs speelt de approximatie stelling 

van Weierstrass slechts schijnb~ar een beslissende rolo De voorwaarde 

dat de funktie <j>(x) continu meet ziJn is niet wezenlijk; ze kan ver­

vangen worden door 11 4>(x) is op O ~ x ! 1 eigenlijk Riemann-integreer-. 

baar". Immers 9 bij elke eigenlijk R-integreerbare. funktie <j>(x) op 

a~ x ~ b kan men, zeals bekend, twee polynom~n P(x) en p(x) vinden 

zci:idanig dat 

p(x) ! <j>(x) ~ P(x) 

1 

en O ~ J (P(x) - p(x))dx < €0 

0 

En het is juist deze omstandigheid die het bewijs van lemma 2.3 doet 

slagen. 

Hiermee is bewezen 

00 

Lemma 2o4o Is de machtreeks g(x) = l bnxn, met bn ! O, convergent op 
n=O 

lxl < 19 zodanig dat 

lim (1 - x)g(x) = A 
x-+-1-0 

en is <j>(x) een op O ~'x ~ 1 eigenlijk R-integreerbare funktie, dan 

geldt 

lim 
x-+-1-0 

(1 - x) <j>(t)dt. 

Als toepassing van dit lemma geven we het voor het vervolg uiterst 

belangrijke 
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Lemma 2o5 (Hardy-Littlewood, 1914)0 

00 

Is g(x) = l b xn, met bn ~ O, op lxl < 1 convergent, zodanig dat 
n=O n 

dan geldt: 

Bewijs: 

lim (1 - ~)g(x) = A, 
X'"""l-0 

. 1 N 
lJ.m - l b = A. 
N-+oo N n=O n 

Definieren we de funktie qi(x) volgens het v.oorschrift 

dan is 

qi(x) 1 
= -X 

1 

op O ~ x < e 

-1 op e 

11 

f qi(t)dt 

0 
= I 

-1 
e 

volgens lemma 2.4 geldt nu 

lim 
x-+-1-0 

1 

(1 - x) 
00 

I 
n=O 

- i 
Nemen we x = e 5 dan kunnen we schrijven 

1 
1 - .... 

N - - N 1 N 
1 (1 N) I b - e 0 I b = e = i n 1 n' n=O - n=O 

N ,, 

-1 

qi(t )dt = A. 
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zodat we 11 wegens 

1 
-i 

lim 1 - e = 1, kunnen concluderen, dat 
N-+co l 

N 

• 1 N 
lim - l b = Ao 
N-+co N n=O n 

Lemma 2060 Is de funktie f(x) op O < x < 1 tweemaal differentieerbaar, 

zodanig dat 

en 

dan geldt 

Bewijsg 

lim f(x) = S 
x-+1-0 

(1 - x) 2r"(x) < G .... ( G constant) 

lim (1 - x)f'(x) = o. 
x-+1-0 

(0 < X < 1)g 

Zender enig bezwaar mogen we veronderstellen dat G ~ 0 iso 

We kiezen x
0 

en x
1 

zodanig dat 

(0 < o < 1)., 

~o Volgens Taylor geldt nu 

met o < e < 1 

of 

hieruit leiden we af 
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oG 

met als gevolg-: 

Aangezien o > O willekeurig dicht bij O gekozen kan worden, vinden we 

lim inf (1 - x
0
)f'(x0 ) ~ Oo 

x0+1-0 

met o < e < 1 

of 

hierui t volgt 
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< 1 - 0 (f(x1) - r(x0)) + ~0(1 2 - 0) 0 

G 
0 - x0 ) (1 ... 0 

{1 - (x0 + eo(1 

1 - 0 
e (f(x

1
) - f(x0)) + 0(1 - o)G < = 0 2(1 - eo,2 -

Maken we de limietovergang x0 + 1 - 0 dan zal ook x
1 

+ 1 - O; 

dus 

zodat lim sup (1 - x
1
)f'(x1) ~ Oo 

x
1
-+1-0 

De resultaten van a en b tesamen leveren 
= = 

lim (1 - x)f'(x) = Oo 
x-+1-0 

We gaan nu over tot het 

Bewijs van stelling 2o 

Het is duidelijk, dat ' 

co 

f(x) = l a xn 
n=O n 

op O < x < 1 tweemaal differentieerbaar is met 

co 
, ) n-2 r"(x) = £ n(n - 1 ax ; 

n=2 n 

= 
- xo))} 

2 
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wegens na < G kunnen we schriJ0 ven n .... 

00 

2 
(1 - x) o Go r ( ) n-2 n - 1 x = G (0 < X < 1); 

verder is 

n=2 

lim f(x) = So 
x+1-0 

Op grond van lemma 206 geldt dus 

00 

lim 
x+1-0 

(1 - x)f'(x) = lim 
x+1-0 

c 1 - x> r 
n=1 

Het is nu gemakkelijk in te zien dat 

00 

n na x = 0,. 
n 

lim ( 1 - x) }: 
x+1-0 n=1 

nan) n-1 
(1 - G x = 1; 

met behulp van leillllla 2o5 kunnen we,wegens 

na 
1 _-E.> 0 G ... ll 

hieruit direct afleiden dat 

of 

N na 
lim i l (1 - Gn) = 1 
N+oo n=1 

1 N 
lim 'i l 
N+oo n=1 

na = Oo 
n 

Volgens Tauber (stelling 1o2) geldt dan ook: 
' 

00 

I 
n=0 

a = So n 

3o De in de vorige paragrafen besproken Tauber-stellingen hadden alle 

ten doel de convergentie aan te tonen van een gegeven reeks 
00 

I 
n=0 

a; men zou ze kunnen opvatten als convergentie-kenmerken voor n 

reekseno 
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Daarnaast bestaan talloze Tauberstellingen die men kan opvatten als 

convergentie-criteria voor oneigenlijke integraleno 

Als voorbeeld vermelden we 9 zonder bewijs, het volgende analogon van 

stelling 2o 

Stelling 3o1o Is de funktie F(t) op elk eindig interval O ~ t ~Tei~ 

genlijk R-integreerbaar, zodanig dat 

co 

$(0) = I e-otF(t)dt 

0 

op o > 0 convergeert, terwijl bovendien 

lim $(0) = I 
o-++0 

en t o F(t) < K ... 
dan geldt 

(t ~ O; K constant en> O), 

co 

J F(t)dt = Io 

0 

Een heel ander voorbeeld van een Tauberstelling vinden we in 

Stelling 3o2o De funktie F(t) zij opt~ 0 monotoon niet dalend. 

terwijl 

dan geldt 

X 

Is nu ~(x) d~f I F(t)dt, 

0 

lim ~(x) = 1 
x-+oo -x:"P 

(p ~ 1) 

1
. F(x) 

1 lDl 
1 

= o 

x-+oo pxp-
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Bewijs: 

Nemen we a> 1, dan is 

ax 

of 

Hieruit volgt 

zodat 

f F(t)dt ~ (ax - x) o F(x) = x(a - 1)F(x) 

X 

F(x) 

F(x) 
pxl'-1 

< 
1 t(ax) - t(x) (x > 0) G 0 

.... a - 1 X 

1 o {~(ax) o aP _ t(x)} 
~ p(a - 1) (ax)P xp 

lim sup F(x) < aP - 1 
p-1 - p(a - 1) 0 

x-+oo px 

Aangezien het rechterlid onafhankelijk is van x volgt hieruit, wegens 

dat 

. aP - 1 
lim ( 1) = 1, 

a+1+0 Pa -

lim sup F(x) < 1 p-1 .... 0 

x-+oo px 

Neem nu O < B < 1; dan is 

of 

of 

met als gevolg 

X 

f F(t)dt ~ x(1 - B)F(x) 

' Bx 

1 
F(x) ~ 1 - B X 

F( ) 1 _ aP 
1° • f X .., 
i~~n pxp-1 ! p(1 - B) , 
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lim inf F(x) > 1. lim 1 - eP = 1
0 

x-+co po ~-1 - P e~1-o 1 - B 

Samenvattend kunnen we dus zeggen: 

1
. F(x) 

1 1JD. ,= 0 

x+oo po~-

4o In deze paragraaf geven we een uiteenzetting van een zeer belang­

wekkende funktietheoretische Tauber-stelling van So Ikeharao 

In paragraaf 5 zullen we met behulp hiervan op eenvoudige wijze de 

Priemgetalstelling bewijzeno Aan de stelling van Ikehara laten we de 

volgende beschouwing voorafgaano 

Zij Ude verzameling van alle reele funkties F(x) op x ! 0 die vol­

doen aan 

to F(x) is op elk interval O ~ x ~ T eigenlijk R-integreerbaar 

co 

~o t(s) = I e-s~(x)dx convergeert op cr > 1 
1

) 

0 

Cs = c + it h 

ziJ V de verzameling van alle op het gebied cr > 1 (of een groter ge­

bied) holomorfe funkties f(s)o We definieren de afbeelding ,: U + V 

als volgt: · 

co 

F(x) -4 t(s) = f e-6~(x)dxo 

0 

Nemen we voor F(x) EU de funktie F(x} = Aex (At: o), dan is 

co 

t(s) = I -sxA xdx e e = ; 
s - 1 

A 

0 

1> ~(s) is dan holomorf op cr > 1o 
, 
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van deze funktie merken we op dat ze overal. holomorf is, behalve in 

het punts= 1; in dit punt heeft t(s) een enkelvoudige pool met het 

residu Ao 

We beschouwen nu het beeld t(s) 6 V van een funktie F(x) E U, waarvan 

bekend is dat 

lim F(x} = Ao 
X 

x:+co e 

Van het beeld van zo'n' funktie F(x}. is voorlopig niet meer bekend dan 

dat ze holomorf is op a> 1; naar aanleiding van de grote verwa.ntschap 

tussen de funk.ties F(x) en Ao ex, betreffende hun asymptotisch gedrag 

voor x + =, ligt het evenwel voor de hand te vermoeden dat de beelden 

van deze f'unkties ook zekere karakteristieke trekken gemeen zullen 

hebben,. 

Dat dit inderdaad het geval. is blijkt uit (de Abelse) 

Stelling 4o 1 o Geldt voor F(x} e U, dat 

lim F~x} o e-x = A 
x~ 

dan heeft het beeld t(s) van F(x) bij eventuele analytische voortzet­

ting (over de rechte a= 1) geen polen op a= 1, behalve misschien in 

het punt s = 1 o 

Bewijs: 

Op a> 1 geldt 

= = 

t(s} - s ~ 1 = J e-s~(x)dx - J A 
-(s-1)x 

o e dx = 

0 

= 

= J 

Nemen we s = 1 + o + y
0

i 

dan is 

0 

-(s-1 )x 
e o 

0 

{F(x) - A}dxo 
X 

e 
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lmf -(o+yoi)x F(x) I 
= o o e {- · ,.., A}dx < 

X -
0 e 

m 

! of e-ox 
0 

o F(x) - A dx = 
X 

e 

T m 

= o J e-ox F(~) - Aldx + o J 
9 e T 

waarbij 

£T = sup 
x~T IFe(xx) -Alo 

Dus: 

aangezien ET onaf'hankelijk is van o en 

lim ET= o, 
T+m 

kunnen we concluderen 

1im, (s - s0 )(4>(s) -
o-++o 

Is y0 F O dan is dit gelijkwaardig met 

A _ 
1

) = Oo 

lim (s - s0)t(s) = o, 
o-++o 

waaruit blijkt dat t(s) bij eventuele analytische voortzetting, in 

s0 = 1 + y 0i (y0 F 0) geen po~l kan hebbeno Het doel van de stelling 

van Ikehara is nu 9 de zo juist behandelde Abelse stelling om te kereno 
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Stelling 4o2o. (So Ikehara, 1931) o 

De funktie F(x) zij op x ! 0 monotoon niet dalend en niet negatief; 

de integraal 

... 
t(s) = f e-sxF(x)dx 

0 

zij convergent op a> 1o 

Indien vervolgens de funktie 

(s = a + it) 

A(s) d~f t(s) A 
1 

= t( 1 + a + Bi) - A f3 .· ( a > O} s- a+ J., 

(A is een reele constante) 

op elk eindig interval->-~ f3 ~ +A uniform tot een limietfunktie 
1) . 

r(B) nadert als a+ +o, dan geldt 

lim F(x) = Ao 
X 

x-+a> e 

Opmerkingo Als van de funktie t(s) bekend is dat ze analytisch voort­

gezet kan worden tot een eenduidige holomorfe funktie op a! 1 (s ~ 1), 

terwijl t(s) ins= 1 een pool van de eerste orde met het residu A 

heeft 9 dan is aan de voorwa.a.rde betreffende A(s) voldaano 

Bewijs: 

Schrijven we L(x) = e-x o F(x), dan is 

... ... 
( ) = f -Six -ax ( ) J -Six -ax A 1 +a+ Bi e o e o L x dx = e o e o Adx 

0 0 

(a> O); 

1) Uit de gegevens volgt dat r(B) continu is op_...< f3 < +mo 

,, 
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hierin zijn beide integralen (absoluut) uniform convergent in 8 op 
, 

_«> < 8 < +«>o 

Als H(8) een continue funk.tie is op -21 ~ 8 ~ +21 (l > O), dan be­

staat dus de integraal 

+21 «> 

J H(8){f e-iBx o e-ax o L(x)dx}d8, 

-21 0 

en op grond van de ,uniforme convergentie {in B) van de integraal 

a, 

f e-iSxo e-ax o L(x)dx 

0 

kunnen we hiervoor ook schrijven 

«> +21 . f e-axL(x){ f H(B)e=iBxdB}dxo 

0 ... 21 

Nemen we nu voor H(8) de speciale funktie 

H(8) =le, ... ill)einB (n een reele Constante) 
1r 21 

dan geldt 

+21 +21 

f H(B)e-i8xd8 = ¾ J (1 - l~l)eiB(n-x)dB = 
-21 -21 

( ' f3) S( )dB _ 2 sin
2 

l( n - x) 1 - 2°I' COS n = X - - 2 o 

'If l( n - x) 

Stellen we K/,;) 
• 2 ' Sl.n l\l; = ......,......,,...,... , dan kunnen we schrijven 
'lfAl;2 
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f H(8) o A{1 +a+ 8i)d8 = 

-2l. 
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00 00 

= 2 f e-axKA(n - x)L(x)dx - 2A f e-a~A(n - x)dx; 

O 0 

bij de limietovergang a+ +0 9 nadert het linkerlid tot 

+2l. 

en aangezien 

f H( B)r( S-)~8 9 

-2l. 

1 dx = .... 
1T 

convergeert 5 geldt op grond van een eenvoudige Abelse stelling uit de 

theorie der Laplace-transformaties 

00 00 

Uit het bovenstaande volgt, dat ook 

00 

f e-axKA(n - x)L(x)dx 

0 

voor a+ +0 een limiet heeft; 

wegens KA(n - x)L(x) ~ 0 is deze limiet gelijk aan (vergelijk §0) 

00 00 

We vinden dus 



co 

f KA(n - x)L(x)dx = 
0 ' 

+2A 

f 
-2A 
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An 
H(B)r(S)dS + ¾ J si:: u 

duo 

-oo 

Maken we nu de limietovergang n + co, dan verkrijgen we 

of 

want 

+co 

lim 
n-+'» 

lim Anf 

n+oo -

00 

• 2 
L(n - ¥> sin2 u du= Aw, 

u 

sin u 
J 

. 2 
u2 du=~ en volgens een bekende stelling van Riemann is 

+2A 

lim I ;c1 - l~l>einBr(S)dB = o. 
n+co -2). 

J• Bij elke £ > 0 is dus een n1 = n1(A 9£) te vinden zodanig dat 

'f L(n - :> si:: u du< ,(A+ el voor alle n > n1, 
.,p, 

Kiezen we bovendien ti ~ '"fr dan is ).n ~ h en dus is 
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An 

~,A+ E) > IL(~ - ~) 
2 .+ ✓'>.. 

sin2 u du~ J L(n - 'I) 
u _'/). 

• 2 
sin u d > 

2 u .... 
u 

+l>.. 

~ f L(n-15:') 
-·•h, 

1 u 
- 7r + 'I sin2 u d 1) > 

o e o 
2 

u _ 
u 

• 2 
0 

sin u d 
2 u, 

u 

of 

2 +l>.. 
1 7r L(n - 7r) ~~(A+ E)e • < I . 2 1 

sin2 u du)- ( \) = R1 I\ • 

Hieruit volgt: 

-fA u 

lim sup L(n) ~ R1(A) voor elke). > O; 
fl+CO 

aangezien lim R1(A) =A+ E kunnen we hieruit concluderen 
;\-+co 

Dus: 

lim sup L(n) ~A+ E voor elke E > o. 
n-

lim sup L{n) ~ A. 
n-

~• Uit l volgt dat L(n) op n ~ 0 begrensd is: 

L{ n) ~ G. · 
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All 

J 
. 2 

n(A - E) < L(n - f) sin2 u du= 
u _co 

-✓Ji. +IJi. Ji.n 

= { J + f + f 1 L(n - f> 
.. co _:/Ji. +:/Ji. 

• 2 sin · u d 
2 u 

u 

-h.. +h.. 

~ f -%- du + J L( n - f) 
_co u --✓Ji. 

• 2 
sin u d + 

2 u 
u 

+IA 1 u 2 

(als bovendien n > -h;> ! 

2G J 1 7r. + 1' sin u d 1) ! 7r. + L(n + 7r.)e 2 u ~ 
_:/Ji. u 

2 
2G 1 7r 

! 7r. + L( n + 7r.}e • n 

of 

2 

L(n + 1r_) ~ {{A - E) - n?~} • e-·.7r = R
2
P). 

Dus 

aangezien 

volgt hierui t 

Dus 

lim inf L(n) ! R2(Ji.) voor elite Ji.> O; 
n+co 

lim R2(Ji.) = A - E 
}i.-+co 

lim inf L(n) ! A - E voor elke E > o. 
f't+CO 

lim inf L(n) ~ A. 
n+co 

1) 
Zie de voetnoot op blz. 27. 
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De resultaten van l en~ kunnen als volgt worden samengevat: 

lim L( n) = A 

of 

n+oo 

1 . Fex) _ A im-- • 
X x-+oo e 

5. De priemgetalstelling 

5.0. Historische inleiding 

De geschiedenis van de priemgetaltheorie laten we beginnen bij Eucli­

des; hij was de eerste die aantoonde dater oneindig veel priemgetal­

len zijn. 

Geven we het aantal priemgetallen p met O ~ p ~ x aan met ~ex), dan 

kan dit resultaat als volgt geformuleerd worden: 

lim ~ex) = co. 
rco 

Pas omstreeks 1850 kon Tschebyschef als eerste aantonen dater een 

getal x
0 

bestaat, zodanig dat 

Ao X <~ex)< B O X voor alle X ~ x
0

; 
log X log X 

hierbij is A= 0,921 en B = 1,106. 

Het feit dat ~ex) dezelfde grootte-orde heeft als x was reeds log x 
voor Tschebyschef door Legendre, Dirichlet en Gauss vermoed. 

Nadat in 1860 een verhandeling van Riemann verscheen over de funktie 

co 

r;(s) = l 1s 
n=1 n 

(s =a+ it 9 a> 1) 

kwam er verandering in de methodiek; waren de bestaande problemen be­

treffende de priemgetalverdeling tot die tijd uitsluitend met elemen­

taire methoden aangepakt 9 na 1860 werd de hulp ingeroepen van de kom­

plexe funktietheorie. In verband met de van Euler afkomstige relatie 
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r,;( s) = II ( 1 - ..L)-1 
s 

p p 

bleek het analytische gedrag van de funktie r,;(s) voor de priemgetal­

theorie van fundamenteel belang te zijno 

In 1896 gelukte het zowel Jo Hadamard als CoJo de la Vallee Poussin 

uit een aantal analytische eigenschappen van r,;(s) de priemgetalstelling 

af te leideng 

lim ~(x) 0 log x = 1. 
x+"° X 

Daarna was het Eo Landau die de eerste wezenlijke vereenvoudiging aan­

bracht; in tegenstelling tot Hadamard en de la Vallee Poussin 9 die on­

der meer gebruik maakten van eigenschappen van r,;(s) op het gebied 

0 <a< 1, bewees Landau de priemgetalstelling "ohne Uberschreitung der 

Geraden a= 111
• 

Vervolgens brachten GoHo Hardy en JoEo Littlewood nog een verbetering 
r,;, ( s} 

aan 9 door de eisen die Landau stelde aan de grootte-orde van r,;(sj op 

a~ 1 te verzwakkeno 

Hierna was het S. Ikehara die, met behulp van door No Wiener ontworpen 

methoden, de priemgetalstelling bewees, zonder de grootte-orde van 

r,;~~:~ in zijn beschouwingen te betrekken 
1

) o 

Het bewijs van de priemgetalstelling volgens Ikehara zullen we na in 

de paragrafen 5o1 en 5.2 de nodige voorbereidingen te hebben getroffen 

weergeven in paragraaf 5o3; zoals reeds in paragraaf 4 werd aangekon­

digd zal stelling 4 hierbij van doorslag gevende betekenis zijno 

Tenslotte zij nog opgemerkt dat er 5 vooral in het begin van deze eeuw, 

van de priemgetalstelling meerdere afleidingen gegeven zijn, zonder ge­

bruik te maken van de r,;-funktie van Riemann; in 1947 gaven A. Selberg en 

Po Erdos zelfs een elementair bewijso 

l} In stelling 4 werden aan de funktie r(B} geen voorwaarden betreffen­
de de grootte-orde voor !Bl+~ opgelegdo 

,, 
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5.1. HulEmiddelen uit de elementaire ~etaltheorie o 

Definitie 5o1o1o ao 8(x) = I log p 1) op X ~ 0 
p, 

00 
1 - 2 ) Op X ~ Oo b. ip(x) = I 8(xm) 

m=1 

Aangezien de funk.tie ~(x) moeilijk hanteerbaar is, beschouwt men lie­

ver de met ~(x) nauw samenhangende funk.ties 8(x) en 1"(x). 

Lemma 5o1o1o Op x > 0 geldt: 

ao ~( x) < X 

bo 8(x) ~ ~(x)log x. 

Het bewijs hiervan wordt aan de lezer overgelateno 

Lemma 5.1.2. 

lim {l/l(x) - e(x)) = o 
X X 

x+"" 

Bewijs: 

Nemen we x ~ 4, dan kunnen we schrijven 

N 
o ~ 1"<~> - ecx> = I 

m=2 
met N = 

Met behulp van lemma,5.1.1 volgt hieruit: 

1) 
De sommatie-index p doorloopt hierbij alle priemgetallen ~ x. Ook 
in het vervolg zullen alleen priemgetallen met de letter p worden 
aangegeveno 

2) In deze reeks komen slechts eind_ig veel van nul verschillende ter­
men voor. 
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, , 
0 ~ ~(x) - 8(x) ~ (N - 1)8(x2 ) <No 8(x2 ) ~ 

, , 2 , 
< log x O n(x2)log x2 < log x. x2• 
- log 2 2log 2 ' 

2 
0 < ~(x) _ 8(x) < log x 

- X X 2log 2 

en hieruit volgt het gestelde onmiddellijk. 

co 
Lemma 5o1o3o Zij {ak}k=l een monotoon stijgende rij natuurlijke getal-

len; geven we het aantal elementen van deze rij dat ~xis aan met 

P(x) en definieren we L(x) als 

L(x) = l log ak, 
a~x 

dan geldt, ender de voorwaarde dat L(x) begrensd is: 
X 

lim {P(x)log x _ L(x)} = 00 
X X 

Bewijs: 

Kies 1 < y < Xo Nu is 

L(x) - L(y) = l log ak ~ {P(x) - P(y)} • logy, 
y<ak<x 

wat gelijkwaardig is met 

P(x) ~ P(y) + L(x) - L(l) 
logy 0 

Met behulp van de ongelijkheden 

0 ~ L(x) ~ P(x)log x en P(x) ~ x 

vinden we 
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L(x) < P(x)log x < {p( ) + Lbc:) - L(y)} log x ·<· 
x - x - Y logy x -

. < {y + L(x) } O log X = l. log X + L(x) O log X 
- logy X X X logy O 

Nemen we nu 

dan geldt 

y = x1-P(x) met p(x) 
2 

= (log log x) 
log x 

0 < P(x) < 1 

op x > e 9 

metals gevolg 

1 < y < Xo 

Dus L(x) < P(x)log x _< x-Plog x + L!x) G _1_ 
X - X X 1 - p 9 

of O < P(x)log x L(x) < -P1 + L(x) { 1 } 
..., X - °"x ..., X Og X X l _ p - 1 o 

Met behulp van de betrekkingen 

-P -(log log x) 2+log log x x log x = e 9 

IL~x) I ~ G (= constante) 

en lim p(x) = 0 
x-+co 

volgt dan het gesteldeo 

' 00 Lemma 5o1o4o Nemen we in lemma 5o1o3 voor de rij {ak}k=l de rij der 

priemgetallen: a 1 = 2, a2 = 39 a3 = 5,ooo dan is 

P(x) = 1r(x) 

en L(x) = 8(x) o 

Als we nu aan kunnen tonen dat B(x) begrensd is, dan mogen we schrij­x 
ven 

/ 
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lim {n(x)log x _ 6(x)} = 00 
X X 

Het doel van lemma 5o1e5 is, te laten zien dat e(x) inderdaad begrensd 
X 

is. 

Lemma 5o1o5o Op x > 0 geldt 

O < e(x) < 41og 2o 
.,.. X 

Bewijs~ 

Met behulp van de relatie 

is gemakkelijk in te zien dat 

Zoals bekend 9 is 

2n o ( 2n - 1 ) o o o ( n + 2 ) ( n + 1 ) 
= _...,.., ...... ,....._~---------n O {nm 1) 000 2 0 1 

een natuurlijk getal dat deelbaar is door alle priemgetallen p met 

n < p ~ 2n. 

Dus 

of 6{2n) - 8(n) < 2nlog 2o 

m-l d1't Voor n = 2 met m ~ 1 wordt 

8(2m) - 8(2m-1) < 2mlog 2, 

Voor 8(~) kunnen we schrijven ~ 
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e(2m) = {8(2m) - 8(2m-1)} + {e(2m-1) - e(2m-2)} + 

+ 000 + {8(21) - (2°)}, 

= (2m+1 - 1)log 2; 

Bij elke x ~ 1 is er altijd een natuurlijk getal m te vinden zodanig 

dat 

nu is e(x) ~ 8(2m) < 2m+llog 2 = 

= (4log 2) o 2m-l ~ (4log 2) ox, 

zodat voor x ~ 1 

e(x) < 4log 20 
X 

Aangezien het overige deel van lemma 5.1.5 triviaal is, is hiermee het 

bewijs voltooid. 

Lemma 501060 Op x ~ 0 geldt 

"'<x> = l log P• 
m 

P :;.x 

Bewijs: 
1 co - co 

lj,(x) = l e(xm) = l }: log p = l log p 
m=1 m=1 1 m 

p:;,xm 
p~ 

<= l als x > 0). 
p~x 
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Met behulp van lemma 5.1.6 is gemakkelijk in te zien dat ~(x) een trap­

funktie is met discontinuiteiten uitsluitend in de punten x = pm 

(m = 1, 2, 3, ••• ). 

Definitie 5.1.2. A(n) = ~(n) - ~(n - 1) 

Bewijs: 

= {
log p als n = pm 

A(n) 
0 als n ,J,. pm 

Dit is een direkt gevolg van lemma 5.1.6. 

Lemma 5.1.80 Voor elk natuurlijk getal k geldt 

Bewijs: 

J. A(m) = log k. 3) 
mTk 

In de som Y. A(m) behoeven we m slechts die delers van k te laten 
mTk 

doorlopen die een zuivere macht van een priemgetal zijn; schrijven we 

kin de gedaante 

a, 
k = p 

1 

dan blijkt dat we kunnen schrijven 

L A(m) = 
mTk 

L 
l!i !r 
1<o.<a. 
... J. ... J. 

o. 
A(p.i) = 

J. L 
1!i !r 
1<6.<a. 

- J.""' J. 

a 
r 

• • • • • pr 5 

log p. = 
J. 

r 
L 

i=1 
a.log p. = log k. 

J. J. 

3) De sommatie-index m doorloopt hierbij alle (positieve) delers van k. 
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5o2o Enkele eigenschappen van de fu.nktie !';(s). 

De reeks 
00 

1 
s n=1 n 

1 ) 

is op a> 1 absoluut convergent en stelt op dit gebied een holomorfe 

funktie vooro 

00 

Definitie 5o2o1o t(s) = }: · ..L 
n=1 n6 

(a > 1)0 

Op a> 1 kunnen we voor t(s) schrijven 2) 
I 

00 00 00 00 

!';( s) = f -1. d[x] = ,hl 
s s f [x] dx-s = S 0 

+OX X +O +0 

00 00 00 00 

f rx1 f dx J x - [x] _s -sf x - [x] = s ~ dx = s s - s s+f dx = s::-f - s+f - dx. 

1
x 1 x 

1 
X 

1 
X 

De laatstgenoemde integraal stelt op a> 0 een holomorfe funktie voor 9 

terwijl s , behalve in bet punts= 1 (dit punt is nolo een pool 
s - 1 

van de eerste orde met residu 1) 9 overal holomorf iso 

Uit het een en ander blijkt dat ~(s) analytisch kan worden voortgezet 

tot de lijn a= 0 3); het punts= 1 is op a> 0 de enige singulari­

teit van t(s). We hebben dus 

Lemma 5.2.10 De funktie t(s) uit definitie 5.2.1 kan analytisch worden 

voortgezet tot de lijn a= 0 3 ); de enige singulariteit van ~(s) in 

1 ) 
In de analytische getaltheorie is het gebruikelijk 

s =a+ it. Onder n8 wordt verstaan exp(s log n) = 
bij log n dezelfde betekenis heeft als in de reele 

te schrijven 
Solog n e , waar-

analyse. 
2) De theorie van de Riemann-Stieltjes integratie veronderstellen we 

bekendo 
3) Dat t{s) in feite analytisch voortgezet kan worden over het gehele 

complexe s-vlak is voor ons betoog van geen belang. 
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dit gebied is een pool van de eerste orde met residu 1 in het punt 

S = 1o 

Lemma 5a2o2o Op o > 1 geldt: 

t(s) o 

Bewijs: 

00 

J\(m) 
00 00 

J\(m) 
00 

J\(m) 
00 00 

t(s) I I 1 I I I 1 

mtk 
A(m) • -= - . -= = 

m=1 s n=1 s m=1 s m,n=1 {mn) 5 k=1 ks m n m 

00 

= I lo~ k = -l,;' ( s). 
k=1 ks 

= 

Lemma 5.2.30 t(s) heeft op o > 1 geen nulpunten, zodat we kunnen schrij­

ven 

t'(s) 
00 

A(m) 
= I (o > 1 )o r,;( s) s m=1 m 

Bewijs: 

Volgens lemma 5o2.2 geldt op 0 > 1 

ds) 0 f .M.!l = -l,;, cs). 
s m=1 m 

Veronderstel nu dat i(s) ins= s0 = o0 + it0 met o0 > 1 een nulpunt 

heeft van de orde a (a~ 1); aangezien 

00 

J\(m) I s m=1 m 

00 

J\(m) 
op o > 1 holomorf 1s, heeft r;(s) 0 I ins = s0 een nulpunt van 

m=1 s m 
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de orde 8 ! ao Dit houdt in dat -~'(s), en dus ook ~'(s), in s
0 

een 

nulpunt heeft van de orde 8 ! a. Maar, op grond van de gemaakte ver­

onderstelling heeft ~'(s) ins= s 0 een nulpunt van de orde a - 1. 

Conclusie: ~(s) ¥ 0 op a > 1. 

Opmerking. Dat ~(s) ¥ 0 op a> 1 volgt ook uit de Eulerse betrekking 

~(s) = n (1 - .1..,-1 
s 

(a> 1). 
p p 

Het bestaan van deze relatie wordt in het vervolg bekend verondersteld. 

Lemma 5.2.4. ~(s) # 0 op a= 1. 

Bewijs: 

Op a > 1 geldt 

co 

~(s) = n (1 - ...1..)-1 = n exp( l -1....) = 
s ms p p p m=1 mp 

exp( l .! exp(-ms log p)); 
m 

hieruit volgt 

l~<a+it)I = exp( l 
p,m 

p,m 

cos mt log p) 
mo 0 

mp 

Dus ~3 (1 + e:) • 1~(1 + e: + it)l 4 • 1~(1 + e: + 2it)I = 

= exp( l 
p,m 

3 + 4cos mt log p + cos 2mt lo§ p) 
m( 1 +e:) mp 

Nu is voor elke reele' cf, 

met e: > 0. 

3 + 4cos cf,+ cos 2cf, = 3 + 4cos cf,+ 2cos2 cf, - 1 = 2(1 + cos cp)
2 ! 0 1 

zodat 

~3<1 + E:) • 1~<1 + e: + it)l
4

• 1~<1 + e: + 2it)I ! 1, 

or I~< 1 + E: + it> 14 ! 3 
1 

> 
~ < 1 + E: > • I ~ < 1 + E: + 2i t) I 

> 8 C Id 1 + e: + 2i t) I (0 < e: < 1), 
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wegens 

00 

r(1+e:) 1+ ~ 1 <1+f dx 1+..!.<E, ., = l ~ ~ = e; e: als O < e: < lo 
n=2 n 

1 
x 

Dus lz-;{1 + e: + it),
4 

> 1 
- e: - ""'a-e: t--1 z-;-c-, _+_e: _+~21~· t'""l'> ..... I • 

Omdat Z'; ( s) in het punt s = 1 + 2it (t f: 0) holomorf is, geldt 

lim e: • lz-;<1 + e: + 2it) I = O; 
e:-++0 

dus, in verband met het voorgaande, 

lim Ir;(, +:+it)I= +co (t f: 0)o 
e:-++0 

Met behulp van deze betrekking is nu eenvoudig in te zien dat t( s) op 

a= 1 geen nulpunten heeft. 

Stel z-;(1 +it)= 0 voor zekere t f: 0; 

dan is lz-;(1 + e: + it~ - Z';(l + it)I = lz-;(1 +:+it),. 

Volgens het bovenstaande heeft deze vorm voor e:-+ +0 de limiet +00
5 

terwijl deze vorm in feite (vgl. lemma 5.2.1) de limiet lt'(1 + it)I 

heeft. 

Conclusie: 

z-;(s) f: 0 op a= 1. 

Lemma 5.2.5. De funktie, 

t'(s) 
- sds) 

is holomorf op a~ 19 behalve in het punts= 1; in dit punt heeft de 

funktie een pool van de eerste orde met residu 1. 
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Bewijs: 

r;'(s) 
Dat de funktie - sr;(s) holomorf is op o ~ 1 (s ~ 1) volgt direkt uit 

lemma 5o2o4. 
De Laurent ontwikkeling van r;(s) om het punts= 1 ziet er als volgt 

uit (vglo lemma 5.2o 1) . 

1 
r;(s) = -s--1 + c0 + c 1(s - 1) + o•• ; 

hieruit volgt gemakkelijk 

r;'(s) 1 
- sr;(s} = s _ 1 - (c0 + 1) + oo• o 

Opmerking. Met het oog op de toepassing in paragraaf 5.3 formuleren 

we dit lemma nog als volgt: 

De funktie 

r;'(s) - sr;(s) 

is holomorf op a > ... 1 • 

Lemma 5.206. Op a> 1 geldt 

.., 
r;'(s) = I sr;(s) 

0 

Bewijs: 

Volgens lemma 5.2.3 geldt op o > 1 

r;'(s) 
= - sr;(s) 

1 
s - 1 

e-stlfi(et)dt. 

.., 
}: 

m=1 

A(m) • 
s 

m 
, 

voor het rechterlid van deze betrekking kunnen we schrijven 
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co 
co co l A{m) = l ij,(m) - w(m - 1) = 

s s m=1 m m=1 m 
f ~ d$(x) 

+0 X 

ij,(x) 
=-

s 
X 

co co co 

= S 0 
f ij,(x) dx = S 0 

f ij,(x) dx = S 0 I s+1 s+1 
+OX 1 X 0 

co 

Dus: f e-5t$(et)dt l;'(s) - - sl;(s) 
0 

5o3o De priemgetalstelling. 

Stelling 5o3o1o lim $(x) = 1
0 

:x;+co X 

e-st$(et)dto 

(a> 1)o 

co 

+0 

co 

f ij,(x)dx-s = 

+0 

Opmerking. Volgens de lemma's 5o1.2 en 5.1.4 is deze stelling gelijk­

waardig met de priemgetalstelling: 

Bewijs: 

Nemen we 

lim w(x)log x = 10 
X 

t F(t) = ij,(e) (t ~ o), 

dan is op grond van de lemma's 5.2.5 en 5.2.6 aan alle voorwaarden van 

stelling 4.2 voldaan; de constante A is in dit geval gelijk aan 1. 
' De stelling van Ikehara levert nu dus onmiddellijk de priemgetalstel-

ling: 

t 
1 - lim ij,{e ) = - t 

t-+eo e 
1

. lj,(x) 
1

. w(x)log x 
im - = im .................... _ ......... 

X X x-+eo x-+eo 

Bij deze toepassing van de stelling van Ikehara blijkt dat het analy­

tische gedrag van 
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l; 9 (s). 1 
sl;(s) - s - 1 

op C1 ~ 1 van fundamenteel belang iso 

Het feit dat deze funk.tie op o ~ 1 holomorf is, hangt voornamelijk af 

van het feit: z;;(s) ~ 0 op a~ 1o Dat z;;(s) ~ 0 op a> 1 kon gemakkelijk 

worden aangetoond 9 zodat het priemgetalprobleem uiteindelijk herleid 

is tot de stelling: l;(s) ~ 0 op o = 1o Omgekeerd kan men vragen of de­

ze eigenschap van z;;(s) ook een nodige voorwaarde is voor de geldigheid 

van de priemgetalstellingo 

Dat dit inderdaad het geval is zal hieronder blijkeno 

Stelling 5o3o2o Als 

da.n geldt 

Bewijs: 

Op a> 1 geldt 

lim ~(x)log x = 1, 
x-'- X 

l;(s) ~ 0 op a= 1o 

l;' ( s) 
sds) 

0D 

= f 
0 

-st t e o qi( e )dt; 

op grond van de veronderstelling dat de priemgetalstelling juist is, 

mogen we schrijven 

Nemen we in stelling 4o1 

t F(t) = qi(e) 

dan is aan alle voorwaarden voldaano 

De funktie - z;;•(s) heeft dus op o = 1 
sds) (s ~ 1) geen poleno 
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1 een nulpunt zou hebben 9 dan zou ~~f:~ , en dus Indien ~(s) op o = 

ook - ~'(s) A op o = 
s~(s) • 1 een pool van de eerste orde hebbeno Maar dit 

zou in tegenspraak. zijn met stelling 4o1o 

Conclusie~ ~(s) ~ · 0 op O = 1o 

• 


