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Hoofdstuk I Inleiding
Par, 1 Grondbegrippen

1.1 Definitie. Zij E een niet lege verzameling. Een relatie £ gedefi-

nieerd in E heet een partiéle ordening (ofzkortweg, ordening) ;n
E indien hij voldoet aan | . . A |
W xg¢x(xs®) |
(i1) (x £y, ¥ £ %) = =%y
(1i1) (x &y, y £ 2) ~x < 2

Voor x £ y schrijven we ook wel y 2 x,

1.2 Definitie, Zij E een‘reele lineaire ruimte (= vectorruimte over .

ﬁ% een geordende vectorruimte (afgekort, o0.v.) gls geldt

IR; zie (11 Def, 26), en £ een ordening in E, Het paar (E,$€) hegt
%

o

(1) x £y = x+z  y+z (z.€ E)
(i1) x < y #ex < xy (03¢ eR)

5551.3 Definitie. Zij (E,{) een o0.v.. De verzameling
K:={xe& | x> 0}
heet de positieve kegel (of kortweg, de kegel) van B,

.1.§ Eigenschappen. Zij (E,{) een o.v, met kegel K., Dan geldt
(1) K 4 ¢ | |
(ii) X+K c K (d;w.z. (x e Ky ye K) = x+y ¢ K)
(111)«K ¢ K voor O S« eIR (d,w,2. (x € K, & 2 0) =& x ¢ K)
(iv) K n (-K) = {0} |

Bewijs: Triviaal.

1.5 Opmerking, %2ij E een reéle lineaire ruimte en K een deelveraameling

van E die voldoet aan de eisen (ii), (iii), (iv) van 1.,4. Definieex

in E een relatie ' door
x " y¢ y-x ¢ K,
Dan is (E,{') een o,v, met kegel K



Bewijs: Bij wigze van voorbeeld bewijzen we 1 1(111) en{1;2(i);ﬂ

x ! y ¥y <' z

- y=-x € Ky 2=y € K

-+ z-x g K+K c K (volgens 1 4(11))

- X _(_' %

xL'y
- (y+z)4(x+z) = y-z ¢ K

- x+z ' y+z,. S
e

1,6 Definitie. Zij (E,) een o0.,v., en x € E, y e B met X <y Dan
' heet de verzameling g o |
x,9] :={zeE| x<z<y)

een orde~interval,

1.7 Eigenschap. Een ordeihterval is een convexe verzameling (d.w.z.
(w e [x,5], v e [xy¥], 0&Ag1) = (M +(1=A) ¥ € x,51)).
Bewijs: Laat u,v,A gekozen zijn als boven, Dan volgt uit 1,2(11).
Ax < Aw Ay , (1=A)EZ (1=M)v < (1-A)y ,

en dus, met behulp van 1.2(1),

x £ M +(1=A)v < vy,

. 1,8 Definities. 2ij (E,) een o,v.,, en B een deelverzameling van E."

B heet naar boven begrensd (resp, naar beneden begrensd) ala

er een z ¢ E bestaat zo, dat
X < z (resp, x > z) voor alle x ¢ B,

Zo'n element z heet een bovengrens (resp. ondergrens) van B, Als

B zowel naar boven als naar beneden begrensd is, dan heet B (orde)

~begrensd; dus, B is ordebegrensd als B ligt in een ordeinterval,

B heet naar boven gericht (resp, naar beneden gericht) als bij

ieder tweetal x,y in B een z ¢ B bestaat zo dat

x$2% , Y455 (resp. > @ 't*:Y”Z z)tty , : G




Eén element u € E heet het supremum (resp. infimum) van B als'geldfi

(i) u is eén bovengrens xax (resp. ondergrens) van B,

(ii) als z een bovengrens (resp.‘ondergrens) ven B is,dan is
z>u tfesp. z < u), o |
Notatie: u=: sup B (resp. u=: inf B),

Indien B bestaat uit twee elementen x en Yy en sup B bestaat, dan

schrijven we: xvy ¢= sup B, Analoog, xay := inf B,

1,9 Definitie, Een o,Vv. (E,g) wordt een Riesz-ruimte (ook wel, lineair

o A i 8 S AN

rooster) genoemd als voor elk tweetal x,y in E, Xxvy en xAy bestaan,

1,10 Opmerking. Een ordening £ op een vezameling E heet een lineaire or-

dening als voor elk tweetal x,y in E geldt: x £ y of x 2 y. Klaar-

Sk blijkeiijk is een o.v, met een lineaire ordening een Riesz-ruinmte,




Par 2 . Eenvoudige eigenschappen

2,1 Lemma, 21} (E,€) een o0,v., en laat x en y elementen van E zijh

wadarvoor xv y bestaat. Dan bestaan ook

(1) (x+2z) v (y+3), en er geldt (x+z) v(y+z)=(xvy)+z‘,:‘ (z € E)iy"
(ii) x Ay, en er geldt x+y=(xvy)+(xay); | 2 |
(iil)xxy =y, en er geldt xxvaydx(xvy) (%2 0)

(iv) «x vwy, en er geldt exv ocy=°‘(x/\y).' | (£ 0),

| Hetzelfde geldt met verWisseling van v en A,
Bewije: |
(1) Stel c:=(xv y)+z. Dan c-z=x vy

(e-c«z >7x en(c-z > ¥
- ¢ 2 X+z en ¢ 2 y+z
- ¢ 1is een bovengrens van {x+z,y+z}'.
Veronderstel d is een ’bow}engrens van {x-;z,y+z}. Dan’
g d > x+z en 4> y+z e
- d-z 2 X en d%z 2 ¥y

> d-2 2 X vy
-4 > (vay)+’z=c'

Hieruit volgt onmiddelijk het gestelde.

(i1i) Door ;coepaasing van (i) vinden we
(x v y)=(x+y)=(x-(x+3)) v (y-(x+y) )&(=y) v (-x),

Rest te bewijzen dat (~y) v (-x)=~(yf\x)‘. Stel d=(-y) v (~x). Dan
d>-yend) -x | e
- y 2 ~-d enx 2 ~-d
- -4 is een ondergrens van {x,y}.‘

Zij £ een ondergrens van {x,y}. Dan .

f{xen f{y

£

- =-x { =-f en -~y £ -f
- fxyixxkxxdxg ~f > (~y) v (~x)=d s
~fg-a o o

i wds=v A v traamiedd had cmamd ot 3. -0



Het bewijs van (iii) en (iv) volgt direct uit de voorgaande delen

2,2 Gevolg., 2ij (E,{) een o,v., met de eigenschap dat x v O bestaat
voor iledere x ¢ E., Dan is (E,{) een Riesz~ruimte. ‘
Bewijs: Neem y,z in B, Dan bestaat (y-z)v 0. Uit 2.1(i) en (ii)

volgt nu de existentie van y+v 2 en y~ 3z,

zij (E,<) een 0.v., en x een element van E waarvoor x 0 bestaat.,
Dan bestaan ook
(x v0)+(=x) = 0 v(~-x),

en

i

(x v 0)+(0 v (~x)) = 2(x v0)5((xv0)-(0 v (~x)))

2(x vO0)=((x vO0)+(0Arx))

i

= 2(xv0)-x = ((2x) v 0)-x = x v(~x),

De volgende definitie is daarom zinvol,

2,3 Definitie. Zi] (E4) een o0,v., en x een element van B Waarvoor

xv 0 bestaat. We noemen

x¥ := xv 0 het positieve deel van x,

x” 1= (-x) v 0 het negatieve deel van X,

|x| 3= x v(=x) de absolute waarde van x,

2.4 Voorbeeld. De verzameling der begrensde reele functies op een
.vérzameling X duiden we aan met Br(X)ﬁ Definieert men inlﬂr(x)
de volgende operéties# |

(£+g) (%) = £(t)+g(t) (%t € X)
(wf£)(t) = «£() (%t € X)
gt « (g(t).g f(t) voor alle +t e X),
dan is Br(x) een Riesz-ruimte, Er geldt
. (£vg)(t) = max{£(t),g(+)} (t¢eX),
(%) = max{£(%),0} (%t e X), | .
£7(t) = max{-£(%),0} (teX), o *
l£1Ce) = [£(6)] . (s eX)s | RS |

L 1|

i
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In het volgende lemma worden een aantal eigenschappen van de
zojuist gedefinieerde begrippen' opgesomd, De (eenvoudige) bewi;}zen'- :

worden aan de lezer overgelaten

3,5 Lemma. 21} (E,<) een o,v.,en x een element van E waarvoor xv 0
bestaat. Dan geldt: o |
(1) {«=*,x",|x|} <K
(ii) x=x"-x"
(iii) |x|=xV+x"
(iv) (ex)T==xt] Gex)7=wx” (e 0)

* (Qg 0)

(x) T=mux”, (x) =—ax

(vii) xTA x7=0

s i e T Ry

Afspraak, Ter vereenvoudiging van de notatie zullen we voortaan in

uitdrukkingen van de vorm (ux)v y de haakjes wegiaten. Dus

oo
NN o3

ex v yi=(wx)vy (wel te onderscheiden van s(tvy)!).,
In het byzonder
' ot vy:’-‘-(wx>" Jeo .

Hetzelfde met vervanging van v door A,

2.6 Gevolg, Zij (E,<) een o0.v.,en laat x en y elementen van E zijn

waarvoor x v 0 en ya;o bestaan, Dan geldt

x <y @ (x <y énx" > y).

Bewljs: N
(~) Volgens het gegeven en 2,5 is
x<y<&y em0gy
- xv0 <y
- %" < y+@

Merk nu op dat ook -x v 0 en -yv O bestaan, en dat -y £ ~x, Dus
(~2)" < (=x)F

7
o vm \ "l"fm



(¢) x = x*=x" & y'=x" < ¥y =y,

2.7 Lemma, 2ij (E,{) een o,v., en laat x en y elementen van E zijn

waarvoor X vy bestaat, Dan bestaan ook (x-y)f, (y-x)* en |x-y]|.

Voorts:
(1) xvy = (x=y)"4y = (y-x)"4x |
(i1) xay = x-(x-y)" = y—-(y-'X)"*

(1ii) x+y = (xv y)+(xay)

]

(iv) |x-y| = (xvy)-(xay)
(v)  xvy = S(xeye|x-y|)
(vi) xay = -_;;(X+y-lx—yl )e

Bewijs:-Uit'de gegevens volgt de existentie van

(vy)-y = (x-y)v 0 = (x-y)*
en van ,
(xvy)=x = 0v (y=x) = (y~x)",

en dus ook van ,

(x-y) "+ (y-2)" = (x=y)T+(x-y)" = |x-y]. |
Van de opgesomde betrekkingen volgt nu (i) onmiddelijk uit het
bovenstaande, terwial (iii) reeds is bewezen ohder 2,1(ii). De

overige volgen gemakkelijk uit (i) en (iii).

4

De geintroduceerde operaties: v , A, ', ; | | noemen we de

rooster-operaties, Uit het voorafgeande blijkt dat ze als volgt samen~

hangen (vooropgesteld dat de betrokken elementen gedefinieerd zijn):

Xvy = %(x+y+lx~yl) . i N :
XAy = X‘*'y“"(xvy) ‘ | o S
" xt = <(-x40) : -

x" = (-x)t

Tx| = xe2x”



2,8 Lemma, Zij ',(E,S) een 0,v,, Laat A en B deelverzamelingen van E
zijn, waarvoor sup A,- sup B, sup(A+B) bestaan, iDan bestaan ook
supf A) voor « 0, en inf(xA) voor < O, en - | |
(1) sup A + sup B = sup(A+B)‘ o
(11) sup(x4a)
(111) inf@eh) = «,5up A (% £ 0)

w,sup A (%2 0)

Hetzelfde geldt met verwisselihg van sup en inf,
Bewije: Stel a:=sup A, b:=sup B, en c:=sup(A+B),
(.i) Kennelijk is a+b een bovengreins van A+B, dus ¢ 5" a+b,
Omgekeerd, .
L xty £ ¢ (xeA,y_eB)
, -» x e~y (xe A, y e B)
‘. - a=gup AL c-y (y e B) .
| - y<c-a (yeB)
= b=sup B Se-—a |
Dus c=a+b,
(ii) Voor «= 0 is de bewering triviaal, 2ij dus x% 0,
Kennelijk is «.,a een bovengrens van A, Omgekeerd, ais Z een
bovengrens van oA is, dan | ' v ’)
- wx £z (x € A)

- % z (x e A)

| Fa

Ri= Rl

- 8 £ = 2,

Heruit volgt dat «,a £ z, en dus is ~x,a = sup(ocA),A-

De rest van het bewijs verloopt analoog. S



Par. 3 Voorbeélden

3,1 Voorbeeld., De verzameling IR , voorzien van gebruikelijke optel-I
ling en scalar-vermenigvuldiging, en de omd_ening: |
x<y © x£7 |

is een Rieszruimte met lineaire ordening.

3.2 Voorbeeld, RY met coordlnaatsgewijze optelling en - scalar—ver-

fa

menlgvuldigng, en,de.coordlnaatsgeW1gge ordening:

(X.],...,Xn):X £ y=(Y1’--0)yn) « xi £ Yi (i=1vo-4-9n)
is een Rieszruimte, Dit is onmiddelijk duidelijk maar volgt ook .

uit het volgende lemma.

3.3 Lemma, 2ij {(E,,&,)} een collectie Rieszruimten, Zij E=
[ TR, .

ve I
;E 1By het directe product van de vectorruimten E, (vel.[!] pag.53)
en voorzie dit van de prbduct~ordening A

£<g & 1(v)g, ev) (vel)

Den is (E,<) een Rieszruimte,
Bewijs: Merk op dat
(fvg)(v)=£(v) va(v) (v eI

3.4 Vobrbeeld. R (met gebruikelijke vector-structuur) voorzien'van

de lexicographische ordening.

< x £y € x=y of i met 14isn 2o, dat xiﬁyi en xj-yJ (321500, f

is een lineair geordende Rieszruimte,

In voorbeeld 24" zagen we reeds dat B (X) een Rieszruimte is. Het
- 1s een lineaire deelruimte van mE en de ordening is de relatieve

- product-ordening van IRX Bovendien geldt
f VBr(X) g=7f \&RX g (f en g in Br(x)),

Dit laatste geldt niet altijd:bij een relatieve (geerfde) ordenigg:

' 2353 ~
3.5 Voorbeeld., Zij CJO,1] de (vegtor-)ruimte der continue functiis

P

op [0,1], voorzien van. de gewone ordening (i.é. de relatieveé

product-ordening van IREO’jj).’Dit is eén Riesz-ruimte, 2iJ !



1, <fi]Dﬂ

={f e ¢[0,1] | £(t)=wt+p (%,p in IR)} ;
M is een line?ire deelruimte van q[b,1] en bij de relatieve

ordening een Riesz-ruimte. Maar niet steeds geldt
o o= : 1 L %
£ vy 8 ° £ V%C°’1] g . : | _ o
Blijkens het volgende voorbeeld is een lineaire deelruiikte van

een Riesz-ruimte bij de relatieve ordening niet noodzakelijk‘éen

Riesz~ruimte (wel een o0,v.).

3,7 Voorbeeld.,Beschouw 1R? met de_coordinaatégewijze ordening, en
sy ; ; SR (
M:={x ¢IR? ] x1*%x2}
De relatieve ordening op M is de triv1a1e.
RIS

x<y #  x=¥

Het volgende hoofdstuk is gewijd aan de bestudering van een ander
belangrijk voorbeeld van een Riesz~ru1mte, N, 1. de ruimte M (IR) der
reele nxn matrices, De algemene bheorie wordt voortgezet An hoofdstuk

'III,



Hoofdsfuk IT Positieve matrices

Par. 4 Irreducibele matrices

>

Met Mn(IR) zlij aangeduld de Verzameling van alle reéle nxn-
matrices, De elementen man een matrix A € Mh(IR) worden aangééeven
met de corresponderende kleine letter ay 5 (1;3=1,.;.;n); de matrix

. . L] L .

A zelf ook wel met (a ). Mn(IR) is'een_(reelé);vectorruimte bij de

|
operaties.' ;
:= (a, .+b,
A+B (a1,3+ 1’3)
)\.; o= A o - S
CAA (vai’J) )

Deze vectorruimte is lineair isomorf met IR® onder de afbeelding
J:Mn(IR)-a->IRn ,

Laat IR®™ coordinsatsgewijs geordend zijn. We voorzien Mn(IR) van de
(unieke) ordening waarvoor. |

A2B o J(A) 2 d(B).

Daar IRD _een Riesz-ruimte is, geldt dan hetzelfde voor Mh(IR); O.m,
. hebben we: A2 0 & (éi,j 2 0 voor i,j=1,.,..,1),
A‘VB:'- (ai,j@bi,ij) g Aa B'—'-‘ (ai,jAbi;j) s

+ + - - R

Iedere A ¢ M (IR) bepaalt ondubbelzinnig een 1ineaire afbeelding

Tyt R%=> mn door de formule | |
TA(X) = A.X,' ) i:

waar A,x het matrimeroduct ven A met de als kolom geschreven vecSqr

X aanduidt Omgekﬂerd behoort bij elke lineaire afbeelding T: IR > ?n |

juist €én matrix Ap € M (IR), bepaald door de"eis dat de,eoofzdmaﬁen A

vaﬁ devvector T(ek) de kde,kolom van de matrix Ay vormen (hierin is
n

- - .
IR pbunéﬂrv reetor du IR dus [s.) =8 J)» ¢; | dat “’“ﬁ“ is
! . . K & 1{ i : J-L“ oo K
m o . ‘ : Ak
L7 LR / ) --1‘

. .{l, } ’ ( Tf : "'utk



k de kde kanonieke basisvector in IRn, d, w Z, (ek)i k,i) In dat

geval is

| Pag) =0 0 Ay A
Ter vereenvoudiging van de notatie zullen in het vervolg geen onder-
scheid meer maken in de notatie tussen een matrix engde daardoor be-
paslde lineaire afbeelding. Met A(x) of Ax wordt dus zowel A.x als

TA(x) aangeduidg

In dit hoofdstuk zullen we, sprekend over RY R deze ruimte gteeds

coordinaatsgewijs geordend denken,

4,1 Eigenschappen. Zij A ¢ Mn(IR) Dan geldt
(i) A>0 ® (Ax 2. 0 voor alle x sIR met x > 0)
(11) lax| < |al(]=])" (= eIRn) '

Bewijs:

(1) Als Ax 2 0, voor alle x eIR",métnx:i} 0; Hen isjinalied bije
zonder; .r S T i ' |

chey 2 0 (k=1,...,1).
Daaruit volgt

8y 520 (1,§=1,...,0),
Het omgekeerde is triviaal.
(i1) Voor iedere x ¢ ER™ geldt

leli léAX)il l i,j xj‘
$ = =1 lai’jllle = (!Al(lx!)i (121,000 ,1) 0

Hierult volgt het gestelde. i n

De topologie van IR" (en eventueel ID“)Ais de 'gewone' topologie,

dgw.z.'afkomstig van de metriek d, 9
0.5
Cd(x,y) = "x“y" 1 lxi“yil 2
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4£§.Defin;§;e. Een algebra B over IR is een reéle lineaire ruimte
waarin een vermenigvuldiging gedefinieerd is zo,dat
(i) B is een ring t.0.v. optelling en vermenigvuldiging,

(11) Alxy) = (M)y = x(y) (A e, %,y in B).

Een linesgire deelruimte I van de algebra B heet een algebraisch

ideaal in B als
(x eI, yeB) > (xyel, yxelI),

Voorbeelden van algebra's zijn o.m,:
(if R me’ als vermenigvuldiging het inwendig product ".

e -
<

BT (XqFqs0009X¥,)
Kii) M (IR) met de matrix-vermenigvudiging.
(iii) €_(X), de verzameling van alle continue reéle functies

op een topologische ruimte X met punisgewijze operaties.,

4,3 Stelling., Zij I een lineaipe deelruimte van R®, Dan zijn de

volgende uitspraken aequivalent:
(i) I is een algebraisch ideaal

(ii) I = {0}, of er is een deelverzameling V:={i1,...,ir} van

{1,¢..yn} 2zo dat .
I=sp {ey | eV}

(dow,2, I is de lineaire deelrulmte opgespannen door {e;j | § ¢ V})

(11i) ( |a] < |b], @ el beI)~ac I

Bewijs:

(1)=(ii): Neem aan I # {0}, Definieer
Voi={je{1,..0,n} | B'a & I zo dat ay + 0},

Stel voorts R ¥
Iy= 8p { e | Jevl.

Als & een element is van I, dan is
""5:‘1 2303 = Feveyeey © Iy |

Dus I ¢ Iy, Omgekeerd, als j e V, dan is er een a in I met ay $ 0,

en dus -



Y

1
e, = (—- ej).a e I,

J
- Daaruit volgt dat Iv c I, Dus I = IV‘ /
(i1)=(idi): Als I = {0} is het gestelde trlviaal¢ Neem b € I, en’
a ¢eIR" zo dat |a| < |b]|. Dan is ’
el Il =0 kW),
en dus
8= =1 %%k T ke v Mk &1 o | o
‘(iii)f(i):'Neem e eI, enx elRY, Zij « :=max{|xi|« | i=1,...,n},
Dan is
|x.al = |x[.]a] & o«|a| =-|al.

Daar «xa & I, volgt hierait x.a € I (en dus ook a,x ¢ I).

4,4 Definitie, 2ij A ¢ MnQIR). A héet reducibel, als er een decompo-
sitie van {1,...,n} bestaat in twee niet-lege deelverzamelingen

V1, V2 zo . dat | | -

&g 4 = 0 (ie Vs J € V2).

Als A niét reduclbel is, dan heet A irreducibel.,

465 §Egl;igg, Zij A ¢ Mh(IR). A is reducibel als en alleen als er
- een niet-triviaal algebraisch ideaal I in IR® is dat A-invari-
ant is; d.w.z, . |

I+ {0} , I+m* , A[1] c1I.
Bewijs: )

(1) Veronderstel dat A reducibel is, en zij V, de in def, 4.4

genoemde verzameling, Dan is I := Iv een niet—triviaaivalgebra~,
2 .

isch ideaal;, waarvoor geldt ) o N
en dus, voor X e I, ~ Q%.
oﬂ = — 5 ‘

Ax A(j T, xy e ) e v, xj(Aej) € I..,

D w.2, I 18 A~invariant.



B

(i1) 2ij I een ﬁiet-triviaal A-invariant ideaal;~ban is I = Iy,
voor zekere niet- lege echte deelverzameling V van {1,...,n} Stél
V, 1=V o, Vo= ve (: -{1,...,n}~‘v) |
: Voof J € V2, is ej e I, en dus

=1 84 J3 eﬁ = Aej e I,

Dit betekent dat a; ; = 0, voor i ¢ Vo3 mea.w,

1y]

8y,5 = 0 (1eVy Je Vy)e

4,6 Definitie, Een permutatie-matrix (vaﬁ,de orde n) is een (nxn%)

‘matrix, waarvan alle elementen O of 1 zijn, en iedere rij en

kolom precies €en 1 bevat,

Een permutatiematrix S (opgevat als afbeelding vanIB' in IR")
-permuteertJde basisvectorenvei; preciezer, als B:={e1,...,e } de
de: kanonlageubasmszinL&R~vvoorsmnlt dan is de restrictie S)B een
permutatie ven B (vgl, [+], par. 3), Omgekeerd, als o~ een permu~
tie van B is, dan wordt door

S(x) =‘S(§§ﬁ X4 ej) g= j=? xj(a-ej) i
 ondubbelzinnig een permutatiematrisz § gedefinieerd zo dat SlBé=¢

Van de volgende elgenschappen is nu (1) onmiddelijk duidelijk (vgl.,‘
[ 2], par, 15), terwial (1i) volgt’ met behulp van 4,3,

’ 4,7 Elgenschappen

(i) De permutatlematrlces van de orde n vormen een groep (t 0.V,
de matrixvermenigvuldiging); deze groep is isomor{ met de sym- :
metrische groep én‘ ‘ | . |
(ii) Als S een permutatiematrix is van orde n, en I een algebra-

isch ideaal in R%, dan is S[I] een algebraisch'ideaal in~IRn.

4,8 Stelling. 2ij A ¢ M (IR)@ A is reducibel als en alleen als er een

permutatiematrix S bestaat zo dat | -y

s~1.4.8 (B :)



RN 3 4

met matrices B, C, D, waarvan D vierkant met orde kleiner Ban_h.

Bewilﬁz

(i) Zij A reducibel, en laat v1=:{i1,...,ir}‘ep v2=:{1r+1,..;,1n}
z0 gekozen zijn als in def., 4.4, Leg de matrix S vast door de eis
S(ek) i= eik (k=1,aoa’n)o

Dan is S een permutatiematrix en
-

s .4.5(e,) = 5™ 1.a(e, ) = “‘( es)
k n ik na’ik
s S”1(2L a.
=1 Pag,1, 5%, ﬁ‘1 TN
Dit betekent dat voor de elementen bj k van de matrix s~ A S geldt
bj,k = ai i = 0 (3-1’o.o’r, k=fkj,noo'n)o

, k ;
De matrix D is derhalve n-r ¥ n-r.

(ii) Neem aan dat S een permutatiematrix is met de vermelde
eigenschap._Dan is klaarblijkélijk 8"1.A.S reducibel, terwijl
A=S.(S"3A.S).S'1. Het is dus voldoende Be volgende bewering te
bewijzen: Als A reducibel is;, en S een permutatiematfix, dan is.
S.4.5"" reducibel, Welnu, zij I een niet-triviaal A-invariant
algebraisch ideaal., Dan is J:= S[I] een niet~triviaal algebraisch
ideaal (volgens 4,7(1;)), waarvoor geldt LN
s.4.5"1[4] = 8.A[1] < s[1] |

D.w.z. J is S.A.S“1~invariant, dus S...A.S"'1

is reducibel.

4,6 Definitie. Een vector x eIR™ heet definiet positief (notatie: x » 0]

als x; > 0 (i= 1,g.w,n) .
Een matrix A € Mn(IR) heet definiet positief (notatie A > 0) al:

85 3 > 0 (i,3=15...,;09, - N

y
§

4,7 Eigenschappen, Z1j A ¢ M (IR)

(i) Als A definiet positief is, dan is A irreducibel

(11) A>0 & (Ax > 0 voor alle x eIR™ met 0 ¢ x > 0)
- Bewijs: | R ) |

(if Triviaal,

i
244\ 1r..n A a4 BN
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4 8 Qﬁgﬂg. Zij A e M, (IR) een irreducibele matrix, waarvoor geldt
A > 0, Voorts zlj x een element van IR met x 2 0, x$ 0, x } O,
Dan heeft (E+A)x meer coordinaten ongelljk aan 0 den x (E beduidt
de eenheidsmatrix), | |
Bewijs: 2ij V, de collectie indices i waapvoor x,= O,eﬁgvd={1,..
o sn} NV, Dan is V1+-¢, en V2+ b. Veronderstel, y:=(E+A)x heeft
niét meer coordinaten ongelijk san 0 dan x, Uit de formule '
yi = k?1 (6, ytay i )¥ = (T+ay 1%Lt E%’ 84,k ﬁa Q)
volgt dat dan -
oy =0 eV , oy d0 (Le V).
Dus geldt, voor i e Y1, |
EEE:%zai,k X = E%i 21,k ¥k = O
Daar x, > 0, voor alle k e V,, volgt hierulit
8y x = 0 (i ¢ Vi ke Vo)

in tegenspraak met de irreducibiliteit van A,

: 4 9 Stelllng Een matrix A ¢ M (IR), A > 0, is irreducibel als en alleen
als (B+4)% 1 > o,

(1) 2ij (B+A)™ ' > 0, Als A reducibel is, dan bestaat er een
niet-triviaal A-invariant alg, ideaal I, Dit is echter eveneens

invariant voor (E-t-.l&)nw1

, in tegenspraal met 4.7(i).

(ii) 2ij A irreducibel, Kies x zo dat x $ 0, x2 0, Als x > 0,
dan is ook (B+A)x > 0 (zie formule 1), en dus (door induct;e)
(E+A)nm1x > 0, Als x } 0, den volgt uit lemma 4,8 dat (E+A)x

meer coordinaten ongelijk aan O heefit dan x, zodat (opnieuw door
indyctie) (E+0)T 1x zeker alle coordinaten ongelijk aan nul heeft,

Dus, ook in dit geval (B+A)™ x> 0
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Par 5 Spectraaltheorie van positieve matrices

Voor de spectraaltheorie is het noodzakelijk het scalairen~
iichaam uit te breiden tot de complexe getallen, De verzameling der
complexe nx n matrices duiden we aan met Mn(IC). Hoewel we i{n~ICn en
) Mn(IC) geen ordening zﬁllen introduceren, gébruiken we wel de nota~
ties |z| (met 2 eIT") voor het punt x e IR" met coordinaten

x; = |z (=1,..m), ,
en |A| (met A e Mn(IC)) voor de matrix B e Mn(IR) met elementen

by,5 = lag 5l (La=tm).

Voor de volledigheid vatten we hier de belangrijkste beginselenn
samen van de algemene spectraaltheorie van matrices. Voor details z1]
verwezen naar de literatuur (b.v. ) e

Zij A e Mn(IC). Een getal Ao eIC heet een eigenwaarde van A als

er een vector z sICn, ongelijk aan 0, bestaat zo dat

Az = Ao Zs

De vector z heet dan een eigenvector van A bij de eigenwaarde Ao‘ De

eigenvectoren van A bij Ao vormen tezamen met O een lineaire deel-
ruimte van ICT, Een getal Ao is een eigenwadrde van A als en alleen
aié _‘ |

‘det(AOE-A) = Oe\
De r.1tdrukking det(AE-A) (fet variabele A gIC) heet de karakteristieke
van A, en wordt aangeduid met G(A)Q,Daér een .veelterm steeds nulpunten
(in IC¢) heeft is ¢(A) een niet~lege deelverzameling van het complexe
vlak, De gg?ctraalradius r(A) van A is gedefinieerd als

"r(a) :=max {|M | A e oA)}.
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Zij Ao een eigenwaarde van A, De algebraische multipliciteit n()\O

van A is de multipliciteit van h' als nulpunt van de karakteristie-

ke veelterm, De meetkundige multlpllcitelt m(A ) van A is de dlmenar
sie ven de eigenruimte bij A, d.w.z., o | |
m(ho)$= dim {z g 162 | Az = A "z};’
Steeds geldt ,
m(k ) =n - rang(AoE—A) | , | . (1)
m(A,) € n(A,). "
Als B nog een nx # matrix is met det(B)+ 0, dan heeft de matrix

1,\en on de getransponeerde AT Van A, dezelfde spectraal-eigen-

B,A, B
schappen (eigenwaarden, multipliciteiten enz.); want

det(AB-A) = det(AB-B.A.B™') = det(AE-aT),

rang(AE-A) = rang(AE—B.A.B-1) = rang(hE-AT).

Tenslotte, 2zi] A ¢ Mﬂ(IR), en Ao een rééle eigenwaarde, Dan beho~
ren bi}j Ao ook reéle eigenvectoren (d.w.z, eigenvectoren x eIEn); im-
‘mers, alg Az= A z en 2 4= xj¢iyj met redle x

Ay= M, y. We kunnen dus definieren
w'(A)) = dim fx elR™ | Ax = Ay x}e

30 g0 dan ook Ax= Aox en

Voor m'(Ao) geldt dan echter het analogon van formule (1), waarﬁit
onmiddelijk volgt dat | | f
m' (Ag) = m(A,).’ o
5.1 §§§i}$§8 (Perron 1907). 2Zij A € M (IR) een definiet positiévg \\;k
matrix, Dan B ) R
(1) =a)y>o0 - ; |
(11) r(A) is een eigenwaarde van A met algebralsche muléiplicl- :
teit 1,
(iiij bij r(a) behoort een definiet positieve elgenvector, !
Bewijs: Dp grond van 4 7(1), is de stelling een onmiddelijk ge-

volg van de volgende, lets recenter, atelling van Frobenius:



5.2

II’

Stelling (Frobenius, £1910), Zij A ¢ M (TR) een irreducibele ma-
trix, waarvoor geldt A > O, Dan | |
(1) r(a) > 0,

(ii)ilr(A) is een eigenwaarde van A met algebraische multiplici-
teit 1, | ; |

(1ii) Dpij r(A) behoort een definiet positieve eigenvector.
Bewijs: Het bewijs wordt uiteengelegd in een aantal deelresulta~‘

ten, aangeduid met romeinse 01jfers.

Voor iedere x ¢IR™ met O <x#%0 bestaat

‘rx:—nwx{peﬂile>fx} : '%
Bovendien geldt( Y | 1
Ax o
- r, = min { 3 l X + 0, i= 1,...,n} ' - (1)
X4 : ‘

Bewigs. Eenvoudig,

R i

Er is een z ¢ IR™ met z > 0, zo dat
r, = r :=max {r_ [ 0 F x> 0}
Bewijs: Definieer I
x° ={xamn{o+x>o} , M= {x emR™| x 20, uxn-n
Dan is M een compacte deelverzamellng van K°, en aangezien .
r«,x:rx (e eIR, &> 0),
‘geldt - o '

sup {rx | x € KQ} = sup {r, | x e M}.

Merk op dat uit formule (1) volgt dat rx; als functie van x,

continu is op de verzameling o
K" 3= {x eR® | x > 0},

Voorts is, volgens 4.9, (E+A)®1 > 0, zo dat .
N := (E+A)™'[M] c k*

\

by

i

Daar-N bovendien compact is, bestaat derhalve een z ¢ N met

r, = max {ry }‘y e N}.



]

Het is duidelijk dat .. -
: + 0 ' ,
r, & sup{r, | x e K"} ¢ sup{r, | x e K°} % sup{r. | x ¢ M}, (2
Zij nu x e M, en y := (E+A)n”1x. Dan is Ax > rix,,en dus '
Ay = A(B+a)"x = (Br)" ax > v (BeA) Tx = 2y,
Dit betekent dat ry > ry, en dus | R
max_{ry | ¥y e N} 2 sup {r, | x e M},
Gecombineerd met formule (2),vvinden we nu
= +1 = e '
r, = max{r, | x e K| = max{r, | X € K°} = max{r, | x e M},

waarmee het gestelde is bewezen,

III, >0 |
Bewijs: Bekijk u := (1,...,1) in IR™, Dan is, op grond van de
irreducibiliteit (en positiviteit) wvan 4, -

1l .
(w)g = 521 23,52 0o (3=1reeem),

Daaruit volgt r, > 0, en dus r > 0,

Iv, ;Zij W een punt'waarvoor LA Dan is?
w-> 0O , Aw =1 Ww,
(In het bijzonder dus, Az = r z)
Bewijs: Verondesstel Aw $ r w, d.w,z, <

0. F-Aw = v w > 0,

Voor v := (E+A)n"1w geldt dan
v>0 , Av-2vs= (E+A)n"1(ww -1 w) > 0,
‘en dus - ' ' o

(Av). ' o
] i=1,...,n} > r,; een contradictie,

r_ = min {
v i

Derhalve is Aw = r w, Daaruit volgt'bovendien
(1+2)2 Ty = (B+0)™ M > 0,

en dus w > 0,
Ve = r(A)

n

‘§3ﬂi§;: Zij M een eigenwaarde van A, en y e IC ‘een‘bijbehorende

B I -

RPN oy R R . PXREEE . A 48 .
Lo C_C*SGJ. .(y -'% ‘ ﬁ) coamfiiilesr voe LU duen
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VLI

elgenvecter,ﬂdus v f«O),.Dgfinleer v e IRY als v = |yl.

Dan is, voor iedere i,

(v); = 2y ey slygl 2 :;% a3 75l =gl = Dyl = Iy

.Daaruitvvolgt

Av > |[a] v | | | |
“ e A | R
= 2 [

Daar » willekeurig gekozen was, en anderzijds r een,eigenwaarde

l

van A is, volgt hieruit r = r(A),

r ié'een eigenwaarde met meetkundige multipliciteit 1,

Bewijst Zij x (%O) een régleveigenvechorn le r, Dan zijn. alle

[ROP.

coordinatem van x ongelijk aan O, Immers, volgens 4,1(1;), is

rlx| = |ax| < a(]x]),

. zodat r 2 T, en dus in feite r = v, We kunnen dus IV toe-
|x| = x| |

passen, en vinden
(A(lx]) = z]x] ), x| > o.

Zij nu y nog een reele eigenvector bij o, Definmeer o

1 , , ,
z = §7 X =Y, : :
Dan is
Az = r z z2q = 0,

en dus,; volgens het VDorafgaande toegepast op 2z, noodzake;ijk
z = 0, | |

D.w.z, % en y zijn lineair afhankelijk,

r is een eigenwaarde met algebraische multipliciteit 1.

Bewijs: We moeten aantonen:dat de afgelelde van de karakteristie-

!

ke veelterm det(hE~A) -in het punt r niet O is. Zij dus
d A - :
yi= lim et B A)
A




en definieer, voor iedere A, de matrix B(A) door

bi,j(h) t= mj’i(h) = (-—1)1'."j det(AE~A)i’J@
(mj,i(k) is de minor van het element‘7x63._“_j---aih_j in de matrix
AE-A; zie [ 2] blz, 27-29), Dan geldt

B(A), (AE=A) = (AE-A).B(A) = det(AE-A) E,
(1) B(x) % 0.
' Want:‘Daar, volgens VI, de meetkundige multipliciteit‘1 is (d.w.z,
rang(rE~-A) = n~-1), is,minstens'ééh minor mi’j(r) ongelijk aan Of
Dus B(r) is niet de nul-matrix, ‘
(11) B(r)z =pz .
Wanﬁ: Az = v 2z

~ (AE=A)z = (A=1) 2 , G

= det(AE-4) z = B(A), (AE-A)z = (A~1)B(A)z

S OB(A)g = detmgix’E-_A) . - < '

- B(A)z = J Ze
(iii) Voor iedere j (j=1,...,n) 18 er ecen Aj zo dat .

bi’j(r) = Aj z; (i=1;.00,n).
Want: Uit de formule

(r B ~A).B(r) = det(r E -~ A) BE =0
volgt dat iedere kolom.van B(r) cen eigenvector van A bij r , en
dus een veelvoud van 2z is. |
(iv) B(x) > 0, of B(r) £ 0.

T

vf Want: Merk op dat met A ook A™ aan de voorwaarden van de stelling

voldoet., Het tot nu toe afgeleide geldt dus m,.m, voor AT i.peve A,

T dezelfde spectraalelgenschappen als

In aanmerking nemend dat A
A heeft (in het bijzonder, dezelfde spectraalradius r), volgt\‘

 dus uit (iii): Er is éen z' > 0 in iiTen 20, dat voor iedere i (iﬁ:
‘1,.,é,n) een getal | bestaat ne’t S - e \

by, g(®) =y slpe (Eheesmd,




Neem nu aan dat b,"1 2 0. Dan volgt uitk(iii) en de zojuist

~

afgeléide'formule

Ay 20 |

- bi,1 >0 (i=1,...,n)
= By 20  (i=1,...,n)

- by 520 (1,3=1,..04n).

Een analoge redenering geldt als b1 1 g O.

Tenslotte, veronderstel dat a’~ 0. Dan-is

n . - , ~
$=1 by 5(r) 25 = (B(r)z)y =0  (i=1,...,n) (vorgénsngii)

.7 by .(r) zy =0 (i,3=1,...,n) (wegens (iv) en daar z > 0)
- (T) ’(i:j=1s--o:n)

Dit 1aatste is in tegenspraask met (i), en dus is VI bewezen.

- . Hiermee 213n alle delen van stelling 5.2 aangetoond.,
Loaal i@ ‘

5.3 Gevolg, Zij A e M, (IR) een irreducibele matrix, met A > O, Dan is
n .
mm{J 1844 | 4= 1,..,n} < r(a) £ max{J = ai 3 | i= 1,,,,n}
Bewijs:

(1), 2ij u = (1,04.41). Dan is
(Au)
Yy o
Gebruikmakend van enkele onderdelen uit het bewijs van 5‘2,‘vin-

= (Au)i = =1 ai,j (i=1aow?9n)~

den we dus

. f \ (Au)l
- min{.u 13.9. l’i=1,eo.,n} = min{ . l l“1ynoegn}
. - 1

=r {r= r(Aa),

I

(ii). Neem een z ¢IR" met z > 0, en Az = r(A) z, Dan is
r(A) Zi = §f1 ai.j Z- .(i=1goaeyn);
Bepaak k zo dat z, = max{ yoersBy }. Dan vinden we
n .kf_ “1 n n '5% |
r(A) = = 8%, 5 k 5 & 2A1 ay j kS maﬁ{ =] ai j | 1—1,,@,n}v;

Daarmée is het gestelde bewezena




~De volgende stelling geeft een gedeeltelijke verscherping van
5,2, Bij het bewijs ervan zullen we gebruik maken van het volgende'
resultaat uit de analyse (zie [3] deel II, par 235,236):

zij p(Xx):i=x +23 a. hn 1 cen veklterm met complex= coefficienten,

met nulpunten A1,...,An. Dan is er, bij iedere e£>0, een 6>0 zo dat van
iedere veelterm q(x): knlgiﬁ ﬁhn i, waarvoor geldt Ibi~ai]<6 (i=1,..
.sn), de nulpunten Hysooogh, 20 genummerd kunnen worden dat { i-ui|<s
:(i=1,...,n); M.a.w; de nulpunten van een veelterm zijn een.continue

v funetie van de coefficienten,

4
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5,4 Stelling. Zij A ¢ Mn(IR) en A > O, Dan is r(A) een eigenwaarde
van A met een positieve elgenvecbor |
Bewijs: Z2ij F ¢ Mn(IR) de matrix met fi J-1 (i, 3= 1,...,n) Defi~
nieer voor ieder natuurlijk getal m de matrix
Am = A+ % F, ;
.,.Dan is Am > 0; dus is, volgens 5.1, r(Am) een eigenwaarde van Aﬁ
met een definiel positieve eigenvector %mf waarvgn we nog mogen
veronderstellen dat ﬂz |=1. Voomts geldt

Jim r(ay) = r(4); .
Immers, nummer de eigenwaarden A van A. (d.w.2., de nu]punten van
det(AE-A)) zo dat |

r(A) = P" ’ B oess = l}\kl < l?\k-f-'l‘ £ oo l}‘nie

- Kies een p081tlef getal e zo dat
e < ? min{ [A;~A [ | Ai#kj (i,3= 1g,,$,n)}

.Volgene de g901teerde continuiteitstelling, is er een getal N 1dat_
voor iedere m>N de eigenwaarden Ami van A zo ‘te nummeren zijn dak\
[hm.mh | < e (i=1,...,n). Dit bedhekent dat =

. r(ag) e (B, M) (o),
en 4us dat |
¢

.. ’/‘ t 1 /‘_m

{



|z (A )-r(a)] < ¢ (n > N),
Tenslotte, laat {ﬁm) een convergente deelrij zijn van de (bégrens~
de) rij {ﬁmQ ‘met limiet z, zeg., Dan is ﬂzﬂ 1 (dus z30), z > 0,
en bovendien v

Az -'%;g Az ‘mﬂ = %;g r(A ) ﬁm = r(A) z.

Hiermee is het gestelde bewezen.

Dat van de overige resultaten ult 5.2 bij reducibele A niets te

redden is, blijkt uit het volgende voorbeeld.

5.5 Voorbeeld, Zi]

A :=(?. g) : : "‘ 7

Dan is #(A) (= 0) een’'eigenwaarde met meetkundige multiplici~
telt 1, zonder definiet positieve eigenvectoren, en met alge=-

braische multipliciteib 2,

Voor n%§ enkele resultaten die verbamd houden met de stelllng
[l e g v .
van Frobenlus verwijzen we naar de vraagstukkenverzameling (vraag-

‘»~J.L .‘..-._-«_,‘._"...

stuk I). Zonder bewijs citeren we de volgende partiele omkering:

5,6 Stelling, 21j A ¢ Mh(IR) een matrix met A > O, waarvoor geldt:
(1) 1r(A) is een eigenwaardeAvan A met algebraische multipli-
citeit 1, '

'(ii) bij r:=r(A) behoort een definiet positleve eigenvector

van A,

. . o X T
(iii) bij r behoort een definiet positieve elgenvector van A7,

i

Dan is A irreducibel,

Bewﬂjs: Zie [9]5 par, XIII.4.

-




De rest van deze paragraaf is gewijd aan nog een resultaat van
Frobeﬁius, dat een goede indruk verschaft omtrent de voxrm van het
spectrum van een positieve irreducibele -matrix. Daartoe moeten we

eerst nog wat nader ingaan op de eigeschappen van positieve matrices,

5.7 Egggg. zij A ¢ M (IC).. Als er een z bestaat met
| z>0 , Az = |A|z,
dan is A 2 O,
| §gﬂi§§; Uit het gegeven volgt

n ' S
= = 2 =
e R R T L
j=1 (,ai’ji Re ai,j) Zj 0 (i 1',...}:11‘\)‘ o
- Iai,jl = Re 8i,3 (1,3=150004m)
»-.'A lai,;ji = ai,j (1,§=150004m),

5.8 Lemma, 21j A ¢ Mn(IR) een (irreducibele) matrix mat A % 0, Als
" voor C ¢ M_(IC) geldt |C| < 4, dan is r(C) ¢ r(4),
ggﬂigs: Zij A een eigenwaarde vaﬁ C, en:y een bijbehorende eigen» |
vgct'ore Volgens een formule, analoog aan 401(11), is nu
AClyl) 2 [elCyD) 2 foyl = |r vl = [ Iyl
Dus geldt, aangenomen dat A irreducibelaisﬁ vgl, bewijs 5.2),
(Al g r]yl < r(4), |
en dus, daar A een willekeurige eigenwaarde van C is, r(0) < r(d),
(Voor meducibele A kan de stelling nu bewezen worden met} een |

methode zoals aangegeven in het bewijs van 5.4)

5.9 Lemma. %ij A e M (IR) een irreducibele matrix met A 2 0. Als voor B
¢ e M (IC) gelds o B |
| c] £A 4 r(C) = »r(a),
dan 1g {¢]| = A,

Bewijs: Zij A een eigenwsarde van C met |A]| = z(C) = r{4), en

¥ een bijbehorende eigenvector, Dan is T




5,10

5.11

-

Alyl 2 lelCyl) 2 leyl = Ayl = Myl = W)yl (2)
Dit betekent dat rI |= r(A), en dus (zie stap IV in bewijs 5, 2),

vl co AUy = xlyl )
‘Hieruit en uit (2) volgt nu A(]y]) = |c|(l¥]), oftewel .

£1 8y glvgl = g leg yllygl Gty
Daar |y| > O, impliceert die (vgl. bewijs 5.7)

j = ‘ci)jl (ivj=19o~-9n)o

Opmerking. '

(i) In 5.9 kan de irreducibiliteit van A niet worden gemist.
Dit ziet men b,v. aan de hand van de matrix A uit voorbeeld 5.5
met C:=y A, | | |

(ii) Evenmin geldt de omkering van 5.9, in de zin dat [C|=A im-
pliceert r(C)=r(A). Neem maar | |

v (30, e (1)

\e,

Dan is [C] = A > O, en 0 = = 7(C) < r(A) =

Stelling. Zij A g Mn(IR) een irreducibele matrix met A > 0, en
C a'Mn(IC) een matrix waarvoor'geldt'
el <A 4, r(C) = r(A)

Als A een eigenwaarde ven C is met |A| = r, dan is er een dia-

gonaalmatrix D zo ,dat

Ip| =E , C= % D.A DT,

. Bewijs: Z2ij y een eigenvector van C, behorende bij,h. Merk op

dat de formules (2), (3) dan van toepassing zijﬁ.ﬁnefinieer de
matrix D door

y
= § vi

1y leil
Dan is D een inverteerbare matrix, met IDI“B, waarvoor geldt

digj (igjf’:‘lgenopn) ‘.

D(Iyl)* y. Voor Fi= 0 10 D hebben we dus -

g i

e e - e



~ Maar

5.12

5.13

A

2y = 7; D 1C(y) =5 D (A y) = ',"‘_"'lyl»r-"rlyl = allyD).

-1 :
=fol= Folenl= . - -
We kunnen dus lemma 5,7 toebassenfop’F,‘en vinden F 2 0, dow.z, 1 '
7| =
Daaruit volgt het gestelde,

Opmerking. Het spectrum van C (in 5,11) komt door draaiing

voort uit dat van A; preciezer

o(0) = 3 wla). ;
Bovendien, als i € o(C), dan heeft g‘dezelfdeialgebraische - en

meetkundige multipliciteit als de eigenwaarde % p van A, Dit volgt
gemakkelijk uit de gelijkheden - |

_det(VE-C) = % det(%vE ~-A) , rang(VE-C)

]

rang(EVE -A)

(vgl. de inleiding van deze paragraaf).

Definitie. %ij A e M (IC). De verzameling

(M eo(a) | A = x(a)}

noemen we het perifere spectrum van A, en de punten ervan de

perifere eigenwaarden van A,

Stelling (Frobenius). 2ij A ¢ Mn(IR) een irreducibele matrix

met A > O, Dan geldt: °

(1) iedere perifere eigenwaarde heeft algebraische mu‘tipliciteit 1,

(ii) als A ,ea.,hk 1 de perifere eigenwaarden van A zian, dan zian

o,..,,Kk-1 jiist de k° eenheidswortels,

(111) W(A) is invariant voor draaiing over een hoek 5= k i QoW, 2,
7(4) = exp(ZL) o(a),

mré Ve

(i) W: weten dat r een (perifere) eigenwaarde van A is @et alge-

; braiséhe multipliciteit 1 Zij nu A een Willekeurige'pefifere

eigenyaarel van A, Dan bestaat er, volgens 5.11. een diisomanl. [




- matrix D met |D|=E zo, dat

| a=2p.a,07", | |

Dit betekent, volgens 5.12, dat A dezelfde alg., multipliciteit ..
heeft als T, dus 1. - |

(i1) 2ij {§=A0’A1"'*’Ak-1} het perifere spéctrum van‘A,}en'étel |

y.'j :=_1 "(j=6,...,k—1) y G = {1""))0, 19-'01))1¢_-_1}

We zullen aantonen dat G een groep is. Voor iedere j zij Dj
een matrix, zoals bepaald in 5. 11, dus Q‘
-1 o
. -A. = ))j Dj.A.Dj ’ 'Djl = E ({F’O,...,k—").’
Dan ig, |

A= pyDyADT -

1= fy Dye(Fy Dy.ADy” )D

gty (DyeDp).A, (1)‘_j 1)1) (3, 1—o,...,k-1).
Dit ‘betekent dat ?j yl r in het perlfere spectrum van A ligt,
mea,W, yj ’i € G, Dus G is een ondergroep van orde k van de .
multiplicatieve groep T.der complexe geyallen met modulus 1, en
derhalve noodzakelijk de groep der x® e;nheidswortels. |

(iii) Volgt direct uit (ii) en opmerking 5.12,

5.15 Aanvulling. Onder de voorwaarden van 5.14_bestaat er een permu-
tatiematrix_s zo, dat S | 4 |

| 0 A12 0 s O

.SgA¢S~1.= ? O\A23 n‘oo

0 , Ak
A0 0 L0

4

Ky

waar n de diagonaal uit vierkante matrices beuta&t&mits k > o)
Bewiﬁs. Zie [9], par XI1I.2, | : | “




e mmwwe s1a sigemene theorie van Riesz~ruimten

Par, ©

In deze paragraaf'is (E,<) steeds een Riesz-ruimte met kegel K,

We beginnen met een aantal regels die iets zeggen over het verbamd o

tussen de roosteroperaties. Daarbij zijri X,¥sz,elementen van E,

-

6,1 Associatieve wetten ,

(xvy)v z=x v(yvaz)= sup{x,y,z}

(x AY) A z=x A(y:\z)“inf{x,y,z} 4

Bewijs: Triviaal

6.2 Distributieve wetten .,

(xvy)az=(xaz)v(yaz)
(xAy)va=(xwv z)a (yv z)

Bewijs: We bewijzen de eerste betfekking. Zonder moeite ziet

men dat

(xvy)az 2 (xaz)v(yasz)

- Stel

Dasax

wi=(xaz)v (yaz), Dan |

w> xaz = x+z~(xvz) (volgens 2,7(iii))
- w-z+(xvz) 2 x |
hetzalfde geldt met vervanging van x ddor y, volgt‘ hu
(wezt+(xv2z))v (w-z+(yvz)) 2 xvy ' |
~» wez+lxvz) v(iyvz)) > xvy l(vqlgené 2.:1.(1))”

-~ w-z+((xvy)vz)dzavy B SR A
= vw-zt(x vy)tz=-((x vy)n 2) 2 x vy S

> w (xvy)r sz

- Hiermee is de formule bewezen.

(1) [x+y] < |x|+]y] (driehoxsksongelijldm;i.d)

‘(Qi)t!xl~!yll< |x=y|
;(iii)f(x va)=(yvz)|+](xaz)- (y Az)1_|x,y)
/ (4v) 1x+~y I+ 1= = x-y]

{as f ou R o+




6.4

C(iid) (utv) vw > (uv w)r(v vw)-.w."

Lemma, Laat u,v,w elementen van K zijn, Dan geldt ﬁ

*roJ 1; nu onm1ddelijk het gestelde.

(vi) Aequivalent zijn: (a) [z] < x
(b) & uq,u, in K 70, dat z=ui-u2, X=u,+u, o
(e) & Uy, in K zo0, dat Z=u~Uy, O0SU.< X, OKU < X.

Bewijs: (i) is practisch triviaal, en (ii) volgt uit (1).

(111): [ (x vz)=(y va)|={(xv 2) v (y v 2))-((x v2) aly vZ).)’ (2.7(iv))
=((x v¥) v2)~((x A¥) va) -
=((xv ) va)=(x ay)-st((xay)az) (2.7(i11))

"Op soortgelljke wijze vindt men - | e

I(XAZ) (yAZ)l (xvy)*z-((xvy) vZ) ((xr y) A 2).

- Opgeteld,

Hxv g)=(yvz) |+ (x ~z)-(y az) |=(x vy)-(x A y)=|x-y].
(iv) is (111) met z=0, En (v) is gemakkellgk te verifieren. |
(viy (a)=(b): |z] < x = (z*+z” <;x) |

. =T ueK zo dat x=5"+z +u 1
Stel nu u1:=z++%u,,en u2:=z'+%u. Dan volgti(b):
(v)=(ec) is triv1aa1 1 . i LT .
(c¢)=(a): (z-—u1--u2 met O<u1<x, 0 u <x) - ; | B ‘}'
»(zu {xyen=-2<uy, {x) R

» z] &=

(1) © (urv)aw < (uaw)+(vaw)

(“ii) (u+v) vw < (u va)+(Vv w)
Bewijs: We bewijzen alleen (i),
(u+v)a w > uaw . -

e (waw-fuaw) 20 N
= () aw)=(aaw)=[ ((ev) aw)=(uaw)| <[ (uv)-u]  (6.3(414)

Daai' bovendien

((u+v)nw) (unw) < w,

/



v.5.5 Stelling. Een Riesz-ruimte heeft de interpolatie—eigenschap:

Als {u,...,u} © K en {¥,,...,v,} c K, terwijl
Il m

A )
=1 vy =1 Y3

dan zijn er elementen w, 3 (i=1,400,n, §= 1,...,m) in K zo dat
a .

4= a=1 wl,J en | VyT i=1 Yi,d :(i 1("'?3? 3= 1,...,m}.
Bewijs (door inductie naar n en m);,Als,n=1‘of_m=1 is er niets te
bewijzen, ‘ ," - o ‘ ‘ -
(1) n=m=2, We hebben
u1+u2-v1+va CUehnen
Stel wy ,: 1A‘v1. Dan volgen hieruit ) R
?
W1,2‘“1'W1,1.
Vo, 1=V 1™ 10
belde in K, en ook
| Wy o=Ug=Wp q=Uy=VytWy 1‘V2‘“1'W1 1°V2™VWq,2¢
Rest dus nOg slechts te bewijzen dat w2 2 in K 11gt. Welnu
Uy=Wy gSVREWY 5 2 =Wy 5 |
oW g LUty o - . ]
- w2 1 =(u oWy 2)’””2 1 <(u2nw1 2)-9-(w1 2’”’2 1) :g (6 4(1))
Maar ;
Wi,27 W2,1=(“1”W1,1)"(V1”W1,1)=(“1"V1)“w11fw1,1“31,1=°3
Dug . . . b
2,12 2,0 LN
Uy 2 Wy g o N T ;\3
T oWy 220, |
(ii) a—2 mp 2 (induotie naar m). We hebben

3 u1+u2“"v-’+noo"v 1+v . . . .
Stex ViESVake bV 4 en v2.~v , en pas (1) toe, Er mijn 25,4 € K

Z0 %at

o = sl
SO WEBy gt 2 Ve ootV 1 5V9R2q 1722, 1

PO RIS R T o SVoRE ptBp pe



Volgens inductie-aanname zian er wi j € K (i 1,23 juT,...,m~1)

zo dat
+ =1, 061 T : o
W1’)§:Jw2 (=1, m:{? ) e T
21,17 521 1,50 Z2,1% 1 20d | BRI
Definieer nu

Dan . is inderdasad

VS _mjwz:’ (3=1,..0,m),

u, = j 4 wi 3 (i~1 2) .

(1id) n > 2, m 2 2 (1nductie naar n), Ahaloog aan (ii)

6.6 Stelling. Een Riesz~-ruimte heeft de decomposi&ié~eigenecggp:
| [0,5]+[0,5]= [0, x+5] - | |
Bewijs: Men ziet onmiddelijk in dat IR = .
[0,x]+[0,y] < [Q;x+yﬂ.
Neem nu z € [0,x+y]. Dan is er een w > O zo dat
4z&w=x4y C
| Vo]gens 6.5 bestaan er dus wi j € K (i=1,2, j=1 2) zo dat
B=W 4+ o . X-W1,1bw291 (en dus Wiq € [0,x])
W, gty 5, y=w1?2+w2,2,(en dus wy 5 ¢ ©,51).
Dus w € [O,x]+[§,j]. ‘

6.7 Opmerklng. Voor de formulerung van de interpolatie~ en uecomposim

s

tie elgenschap is het niet nodig te veronderstellen dat ;nig) een
- Riesz=-ruimte is, Men kan dus sﬁreken over o.,v, met de interﬁél},-
eig.; volgens bovenstaand bewl]js hebben deze vanzelf de decomp,
eig., Omgekeerd heeft ledere o,v. met decomp.’eig; de interpol,‘

', elg., maar er zijn o.,v. met de interpol. eig;fdie geen Riesz~

ruimte zijnfzie [ &] section 1.1.7).

aw o ;




Uit voorbeeld 3.5 bleek dat voor een deelruimte M van E, zelfs :

al is M (vij de relatleve ordening) een Riesz-<ruimte, niet noodza~

kelijk behoeft te gelden dat xv.y (dow.z. x vEy) in M ligt voor elk

tweetal x,y in M,

6.%

Definities.Z2ij (E;() (nog steeds) een Riesz-ruimte, en 'l een

llnealre deelru:mme van E

. -~ : .
W ede . W \au.',.'.\ fwd s al

‘(i) M heet een Riesz—deelrulmte ven E, als xnty e M voor elk

tweetal x,y in M,

(1i) M heet een (orde~)ideaal als
(x e, |y| < |x[) ~yem

(iii) M heet een bamd, als M een ideaal is, en voor iedere naar -

boven gerichte verzamding B c M, waarvoor sup B bestaat (in E);‘

- geldt sup B ¢ N,

6.9

6J9‘

Eigenschap. Fen ideasl M in T is sen Riesz~deelruimte van E.
Bewijs: Neem x,y in M, Dan | 5 | |
x-y & M '
= |x-y| e M - v

- x\;y=%(x+y+}x~yl)va M

Yoorheelden,

(1) 2ij E de ruimte B_[0,2] (vgl 2.4), en
:={f ¢ B | £(t)=0 voor alle t ¢ [0,1]}.
Dan is M een band in E,

N

.

(ii) Zij E de ruimte 143 dow, z, de verzameling der rijtjes (xi

van reéle getallen,waarvoor #x I o, mel termsgewljze optelling\

er. scalarwvermenigvuldiging. Geef E de ordening met kegel

={x e 1y | % 20 (i=1,2,..0)},
Dan is 1, een Riesz»ruimte.waarin (x"y)i"xi"yl (i~1 29,,.) |
Definieer ‘ o

Me={x E‘vl‘lk t xir-o, voor bijna alle i}.

M is een deelruimte , en als x ¢ M en |y| £ |x| dan




. 3

iyil~lyli < |xl;=lx;|=0 voor bijna alle i.

Dus y ¢ M., D.w,z. M is een ideaal, Maar M is geen band, want:

k

Definieer»voor elke,kéﬁkeleZth.}dnehﬁelement X van l1 door

xki'=0 voor i>k

=== voor 1gigk,
‘ ) Li - - o .

Dan is,{x | k=1,2,...}=:B een mear boven gerichte deelverzameling‘
van M met

sup B = (1,—~—% 22,...) £ 1{\ M. ‘

6,10 Lemma, Zij {M, l v £ I} een collectie deelruimten van E, en stel -
Mm:=0{M, | v e I}, ’ e
(1) Als alle N, Riesz-deelruimten zijn, dan is M een Riesz-
deelruimte van E. |

(11) Als alle M, idealen zijn, dan is M een ideaai.

v

(iii) Als alle M

y panden zijn, dan is M een band.

Bewijs: Triviaal,

6 14 Opmerking. 2ij X € I, De doorsnede van alle Riesz~deelruimten
(resp. idealen, resp. banden) die x bevatten, noemt me1 de Rlesz~,

deelrulmte (resp. het 1deaa1, resp, de band) voorbgebrac“t door X,

e T 7Y

(1) 2ij u e K, De Rlesz—deelrulékgvgoortgebrachL door u is os

~
\\\' -

deelruimte voortgebracht door uj in formule, . : ‘ f\\ 5

Ru = Sp(u) := {ouw |« e IR}

Zoa,s een voorbeeld in IR2 reeds aantoont, geldt,diﬁ‘niet voor

wil’ ekeurlge ue B .

(ii Zij w e K. Het ideaal I, voortgebrachh door u is
I, = Yo ne[-u,u].
Tisrijs: Stel
P o= U ng[-u,ul,
H t ig" duidelilk dat T c. Iu’ rest te bew1jzen dab ' een ideaal is,




Welnu, als x,y in F liggen, dan geldt‘
T ny,n, in N zd dat x ¢ n1.E?u,u], ¥ E nZEEu,u]
- Txy,y, in [-u,u] zo. dat x; n1§x1, yfﬁnZ’x2°
Kies m 2 max{n,,n,}, en stel Xy = —Jx1, y2 = w2y1. Dan is

Yy
X+ y= m(x +y2)— 2m( X2 2)

€ 2m.[~u,u] (volgens(1;7)’ ff?z'7 1f :"‘i
- x+y e F, ) |
Voorts is het onmiddelijk duidelijk,dat
(x e Py wegIR) = xx e P, "
Dus F is een deelruimbe van B, Tenslohte, 1ndien
‘xe Byl < lxl
~ dan geldt ) V | R
| "E n elN zo dat x an.[—-u,t;:],v‘!yl < x|
>yl < Ixl <am St
-~ yenJ-wu] cF,

" Dus P is een ideaal,

Zij X een compacte Hausdorff ruimté. De verzameling Cr(X) is bi}
de géwone (puntsgewijze) operaties en ordening (vgl 5.5) emn Riesz-
ruimte en tevens een algebra, Behalve over (ordew)idealen kVnnen we -
dus ook spreken over algebraische idealen (zie def, 4 2.3 de arené, 13 en
6314 vormen~ een' geheralisgatis, vanA ¢J)~ We geven C (X) de topo\ﬂqie";-
der uniforme convergentie (z1e [+], def 29). Als V een (gesloten) |
deelverzameling van X is, dan is klaarblijkelijk de verzameling o ~

Iy = {f e C(X) | £(6)=0 (% e V)}

‘een g;sloten algebraisch idesal in Cr(X), Omgekeerd geldt:

!
i

6.13‘Uemma. Als I een gesloten algebraisch ideaal in C (X) is, dan .
'LS er een geslolen deelverzameling V van X zo dat I = Ivn

/Bewijs. Stel N
L v o= {t e X ’yf(g):-}o (f c,I)} .




V is gesloten, en I c IV° Neem fe IV‘ % b d a.’gé,"
el = max {|2(8)] | b e X) = -

Kies & zo dat 0<e<!, en definieer ki

W o= {% e X | 1£¢8)| 2 y 1
W is compact, niet leeg, en WnN V ¢ . Voor iedere t e W bestaat
een £, ¢ I zo, dat ]f (%) > 1; dus zo, dat "

lf (w)| > 1 voor alle u in een omgeVLng Uc ven t.f,\
Er bestaan nU ty,...5t, in W zo dat e bt

WelU

U & o B UU.D
t1 ’ 1’n

P

Stel

o= 2
g ft1 b see +ft

2
! n Y .
Dan is g € I, g, 2 0, en ga(t) > 1 voor alle t € W, De functie .
h_ = fg_(et+g, T |
ligt in I, daar I een &dgebraisch ideaal is, en eenvoudige bere~
kening toon§ asn dat : | .
[£(t)-n (%) -lNg () g (teXx)

Omdat I gesloten is, volgt hieruit £ ¢ I.

6,14 Stelling. Z2ij I een gesloten deelverzameling van Cr(X). I,ig een}
| algebraisch ideaal als en alleen als I een orde-ideaal:is. o B
BerJB. . |
(1) Zia I een alg, ideaal, Volgens 6, 13 is er een geslotﬁn Vex
zo dat I = Iy. Dus e
(felI, |gl & [£]) = (£(4)=0 voor %eV, Ig(t)l £ If(t)l voor ~§@
- g(t)=0 voor t ¢ V
\ -~ gely=1I,
Dus I is cen orde~ ideaal‘ N
(i1) 2ij I een orde-ideaal, Neem f g C (X) en g e I. Stel «s uf"i
dan is ocgeI, en : S
Itgl = |£] lel & wlgl = gl
?Daaruitkvolgt fg € I.Dus I is een alg, ideasl,




1

Zij (nog steeds) (E,<) een Riesz-ruimte, en zij M een lineaire“

‘deelruimte van B. Voorts zi] E:=E~/M de bijbehorende quotientruimte

(|1 ], def.12). De elementen van T worden asngeduid met representan~
ten, X:=x+M, We definieren in T een relatie < als volgt:

oS

X<y - y-x e KM, 7 ( ; o (1)
De bijbehorende kegel {x i x > 0} noteren we meb K Dan is gemakke~f
1ijk na te gaan dat geldt ‘

(1) KiKcK

. (ii) o(KCK (= e IR; °<> 0)

- Niet steeds geldt echter K N -K = {O}, zodat < niet automatisch een.

" ordening in E definieert. (Tegenvoorbeeld: Neem E:=Cr[0,1j, en zij
M de (Riesz-)deelruimte der constante functies. Als f,gedéfinieerd

iﬁywordt door f£(%):=t, dan is 0 + ek -X.) We hebben echter:

6;15 Stelling. Als M een ideaal is in E, dan definieert (1) een 6rde~

“ning in E/M, Bij deze zgn. kanonieke ordeniné is E-M een Riesz-

. 1
ruimte, Bovendien _
P . - e N

Xvy=Xvy , X~y =3%~F.
- Bewijs: Om aan te tonen dat ¢ een ordening is, moeten we laten |
zien dat K'N -K = {0}. Welnu, 2zij % ¢ K N ~K. Dan geldt: |

T uy,u, in K en my,m, in M zo dat x=ui=m1};ux=u2+m2,

T

O=x+(~x)=(u1+m1)+(u2+m2)=u1+u2+(m1+mé)
- - 0Lu Luytu, e M
- uy el (want M is een ideaal)
Dat (ﬁ,g) een Riesz~-ruimte is, zullen we bewijzen door aan te ‘
tonen dat: xv0 = Xv0, voor iedere % ¢ E (vgl. 2.2), Het is dui~
‘ deli‘k dat X+ 0 een bovengrenz van {§ 6} 19. Zij‘nu'? een boven-
gren; van {X,0}, Dan zijn er m, en m2 in M zo, dat 'g f7 |

-.-x--m1 > 0 y zf-m2 2 0.




VStel m.—m1a m,. Dan is -
z~x-m=z~x~m1+(m -m) 2 0 5‘ z-m~z-m +(m2’m) > 0

en dus z-m > xv O, Daaruit volgt ; i
z = z/:m?_froy. |

Dusx/:o;?h'ﬁ. |

De overgebleven formuleS.VOlgen nit de zojuiét bewezen betrek-

king en de volgende stelllng (waaruit blijkt dat de quotient-

afbeelding een Riesz—homomorﬁ%&sme is).

6.16 Definitie,laat (E,£) en (F,g) Riesz~ruimten zijn (Dat de ordé-ﬁ*;

‘ ningen in E en P met hetzelfde symbool £ 2zijn aangegeven kan
moeilijk verwarring wekken).Zij J'E~*>P een 1ineaire afbeelding

([ ] def. 8). We noemen J een. Riesz-homomorfisme, als -

J(xwvy)=dxv Jy- , J(xay)=dxady

6, 17 Stelling. Laat (E,S) en (P <) Riesz~ru¢mten zijn, en J:E~>F
een lineaire afbeelding. Aequivalent zijn de beweringen.
| (1) J is een Rlesz~homomorfisme, v  ”"' | | |
(i) Axr\y~0 - fo\Jy—0~ B ~f}ff:t{j‘f ;’{;’(
(ddd) I(xN)=(3x)" R
(1v) a(x7)=(3x)"
(v) Jlx|=]dx}
(vi) Jxv y)=dx vdJy
(vii) J(x Ay)=dx Ady . ;
Bewijs: We bewijzen alleen (ii) - (i), Dexoverige relaties
volgen onmiddelijk uit "de lineariteit van J ei ﬂe sa&cnhang
tussen de roosteroperaties (zie né lemma 2, ) f~u_\\\\\
(11) = (111), Voor x ¢ E geldt | \
(9x)*=(Jx) v 0= (J(x %)) v 0= (3 (x")-d (x” ))vO—J(x )=(I(x7)an I
Maar volgens 2,5,(vii) is x A X ”O,ken dus J(x+)/sJ(x y=0, Daar~

uit volgt (Jx)T=d(x").

mﬂ/ff




16.18 Definitie., Een Riesz-ruimte (E,<) heet Archimedisch geordend B

- (afgekort, A.o0,) als, voor iedere y e E,

(¢ x £ y voor alle => 0) »x <0

6.19 Eﬁ@ma. (B, <) is A'o, als en alleen als voor. iedere uelk geldt‘
" inf { —u | n=1,2,... } = 0, .
Bewl js:
(1) 21y (B, <) AoO,s Klaarblijkelijk is O een ondergrens van
U = { w-u | n=1,2,000 }o

Zij x een ondergrens van U, Kies een e > 0, en bepasl n aﬁﬂdaé.

0
dat n, >v , Dan is
,rx__‘ - : | ?
%x(.ﬂ.—)u< 9‘ ”ll ua B - . ,‘{:A
Daar o willekeurig is ,volgt hieruit X Q Oa
(11) Omgekeerd,

«x &y (> 0)

=ext <yt (%> 0)

- nxt <y" (nem)

- x* ¢ inf { % vV lnemw} =0 '
- x 0. |

6.20 Voorbeelden, IR (met de gewoné ordening) is A,0,, Daar het product
van A,0, Riesz«ruimten (met dé product-ordening), en eeﬁ Riesg~
deelruimte van een A,o0. Riesz-ruimte ( met de relatieve ordening)
weer A,0, zijn,'volgy nu onmiddelijk: R met coordinaatsgewijze‘
ordening, CT(X), 1, zijn A»pga Daarenfegen is B met lexicugrawl
fische ordening niet’A,oeﬁigzgauﬁmgé%(1g;..,f) 2 (0,1500.,1) %
(0y4.040), voor alle m giN,) ) |

”

6,21 Definities, Een Riesz-ruimte (E.<) heet orde~volledig (afgekort

ooc,)'als iedere niet-lege naar boven begrensde deelverzavsling

van E‘een supremum heeft,

- (B,£) heet og-orde-volledig (afgekort,ifwo C.), 8l8 iedere nietw

lege aftelbare naaqﬁcven begrensde.deelverzamellng van B ee;

supremum heeft.



Indien ¢ ¥ B ¢ B, en
B:={supA | b% AcB, A eindig },
dan is B een naar boven gerichte deelverzameling van E, en B c 5;'

Voorts bestaat sup B als en alleen als sup B bestaat;,en dan Zijn

beide gelijk. Het volgende lemma is daarom evident,

6,21 Lemma, De volgende beweringen zijn aequivalenti
(1) (8,<) is o.c.. B
(1i1) Voor iedere niet lege naazm boven geriohte,un&ax bovep begrens-
‘de deelverzameling van E bestaat het supremum, |
q(iii) Voor iedere niet Xege, (naar beneéen gefi@xe) naar benedeh’

begrensde deelverzameling van B bestaat het infimum,

6.22 Stelling. Een ¢-o.c. Riesz-ruimte (E,;<) is A.0,.
. Bewijs., Zij u e K, De verzameling |
= (L ' '

is naar beneden begrensd; dus bestaat x:=inf U, en

-

™

3x = 4.4nf U =inf ($U) - (volgens 2.8(ii))
. =infU=x |
Dus x = 0,

6,2% Voorbeelden,

(1) m" ,coordinaatsgewijs geordend, is o,c.

(i1) ™ ,lexicographisch geordend, isvgggﬁ_vkogc& (n ;‘2)¢

(1i1) B (X) (X willeketrigmydnzi®) is 0.c..
(iv) 0,{0}1] is niet o~o0,c,. )

i (Voor eén'wao@ce, niet o0.c.y Riesz~ruimte, zie [Vé] Promlem\3mg

gecombineerd met 4N)




Par 7 Positieve lineaire afheeldingen

Laat (E1,$) en (Eghi) 0.V, 2ijn., De verzameling L(E1,E2) der
lineaire afbeeldingen T:E1——>Ez‘is.een lineaire ruimte onder puﬁtsf :

gewijze optelling en scalarwvermenigvulding.

T Definitie. Zij T ¢ L(D1,D )o T heet een posibieve lineaire af- 3

beelding (Notatie: T 2)0), als Sy ‘ :
(x € By, x 2 0) = I ‘x.;,,~%

We ‘schri jven : ' R

K(E,E,) := {re L(E,,E,) e > o}
7.2 Eigenschappen, “ v
(1) K(E{,Ey) + K(E,3B,) c K(E{3E,)
(i1) «=K(E,,E,) c K(E1,D2) (o2 0)

(iii) Indien de kegel K, van E, de ruimte E, voortbrengt (4. e.
- By = K4+K,), dan bovendien - '

K(E,,Ey) N -K(D1,Ez) = {0} _
Indien voldaan is aan (iii) dan is (L(E1,E2) £) dus een 0.V, Dit
is zeker het geval als E1,een Riegz-~ruimte is.

Bewijs: We bewijzen alleen (4ii). De fest is triviaal,
(11): 23 Bi=Li+K, . Noon T ¢ K(5(,B)) 0 ~K(E;,5,). Dan -
T > 0v , <7 20
»Tu >0 ~Tu>0 (uce K1),.
~Tu=0 (uceky) |
Neem nu x € E,. Dag is x~u1&u2 meh u1 envm2 in K1, dus
Ix Tu1wTu2 = O~O = 0,
d.w.z, T = 0,

7.3 Definitie, 2ij T € L(E},EZ), T heet orde-begrensd iafgekort, 0.b,)

als voor iedere orde-begrensde verzameling A c E1,’TEA] een orde~
begrensde deelverzameling van E2 is, De verzameling der o b, 1ine~ |

aire afbeeldingen duiden we aan met L (D1,32) ;“‘{ ‘ -

|
|
|



- De volgendé eigenschappen zijn gemakkelijk te vesnfieren:

7.4

Eigenschappen,' -

(1) T is 0.b., a@ls het beeld onder T van ieder orde-interval |

Te5

een orde-begrensde verzameling is,

(i1) Als T > O, dan is T 0.b.. | A

(111) L°(E,,E) is een 1;ne§ire deelruimte van L(E,,E,).

(iv) Als E,=K,~K,, dan is Lb(E1,E2) éen o.v, met kegel K(E1,E2).

Stelling. Leat (E,,<) en (B,,<) Riesz-ruimten zijn, waarbij (Ep,<)
0, c.. Dan is L (B1,E ) odk een , »Riesz~ruimte. Bovendien geldt

voor T, T,, T, in P (E 2)

(1) rtrx=sup {By [.O<y <x}  (x20)

-~ T.6

(11) (Tyv I,)x = sup{{T1x¢T2xLI 31,,x2 in Ky x=x,+X,} ’(x > 0)
(111) (T4 ATy)x = inf {D,x,+T,x%, | x,,%, in K, x=x,+x,} (x 2 0)
(iv) |T|x = sup {T(x;=x,) | x4, X, in Ky, x=x+x,} - (x 2 Q)

(v) |of=x
(vi) |mx| < |7](|x]).

sup {Tz | |z|] < x}  (x % 0)

Bewijs: Bij hetvbewijs‘maken we gebruik van het volgende'lemma:.)'

, U ‘ N ‘
Lemma. Laat (E <) en (E,,<) o.v. zijn, terwijl By=K,~K,. 2ij L:
K,—>E, een afbeelding waarvoor geldt o
(1) L(xq+x,) = Lx, +"Lx2 (x4> 0, x, 2 0)
(id) Llex) =olLx (%X > 0, w2 0),

hN

Dan is er juist één S L (D1,D ) zo dat SlK = L (d Wez. Sx=Ix

voor x € Ky).
Bewijs: Neem y ¢ E,. Dan is y=x,+x, met Xq 3%y in_K1} Definieer
| Sy = Lxy - sz ; | |
Ondubbelzinnigheid: Als y=x,'+x,' met x1 exp' in K1; dan
TR PRI FRES S ‘ | S
= Lfy, +rIx,' = L(x1+x2') = L(x,'+x,) %\;x1? fszz
- Ixy ~Lx, = Lx,' - Ly ' '



Additiviteit: Zij X=Ug~Uy en Y=V =V, met u1,u2,vi,vé in K1; Dan

S(x+y§ = S(u1éﬁ2+v1~v2) ='S((u1fv1)+(u2+v2)) =

1

, - e Y T e vl T b =
L(ug+vy)=L(uykvs). 2 I.‘U"H*fw'l F-luy = Ivy

i

8x + Sy

De homogeniteit bewijet met analoog; de uniciteit is triviaal,

Bewijs van stelling 7.6:

"Neem T € Lb(E1,E2). We zullen asantonenzdat Tv O bestaat gn,dat‘
(1) geldt, Voor x € K, definieren we |
Ix := sup {Ty | 0 <y <x} = sup 7[0,x]
Dit is mogelijk, daar T o.b., en E, o.c. is, Dan geldt
L(x4+x,) = sup TEO,x1+x2] . | |
' sup T[ [O,x1]+[0,x2] 1 (volgens 6.6)
sup(1[0,x,] + 2[0,x,]) |
sup T[p,x1] + sup T[p,xZ] (volgens 2.8(1)).

il

i

il

» Lx, + Ix, (x1 2 0, %, 2.0),
Zoook: '
Llex) =wlx, (=2 0, x> 0).
.Dus L:K,~—>E, voldoet aan de eisen van lemma 7.6, Er bestaat dus
een S ¢ L(E,E,) zo dat S!K = L, Voor x > o is
~ Sx = ILx = sup T[0,x] > Tx , Sx 20 |
Dus S € Lb(E1,E2)'(wegens 7.,4(ii)), en S is een bovengrens in
Lb(E1,E2) van {T,0}. Tenslotte, als Sy e;eneens z0'n bovengrens
is, dan geldt voor x 2 O,
- $x = Ix = sup 7[0,x] < sup §,[0,x] ='8,x,
Dus S < S;. Derhalve bestaat T+ 0 = § (waaruit volgt dat Lb(E1,E2)
een Riesz-~ruimte is), en formule (i) geldt. |
(11). Baar Ty v Ty = ((24-1,) v 0)+1,, is voor x 2 0:
(g vmp)x = (( 2y=1y)v o)fwmzxe sup (T,-1,)[0,x] + Tx |
= sup {(T,~T,)y+Tx | 0 < y < x}  (2,8(1))
= sup {T4y~-Tr(x~y) | 0 £ ¥y £ x} |

8up {T1X1+Téx9 I 3?“ 2 0y %, k‘Og XBE 4K )

i~




TeT

T > T, T2 T,. Dus

(iii) en. (1v) volgen uit (ii).

We hebben dﬁs een functie L-K1—~3EZ die voldoelt aan de eisen van

K g
T

e o g

(v) volgt uit (iv) met behulp van 6 3, (vi)

(vi) volgt uit (v)

Stelling., Laat voldaan zijn aan de voorwaarden van stelling 7.5.
Dan is de Riesz-ruimte Lb(E1,E ) o,c., en voor iedere niet-lege
naar boven gerichte, naar boven begrensde deelverzameling B van
L°(E,,E,) geldt B '
(sup B)x = sup {Tx | T ¢ B} (x> 0)

Bewijs: 21ij B c Lb(E1,E2) een verzameling met de genoemde eigen-
schappen, en zij §, een bovengrenSVVan B (SO £ Lb(E1,E2)). Voor
iedere x € K1 is'{Tx ] T € B} naar boven begrensd door Sox. Dus,
daar E, o.c. is, bestaat | |

 Ix := sup {Tx | T €B}. (x> 0).
Mexk op dat voor 2Rk tweetal T,,T, in B een T & B bestaat zd dat

T X+ TpXp< Tx1+.Tx2=.T(x1+x2)' (xy,%, in K;) , i
Daaruit volgt (met behulp van 2,8,.(%))
Lxq + ILx, = sup {T,x, | T, € B} + sup {T)x, | T, ¢ B)
= sup {T,x,+T,%, | T1,T, in B}
< sup {P(xq+x,) | T & B} = L(xy+x,) (x45%, in K,).
Daar de tegengestelde ongelijkheid (trivialerwijze) ook geldt iﬁugi
) LX.] + sz = L(x—"";{z)y (X»] _2_ O’ X2 2- O)o
Voorts is onmiddelijk in te zien dat

Lvx)==«Ix., (s« 07 x > 0),

'lemma T, 6 Derhalve is er een unieke S ¢ L(D1,EZ) met S]K

Uit de ongellakheden ‘ : ' B v ;
T'¢S <8, (TeB) C
volgt nu dat S oqb;'is, en dat § = sup {7 | T e B},

v



P

In de rest van deze p‘aragraaf ia LD <) een Riesz-ruimte met ke- o

. gel K, Daar (IR,() een o c Riesz—rulmbe is ,lunnen we hwt vooraf-*f o

gaande ‘Loepassen op de ruimLeL(E IR)" der 11neaire functiOnalen op E
3 We gebrulken de notatie’ : s e o
| E A.-.; L(D IR)
EY := 1,P (E, IR) | :

K* s= K(E mc) {f eE | :I.Ei'('x~); 3;-.;;0 (x > 0)}.

e

Twee elemen"ben‘:{. en y“in'E noemen we disjun’ct |x] A lyl =0 (No-'-:_

~tatier x | y). Uit 2 5(Vll) wolgt da‘L x' l x ». Voor Jedere x ¢ E, R

7 8 Lemma. Zij u € K en lfe K (dus y:c D ) Dzm 13 er een y,ﬁ £ Eb ;'§ 
' meL de elgenscllappen R
v (3) Oéfu‘<i° ‘
§ii) Pux ;a(x voor alle xe I, (z.w 6.12 (ii))
(111) ;ou(x)“ O, voor alle x met x J_ .
Bewijs: Definieer o ' .
11 ) 2= sup {fl2) l 0<2<x,5¢€ T } = gup jb[Iuﬂ[:O,xJ] (xeK).
We weten dat voor het ideaal Iu’ voortgebracht door u, geldt |
Iy =V {n[—-u,u] in' cm}
Hieruit en uit de ideadl-def:mibie volgt gcmalckeli;jl:: ‘
1,n[o, y19x2] I n[o x1] 1,n[o, xé] (xqyxp An K)o |
Daaruit volgt ' , i
| 1 (x1~uc lu(x1) tlvgle (x1,:{2 iyn‘ K)‘,
,berwill bovendlen |
lu@zx) =°¢-ldx} ' (ocg 0, % 2_'0}",:" |
"~ We kunnen dus lemma 6,7 toepassen op de functie l :Km).'m en
vinden een lineaire: functionaal £, °P E waarvoor faulK = 1o v
- Daaruit volgt onmiddeligl* (1) (en dus ooh Pu P )e E
,'(ii) Als x e Iu’

;ou y ) = sup /:[I n[o x’_l] P fo,x’J jf’(ys')k_“{;{»;‘

dan ook,.'eI en x~ ‘e I,. Dus




Oﬁ?dezelfde w1,]ze, yu(x ) 7:(:{ ), en dus.}o (x)—)’o(:r)

C(4i4). Neem aan x ] u. Dan ook X _L u, en % | w. Nuis

A7.9'

z € I n [0 JL,J o Z n eIV zo d&u z € n[-u, u]ﬂ[o,x+]

(O<z<nu,0<z<x)

7~_4~» O<z%x"/\nu

Daar x A n. u & n(x" A u) = 0, volgt dus dat

f’u(x ) = .sup /a[Iuﬂ [0,x"] ] ='.sup #{0} = 0.
Op. dezelfde wijze vindt men sau(x")#(); en dus féx)'= 0.

Stelling. 2ij (E,< ) een Rlesz~ru1mte. Dan J.S Eb (met de kegel :

K ) een o0,c¢, R:Leoz-rulmbe. Als I ¢ I}b, en x € L, dan geldt

(1) 0= sup {Rn) | 0 < z < x}

v(11) £x) = sup {-fz) | 0 <z < x)
(111) |2l = sup (@@ | |2l €=} - .o
Als x ¢ B, en pe 1{*,' dan 'geld'b e i R

(iv) p(x")
(v) p(x7)
(vi) p(lx])= max {sx) | |¢| < p}

max (s | 0 <+ S}

max {=ptx) | 0°< - < p}

- Bewijs: We behoeven nog slechts (iv), ('v‘%, (vi) te bew1jzen. o

- Dus

(iv) AlsO(;L(ja,'enxeD, dan:.u»

W) < #(x") <p(xh). |
Dué, is ;o(x"') cen bovengrﬁns van {¢x) | 0 < ¢ £ g}, Uit lemma“7‘.8
volgt de existentie van een r 1 vaarvoor o.m. geldi” |
| 0$ﬁ+i?y¢,@)ﬂ«),fﬁx)o
Daaruit volgth : g :
Px"'(X) e {Hxl | O‘S%S_j’} | /= F(":) jo ,(xk)~}f’(x )e

p(x*) = max {#b0 | 04€#< plo
(v) volgt onmiddelijk u.H, (iv) .’ . ,
(vi) plx])= w(x* )+;o(x ) = max{yfs) | 0< #SJ’} + max{*}((ml OJW’}
= max {mx) - 7((x)| o<y«a:r » 0 ,\<;a} i .
"= max. {wc) | 17 < e} (volgens 6.3, (vi))s -




Daar (EB,g) een Riééz~ruimte is, is’ook Ebb:=(Eb)b met de/ge—
 bruikelijke ordening'eén“Riesz—ruimte. Vodr3iedere x e B, is de func-
 4ie Jx:EP—> IR, gedefinieérd door L e ‘

(Ix)(£) := £(x) (£ ¢ BY),

een element van L(Eb,IR).;Bovendien is

Ix = 3(x")-3(x") & KP*-kP* = RPP

(hierin is KP* e kegel van Eb”2=L(Eb,IR), en dus van Ebb). Zo wordt

b

. dus een, kennelijk lineaire, afbeelding J:E—>E gedeflnieerd Voor

iedere x ¢ B, en iedere f E K*, geldt

|ax[(£) = sup{(3x)(g) | |el s\f} (volgens 7.9(iii))
= sup{g(x) | lgl & DR e |
= f({x]) (volgeno 7 9QV1))
= (Flx])(£).
b

Daar K*-K*= E°, volgt hieruit dat
lax| = x|,
d.w.z. J 18 een Riesthomomorfisme.
Tn het algemeen is J echbter gédmii-1 afbeelding (neem, bijvoor-
beeld, maar het geval dat E niet A,o. is!), Voor condltLBSg waaronder

J wel 1=-1, dus een Rles7~190mor£ismo, 18,,21e ]7 !, lh. 23,15,




Hoofdstuk IV Genormeerde rulmten ‘

. In dit hoofdstuk zal als regel zonder verw1321ngen, worden ge- .
%£§1§ gemaakt van de beginselen van de theorie der genormeerde ruim-
tenj men zie daarvoor het college@lctaat Functlonaalwanalyse [ ],,in :
het bizonder de paragrafén III.?, IT1.3, IfI.B.VAis gebruik wordt ge-
maskt van resultaten, die niet in deze parografen te vinden zijhe zal’

in de text daarnaar nader worden verwezen,

Par, 8 Genormeerde RNiesz-ruimten

8‘1 Definitie., 2ij (I, <)heen‘Riesz~ruimte, en lesat in I een norm

J..] gedefinicerd zijn zo dat (E,|

'0

l) een 6enormeerde ruimte
is, terwijl bovendien voor x,y in E geldt |

x| <yl = b g vl

Dan noemen we (E, <,H..ﬂ) een genormoerde Riesz-ruimte,

Indien (E,|..]) bovendien een Banach-ruimte is, dan heet

(E,4,1..]) een Banach-rooster.

i8.2 Tiemma, De :oost¢r~éperaties in ecn genormeerde Riesz-ruimte zijn
continu, | o | | ' ’
Bewi js: Voor de operatickl..[:E-—>E volgt de continuiteit on-
middelijk uit 6@3(i1)ién:definitie 8,1, Daar in een genormeerde
ruimte de vector~opcra£ies continu zijn; volgt de continuiteit
van de overlgu rooutempclauou nu unt de bekenue samenhang

tussen de rooster- operatles(zie na 1emma 2 7)

8, 3 Voorbeelden , e R
(1) R" met coord1naatsgew1aze ozdenmng en de nornm qu“" Vﬁijxilz
S : ws e '

is een Banachwrooster. s Lo

(11) ¢ (X) (X compacL Hausdorff, gewone ordcnlng), vo_orzien van
norm £ | sup{lf(t)! I % e X}, is een’ Banach—roosbero'

(1i1) 1, (1%p<eo). (zie [ ] blz, 9;) meL de relatieve product-

: ordening vanIRm D en’de‘ norm ﬂ Eﬁj’—(i. "i [P)f” 18 een Banachrooeter. »_7




Hetzelfde geldt;yédrtgsfmet défnorm[ﬂ£m¥:='s&p{lxi] | 1 eIV},
~(iv) Op IRnf(n§1)7mef de lexiécografische ordening is geen norm .
te definieren zo dat een genormeerde RlGSZ*rulmte ontstaat. Dit

volgt uit de volgende stelllng.

%

8.4 Stelling, Een genormeerde Riesz-ruimbe (D <. H..H) is Archime-

dlsch geordend

¥

4

Bew1js. Neem u € K, en z1j W E K ccn ondergrens van {—u { n eIN}

',Dan is
0 Lw g
~ vl
B
- w’=

Dus inf{%u | n e} =f0,‘"d.w.z.(E,_<ﬂ)ﬂ' is A,0.,

Als (E,]..]) en (F;ﬂf.ﬂ) genormeerde rujmtenb?$ggr1m of over IU) |
dan duiden we de verzameling der continue (=begrensde) lineaire
afbeeldingen T:E—>F aan. met LC(E?F),(zuiks in afwijking van [ 1 ]).' .
Onder puntsgewijze optéllihg eh sCalar—verhenigvuldiging is LC(E,F) g
" een vectorruimte over hetzelfde scalairenlichaam 2ls E en F, Voor-
zien van de norm e “. : 4 :

2l += ame(n | w0, laxl g el (x e D)
= sup{fex| | x € B, |x|= 1}
is LO(E F)éaen-gemﬁrmeerde ruimteé als ¥ een Danachwruimte is, dan:jJ
is ook L° (E,P) een Banach~ruimte. In th byzonder, als E een reele
genormeerde ruimte is, dan ig fle ruimte Le(E m) der continue linen'f

aire functionalen een (rcele) Banach~ruimbe, deze wordt aangegeven




8 5

J2

[ .

Stelling, 2ij] (D H..ﬂ) een genormeerdo Rlesz~ru1mbe. Dan is

- E' een 1deaal in D .-

Bewijs: | |

(1) i) £ ¢ B, %9&%8%&%_%;;9% Riefotalabbinattattbd bRy

Hrgns@ is véor elke ye K (ga na). le dus xe [«y,y], dan geldt
|£(x)] ¢ HfoHXH < del-dyl.

aw.z. 2(x) e [-lel vl )t

E' is derhalve een deelverzamel;ng (en dus een lineaire deelruim—k

b

te) van Eb

(i1) 2ij £ ¢ B', g € Db, en |gl < If] Dan geldb voor X € D,V
le(x) | < lgl<lll) lfl(lxl) (7 5(vi)) .
t = sup{f(z) l |z] < lx]} (7.9(111)) o

N

- Merk op dat,voor |z| < [x|, 1 | B

8.6

£(2) & el =] < el Il |
en dus lg(x)] g It]s HYH Daarult volgt dab g e E', met |g| ¢ £l

E' is dus een Ldeual in E (en zelf een Banach-rooster).

Opmerking. E' is in het algemeen geen band in Ep. Dit blijkt uit
het volgende tegenvoorbeeld: o |

E = {x e:IRIN | x; = 0 voor bljna alle x}

x| = max{|x,| | i eI}

Voorzien van de gevone (rqlatieve product~) ordening is dit een
genormeerde Ricsz-ruimte. Definieer de functionalen f en f, door
if'} - Sl I }
f(x)g:i~1 1.xy N fk(x)'=:L3 i.x, (k eﬁggo
b

Dan is £ ¢ K" ¢ B , maar & B! (want der rij {e j} =1 in E, gede-

J=
finieerd door (ed ) i j° j R conwcrgeerb naar 0, terwijl f(ea) =1),

Voorts f, € K ,4en ook £ € B' voor elke k (want: [f,(x)| &

o

< E;H i.]x] voor x ¢ E) Tenslotte ziét men gemakkeiijk in dat

de verzamellng {fk | L cIN} noar boven: gcrlcht is, en dat f

sup{fk ] k eIN) Duu*B ,Lsfgaén band




g3

. 8, 7 Stelllng. Als (E ;H..") een genormeerde Riegz~ruimte is, dan
is E' een orde~volledige Banach~rooster. |
Eiﬂll§° In het'bew1js;van 8.5 merkten we reeds op dat E' een
Banach-rooster is.»,  ’, | |
le B« El nlet 1agg,4naar ‘bowven’ geglcht met bovengrens g e E',
Stelf men, bij gekozen foe B,, |
By :={feB|£21} , B v:='l£(‘)l-n-»131,, | |
dan is B, c KwnE',,en;sup>B2 bestaat EBESIjuist danals sup BCthﬂ)‘
bestaat (e,w.{ sup Bvé sup Bzé-lfo[);uM.a.w., we mogen verondér;
stellen dat B_voldpé'l; aon ‘ | |
\og_f,_gg' (£eB) , g B,
~ Daar Eb'o;c. is, bestaat h := sup B in Eb, en daarvoor geldb:
e < Inl(xD = ndx)) < atl=l)
| o= leUxD] < el lxl = lel- 1<l (x e B).

Hieruit vo;gt'dat h in B' ligt, en dus is h het supremum van B

]

u

in E', Dus E' is 0.c..,

8.8 Stelling. Als (E,<,|..|) cen Banach-rooster is ,dan is E' = Eb.

Bewigs: Daar EP=K -K*, is het voldoende aan te tonen dat K*cE'.
Neem dus pe K", en veronderstel dat p niet begrensd is. D.w.z.:

¥nelll, @ x, € E zo dat I=, H 1 en' ]f(xn)} > 2n+1 | k
Stel nu y,:=[2" n.x |, Dan geldb

yn s 09 uynu 2 n’ l%(yll): > 2' k

Definieer voorts, ¥oof elke k EIN’ sk:=§§1 Vi o Dan is
Isymsy I = 1&g vl € &0 277, .

L]

Derhalve is {sk} een Cauchy-rij, en dus bestaalt s:=lim {sk}o

: Gebruikmakend,vanyB.Z ziet men gemakkelijk’daf 5,g 9ys VOOT alle

k, ensqus f o ' R
j’(S) > g (sk) = & f(yk) > 2k ‘-j,j(lc:re,ﬂ{).af

Dit is een contradlcb¢e@




Par 9. De stelling'fahfstoneQWeiefstrasé

Zij X een compacte‘Haustrffmruimte. Zoals we reeds opmérkten v
(8.3.(ii)) is C (X), meL de gebruikellgke vector ~operaties, ordening .
‘en (sup.-)norm, een Banach~roouter. Bovendlen is C (X) een algebra,

waarin geldt ﬁf gl & Hfﬂ legl (d.w.z. het is een ‘Banach-algebra).

- Een lineaire deelrulmte A van C (X) heei een dcel«algebra als
(fehy geh) - fgeh, |

Deze paragraaf is gewijd aan een.béschouwing‘van deel;algebra's:
van Cr(z). We’formuiﬂren alleen de reshltaten. Voor de bewﬁzen ver-
wijzen ﬁaar [i ] par. 1.2.,; de daar gegeven argumenbabies sluiten |
uitstekend aan bi]j de door ons in heb voorafgaande onLW¢kkelde the-
orie., Slechts merken We, terwille van de 'vertaling] op dat een linee
aire’deelruimte A van gr(x) in [+ ] een ‘'gaas’ héet, als en alleen

als A een Riesz-deelruimte van Cr(X) is,

- 9,1 Stelling. Zij A een geslobten deelalgebra Vah Cr(K)ﬂ Dan is A
een Riesz-deelruimte van Gy (%),

Bewijs: j&#], Lemma. 1.2r5.

/ 9.8 Lemma, Zij M een gslbten Riesz~-deelrulmte von GT(X), Heem aan
dat voor ieder tweeﬁal verschillende punten‘p,q.in X, en leder
ﬁéar‘x¢p.in IR, een fp,q e M bestaat ?o;datlf;;

o(P) =, £, (@) =4 .
Dan is M = C(X). |
Bewijs: [/ ], Lemma 1.2,3.

9.3 Stelling van Kakubtani-Krein (1941).

Zij M een gesioten Rlcrzmdeelrulmbe van Q (X),,zo dat
(1) 14y e M (ly(t) 1, voor alle t ¢ X)
(ii)ﬁl scheidt dc puntex van X (d WeZo.: Vodr,leder dweefal A
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'verschillende'puntén p,q in X.bestéa%'een felM 20 dat £{p)¥£(a)).

Dan is M = C_(X).
Bewijs: [/ ] Lemma 1.2.4.

9.4 Stelling van Stone-Weierstrasz,

"Zij A een gesloten deelalgebra van Cr(x),fzo dat
(1) 14 € A S
(ii) A scheidt de punten van X.

Dan is A = C_(X). |

~Bewijs: Volgt onmlddeﬂljh uit 9, 1 en 9.%,

Voor enkele verscherplngen van de hlel geelteerde stellingen

en vewan#ie resultaten zi}j verwezen naar de opgaven van vraagstuk v

van de vrasgstulkenverzomeling en naan de betrokken paragraaf.in 7.
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.Par 10 De representatiestelling van Kakutani:iroin

In deze paragraaf willen we de vraag beantwoordeh, wanneer een
genormeerde Riesz-ruimte norm- en Riesz~igsomorf is met een Cr(X).
Daar in'Cr(X)'in ieder geval geldt

L1yety] = {£ e 0 () 712l < 1}y

voeren we de volgende definitie in:

- 10,1 Definitie. 2ij (E,&,|..]) een genormeerde Riesz-ruimte. Een
element u ¢ X hget een orde-eenheid (of.kortweg, cenheid) als

wu] = {xe® | |x] ¢ 1}.

Hetiis duidelijk dat een genormeerde Riesz-ruimte hoogstens éen
eenheid heeft, Véor'l;s, als u éonh_eid van E.is, dan im nuu=1,

Via een reeks lemma's zullen we het volgende resultaat bewijzen:
Een Banach-rooster met eenheid is' norm-~ en Riesz-isomorf met een
¢.(X) (Kakutani, 1941), |

Bij de bewijsvoering zullen we gebruik maken van enkele belang-;
rijke resultatan uit de functionaalwanulysé, die we hieronder eérét

kort zullen samenvatten,

(i) De_stelling van Hahn-Banach (zie [ /] par. 2.7).
We gebruiken speciaaidhet volgende
Gevolg( [+ ] blz. 80). 32ij (E,ﬂ.mﬂ) een genormeerde ruilmte, Bij
iedere x ¢ B, met x40, bestaat cen Lineaireefunctionaal f op E,
met de eigenschap dat |
£(x) = ||, len] < Iyl (y e BE)S
Voor deze functionaal f geldt dus bovendien
fekE , |£]=1.

(1i) De stelling van Banach-Alaoglu-Bourbaki.(zie [: ] par, 3.13).

In de formulering van deze stelling komt behalve de reeds bekende

norm-topologie in E' nog een andere topologie op E' voor:
Definitie. 2ij (E,|..]) een genameerde ruimbe. De Eﬂﬂkf; (of

o(E',E)~)topologic in E' is de swaksto topologic in E'. wanrvanr




I
i

de afbeeldlngen ex“ﬂ 4;53R (x & E), ,
e (f) 1= f(x) (£ ¢ B')

')coﬂtlnue (lineaire)‘fuﬁctionalén zijn; We verwijzen naar deze to-
poidgié;d.m.Q.'het voorvoegsel 's(E';E)-\; bijvoorbeeld, o(E',E)~-
61 V betekent: de éfsluiting van V in de zwak™-topologie., BEen ba-
sis voor'hEt omge#ingep—systeem vah een element fo van E' in de

(E! E)étopdlogie'wdrdt gevOrmd‘door“de’vazamelingen

f (X'I”"’Xn’é) = {f e B! , ’f(x )"f ("C )iﬁ& (i=19-un)}',k

- met {x1,,..,x }c E, en°d > 0, Het is duldellak dat de zwak ~topo~
logle (1.h.a.) zwakker is dan de normtopologle van B',

Stelling. Z21i}] (E,H,.ﬂ) een genormeerdé ruimte, Dan is de eenheids-
bol S' in E' | - . |

| s' = {£ e B | |£] & 1}
&(E',E)—compact, |

(iii). De stelling van Krein-Milman'([ 7], section 15).

Def:nltle, Zij V een convexe verzameling in een lineaire ruimte.

e, g

Een punt z € V heet een extreem punt van V als V~{z} een convexe

verzameling is (dus, als z geen inwendig punt is van enig 1lijn-
stuk dat geheel in,V’ligt). De'verzamelipg der extreme: :punten
van YV duiden we aan met ext V. B

Het is duidelijk dat (veor convexe V) conv ext V ¢ V (conv éxt V
betekent de convexe uittbreiding van ext V, i.e. de doorsnede van
alle convexe verzamelingen die ext V bev&tten) ‘De stelling van

Krein-Milman, Loegespitst op de.rulmbe D’, zegt nu:

Stelllng, Zij V een r(D',E)»compaete convere nleL lege deelverza- o

mellng van E’ Dan is ext v nleb lceg,'env

V = ”(E' E) el conv ett V ;j'”

Tot nader order isjgﬁ,g’ﬂewu)wstéeﬂéﬁééh genormeerde Riesz-ruim-

te met eenheid u,\
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o en voor iedere g'c K* geldt [g| = g(u).
'}ABew1as. We weten al daL E' ¢ Ebf Daar EP=K"_K™ behoeven we voor

T e

<10 2 Lemma. E“‘= B

de omgekeerde inclusie slechts aan %e tonen'dat K c E'. 21j dus
g & K™, en neem x ¢ E met x40, Daﬁ is
x e [~u,u] |
”x “‘ ' - : T “?
= x] <K ew
= Je(x)] < lel(|x]) g(le) g(likﬂ«u) = Ix]-&(u)

= geB, |l ¢alu) | |
L A I e R R

o

| Daar |
lgw)] = g(u) = T.gn) = Julgtw) !
geldt selfs fgl = glw). o

We deﬁinleren Co o
1 t B i

= {f: Ew~>IR l f is Rlewa»homomorflsmey £{u)= 1}

10,3 Lemma. X is een_zwak«égdslotcn deel?erzameling van de eenheids-
bol §' van E'. |
Bewijs: 21j f een element van X. Daar f een Riesz-homomorfisme

Ve o Wi

is, geldt zeker £ e K, Uit 10.2 volgt nu onmiddelijk £ ¢ S'.
Due X ¢ §'. o . o
2ij £, ¢ ¢(E‘?E)mcngWSKiehi£SgéE;Oen»5 > 0, De verzameling
Ufo(x;:l‘}:c];u;fé)},_;f‘é.aj{f‘fva B li‘(x)mfo(x)i(&g ]f(}xl)«fo(lx;)i<«s
| T |£(w)=£, (w) <8}
. is een V(B”pE) omgexlng van £ . Necem ecen £ e X N U, (x,!x!,u,6)

, o
Dan blijkt

RENEINE i‘ (lxm .s; Hf (x)lm!f(*c)liéiif(x)!mf(i D1
B BB NEENT
| B3 !f (x)mf(x)[iOeé 25,
“|1-£ (u)l lf(u)«»i‘ (u)} <5,
Dus f, is een RiGSthomomorfisme meb f (u) ?9 ﬁ@w@uﬁ £, e X,

Derhalve is X V(B’gﬁ)mgealaueno
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R

De verzameling X, voorzien van de relatieve ¢(E',E)-topologie,

noemen we de structuur-ruimte van E,

10.4 Lemma, De structuurruimte X van E is een niet-lege compacte

Hausdorff-ruinmte.

~ Bewijs: Het is duidelijkddat X.een Hausdorff-ruimte is. Voorts is
volgens 1093; X een ¢(E',E)-gesloten deelverzameling van S', die,
op grond van de stelling van Banach-Alaoglu-Bourbaki, o(E',E)-com~
pact is, Dus X is eveneens o(E' E)-—compacto Rest te bewijzen dat
X nletmleeg is, Definieer daartoe ‘
i= {g e B | g2 0, glw)= 1},
en merk op dat:
1 B c S
Want; volgens 10,2 geldt voor iedere g ¢ B
lel = g(u) = | '
2, B is ¢(E',E) compact
Want: We kunnen B schrijven als
B=nf{e '|®"| | x e K} ne {1},
waarin IR :={« eIR |« O}, Daar IR' en {1} gesloten verzameling-
en zijn, en alle functies e, zwakﬁ;continu? is B'zwak%;gesloteng
en dus ~compact vanwege 1. en de stelling van B.-A.-B,,
5. B b ' |
Want: Daar E % {0}, volgt uit de stelling van Hahn-Banach dat ook
" £ {0}, Dus is K* #J{O}9 en bijgevolg B + b,
4, B is convex,
. Dit stelt ons in staat de stelling van Krein-Milman toe te passen,
en we concluderen dat
‘ext B ¥ $.
. In 3 stappen zullen we nu aantonen dat ext B = X {voor het'bewijs“

van ons lemma is eigenlijk de inclusie ext B ¢ X voldoende),



(1) (0 ¢ g < heext B) = g=g(u).h
Want: Op grond van 10,2, is het gesteléé triviaal als g(u)=0,
of als g(u)=h(u), Neem dus z.b.d,a, aan dat
0 < glw) < 1=nu). | |
Definieer o ' o
| ko= ey 1:=1:§-’(’-%.
Dan is k ¢ B, 1 € B, en
g(u)-k + (1-g(u)).1 = h & ext B,
Dit is slechts mogelijk indien k=l=h. Dus g = g(u) h,
(1i) ext Bc X '
Want: Neem h ¢ ext B, Om aan te tonen dat h een Riesz-homomorfis-
me is kiezen we x,y in E met x Ay=0, en, beki jken h(xlaliy), Uit
lemma 7.8 volgt de existentie van een oy € Eb, die voldoet aan:
0L p Lh , fk(x)=h(x) y Fk(y)e@.
Volgens (i) is dus
Px ﬁ%(u) h,
en in het bizonder px(n) hix)= gx(x)~h(x) Daaruit volgt . of
{fr()=0 = h(x)=0 =~ h(}a B§)=0
6f ‘ ‘
Px(u)“l vohep o B(y)=pp (y)=0 = h(xkaity)=0.
In.elk geval vinden we dus hlxaby)=0; d.w,z. h is een Riesz~
homomorfisme@’ |
(iii) ext B = X
Want: We weten dat X ¢ B, Neem een h ¢ X, en veronderstel dat
h=Af + (1=0).g
met £, in B, en 0 < A< 1, Daar h een Riesz-homomorfisme is, geldt
dr2(x)] & Ag(x]) g h(|x}) = |n(x)] (x e E).
Daaruit volgs b~ {0} T {Q};uen;duaaf,a h, {(4it laatste, omdat

*'?{0} een nimkxirkuyiaiw maximale deelruimftc van B lo; d.w.3.

[ SV —



 jedere x in E is te schrijven als x—z+uau met h(z)=0, en dus
h(x)—h(z)4wh(u) O+e@1=f(z)+uﬂ(u)~f(x) 2ie [/)J, blz, 52). Dus

" h is een extreem punt van B, .

Voor iedere x in E is eylx een. contmnue funetie van de structuur
‘ruimte X naar IR, We definieren dus een functie I D-¢C (X) door te
 getten J(x):=e !X’ oftewel '
J(x)(£) := £(x) (xeB, £eX)
Zonder moeite is:in.teszien dat J een Riesz-homomorfisme is, en dat

10,5 Lemma, J dis een norm- en Riebzﬂiéomorfisme van E op een dichte
deelruinmte van CT(X). |
Bewijs: A

(1) Om te bewijzen dat J een 1somé§rie‘is merken we eerst op dat
)] = maxd [9x)(E)] | £ € X} o= max{[£(x)] | £ X} < Jx],
.voor alle x in B , Voor de omgekcerde ongelijkheid, kies x$0 in E
en stel x := [x], Defihieer |
t= {£ ¢ B' | £ 0, f(u) 1, f(x )-ﬂx "}

By
Daarvoor geldt:
1e Bo is convex en zWak*écompact;
Dit bewijst men zoals in 10.4 voor B;
2. B, % b. | |
Went: Volgens de sLelling ven Hahnuﬁamach bes&aah er een g ¢ B!
met de eigenschap | | o
lel = r 8(x) = ENE R :
Dus voor f:= lgl geldt U |
£lxy) = lel(xy) 2 latx)] = Ix, I, o
en vocrts'(daar E' een Banach~rooster‘is) 2] = Jlell = Jel=1,20dat
£(x,) ¢ el Il = slxolus,~or = b | |
- Dit betekent dat f a B g e




3, b4 ext'B c ext B c X.

_ Want: Volgens 1. en 2 mogen we op, B de. stelllng van Krein-Milmai

toepassen;, .daaruit volgt ext B, f b. Neem nu h ¢ ext B, en

verondérstel dat h=A;f+(1—A)g met £, in B en 0 < A < 1, Dan is .
x I= nlx)= Aus(x )+ (1-A)g(x,) < Ml (=M fx U= U=, 0

waaruit onmiddeiijk volgt dat f£(x )= ﬂxoﬂ= g(x,); m.a.w. £ en g

liggen in B,.Dus h is een extreem punt van B,

Conclusie: Er is een k e X met k(x0)=”ﬂk°ﬂ. Daarvoor geldt dus

I(xg) ()= K(x,) = |xgl= fxg | el -

'Bij ‘gevolg vinden we

G = Hat = datl=l¥l= la(x) ] 2 Ix, 1= Ix].

Tezamen_meﬁ het reeds opgeﬁprkte levert dit de isometrie van J,

(11) Om te bewijzen dat J[E] dicht is in C.(X), definieren we

M = el J[E]  (=topologische afsluiting van P[E] in C.(X)).
Dan geldt: ' e o T
1, M is een gesloten Riesz-deelrtimte vanfCr(X);

Want: Kennelijk is J[E] een Riesz-deelruimte van. C,(X). Uit de

‘continuiteit van de vector- en rooster~opcratics volgt hetzelfde

- voor de afsluiting M van J[E].

J[B]

10.6

2, 1y e M (en wel, 1y = J(u))

3. M scheidt{ de punten van X,

Want: Als £ en g in X' liggen, en, bijvoorbeeld, £(xy+ g(x), dan
is J(x)(£)# J(x)(g); dus reeds J[E] scheidt de punten van X,
Conclusie: Op M is de';telling'ﬁan Kaluteni-Krein (9.3) van toe-

-passing. Dit betelnt M= Cr(X).

Indien, in het voorafgaande, E een Banach-rooster is, dan is

gesloten, en dus: ’

. . , i i,

Stelling (Kakutani) Een Banach—roostef (E,$,u..") met eenheid is

is norm- en Riesz-isomorf met Cr(x)‘(Waarin'X de structuurruimte

van B i8).
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Par 11 Riesz-homomorfismen op CrCX) ;:
.

In deze paragraaf is X steeds een willekeurige compacte Haus-
dorff-ruimte, In de algebra C (X) zijn, volgens stelling 6.14,"de (gesl
: algebralsche 1dea1en dezelfde als de orde~idealen. Zoals zal blij~
ken geldt hetzelfde voor R1esz~homomorflsmen en algebra=homomorfismen

tussen algebra's van de vorm C.(X). Per definitie, een lineaire af-

beelding L van»een-aigebra A in een algebra B (beide over IR) is een

algebra-homomorfisme indien L(a1}a2)'= L(a1).L(a2), voor alle a;, a,

in A, . ' - ; ;

11.1 Stelling., Zij L een retle lineaire functionaal op,Cr(X),'waarvoor
geldt L(1X)= 1, Dan zijn aequivalent de beweringen:
(i) L is een Riesz-homomorfisme
(ii) L is een algebra-homomorfisme |
(iii) Er is Juist §én x ¢ X, zo dat L(f)= £(x) (£ e Cr(x)).
Bewijs |
(ii)=(i): Neem f ¢ C (X) Dan is o ‘
£] = V&EE' (a, W2, l£](x)= V(£(x))?, voor alle x ¢ X).,
Daar L‘een algebra~homomorflsme is, volgt hieruit
n(le] 3= L(»;W' )= L( VTET 2y= (L‘( V'ITI'))"2 20
en |
(1(£))2= 1((5)%)= 1(]£]?) = (Llfl)2
Tezamen geeft dit
lL(e) = loCle]) = n(|£]),
dus T is een Riesz-homomorfisme.,
(1)-(111): 2ij L een Riesz~homomorfisme met I.(“ix)--~ 1, Dan is L
continu (met ﬂL%=1, vgl. 10.3), zodat

¥ o= {£ e 0,(%) | L(£)=0} -

PRSI



een gesloten verzameling is, Bovendien is N kennelijk een orde-
ideaal, en dus, volgens 6,14, een %1gebraisch ideaal., Volgens
6.1% betekent dit, dat er een gesloten niet-lege deelverszameling

V van X bestaat zo, dat

N=1I;:={fe CI';(X) | £(x) =0 (x e V)}.

Zi§ x, een punt van V. Dan geldt; voor iedere f ¢ Or(X),

L(f~L(f)1X) L(£)-L(£)L(1y)
| L(£)=L(£)1

-0,

Hieruit volgh

£-L(£f)1y e N = I

oftewel ‘

£(x,)-L(£) = (£-D(£)1y) (x,) = 0.

'V"

'We zien dus dat .

() = £(xy) (£ e C(X)).

Daar,Cr(X) de punten van X scheidt, volgt uit deze formule

tegelijkertijd dat het punt x uniek bepaald is door I (m.a.w.

V= {x D).

1.2

(iii)=(ii): Triviaal,

meerking0 Het voorgaande betoog kan, mel geringe wijzigingen,
00k gelezen worden als bewijs van de voigende bewering:

Zij I een reele lineaire functionaal op or(x), Dan zijn de vol-

- gende uitspraken aequivalent:

(1) L is een Riesz-homomorfisme met L(1X) = 1,
(11) L is een niet-triviaal (i.e. $0) algebra-~homomorfisme,
(i1i) Er is een x € X zo, dat L(f)= £(x) (f ¢ Cr(X)).
Uit het bewijs van 10,4 (speciaal dl, (iii)), toegepast op E:=
cr(x), zign we dat deze uitspraken ook nog aequivalént zijn met:

. (1v) ngﬂext ﬁx, wagrin Bx;={L S'Gr(x)’fl L >0, ;(1x)= 1},



11.3

11,4

‘Bewijs:

LI

In het bijzonder wordt dus dodr bovenstaande regel (iii) een
1-1 correspondentie vastgelegd tussen de punten van X en de

extreme punten van B " Dit is zelfs een homeomorfisme:

Lemma, De afbeelding H:X—>ex?t BX,‘gedefinieerd door
H(x)(f) := £(x) (f e C.(X), x ¢ X),
is een homeomorfimme van XAop exf B,

Bewijs: We zagen reeds dat H een 1-lafbeelding van X op ext Bx is,

-Om te bewijzen dat'H‘topologisch,is, merken we op dat de verza-

melingen van de vorm : ;

(f1,...,f i6) = {xeX| lfigx)-fi(xo)lgé (i=1,...,0)},
met X, € X, {f1,...,f }cC (x), 6>O, een basis voor de topologie
van de (compacte Haus&orff—)rulmte X vormen (dit volgt b,v, on~
middelijk uit [ §], stelling 60). Maar

CH[V, (f1,...,fn,5)] ={Hx| xe X, [£;(x)-£,(x )< 8 (i=1,...,n)}
-{Hxl xe X, IHx(f )-Ex (£, )16 (4=1,..,n)}
-{Le ext By| [L(f,)-L (£y)|< 6 (i-—1,..,n)}

I, (£1100058,38),

waarin Lo:=H(xo).vDus"H voert een basis voor de ‘topologie van X

‘over in een basis voor de topologie van ext By. D.w.z, H is een

homeomorfisme.

Stelling, Laat X en Y compacte Hausdorff-ruimbten zijn, en T:

¢ (X)~w>0 (Y) een lineaire afbeelding met T(1X)- Ty. Dan zijn

de volgende uitspraken aequivalent:

(1) T is een Riesz-~homomorfisme

(i1) T is een algebra~homomorfisme | -
(iii) Br is juist ééh;continde furctie g:Y—>X, zo dat T(f)='fa§5
voor alle f ¢ Cr(x)° | ? '




(ii)=(1i): 2zij T een aigebra~homomorfisme. Voor iedere y ¢ Y

deflnleren we L_:C_(X)—>IR door

yir
L(f) = 2(£)(y) (£eC (X)), , (1)
Het is gemakkeli;k in te zien dat: L een"algebra-homomorfisme is

J
me't Ly(1x)= 1. Volgens 11,1 is er dus een unieke x &£ X (afhanke-

lijk van y) zo, dat ,

p(£)=£(x)  (£ecdn). (2)
Daaruit volgt |

(1) =L (=[] (x)=1£x)|=|2 () (P |=]|2(D () (T e Y).
Dus T(|£])= |2(f)|, dew.z2. T is een Riesz-homomorfisme,
(1)-(1ii): 21ij T een Eiesz—homomorfisme met T(1X)= 1y. Definieer

opnieuw, voor iedere y £ Y, een functie L_ volgens formule (1),

y
Dan is Ly een Riesz-homomorfi%me met Ly(1X)= 1, zodat, volgens
11.1, een x € X bestaat waarvoor (é) geldt, Stel nu 4(y):=x; dan
wordt daardoor een functie p:Y—>X gedefinieerd zd, dat automatisch
2(£) (y) = Loq(y) (y e Y).
Om aan te tonen dat e continu is, nemen we een pgnt Yo € Y en
een basisomgeving v, (f1,...,fn;6) van'xo:=y(y0) voor de topo-
Lo )
logie van X (vgl., bewijs van 11,%), Dan is
~1
EV 19~’~1fn}6)3 ={ye Y| !f °V(y) ~f, °?(yo)|< 6 (i=1,..,n)}
=Iye Y| |2£, (y)-1f, 1 (o) [< 8 (1=1,..0im)}
yo(Tf.l’ooa’Tf 6)
Dit is een open verzameling in Y; dus j 1s conyinu,

(1ii)=(ii) Evident,
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