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Hoofdstuk I Inleiding 

Par. 1 Grondbegrippen 

1.1 Definitie. Zij E een niet lege verzameling. Een relatie i gedefi-
.. 

nmeerd in E heet een ~artiele ordening (of kortweg, ordening} in 

E_indien hij voldoet aan 

(i) Xi X (xi E) 

(ii) (xi y, y ix) - x~y 

(iii) (x ~ y, y i z) - xi z 

Voor xi y schrijven we ook wel y ~ x. 

f' 

r-

-1., 2 Defini tie. Zij E een reele lineaire ruimte ( = vectorruimte over .. · 

IR; zie (1] Def. 26), en i een ordening in E. Het paar (E,!) 

een georde-nd~ vect~2:!!_1.;te (afgekort, -2.!!•) ~ls. geldt 

(i) xi y - x+z i·y+z (z, & E) 

( i 1 ) X i Y . ~ '14 X i °'- y ( 0~ ~ oc. & m) 

1.,3 Definiti!• Zij (E,i) een o.v •• De verzameling 

K := {x EE Ix~ O} 

heet de positieve ke~el (of kortweg, ~e k~~~) van E. 

1.4 Eigenschappen. Zij (E,i) een o.v. met kegel K. Dan geldt 

(i) K f ~ 

(ii) K+K C K (d'.w.z. (x & K, y E K) - x+y £ K) 

(iii)°" K c K voor O ~°' e: m (d~w.,z. (x £ K, t1.e .l 0) .-Ot x e: K) 

(iv) Kn (-K) = {O} 

Bewijs: Triviaal. 

1 .. 5 Opmerking .. Zij E een reele lineaire. ruimte en K een deelveraamelin~ 

van Edie voldoet aa.n de eisen (ii), (iii), (iv) van 1.4. Definieei ,, 

in E een relatie i' d~or 

xi' y ~ y-x e K. 

Dan is (E,i') een o.v. met kegel K 



Bewi j s: Bi j w;i. j ze van voorbeeld bewij zen we , 1 ; 1 (iii) en '..1 ~ 2 (:L) • · · 

X .,S.' Y, Y .,S.' Z 

-. y-X E K, · z-y E K "_,_; 

.... z-x e K+K CK (volgens 1. 4 ( :J.i)) 

-+ X ,S_, z. \ 

X ( I y .... 
.... (y+z)-(x+z) = y-z e K 

' -+ x+z <' y+z •. --
1.6 Definitie. Zij (E,i) een o.v., en x e E, ye E met xi y. Dan 

heet de verzameling ; 

[x,y] := {z E E X ..s. z i y} 

een orde-interval. 

1.7 Eigenschap. Een ordeinterval is een convexe verzameling (d.w.z. 

(u e [x,y], v e [x,y], O ~ 'A ~ 1) ... ('Au +(1-'A)v e [x,y]) ). 

Bewijs: Laat u,v,'A gekozen zijn als boven. Dan volgt uit 1.2_(ii).· 

Ax i AU i 'Ay , (1-'A):Jf i (1~'A)v i (1-A)y, 

en dus, met behulp van 1.2(1), 

X ,5_ AU + ( 1-7'.) V f Y • 

1.8 Definities. Zij (E,i) een o.v., en Been deelverza.meling van E. 

B heet naar poven ~~grensd (resp. naar beneden begrensd) als 

er een z EE bestaat zo, dat 

xi z {reap. x ~ z) voor alle x e B. 

_Zo'n element z heat een povengrens (resp. ondergrens) van B. Ale 

B zowel naar boven ale naar _beneden begrensd is, dan heet B (orde) .-
-begrensd; dus, Bis ordebegrensd als B ligt in een ordeinterval. 

B heat naar bO!!~~~~,£.~t (resp. naar beneden gericht) als bij ,. 

ieder tweetal x,y in Been z e B bestaat zo d~t 

X ( Z -



Een element u e: E heet het supremum (resp. infimum) van Bala geldt: 

(i) u is een bovengrens xax (resp. ondergrens) van B9 

(ii) ala z een bovengrens (resp. ondergrens) van B is,_dan is 

z ~ u (resp. z i u). 

Not~tie: u=: sup B (resp. u=: inf B). 

Indien B bestaat uit twee elementen x en Y., en sup B bestaat, dan 
,· 

schrijven we~ xvy ,:= sup B. Analoog, XAY := inf B. 

1.9 Definitie. Een o.v. (E,i) wordt een Riesz-ruimte (ook wel, lineair 

rooster) genoemd ala voor elk tweetal x,y in E, x" y en x"' y besta~n1 
' 

1.10 Opmerking. Een ordening i op een vazameling E heet een lineaire or­

~enin~ ala voor elk tweetal x,y in E geldt: xi y of x ~ y. Klaar­

blijkelijk is e·en o. v. met een lineaire ordening een Riesz-ruimte. 
,(' 

'~ J • 

\ 
\ 



Par 2 .Eenvoudige eigenschappen· 

2.1 Lemma. Zij (E,.$) een o.v., en laat x en y elementen van E zijn 

waarvoor xv y bestaat-. Dan bestaan opk 

(i)") (x+z) v (y+z), en er geldt (x+z) v (y+z)=(x v y)+z · 

(ii·) x,,..y, en er geldt x+y=(xvy)+(xAy); 

( iii) o<.X V e<.y' en er geldt °'x" «y:4"'(X \I' y) 

(iv): cx.x v "Y, en er geldt otXv oc.y=tx(x/\y). 

Hetzelfde geldt met verwisseling van v en~. 

Bewijs: 

(i) Stel c:=(xvy)+z. Dan c-z=xvy 

;'('~--c--z L.Yt en( c-z 2 y 

➔ c L x+z enc L y+z 

- c is een bovengrens van {x+z,y+z} .. 
.. 

(oc.~ 0) 
. -
(e&.~ o). 

Veronderstel d ia een bovengrens van {x+z,y+z}. Dan 

d 2 x+z end~ y+z 

- d-z > x en dffz 2 y 

➔ d-z L xv y 

- d 2 (xv y)+z=c 

Hieruit volgt onmiddelijk het gestelde. 

(ii) Door toepaasing van (i) vinden we . 
(xv y)..;.(x+y)=(x-(x+y)) v (y-(x+y) )4:(-y) v (-x). 

(z E E);· 

Re~t te bewijzen dat (-y).,, (-x)=-(y I\ x)'. Ste;i. d=(-y) v (-x). Dan 

d 2 -yen d 2 -x 

➔ Y 2 -den x ~ -d 

➔ -d is een ondergrens ·van {x ,y}. 

Zij f een ondergrens van {x,y}. Dan 

f .$. x en f.$. y 
,. 

- -x .$_-fen -y .$. -f 

- X*2Cixxi*xixt -f -~ (-y) v (-x)=d 

- f .$. -d 



Het bewijs van (iii) en (iv) volgt direct uit de voorgaande delen 

2 .. 2 Gevolg. Zij (E,<) een o.v. met de eigenschap dat xv O bestaat _., --~;><•.----... -

voor iedere x f E. Dan is (E,i) een Riesz-ruimte. 

Bewijs: Neem y,z in E. Dan bestaat (y-z) v o. Uit 2.1 (i) en (ii) 

volgt nu de· exiatentie van y v z en Y"' z. 

Zij (E,i) een o.v., en x een element van E waarvoor x O bestaat. 

Dan bestaan ook 

· en 

(xv O)+(-x) = 0 v (-x), 

(xv0)+(0 v(-x)) = 2(xv0):;;;((xv0)-(0 v(-x))) 

= 2(x v0)-((x v0).+(0 AX)) 

= 2(xv0)-x = ((2x) v 0)-x = x v(-x). 

De volgende definitie is daarom zinvol. 

2.3 Definitie. Zij (E,i) een o.v., en x een element van E waarvoor ~,.-~ 

xv O bestaat., We noemen 

x+ ::= xv O het posi tieve deel van x, 

x- := (-x) v O het negatieve deel van x, -~·- . 
lxl := x v(-x) de absolute waarde-van x. 

2 .. 4 Voorbeeld. De verzameliug der begrensde reele funoties op een ---Q ----... --... ..... _ 

verzameling X duiden we aan met Br (X). Definieert men in :;3iJx) 
de volgende opera.ties: 

(f+g)(t) := f(t)+g(t) (t EX) 

( O(.,f)(t) := c,(f(t) Ct E X) 

git ++ (g(t) ~ f(t) voor alle t & X), 

_dan is Br(X) een Riesz-ruimte .. Er geldt 

, ( f v g )( t ) =: max { f ( t ) , g ( t )} ( t e X ) , 

f + ( t-) = max { f ( t ) , 0} ( t E X ) , 

f-(t) .=. max{-f(t) ,o} (t e XL 
I-fl (t) = Jf(t) I . (t E X). 

\ 



In het volgende lemma worden een aantal eigenschappen van de 

zojuimt gedefinieerde begrippen opgesomd. De (eenvoudige) bewijzen 

warden aan de lezer overgelaten 

2.5 Lemma. Zij (E,.$_) een o.v. ,en x een element van E waarvoor xv 0 

bestaat. Dan geldt: 

( i) { X +, X - , IX I } .c K 

(ii) x==x+-x-

(iii) Jxl==x++x-

(iv) ("x)+==~x?:~ (°'x)-==t1.;x~ (0<. :f 0) 

(cc..x) + =-°'x-, (o<.x )-=-«x + (o(.~ 0) 

(0< e IR) 

(vi) x + S. Ix I , x - S. Ix I , , -x - S. x S. x + 
I 

(vii) x+A x-==O 

.(:!_s pr aak. Ter vereenvoudiging van de notatie zullen we 

uitdrukkingen van de vorm (!X.X) V y de haakj~s weglaten. 
lL~., ·. •' ~ ,, .: - (': ,:..) . - --'-·. •' . , '.;_ ,; _, '-' 

voortaan 

Dus 

ix.x V y:=(otx)v- y (wel te onderscheiden van ~(.1evy) ! ) • 

In het byzonder 

-X 'II Y:::: ( -X) V Y • 

Hetzelfde met vervanging van v door~. 

in 

2.6 Gevolg. Zij (E,S.) een_ o.v.,en laat x en y elementen van E zijn 

waarvoor xv O en y v O bestaane Dan geldt 

X .$_ y "·~ ( X+ .$_ y + en X - ~ y - ) , 

Bewijs: 

(-) Volgens het gegeven en 2,5 is 

x S. y .$. y+ en O S. y + 

-+ xv05._y+ 
,. 
➔ + < + 

X - y II 

Merk nu op dat ook: -x v O en -y v O bes·taan, en dat -y S. -x. Dus 

(-1)+ i, (-x)+ 

-- ..,. 



(+-) X + - + - + -= X -X i Y -X i Y -y = Y • 

2.7 Lemma. Zij (E,<) een o.v., en laat x en y elementen van E zi.jn - . 
waarvoor x vy bestaat. Dan bestaan ook (x-y)+, (y-x)+ en jx-yj. 

Voorts: 

(i) xv y = (x-y)++y = (y-x)++x 

(ii) x "y = x-(x-y)+ = y-(y-x)+ 

(iii) x+y = (xv y)+(x A· y) 

(iv) jx-yj · = (xvy)-(x A y) 

(v) xv y = ~(x+y+j~-yj) 

(vi) x A y = 1<x+y-jx-yj). 

Bewijs:·Uit de gegevens volgt de existentie van 

(xv y)-y = (x-y) v O = (x-y)+ 

en van 

(xv y)-x = 0 v (y-x) = (y-x)+, 

en dus ook van 

(x-y)++(y-x)+ = (x-y)++(x-y)- = lx-yj. 

Van de opgesomde betrekkingen volgt nu (i) onmiddelijk uit het . 
bovenstaande, terwijl (iii) reeds is bewezen onder 2.1(ii). De 

overige volgen gemakkelijk uit (i) en (iii). 

De gein.troduceerde opera ties: v , A , +, - ," · J I noemen we de 

rooster-opera ties .. Ui t het vooraf gaande bl.ijkt dat ze als volgt samen­

hangen (vooropgesteld dat de betrokken elementen gedefinieerd zijn): 

xvy = 1<x+y+jx-yl) \ 

x ,-.y = x+y-(x v y) 
. + 

X = -(=X A 0) 

X = (-X)+ 

i, 



/ l 

,rn 

2.8 Lemma. Zij (E,<) een o.v •• Laat A en B deelverzamelingen van E - -
zijn,· waarvoor sup A, sup B·, sup(A+B)° bestaan. Dan bestaan ook 

sup(°' A) voor e<~ o, en inf(o<.A) voor ~ ~ O, en 

(i) sup A+ sup B = sup(A+B) 

(ii) sup(O\'A) = °'£tsup A ( ~ ~ 0) 

(iii) inf(°'-A) = O(.,? sup A ( ~~ 0) 

Hetzelfde geldt met verwisseling van sup en i~f. 

Bewij~: Stel a:=sup A, b:=sup B, en c:=sup(A+B). 

(i) Kennelijk is a+b een bovengrens van A+B, dus c ~ a+b. 

Omgekeerd, 

x+y i C (x e A, y EB) 

- Xi c-y (x e A, y EB) 

➔ a=sup Ai c-y (y EB) 

- y i c-a (y EB) 

-+ b=sup B < c-a 

Dus c=a+b. 

(ii) Voor ~= 0 is de bewaring triviaal .. Zij dus ~+ o. 
Kennelijk is ~qa een bovengrens van A. Omgekeerd, als z een 

bovengrens van 0i. .A is, dan 

(x EA) 

(x e; A) 

- a < 1 z. 
- 0(, I 

H:arui t volgt dat °''a i z, en dus is ~ .. a = sup(C<A). 

De rest van het bewijs verloop·t analoog. 
\ 



Par. 3 Voorbeelden 

3.1 Voorpeeld. De verzameling m, voorzien van gebruikelijke optel­

ling en acalar-vermenigvuldiging, en de oed_ening: 

X .$.. y 

is een Rieszruimte met lineaire ordening. 

3.2 Voorbeeld. m~ met coordinaatsgewijze optelling en - scalar-ve~-....__,_._.(¥ _____ 

menigvuldiJng, en de doordinaatsgewijze o~dening: 

(x1' •" • ,xn)=x i y=(y1 '" • • ,yn) ~ xi ~ Y:i. (1=1, ••• ,n) 

is een Rieszruim·te. Dit is onmiddelijk duidelijk maar volgt ook 

uit het volgende lemma. 

3.3 ~~• Zij {(Ev,iv)}VrE I een c~llectie Rieszruimten. Zij E= 

}{ IEv het directe product van de vectorruim·t;en Ev (vgl. [1J pag.53) 

en voorzie dit van de product-ordening i: 

f .$_ g ~ f ( V ~ iv g ( V) ( V E I ) 

Dan is (E,i) een Rieszruimte. 

~ewi~; Merk op dat 

(f v g) (v)=f(v) v"g(v) (v EI). 

3.4 Voorbeeld. mn (met gebruikelijke vector-structuur) voorzien van 

de lexicographische ordening: 

/ xi y <-> x=y of fil:i met 1~i~n zo,dat x1-ty1 en xj=yj (j=1, •• ,i-~ 

is een lineair geordende Rieszruimte •. 

In voorbeeld 2 .,4..:-, zagen we reeds dat Br(X) een Rieszruimte i.s. Het 
I 

is een lineaire deelruimte van mX en de ordening is de relatie~re 

'i product-ordening van IRX. Bovendien geldt 

f VB ( X) g = f V X g 
r :rn 

Dit laatste geldt-nfet altijd~ij een relatieve (geerfde) ordenir~: 
,, 

, I 

~ ' 

3.5 Voorbeeld .. Zij cr[o,1] de (vegtor-)ruimte der continue functiis 

op [o, 1 J , voorzien van.• de gewone ordening ( 1. e o de relatieve 
ro 1., · 

product-,ordening van m"' • .f). Di t is een Riesz-ruimte. Zij 

I 
I 
I 
I 

l 
i 



M:={f i:: q.[0,1] I f(t)::;"'-t+f., (fj(.,/l in m)} 

Mis een linefire deelruimte van q.[0,1] en bij de relatieve 

ordening een Riesz-ruimte. Maar niet steeds geldt 

f "M. g = f vq.~o, 1] g· ! 

Blijkens het volgende voorbeeld is een lineaire deelruimte van 

een.Riesz-ruimte bij de relatieve ordening niet noodzakelijk een 

Riesz-ruimte (wel een o.v.). 

3.7 Voorbeeld.~Beschouw m2 met de coordinaatsgewijze ordening, en 

zij 

, M:={x i:: m2 I x 1=,Ex2} 

De relatieve ordening o·p M is de tri viale: 
••rt ••111 81 

X .$., y ~ x=y 

JD 

Het volgende hoofdstuk is gewijd aan de bestudering van een ander 

belangrijk voorbeeld van ~en Riesz-ruimte, n.1. de ruimte M (m) der . . n 
reele nxn matrices. De algemene ·theorie word·t voortgezet .in hoofdstuk 

III. 

.'.,: 

\ 
: 



.J II 

Hoofdstuk II Positieve matrices 

Par. 4 Irreducibele matrices 

Met Mn(m) zij aangeduid de verzameling van alle reijle rucn-
. 

matrices. De elementen ~an een matrix A e Mn(m) worden aangegeven 

met de corresponderende kleine letter ai,j (i,j=1,~.".,n); de matrix 

A zelf ook wel met ( a1 , j) • Mn ( m) is een ( reele) vectorruimte bi j de ·. 

opera ties: · 

n2 
Daze vectorruimte is lineair isomorf met m onder de afbeelding 

. 2 
J :l\i ( m)--> mn , 

J(A) = X 

n2 
Laat m coordinaatsgewijs geordend zijn. We voorzien Mn Cm) van de 

(unieke) ordening waarvoor 

A l.. B 1+ J(A) l.. J(B) "· 
2 . 

Daar mn. een Riesz-ruimte is, geldt dan hetzelfde voor Mn(m); o.m. 

hebben we: Al.. 0 ~) (ai,j ~ 0 voor ~,j=1, ••• ,n)~ 

A v B = (a. .~bi. j ) , A A B = ( a1 j" bi . ) a . 
l.gJ t , ,J 

A+= ( a1 , j + ) , A - = ( a1 , j .... ) , I A I = ( I a1 , j I ) • 
Iedere A e Mn(m) bepaalt'ondubbelzinnig een lineaire afbeeldin& 

TA: mn-> mn door de formula 

TA(x) := A .. x, 

waar A,x het matrix-product van A met de ala kolom geschreven vec~,r 
\ 

x aanduidt. Omgeka:erd, behoort bij elke lineaire afbeelding T: mn->·:•\n 

juist een matrix AT 

~au~de·:v:eot2~ T ( ek) 

.l~,1 .... • .... v 

... 
e Mn ( m), bepaald door de"'··eis 

.... . .. 
de kde ..kolom vari_ de matrix AT vormen (hierin is 

·1 • 'l'"!')n .... u ....;, •.. , due ( ~ ) ~- ii' ) .. J..,. . , vl,. 4 • • ·• ,.- .: ,. · • ;. ,..., .... .:: .. , .... . 

\ 



ek de kde kanonieke basisvector in mn, d.w.z. (ek)i = &k,i) In dat 

geval is 

T ( AT ) = T , A (TA ) = A . 

Ter vereenvoudig:lhng van de notatie zullen in het vervolg geen onder-
c,; •. 

scheid meer maken in de notatie tussen een matrix en de daardoor be­

paalde lineaire afbeelding. Met A(x) of Ax wordt dus zowel A.x ala 

TA(x) aa.ngeduid. 

':' I t. 

In dit hoofdstuk zullen we, sprekend over mn, deze ruimte steeds 

coordinaatsgewijs geordend denken. 

4. 1 ~€ien~~~!1• Zij A e ?\i( m)., Dan geldt 

(i) A 1 O ++ (Ax i.o voor alle· x Em.n met x 1 0) 

(ii) IAxl i Iii.I (Ix!·)· (x emn). 

~~~-~-j!3: 

(i) Ala Ax.~ o, voor alle .x emn:Jme.t.nx\~; O:,. .nan _isJ±n;.cllet bij• 

zonder;-. :.;.;.11 

~'-

. Aek ~ 0 

Daaruit volgt 

a1 , j ~ O 

(k=1, ••• ,n) • 

(i,j=1,,.. .. ,n). 

Het omgekeerde is triviaal. 

(ii) Voor iedere x e'JlRn geldt 
n 

jAx1 1 = l(Ax)11 ~ 1~1 ai,j xjl 
.11 

~ t: 1 I ai , j I l x j I = ( I A I ( I x I ) i 
Hieruit volgt het gestelde, 

(i=1, .... ,n)'. 

De topologie van mn (en eventueel W) is de 1gewone' topologie, 

d.w .. z. a.f~omstig van de metriek d, 1 n -
. d(xgy) := llx-yjj :=(~1 lx1-y1 12 ) 2 • 



4 .2L ~!j;J:e. Een al~~l?i:~. B over IR is een reele lineaire ruimte 

waarin een vermenigvuldiging gedefinieerd is zo,dat 

(i) Bis een ring t.o.v. optelli~g en vermenigvuldiglh.ng, 

(ii) A(xy) = (~x)y = x(~y) ( }.i. e: IR, X, y in B) • 

-/3 

Een lineaire deelruimte I van de a~gebra B heat een algebraisch 

ideaal in B als 

( X € · I , y E B ) ➔ ( xy. e: I , yx E I ) • 

Voorbeelden van algebra's zijn o.m.: 

( i) IRn met als vermenigvuldiging het inwendig product " • 11
: 

x.y := (x1Y1,•••,xnyn) 

'( il) Mn (IR) met de matrix-vermenigvudiging. 

(iii) Cr(X), de verzameling van alle continue reele functies 

op een topologische ruimte X;,1 met puntsgewijze opera·ties. 

4.3; §j;el:l:,1,,Ag. Zij I een lineaiue deelruimte van IRn. Dan zijn de 

volgende uitspraken aequivalent: 

(i) I is een algebraisch ideaal 

(ii) I= {O}, of er is een deelverzameling V:={i1, ••• ,ir} van 

{ 1 , .... , n} z o da t 

I= sp {ej I j e: V} 

(d.w.z. I is de lineaire deelruimte opgespannen door {ej I j e V}) 

( iii ) ( I al .$. I b I , a' e: IRn, b e: I) ➔ a e: I • 

~~~ijs: 

(i)➔(ii): Neem aan I+ {o}. Definieer 

V ·:~ {j e: {1,.:.;n}"f H1 a e: I zo dat aj + O}~ 

Stel voorts 

Iv:= sp { ej I j e: v}. 
Ala a·een element is van I, dan is 

n . 
e. = f=-1 aj 11ej = frvaj .,ej e: Iy• 

Dus I c Iv• Omgekeerd, ala j e: V, dan is er een·a in I met aj + o, 

en dus 



;;, I 'I 

1 
ej = (~ ej).a e I. 

Daaruit volgt dat Iv· c I. Dus I= Iv• 

(ii)-+(iii): Ala I= {O} is het gestelde triviaal. Neem be I, en 

a elRn zo dat lal i lbl. Dan is 

I ak I ~ · I bk I = · 9 ( k ~ V) , 

en dus 
n -·a - ~ a e - L.\ a e ,,. I - k=1 k k - ke V k k "" 

(iii)-.(i): Neem a e I, en x emn. Zij « :=max{ lx1 1 I 1=1, ••• ,n}. 

Dan is 

Ix.al .:t. lxl. lal i °' !al = ·I O(.al. 

Daar n<:a e I, volgt hierait x.a e I (en dus ook a.x e I). 

4.4 ~~~ini~.!.~• Zij A e I\i~lR). A heet reduoibel, ala er een deoompo­

si tie van { 1, ...... ,n} bestaat in twee niet-lege deelverzamelingen 

V 1 , v2 zo dat 

ai,j = 0 (i E V1 , j E V2 ). 

Ala A nlie.t reduoibel is, dan heet A irreduoib.el. 

+ .. 5 St~.~14.~g. Zij A e ~ ( m). A is reducibel als en alleen a.ls er 

een niet-triviaal algebraisoh ideaal I in mn is da.t A-invari­

ant is; d.,w.z. 

I f {O} 

Bewijs: 
...,, II••-

A [I] c I• 

(i) Veronderstel dat A reduoibel is, en zij v2 de in def. 4.4 

genoemde verzameling. Dan is I 
. 

:= I een niet-triviaal a.lgebra­
V2 

\ isoh ideaal, waarvoor geldt 
n 

Ae j = f=•1 a1 , j· e i = f?"v 
2 

a1 , j e ~ e I 

en dus, voor x e I, 

·, Ax = A ( L x e j ) = 
j e V2 j 

D.w.z. I is A-invariant. 
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(ii) Zij I een niet-triviaal A-invariant ideaal.·Dan is I= Iv• 

voor zekere niet-lege echte deelverzame,ling V van·{1, ••• ~n}. •. Stel 

V := V 2 
, 

Voor j E v2 , is ej EI, en dus 

£ i=1 a1 ,j e~ = Aej EI. 

Dit betekent dat a1 ,j = O, voor iii: v2J m.,a.w. 

ai,j = 0 (i E V1 , j E V2 ). 

4.6 Definitie. Een permutatie-matrix (van de orde n) is een (men*) 

matrix, waarvan alle elementen o·of 1 zijn, en iedere rij en 
·, 

kolom precies een 1 bevat .. 

Een permutatiematrix S ( opgevat als afbee:i.ding vanr in mn) 

permuteertJde basisvectoren e1 ; preciezer, als B:={e 1 , ••• ,en} de 

-de:·kanonia~el1basisr:linia:R~vvoorstb.al t, dan is de restriotie SIB een 

permutatie van B (vgl. [~], par. 3). Omgekeerd, ala er een permu­

tie van Bis, dan wordt do~r 
n 

S(x) = S(~ xj ej) := 

ondubbelzinnig een permutatiematris S gedefinieerd zo dat SIB=~. 

Van de volgende eigenschappen is nu (i) onmiddelijk duidelijk (vgl. 

[~J, par., 15), terwijl (ii) volgt·met behulp van 4 .. 3. 

4.,7 Eigenschappen 

(i) De permutatiematrices van de orde n vormen een groep (t-~o .. v .. 
' 

de matrixve.rm~nigvuldiging); deze groep is isomorf' met de sym..:.-
\ 

metrische groep cln ." 

(ii) Als Seen permutatiematrix is van orde n, en I een algebra-· 

isch ideaal in mn, dan is S [I]. een algebraisoh ideaal in mn .. 

I 

4.,8 Stelling. Zij A E M ( m) tit ·A is reducibel als en alleen ala ~r een . 
n 

permutatiematrix S bestaat zo da·t 
B 0 

s'""\,A .. S =L! n) 
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met matrices B, C, D, waarvan D vierkant met orde kleiner Ua.n n. 

Bewijs: 
~ ... -
(i) Zij A reducibel, en laat v1~:{i 1 , ••• ,ir} en V2=:{ir+1 , ••• ,in} 

zo gekozen zijn ala in def. 4.4. Leg de matrix S vast door de eia 

S(ek) := ei (k=1, ••• ,n). 
k 

Dan is Seen permutatiematrix en 
n 

s-1,,A.,S(ek) = s-1.A(e1 ) = s-1 (~J=1 aJ. i ej) 
_ -1 ~ k _ R.' k 
- 8 (j=1 ai i 8i) - 4=1 ai i ej 

. j ' k j . J= j ' k 
Dit betekent dat voor de elementen bj,k van de matrix 

b - a = 0 
j ,k - ij, ilr 

( j=1, .... ,r, k=:li'·~l, ••• ,n). 

De matrix Dis derhalve n-r ~ n-r. 

-1 S .A.S.geldt 

(ii) Neem aan dat Seen permutatiematrix is met de vermelde 

eigenschap. Dan is klaarblijkelijk s-1.A.S reducibel, terwijl 

A=S .. (s-!A.S).s-1• Het is dus voldoende He volgende bewaring te 

bewijzen: Als A reducibel is, en S een permuta·tiematrix, dan is. 

S.A.s- 1 reducioel. Welnu, zij I een niet-triviaal A-invariant 

algebraisoh ideaal. Dan is J:= S(I] een niet-triviaal algebraisch 

ideaal (volgens 4.7(ii)), waarvoor geldt '\ 

s.A.s-1 [J] = s.~[I] c S [I] = J. 
-1 -1 D .. w.z. J is s.A.S -invarian·t, dus s.A .. S is reducibel. 

4.o Definitie .. Een vector' x Eilln heet definiet positief (note.tie: x > O) 
0- ·- - • 

ala xi> O (i=1, •• @ 1n). 

Een matrix A e-~(m) heet definie~~ .. P..£.~itief (notatie:A > 0) ali1 .. 

4 .. 7 Eigenschappen. Zij A EM (m.) .. .......-.--r~.,.,,_,.,,......,,______ n ' ;., 
\ 

(i)' Als A definiet positief is, dan is A irreducibel .. 
i I'• 

( ii) A > O H (Ax > o voor alle x E m11 met 0- f x ~ O) 

Bev/i_js: 

( i ).1 Tri viaal" 
' (J.J \ "ti"~.-. A "i,, \ 
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4.8 ~~• Zij A e Mn(lli) een irreducibele matrix, waarvoor geldt 

,/ 7 
/ 

A L o. Voorts zij x een element vanllin met x z. O, x+ O, x * o. 
Dan heeft (E+A)x meer coordinaten ongelijk aan O dan x (E beduidt 

de eenheidsmatrix). 

~~~tjs: Zij v1 de collectie indices i waavvoor xi= O,en~v2~{1, •• 

..,n},v1 ,. Dan is v1f_~, en v2 f ~. Veronderstel, y:=(E+A)x heeft 

niet meer coordinaten ongelijk aan O dan x. Uit de formule 
n 

Y1 = ~1 <01,k+ai•k)xlc = _( 1+ai,i)xi + ffi ai;k ~ <1 ) 

volgt dat dan 

Dus geldt, voor i e ! 1 , 

. :::E ~ 2 ai, k xk = if i ai, k xk = 0" 

Daar xk > O, voor alle k E v2 , volgt hieruit 

ai,k = 0 (i e V1 , k E V2 ), 

in tegenspraak met de irreducibiliteit van A. 

4. 9 si~-~l~_!!,g, Een matrix A c Mn ( m), A L O, is irreduci bel ala en alleen 

als (E+A)n- 1 > Oo 

Bewijs: --
(i) Zij (E+A)n- 1 > o. Als A reducibel is, dan bestaat er een 

niet-triviaal A-inva~iant aig. ideaal Io Dit is echter eveneens 

invariant voor (E+A)n- 1 , in tegenspraa}i: met 4.7(1). 

(ii) Zij A irreducibel. Kies x zo dat x f O, x Lo. Als x > o, 
dan is ook (E+A)x > 0 (zie formule 1), en dus (door inductie) 

(E+A)n- 1x > o. Als· x } o, dan volg·t ui·t lemma 4.8 da·t (E+A)x 

meer coordinaten ongelijk aan O hee~t dan x, zodat (opnieuw door 

ind~ctie) (E+A) 11
-

1x zeker alle coordinaten ongelijk aan nul heeft. 

Dua, ook in dit geval, (E+A) 11
-

1x > o .. 
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Par 5 Spectraaltheorie van positieve matrices 

Voor de spectraal theorie is het no.odzakelijk het scalairen­

lichaam uit te breiden tot de complexe getallen~ De verzameling der 

compiexe nx n matrices duiden we aan met Mn(IC). Hoewel we in ICn en 

Mn(IC) geen ordening zullen introduceren, gebru~ken we wel de nota­

ties I z I · (met z e: Ilf1) voor het punt x e IRn met coordina·ten . 
x1 = lziJ (i=1, ••• ,n), 

en I A I . (met A e Mn (IC)) vo·or de matrix ll t:· 1'i ( JR.) met element en 

(i,j=1, ..... ,n). 

Voor de volledigheid vatten we hier de belangrijkste begineelenn 

samen van de algemene spectraaltheorie van matrices. Voor de·tails zij 

verwezen naar de literatuur (b.v. )e 

Zij A e l\i (IC). Een getal i\.
0 

e·IC heet een eigenwaarde van A ala 

er een vector z e ICn, ongelijk aan O, bestaat zo da·t 

Az = i\.
0 

z. 

De vector z heet dan een ~~~Y:!!9.1.Q..r van A bij de eigenwaarde i\.
0

,. De 

eigenvectoren van A bij i\.
0 

vormen tezamen met O ee~ lineaire deel­

ruimte van ICn. Een getal i\.
0 

is een eigenwaarde van A als en alleeri 

ala 

det(i\.
0
E-A) = O. 

De ,.ltdrukking det(i\.E-A) (met variabele i\. e:IC) heet de _!r.~~~-~-~t~r!_s_~J.~,!{;e 

V'.·.:l term van A. De verzameling der eigenwaar~en van A heet het snectz:ID!J. 

van A, en wordt aangeduid met v(A) "· Daar een .veelterm s·teeds nulpunten 

(in IC) heeft is v(A) een niet-lege deelverzameling van het oomplexe 

vlak. De spectraalradius r(A) van A is gedefinieerd ala 
-.. -~-------··"· .. -·----~·--··--"---""""" ,. 
r(A) ·== max {IA I I 'A ·€ <f'(A)} e 



Zij i\
0 

een eigenwaarde· van A. ·De ~~i?~b~~~E:~~1:1!~!.ti_E!_!?_iteit n(i\0 

van X0 is de multipliciteit van i\
0 

als nulpunt van de karakteristie-

·; ke ve:el term. De meetkundige mult:i.plici tei t m(i\
0

) van- 'J...
0 

is de dimen­

si~ van de eigenruimte bij i\
0

, d.w.z. 

m ( i\ 
0

) S= d
1
im { z e: ICn I Az = i\ 

0 
·z} • 

Steeds geldt 

m(i\
0

) = n - ra~g(i\
0
E-A) 

m(i\o) ~ n(i\o). , 

( 1) 

Als B nog een nx~ matrix is met det(B)1 O, dan heeft de matrix 
1 ' · T B.A.B- , en o_ok de getransponeerde A van A, dezelfde spec·traal-eigen-

schappen (eigenwaarden, multipliciteiten enz.); want 

det(i-.E-A) = det(i\E-B ... A.B- 1 ) = det(i-.E-AT), 

rang(i\E-A) = rang(i\E-B.A.B- 1 ) = rang(i-.E-AT). 

Tenslotte, zij A e: Mn(m), en i\
0 

een reele eigenwaarde. Dan beho­

ren bij i\
0 

ook reele eigenvectoren (d.w.z. eigenvectoren x e:mn); im- · 

mers, als_ Az= i\
0 

z en zj= xj~iyj met reele xj, yj, dan ook Ax= i\0 x en 

. Ay= A
O 

y. We kunnen dus ·definieren 

m 1 (11.
0

) := dim Ix e: mn I Ax = 11.
0 

x} . ., 

1 Voor m'(i\
0

) geldt dan echter het analogon van formula (1), waaruit 

onmiddelijk volgt dat 

m'(i\o) = m(i\o) .. ' 

5 .1 St:!l~p.g (Perron 1907) o Zij A e: Mn ( m) een definiet posi tie~~e 
\ 

matrix. Dan 

( i) r(A) > O r 

(ii) r(A) is een eigenwaarde van A met algebraische multiplici-

teit 1, 

(iii) bij r(A) behoort een definiet positieve eigenveo·tor. 

Bewijs: Op grond van 4.7(1), is de stalling een onmiddelijk ge-
- -- . 

volg van de volgende, iets recenter, stalling van Froberiiusi 



5.2 ~ellirig ·(Frobenius·, ±1910). -Zij A e M:n_(IB.) een irreducibele.ma­

trix, waarvoor geldt A~ o. Dan 

(i) r(A) > O, 

(ii) r(A) is een eigenwaarde van A met algebraische multiplici­

teit 1, 

(iii) bij r(A) behoort een definiet posi·tieve eigenvector. 

~e~tJs: Hat bewijs wordt uiteengelegd in een aantal.deelresulta­

ten~ aangeduid met romeinse cijfers. 

I~ Voor iedere x £Illn met O ix f- ·o bestaat 

r x : = max { <' £ m I Ax 1 r x} • 

Bovendien geldt 
(Ax) 1 • r = min {-

x xi 
Bewijs: Eenvoudig. -...,---~ 

,.. 

I x1 f o, ·1=1,. .. ,n}. 

II. Er is een z emn met z > o, zo dat 

r z = r : = max { r X r O f X ~ 0} 

~ew~ps: Definieer 

( 1 ) 

K0 := {x emn Io f- x ~ o} , M := {x emn Ix~ o, ll;jflf=1}, 
Dan is M. een conipacte deel verza.meling van Ko, ··en a.~1gezien - -·~' 

r«-x = rx ( 0<. em, ec.. > O), 

geldt 

sup {rx Ix e KQ} = sup {rx Ix e M}. 

Merk op dat ui t formula· ( 1) volgt dat rx, als func·tie van x, 

continu is op de verzameling 

K+ : = { x e mn I x > 0} .. · 

Voorts is, volgens 4. 9, (E+A) 11
-

1 > o·, zo dat . 

N := (E+A)n-, [M] c K+ 

\ 

Daar •N bovendien compact is, bes·taat derhal ve een z e: N met 

rz = max {ry I ye N}. 



Het is duidelijk dat ··"· 

rz ~ sup{rx Ix e K+} ~ sup{rx Ix e K0
} ~ aup{rx I x e M}.(2 

( )n-1 Zij nu x EM, en y := E+A x,. Dan is Ax~ rxx, en dus 

Ay = A(E+A)n- 1x = (E+A)n- 1.Ax -~ rx(E·l·A)n- 1x = rxY• . 

Dit betekent da·t ry ~ rx, en dus 

max _{ry I ye N} ~ sup {rx Ix EM}. 
Gecombineerd met formula (2), vinden we nu 

rz = max{rx Ix e K+I = max{rx x e K0
} = max{rx Ix e M}, 

waarmee het ges·telde _is bewezen., 

III. . r > 0 

Bewijs: Bekijk u := (1, ••• ,1) in :mn. Dan is, op grond van de 

irreducibiliteit (en positiviteit) van A, 

= :l2 (Au) 1 j=1 ai,j > 0,. (i=1,., •• ,n), 
., 

Daaruit volgt ru ~ o, en dus r > o. 

I 

IV. _Zij ween punt waarvoor rw = r. Dan is 

v,, 

w > 0 , Aw = r w. 

(In het bijzonder du~, .Az = r z) 

Bewijs: Verondesstel Aw 1 r w, d.w.z. -· 
O;f-AW ":'fr w ~ O. 

Voor v := (E+A)n- 1w geldt dan 

v > 0 1 Av - r v = (E+A)n-1 (Yiw - r w) > o, 
en dus 

(Av) 1 . . 
rv= min {~.I i=1, •• e,n} > r,- een con·tr.~dictie,. 

Derhalve is Aw= r w. Daaruit volg·t ·bovendion 

(1+r)n- 1w = (E+.A)n-1w > o, 
en dus w > o, 

r = r(A) 

Bewij :n Zij 'A. een eigenwaarde van .A, en y e ICn een bijbehorende ___ __.....~ 



eigenvyctor1.f~µs y::~::;o),.~D~finieer v e:mn als v := jy/. 

Dan'is, voor iedere i, 

· - ,£- ~ I I (Av) 1 - j=1 ai,j IYj I ~ I j=1 ai;j Y·j I = (.Ay)i = 

. Daarui t volgt 

Av ~ jtj V 

-. rv ~ 11'-I 

._. r ~ jAj. 

Daar k w±llekeurig gekozen was, en anderzijds r een eigenwaarde . 
van A is, volgt hj.erui t r = r(A). 

VI. r is een eigenwaarde met meetkundige multipliciteit 1. 

~-~~~~: Zij x (f-0)° een regle-:·e±genv-eczor. bij ·r. Dan zijn~alle 

coordinatem van x ongelijk aan 0.., Immer.s, volgens 4.,1Cii), is 

rlxl = jAxj .$. A( lxl), 
zodat rlxl ~ r, en dus in feite rlxl = r. We lcwmen dus IV toe­

passen, en vinden 

( A(lxl) _= rlxl ), . lxl > O. 

Zij nu y nog een reele eigenvector bij r. De:t'inieer 
Y1 

Z := - X .., . Y• x, . 
Dan is 

Az = r z , z1 = O, 

en dus, volgens het vboraf gaande toegepas·t op z, noodzake~.ijlc 

z = o .. 
D.w.z. x en y zijn lineair afhankelijk. 

r is een eig~nwaarde me·t algebraische mul·tiplici tei·t 1. 

Bewijs: We moeten aan·tonen:.:da't de· afgeleide van de karak'lieJ;ts·tie---
ke veelterm det(11.E-A) ·-in het punt r niet O is. Zij dua 

(i, 

. i' := lim §,etf~E7ft), 
A:'"'"T . r 

f , I 
• I 

I 
I 
I 



I 

I 
' 

en definieer, voor iedere A, de matrix B(i\) door 

b. . (1'.) := m. 1 (1'.) := (-1 )i+j det(1'.E-A). j ~ 
1,J J, . i, 

(mj,i(-it") is de minor yan het element 1'.o 1 ,j-ai,j in de matrix 

1'.E-A; zie [2..] blz. 27-29) .. Dan geldt 

B(1'.). (1'.E-A) = (i\E-A) .B(1'.) .= det(i\E-A) E. 

(i) B(r) f O. 

Want: Daar, volgens VI, de meetkundige mul•tipliciteit 1 is (d.w.z. 

rang(rE-A) = n-1), isrminstens _een minor m1 ,j(r) ongelijk aan O. 

Dus ·B(r) is niet de nul-matrix .. 

(ii)· B(r)z = J' z 

Want: Az = r z 

- (i\E-A)z = (i\-r) z 

,... de·t(i\E-A) z = B(7'.)., (i\E-A)z := (i\-r)B~i\)z 

_ B(i\)z = d.e~(AE-A~. z 
-r 

-► B(A)z = j z. 

(iii) Voor iedere j (j=1, ••• ,n) is er een 1'.j zo dat 

b1 ,j(r) = i\j z1 

Want: Uit de formula 

(i=1, ••• ,n). 

(r E -A).B(r) = det(r E - A) E ~ 0 

volgt dat iedere kolom .~van B(r) een eigenvec·l.;or va.11 .A bij r , en 

dus een veelvoud van~ is. 

(iv) B(r) .?. O, of B(r) i O • 

Want: Merk op da·t met A ook AT aan de voorwaarden van de s·telling 

voldoet. Het tot nu toe afgeleide geldt dus m,.m. voor AT i..p.v,, A. 

In aanmerking nemend dat AT dezelfde spectraaleigenschappen\~ls 

A heeft (in het bijzonder, dezelfde spectraalradiu~ r), volgt\ 

dus ui t (iii): Er is een z' > O i11 m11 zo, dat voor iedere i ( i~, ,. 

1, •• ~,n) een getal µ1 bestaat met 

b1 ,j(r) = µ,1 z'j,~" (j=1, .. ~1nL, 
, ' . 

\ 
\ 

f 
I 

I 



( 

Neem nu aan dat b1, 1 ~ o. Dan volgt uit (iii) en de zojuist 

afgeleide formula 

i\. 1 ~ 0 

... b. 1 f 0 (i=1, •• ._n) 
J., 

➔ µi ~ 0 (i=1, ••• ,n) 

... ·b . ~ 0 (i,j=1, ••• ,n) .. i,j 
Een analoge redenering geldt ala b 1 1 ~ o. 

, , 
Tenslotte,. veronderstel dat / = O. Dan· is 

.n ~ 

j;1 bi,j(r) zj = (B(r)z) 1 = 0 (i=1,.a.,n) 

- , ' 
;: 

... b .. (r) zj = 0 (i,j=1, .... ,n) (wegens (iv) en daar z > 0) 
I , J.' J 

--+ b .. (r) = 0 (i,j=1,.. • .,,n). 
1, J ' 

Dit laatste is in tegenspraak me~ (i), en dus is VI bewezen. 

Hiermee zijn alle delen van stalling 5.2 aangetooncI. 

5.3 Gevolg. Zij A E I\i(IR) een irreducibele matrix, met A 1 O. Dan is 
n n . 

min{f=1 a:1 ,j I 1=1,. .. ,n} ~ r(A) ~ max{f=1. ai,-j I i=1, •• ,n}. 

~ewijs: 

(i). Zij u := (1, ••• ,1). Dan is 
(Au) 1 _ _ ~ 
u. - (Au} 1 - J.= 1 a. j (i=1,.,§.,n)., 

J. i, 

Gebruikmakend van enkele onderdelen uit het bewijs van 5.2 1 vin-

(Au) 1 = min{ u. I i=1, ••• ,n} 
J. 

= ru ~ r = r(A). 

(ii)., Neem een z EIRn met z > O, en Az = r(A) z. Dan is 
n 

r(A) z1 = l~1 ai,·j zj · (i=1,.,.,,, ,n)°. 

Bepaal.k zo dat zk = max{z 1 , ••• ,zn}• Dan vinden we 
n .. · _1 A :n . i:. : 

r(A) = j=1 alt,jzk zj ~ 3='1 alt, j ~ ljl~t{j=1 ai~j 

Daarmee is het gestelde bewezen. 

1=1 f e 9 ,n} 11 



De volgende stalling geeft een gedeeltelijke verscherping van 

5.2. Bij het bewijs ervan zullen we gebruik maken van het volgende 

resultaat uit de an.~lyse (zie [J] deel II, par 235,236): 
11 • 

Zij p(~):=~n+F:"1 a1~n-i een .Ye@lterm met complexH coefficienten, 

met nulpunten x1 , ••• ,An· rran is er, bij iedere e>O, een o>O zo dat van 
n 

iedere veelterm q(~) :=~n-,.{i-1 b1/tn-i, waarvoor geldt jb1-a1 /<o {i=1, •• 

• ,n), de nulpunten µ1, o •• , µn zo genummerd kunnen worden dat P\.1-µ1 J <e 
{i=1, ••• ,n). M.a.w. de nulpunten van een veelterm zijn een continue 

·1 functie van de coefficienten. 

5o4 ~~ell~~g. Zij A e ~(IR) en A~ Oo Dan is r(A) een eigenwaarde 

van A met een p'ositieve eigenvec·tor., 

Bewijs: Zij Fe ~(IR) de matrix met fi,j=1 (i,j=1,., •• ,n). Defi­

nieer voor ieder na.tuurlijk getal m de matrix 
1 Am:= A+ iii F., 

Dan is Am> O; dus is, volgens 5.1, r(Am) een eigenwaarde van A~ 

met een definiet posi ·tieve eigenvector zan>' waarvan we nog mogen 

veronderstellen dat llz(IIl)ll=1. Vooxrts geld·t 

!1& r(Am) = r(A); 

Immers, nummer de eigenwaarden i\i van A.(d.w*z. 9 de nulpunten van 
v' 

det(i\E-A)) zo dat 

r(A) = jA1 1 = li\11 1. 
Kies een positief getal e zo dat 

e < ! min { I i\ i -A j I I Ai f i\ j ( i , j = 1 , u q n) } .. 

. Volgens de geci teerde continui teitstelling, ia er een getal N,, ;-\'dat 

voor iedere m>N de eigenwaarden Ami van Am 

jAm.:i ... 11.i I < e (i=1, e e. ,n). Dit be:belce1rt dn·t 

. ~r(Am) E: {71.m1 ,oeqAmk} (m > N)t 

en ~us dat 
' 

, · 1rU . m 

,, 
zo ·te nummeren zijn da'.:,, 

' 



(n > N) .. 

Tenslotte, laat {~m) een convergente deelrij zijn van de(begrens­
J. 

de) rij {~), met limiet z, zeg. Dan is llzll=1 (dus ZfO), z 1 O, 

en bovendien 

Az = ~.;i.& Amj~mj = ¼~ r(Amj) im3 = r(A) z. 
Hiermee is het gestelde bewezene 

Dat van de overige resultaten uit 5 .. 2 bij reducibele A niets te 

redden is, blijkt uit het volgende voorbeeld, 

5.5 Voorbeeld$ Zij 

J 

Dan is :v(A) (= 0) een 'eigenwaarde me·t meetkundige mul·tiplici­

teit 1, zonder definiet poaitieve eigenvectoren, en met alge­

braische mul tiplici tei·t 2. 

Voor nog enkele resul ta ten die verbamd houden me·t de stalling 
. 1...-'?e~ 

van F,ro~enius''verwijzen we naar de vraagstulckenverzameling (vraag-
.. v 7::;..J.,L ...; ~ -· .... _..: • ....... ~~ ,"J 

_stuk I). Zonder bewijs citeren we de volgende par·liiele omkering: 

5.,6 §tell.:1:!!g• Zij A e ~( IR) een mat;rix me·li A 2:, O, waarv.aor geldt: 

(i) r(A) is ·een eigenwaarcle van A me·li algebraische mul tipli-

ci teit 1, 

(ii) bij r:=r(A) beho·ort een definiet positieve eigenvector 

van A, i 

(iii) bij r behoort een definie·t posi ti eve eigenv~·crtor v·an A~, ·I 
t 

Dan ;ts A irreducibel. t· 

Bew:. js: Zie [ o/ J, par. XIII 9 4-. 

. ,. ! 

I. 
I 
I 

l 

I 



De rest van deze paragraaf is gewijd aan nog een resultaat van 

Frobenius, dat een goede indruk versc:b.aft omtrent de vorm van het 

spectrum van een positieve irreducibele-matrix. Daartoe moeten we 

eerst nog wat nader ingaan op de eigeschappen van positieve matrices. 

5.7 Lemma. Zij A E 1\i(IC) •. Als er een z bestaat met 

z > 0 , Az = IAlz, 

dan is A .?.. o. . 
~ewi~~: Uit het gegeven volgt 

n n 
~1 ai,j zj = j~ lai,jl zj 

n 
(i=1, .... ,n) 

- ~ 1 (la1 ,jl - Re a1 ,j) zj = O (i=1,.,..,n) 

- la1 ,jl = Re a1 ,j (i,j=1, •.•• ,n) 

- la1 ,jl = a1 ,j (i,j=1, ••• ,n)~ 

5.8 ~e~a. Zij A E Mn(m) een ·(irreducibele) matrix mat A! o. Als 

voor C E Mn (IC) geldt IC I i A, dan is r( C) ~ r(A) * 

Bewi'js: Zij 'A een eigenwaarde van c, en· y een bijbehorende eigen­

vect·or., Volgens een formula, analoog aan 4 .. 1(ii), is nu 

A ( I y I ) .?.. I CI (I y I ) L I Cy I = I A y I = I A I I y I . 
:, 

Dus geldt, aa.ngenomen dat A irreducibel is, vgl. bewija 5.2), 
I 

l 
en dus, daar A een willekeurige eigenwaarde van O is, r(O) ~ r(A). i 

I 
I (Voor neducibele Akan de stalling nu bewezen worden met een 

methode zeals aangegeven in het bewijs van 5.4) 

5.9 Le~e Zij -A e Mn(m) een irreducibele matrix me·t AL o. Ala voor 

C £ ~(IC) geldt 

lei i A , · r(C) = r(A), 

dan 1§ +QI = Ao. 

Bewijp: Zij A een eigenwa.arde van C met IAI = r(O) = r(A), e11 

y een bijbehorende eigenvector. Dan is i", ... - • 

I 
I 

' ! . , 

I r. 
r 
I, 
I 
l 
! 
t 
I, 

I 



AIYI L Jcl(lyl) L jcyl = IA YI= IAI IYI = r(A)jyj.. (2) 

Dit betekent dat rlYI= r(A), en due (z~e stap.IV in bewijs 5.2), 
. . . 

IYI > 0 , A( IYI) = r(A) IYI (3) 

Hieruit en uit (2) volgt nu A(jyj) = jcj(jyj), oftewel 
n n 

~1 ai,jlYjl = f=1 l_c 1 ,jl1Yjl (i=1,. •• ,n). 

Daar jyj > O, impliceert die (vgl. bewijs 5.7) 1 

a . = 
. i, J 

(i,j=1, ••• ,n). 

5.10 Opmerking. 

(i), In 5.9 kan de 17:'reducibiliteit van A ·.niet worden gemist. 

Dit ziet men b.v. aan de hand van de matrix A uit voorbeeld 5 .. 5 

met C:=½ A,. 

(ii) Evenmin geldt d~ omkering van 5.9, in de zin dat jcj=A im­

pliceert r(C)=r(A). Neem maar 
·- ( 1 1) · C •- ( -:-1 ~1 } 

A • - 1 1 -! \,. :-:; 1 1 

Dan is jcj =A> O, en O = r(C) < r(A) = 2 .. 

5 .. 11 Ste~l~~g .. Zij A E Mn(~m) een irreducibele matri~ met ALO, en 

C e·Mn(IC) een matrix waarvoor geldt 

jcj i A , r(C) = r(A) := r. 

Ala A een eigenwaarde van C is met IXI = r, dan is er een dia­

gonaalmatrix D zo ,d~t 

IDI = E 

. Bewijs: Zij y een eigenvecto~ van O, behorende bij A. Merk op 
•., . . 

dat de formules (2) ,· (;) · dan van toepasaing zijn. Definieer de 

matrix D door 

di j : = o 1 j , :! . ( i , j_= 1 tit •• , n) 
, ' J Y I i . 

Dan ~s Deen inverteerbare matri~, met IDl=E, waarvoor·geldt 

D(jyj)= y. Voor F:= f D-~c.D hebben we due· 



F(jyj) = f n-}c(y) = f n-1(li. y) = f X IYI = rlyl = A(IYI ). 

Maar 

We kunnen dus lemma 5.7 toepassen op F, en vinden F ~ Ot d.w.z • 

. F = IFI = A. 

Daaruit volgt het gestelde. 

5.12 Opmerking. Het spectrum van C (in 5,11) komt door draaiing 

voort uit dat van A; preciezer_ 

cr(c) =~cr(A). , r 
Bovendien, als µ e cr(C), dan heeft ~· dezelfde algebraische - en 

meetkundige multipliciteit. als de eigenwaarde ~µvan A. Dit volgt 

gemakkelijk uit de ·gelijkheden 

_det(vE-C) = % det(fvE-A) , rang(vE-0) = rang(fvE-.A) 

(vgl. de inleiding van deze paragraaf). 

5 .13 ]2~f_i1!i t=!~ ,, Zij A e: Mn (IC). De verzameling 

p.. e O"'(A) I p .. 1 = r(A)} 

noemen we het perifere spectrum van A, en de punten ervan de 
. 

perifere eigenwaarden van A. 

5.14 Stelling (Frobenius). Zij A e Mn(m) een irreducibele matrix 

met A ,?_ o. Dan geldt: ' 

( i) iedere perifere eigenwaarde heeft algebraische mu:.tiplici tei t 1,: 

(ii) al~ /\.
0

, ••• ,hk_1 de perifer~ eigenwaarden van A z1jn, dan zijn 
A · /1. e 
-2,, ••• ,~ jRist de k eenheidswortels, 
r r 21c 
(iii) <r(A) is invariant voor draaiing over een hoek F·t d.w.z, 

v(A) = exp( 2~1) ~(A). 

B Wij , .• t ,,, . e 1:h-, \1 '--' \/ 

(i) W·: weten dat r een (perifere) eigenwaarde van A is 11et alge­

brais1the mul tiplici tei t 1. Zij nu X een willelceurige pea•ifere 

eigew1aarIDi van A. Dan bestaat er, volgens 5.11. een d1i.o-nnat.11 ... 

I 
t. 



matrix D met IDl=E zo, dat 
'A. D-1 A = r D.A. • 

Dit betekent, volgens 5.12, dat 'A. dezelfde alg. multiplioiteit 

heeft ala r, dus 1. 

(ii) Zij {r=1'.o,'A.1, • • .,,'A.lc-1} 

r.. : =.:.:i -J r ( j-o , ••• , k-1 ) 

het perife:re spectrum van A, en stel 

G ·- { 10-f o' 1 ' • • • ' >'1c-1 } • , .-
We zullen aantonen dat Geen groep is. Voor iedere j., zij Dj 

een matrix, zoals bepaald in 5.11, dus 

A = ,> D A D - 1 ID j E ("' o . k 1) f j j. . j , j = c.1= ' ••• , - • 

· Dan' ift~ 

A= fj Dj.A.Dj-1 = tj Dj.()'1 D1 .A.D1-
1
).D/·

1 

. 1 
= fjil (Dj.D1 ).A.(Dj.D1 r· (j,l=o,. ... ,k-1) • .. 

Dit betekent dat pj t1 r in het perifere spec·trum van A ligt 9 

m~a.w. tj t 1 e G. Dus G is een ondergroep van orde k van de 

multiplicatieve groep !ll'..:der complexe ge~allen met modulus 1, en 
,· 

derhalve noodzakelijk de groep der k8 eenheidswortels. 

(iii) Volgt direct uit (ii) en opmerking 5.12 •. 

5.15 Aanvulling., Onder de voorwaarden van 5, 14 bes·taa·t er een permu­

tatiematrix S zo, dat-

0 A12 0 •• 0 

-1 0 0 ,A23 ". 0 . S.A .. S = • ., • 
O" 

•• 0 
\ .. 

waar:•.n de diagonaal ui t vierkante matrices beataa.t .{mi ta k '> o). 

~ew~;l_3: Zie [ 9], par XIII.2. 

,. 

' ) i' 



_______ v.,..... ......... J1..Lgemene 1;.neorie van Riesz..;.ruimten 

Par. 6 

In deze paragraaf is (E,i) ste~ds een Riesz-ruimte met kegel K. 

We beginnen met een aantal regals die iets zeggen over het verbamd 

tussen de roosteroperaties. Daarbij zijn x,y,z,elementen van E. ·. 

6. 1 Associatieve wet ten , 

(xv y) v z=x v (y v z)=sup{x,y,z}. 

(x·AY)"" z=x A(yl\z)=inf{x,y,z} 

Bewijs: Triviaal 

6.2 Distributieve wetten. 

( X v Y) I\ z= ( X J' Z ) . V ( Y A Z ) 

( X .A y). V z= ( X .v Z) A ( y" Z ) 

~~wijs: We bewijzen de eerste betrekking. Zonder moei·te ziet 

men dat 
. 

(x vy)" z.?., (x" z) v (y" z) 

Stel w:=(x A z)" (y" z). Dan 

w .?., x /\ z = x+z-(x v z) (volgens 2. 7(iii)) 

- w-z+(x v z) .?., x 

Daar hetzalfde geldt met verva.nging van x ddor y, volg·t nu , 

( w-z+ ( X " z ) ) V ( w- z+ ( y V z) ) .?.. X ... y 

(volgens 2.1(1)) 

- w-z+((x "y) v z') 1 xv y 

- w-:Z+(x vy)+z-((x vy),,. z) L xv y· · 

_. w.?.. (x vY)h z 

H:l,ermee is de formula bewezon. 

6.3 I'.'3mna. -·-1-
(i) {x+yj i lxl+Jyj (drieho~ksongelijkheid) 

, 

(ii) 11 x 1-1 Y II< I x-y I - , 

;(iii) I (xv z)-(yv ~) l+I (xA z)-(y_Az)l=lx-yl 

/ (iv) lx+-Y+l+lx"'"-y-l=lx-yl 



. . ? 

(vi) Aequivalent zijn: (a) lzl ix 

(b) 
I 

(o) a u 1 ,u2 in K zo,dat z=uv-u2 , Oiu1i x, Oiu2i x. 

Bewijs: (i) is practisch triviaa1, en (ii) volgt uit (i). 

(ii i h I ( x v z )- ( y v z ) j = ( ( x v z ) v ( y v z ) )- ( ( x v z) " ( y v z) ) ( 2 • 7 (iv) ) 

=( (x vY) ~ z)-( (x AY) v z) 

=((xv y) vz)-(x,-.y)-z+((x"y)" z) (2.7(111)) 

·op soortgelijke wijze vindt men 

l(x"z)-(yA_z)j=(xvy)+z--((xvy) vz)-((XI\ y) .... z). 

· Opgeteld, 

I ( x v ~ )- ( y v z ) I+ I ( x ""z )- ( y "z ) I = ( x, v y )- ( x " y) = I x-y I • 
(iv) is (iii) met z=O. En (v) is gemakkelijk te verifieren. 

( vi ) · ( a)-+ ( b ) : I z I i x .... ( z + + z - i'.,·~x ) 

+ -~ .... au e K zo dat x=z +z +u 

+ 1 - 1 ( Stel nu N 1 :=z +2u, en u2 :=z +2u. Dan volgt b)i/ 

(b)-(o) is triviaal • . 
(c)-•(a) :(z=u1-u2 met O.$_u1ix, Oi u2ix) .... 

.... (z i u 1 ix, en -z i u2 ix) 

- I z I i. x. 

6.4 Lemma .. Laa·t u,v,w eiementen van K zijn. Dan geldt 

( i) · ( u+v) " w i ( u " w) + ( v .... w) 

(ii) (u+v) vW i (u vw)+(vv w) 

(iii) (u+v) vw ~ (uv w)+(v vw)-w. 

Bewijs: We bewijzen alleen (i). 

( u+v) " w ~ u A w 

.... (( u+v)" w)-g_ulA w) ~ 0 

.... ( (u+v) /'> w)-(u "'w)= I ( (u+v) A W)-(u AW) I 
= lvl=v•. 

Dae 1· bovendien 

} ( (u+v) AW)-(u AW) i W9 
,I 

1,oJ,;t nu onmiddelijk het gestelde. 
/ 
I 

"· 

·,.i_' 

(6.3(iiir 



6.5 Stelling. Een Riesz-ruimte heeft de interpolatie-eigenschap: 

Ala {u1, ••• ,un} c K en fv 1, •• ;,vm} c K, terwijl 
n m 
~ .:::· t i=1 ui j=1 vj 

dan zijn er elementen w1 j (i=1, ••• ,n, j=1, ••• ,m) in K zo dat 
m ' n 

u1= f=1 wi,j en vj= f;:"'1 wi,j (i=1, ••• ,n, j=1, ••• ,m). 

Bewijs (door_ inductie naar n en m): Ala n=1 of m=1 is er niets te 

bewijzen. 

(i) n=m=2. We hebben 

u1+u2=v1+v~ • 

Stel w1, 1:=u1 ~ v1• Dan volgen h~eruit 

w1,2=u1-w1
1
1 

w2, 1=v1-w1, 1 '-

beide in K, en ook 

w2 2=u2-w2 1=u2-v1+w1 1=v2-u1+w1 1=v2-w1 2• , , , j , 

Rest dus nog slechts te bewijzen dat w2 2 in K ligt. Welnu, 
·' 

u2-w2,1=v2~w1,2 ~ -w1,2 

-• w2,1 ~ u2+w1,2 ~· . 

- w 2, 1 = ( u2+w 1 , 2) " w 2 ,.1 i ~ u2 " w 1 , 2 )+_( w 1 , 2 ." w 2, 1 ) ::',f. ( 6 • 4 ( i)) • 

-Maar 

Dus 

"·2, 1=u2 A w2, 1 

,_. u2 ~ w2' 1 

➔ w2,2 ~ o .. 
(ii) a=2, m > 2 ( inductie naar m). We hebben 

: u1+u2=v1+., • .-1-vm-1+vm 
' ~ 

\ 

Stei, v1 f=v1+., .. +vm_ 1 en v2!=vm~ en pas (i) toe, Er wij11_ zi,j & K 
I 

zo .1lat 

v1+ ••• +vm-1=v1=z1,1+z2,1 

I 



Volgens inductie-aanname ~ijn er w11 j el{ (1=1,2; j=1, •• .,m'""1) 
I' 

zo,dat 

w1,m:=z1,2' w2,m==z2,2. 

Dan .,is inderdaad 

v j =w 1 j + w 2 , j ( j = 1 ,. • .., m) , 

- ~ \'! u1 - j = 1 w i , j ( i = 1 , 2 ) . 

(iii) n > 2, m ~ 2 (inductie naar n). Ahaloog aan_ (ii). 

6.6 Stelling. Een Riesz-ruimte heeft de decompositie-eigensohap: 

[o ,x] + [o ,y]= [o,x+yJ 

Bewijs:. Men ziet onmiddelijk in da·t 

[o,xJ+@,y] c [o,x+y] .. 

Neem nu z e: [o ,x+y] • Dan is er een w 2',. 0 zo. dat 

z+w=:x+y· 

VoJ.gens 6.,5· bestaan er dus wi,j e: K (i=1,2,. j=1,2) zo da·t 
.. 

(en [o,x]) z=w 1 1 +w1 2 , x=w1 1+w2 1 dus w1 ·1 e: , ' , , 
' 

w=w2 1+w2 2 , y=w1 2+w2 2.(en dus w1,2 e: to,y1). 
. , , ' , 

Dus w e: [o,xJ+ [q,y] .. 

6,, 7 Opmerking. Voor de fopmulering van de in·terpolatie- en 1.\'3composi-....,. .. ___ _ 

/ 
I 

) 

1,ie eigenschap is het niet nodig te verondercrtellen da:t : ~-: ... _<;_) een 

Hiesz-ruimte is. Men kan dus spreken over o .. v .. me·t de interpo:i.:--.,. 

eig.,; volgens bovenstaand bewijs hebben deze vanzelf' de decomp. 

eig •• Omgelceerd heeft iedere o,v .. m.e·t decomp. eig., de interpol. 

eig,., maar er zijn o. v. met de in·terpol. eig. die geen Riesz­

ruimte zi jn(z:i.e [ ,f·J section t., 1., 7) .. ,, 



Ui t voorbijelq. 3, ~ 'tile~~ d@:t VPQJ:? ~en 4,{3~:ll"u:j.mte M van E, zelfs 

al is M (bij de relatieve ordening) een Riesz~ruimte, niet noodza­

kelijk behoeft te gelden dat x v.y (d.w.z. x "EY) in M ligt voor elk 

i tweetal x,y in M. 

6~f Definitiee.Zij (E,i) (nog steeds) een Riesz-ruimte, en·M een 

lineaire deelruj_mib.e van E. 

( i) M heet ·een Riesz..:.deelruim·te van E, als M:ivty e M voor elk 

tweetal ~,Yin M. 

(ii) M heet een (ord~-)ideaal ala 

(x e M, I y l i Ix I) -. Y e: M. 

(iii) M heet een bamd, als M een ideaal is, en voor iedere· naar 

boven gerichte verza~ding B c M, waarvoor sup D bestaat (in E), · 

geldt sup Be M. 

6 .9 Eigenschap. Een ideaa~l M i_~ is een R:i.esz-deelruimte van· E. 

Bewijs: Neem x,y in M. Dan 
. 

x-y e: M 

~ lx-yj EM· , 

... xv y=½(x+y+ jx-yj) e M 

\ 

6.,19 Voorbeelden. 

(i) Zij E de ruim·te Brfo,:.eJ (vgl 2.4), en 

M:={f e E I f(·t)?O voor alle t e: [o, ·1]}. 

Dan is M een band in E. . 

( ii) Zi j E de ruimt e 11 l d. w. !: de verzameling de1• ri ;j t j es (x1 i:.:~ I 
van reele getallen,waarvoor ~ 1fx1 I ~ 00 1 ~et ·termsgewijze optellizi:,;< 

e_r,. acalar-vermenigvuldiging. Gee£ E de ordening me·t kegel I 
/ K:={x c:; 11 I xi~ 0 (i=1,2, .... )}. I· 

Dan i~ 1 1 een Riesz-ruimte,waarin (xv y) 1=x1 v y1 (1=1,2, ~ .... ). 

l>efinieer 

M:={x E 1 1 I x1=o, voor bijna alle i}. 
Mis een deelruimte, en ala x £Men IYI i lxl dan 



IY1 1=1yl 1 ~ lx1 1=1x1 1=0 voor bijna alle i. 

Dus y e: M. D.w.z. M is een ideaal·. Maar M is geen band, want: 

Definieer voor elke ksi·JQ.l~l,12,:~Lt. y_~111en,t element xk van 11 door 

xk1 :=0 voor i>lc 

= ➔ 12 voor 1~i~k. 
. ·-1 

Dan is .{xk I k=1,2,. •• }=:B een naar boven gerich·te deelverzameling 

van M met 

sup B = ( ·1 , _ ~2 1 • •• ) E lf' M .. 

6, 1© Lemma •. Zij {Mv I v e:· I} een collec·tie deelruim·ten van E, en stel 

, M:=n{Mv I v e: I}. 

( i) Als alle Mv Riesz-doelruinrten z:Ljn, dan is M een Riesz-

deelruimte van E. 

•1 (ii) Als alle Mv idealen zijn, dan is M een ideaal. 

(iii) Als alle Mv banden zijn, dan is M een band. 

Bewijs: Triviaal. 
I 

6.1l Opmerkinge Zij x EE .. De doorsnede van alle Riesz-dee-lruimten 

(resp. ideal en, resp. banden) die x bevatten, noem·I; me1.\ de Riesz-
.. 

deelruimte (resp. het ideaal, respe de band) voor·t;gebrac:~1t door x • 

. (-i) Zij u. E K. De Ries:::-:rui~~oort.geb:ach·t door u i~ --~·,; --

deelruimte voor·tgebracht door u; in formule, 

Ru = s p ( u) : = {ix. u I ~ e m} 

Zoa'., a een voorbeeld i11 m2 reeds amrtaont, geldt di t niet voor 

wil", ekeurige u e E. 

(11; Zij u e: K$ Het ideaal I voortgebracht door u is u 
Iu = ~~ IN n. [-u,u] .. 

. !/ ::::·~j ~: Stel 

F := n~IN n; [-u,u]. 

:B;t is" duideli:\j:k dat F c. Iu; rest ta bewijzen da·t; F een ideaal is. 



Welnu, als x,y in F l:J.ggem, .dan geldt 

:[ n 1 ,n2 in IN z6 dat x e: n 1• [-u,u], y e: n2 [;-u,u] 

_. :[::~1 ,y1 in [-u,u] zo. dat x: n 1 .x1 , y=nn2 .x2 • 

Kies m ~ max{n1 ,n2 }, en stel x2 := nt··x1 , y_2 := m2y1 • Dan is 
X +y 

x+ y= m(x2+y2 )= 2m( 2
2 

2 ) 

e:. 2m. [-u, u] ( volgens 1 • 7) 

... x+y e: F. 

Voorts is het onmlhddeli.jk duidelijk. da·t; 

· (x e: F, o<.e:lli) .... o<x e: F. 

Dua F is een deelruim·lie van E. Tenslotbte, indien 

'Xe: F, !YI i Iii. 
dan geldt 

S: n e: IN zo dat x e: n. [-u,uJ, !YI .$. lxl 
.... IYI i lxl i n.u 

... y e: n. (-u,u} c F. 

· Dus F is een ideaal .. 

Zij X een compacte Hausdorff ruimte. De verzameling Cr(X) is bij 

de gewone (puntagewijze) operaties en ordening (vgl 3.5) e~in Riesz-

1 .. uimte en tevens een algebra. Behalve over (orde--i)idealen k\111nen we . 

dus ook spreken over algebraische idealen (zie•·def.'4~'2;~de . .1rs·~n6.1, en 

6:j;41--vormen' e~n·i ge:ileralisa·~ie) vansA . .-4,. t. ),. We. geven Cr(X) . de top0·~on;ie 
·, 

der unif.orme convergentie (zie [ 1], def 29). Ala V een (geslotan) ·, 

deelve::·zameling van X is, dan is klaarblijkelijlc de verzameling 

Iv:= {f e: cr(X) I f(t)=O (t e V)} 

een tasloten algebraisch ideaal in Cr(X), Omgekeerd geldt: 

6. 13- ;·~~_mma. Ala I een gesloten algebraisch ideaal in Cr(X) is, dan 

/ls er een gesloi;en deelverzameling V van X zo dat I= Iv1 
/ 
Bewijs: S·tel 

V := {f EX I f(~)=O (f £I)·}. 



I 

Vis gesloten, en I c Iio Neem f ~ Iv~ z.~~~.a., 
' . • ., ' ll', • .•: ' -t ,,J •... ', 

'. 11 f II 1 : = max { If ( t) I I t ·e X} = 1 • · 

Kies i zo dat O<e:<1, en definieer 

w := {t E X I lf(t) I ~ e:} . 

W is compact, niet 1e·eg, en W n V = ~ • Voor iedere t e: W bestaat 

een ft e: I zo, dat ltt(t)I > 1; dus zo, dat 

ltt(u) I > 1 voor alle u in een omgeving U.~ van t. 

Er bestaan nu t 1, ••• ,tn in W zo dat 
! 

Stel 

gE := ft 2 + • • • +ft 2 • 
1 n 

Dan is ge: e: I, ge: LO, en ge:(t) >. 1 voor alle ·t e w. De functie. 

he: := fge:(e:+ge:)- 1 

ligt in I, daar Ji een m.ilgebraisoh ideaal is, en eenvoudige bere­

kening toonj aan dat 

jf(t)-he:(t)I =l-e-!! (t)I ~ e: (t e: X). 
£ 

Omdat I gesloten is, volgt hierui·t f e I .. 

6,, 14 Stelling. Zij I een gesloten deelverzameling van Cr(X} .. I is -een 

algebraisch ideaal ala en alleen ala I een orde-ideaai is., 

Bewijs: 

(i) Zi~ I een alg. ideaal. Volgens 6.13 is er een geslo\~~ V c X 
,, 

zo dat I= Iv• Dus 

(f EI, lgl i jfj') ➔ (f(t)=O voor te:V, jg(t)I ~- lt(t)I voor··c·<:{)
1 

/ 

' 
I 
I 

I 

"·· 
➔ g(t)=O voor t e V 

\ 
➔ g e Iv = r •. 

Dus I is oen orde-ideaal., 
/ 

(ii) Zij I een orde-ideaal. Neem f e Cr(X) en g e I. Stel cc:=!11£11!; 
dan is °' g e: I, en 

r'Daaruit ·;olgt fg e I. Dus I is een a.lg. idea.al. 



Zij (nog steeds) (E,.$.) een Riesz-ruimte, en zij M een lineaire 
A , 

deelruimte :van E. Voorts zi j E: =E / M .de bi jbehorende quotientruimte 
A (I 1 I, def.12). De elementen van E worden aangeduid met representan-

A A 
ten, x:=x+M. We definieren in E een relatie .$. als volgt: 

"'xs_,,,...y K - y-x e +M. ( 1) 

"" De bijbehorende kegel {x I X ~ o} no·te1"en we me·t K. Dan is gemakke-

lijk na te gaan ~at geldt: 

(i) 
,', A 

(ii) °' K C K 
- A A Niet steeds geldt echter Kn ~K = {o}, zodat i niet automatisch een 

· ordening in E definieert. (Tegenvoorbeeld: Neem E:=Cr(o,1], en zij 

M de (Riesz-)deelruimte der constante functies. Als f gedefinieerd 
A A,.· A A 

.. wordt door f ( t) :=t, dan is O 4 f e K n -K.) We hebben echter: 

6.15 Stelling., Als M een ideaal is in E, dan definieert (1) een orde­

ning in E / M. Bij deze zgn. kanonieke ordening is E / M een Riesz­

ruimte. Bovendien 

Bewijs: ·om aan te top.en dat i een ordening is, moeten we laten · 
A .A ,......_ ;,.. , ... .._ -"''-

Zien dat K·n -K = {o}. Welnu, zij x e 'Kn -K. Dan geldt: 

i u1 ,u2 in Ken m1,m2 in M zo dat x=u1=m1,; -x=u2+m2 • 

;._. O=x+(-x)=(u1+m1 )-i-(u2+m2 )=u1+u2+(m.1+m~) 

- 0 i u1 .$. U1·l·U~ e M 

- u1 e M (want Mis een ideaal) 
,,,.. ,. 

-+ X = 0., 
.,.., 

Dat (J;,i) een Riesz-ruimte is, zullen we bewijzen door aan te 
_......, A A A A 

tonen'dat: xvO = xvO, voor iedere x e E (vgl. 2.2). Bet is dui-
t 

[: 
deli;'.!c dat iv'o een bovengren:s van {x,6} ~s. Zij nu z een boven- · i 

~ grenj van {x,o}. Dan zijn er m1 en m2 _111 M zo,da:t; 
, 

:;-x-m1 2 0 , z-m2 2 o. 

I 
I 



Stal m:=m1 A m2• Dan is 

z-x-m=z-x-m1+<m1-m) ~ 0 ' z-m=z-m2+<m2-m) ~ 0 

en dus z-m · 1. x v O. Daarui t volgt 
,.. ,,,.,.,_ ,,..,.,._ 
z = z-m ~ x v O. 

,,,,,...... A, "' 

Dus X v Q -= X V O • 

De overgebleven formules volgen uit de zojuist bewezen betrek­

king en de volgende stalling (waaruit blijkt dat de quotient­

afbeelding een Riesz-homomor:f':hd.sme is). 

6.16 Definitie.Laa.t (E,i) -en (F,f) Riesz-ruimten zijn (Dat de orde­

ningen in E en F met hetzelfde symbooi i zijn aangegeven kan 

moeilijk verwarring wekken).Zij J:E->F een lineaire afbeelding 

([,] def. 8). We noemen J een Riesz-homomorfisme, .•la 

J(x V y)=Jx V Jy , J(XA y)=Jx" Jy 

6.17 Stelling. Laat (E,i) en (F,i) Riesz-ruimten zijn, en J:E->F 

een lineaire af~eelding. Aequivalent zijn de beweringen: 

(i) J is een Riesz-homomorfisme, 

(ii) 

·(iii) 

(iv) 

(v) 

x " y=:,O - Jx "Jy=O 

J(x+)=(Jx)+ 

J(x-)=(Jx) ... 

Jlxl=IJxt 

(vi) J·fx v y)=Jx v Jy 

(vii) J(x "y)=Jx ,.,,Jy 

:Bewi_j_!H We bewijzen alleen (ii) - (iii) •. De\ overige relaties . 
volgen o:nmiddelijk ui t de lineari tei t van ? eii ~le sau:~nhang 

tussen de roos·teroperaties ( zie n~ lemma 2. 7). 

(ii) - (iii). Voor x e E geldt . . ~ 

.' 

(.Jx)+=(Jx) v O=(J(x~ -x-)) v O=(J(x:)-J(x-)) v O=J(x:)-(J(x ... ) 1- J('>\ 
Maar volgena 2.5.(vii) is X+A x ... =o; en ciiie J(x+)~'J(x"'")=O,. Daa;..:· ', ,, 

uit volgt (Jx)+=J(x+). 



· 6. 18 Defini tie. Een Riesz-ruimte (E,.$.) heet Archimedis,.9J.!,,geord~;n.sl 

. (afgekort, A.o.) als, voor iedere ye E, -
( ~ x S. y voor alle °" > O) _. x · .$. O 

6.19 Lemma. (E,,5) is A,o. als en alleen ala voor iedere u & K geldt 

inf { ¾ u n=1,2, ••• } = o. 
Bewijs: 

(i) Zij (E,.$.) A.o •• Klaarblijkelijk 

u ·-.- { 1 u n l n=1,2, ••• } e 

Zij x een ondergrens van u. Kies 

dat n
0 

> ~ a Dan is 
,, 

, ct X .$_ !;$,_ ,;_u({ :-..a_~ U = U,. no ...;... .9'. ~-v 

een 

is 0 een 
( 

_ct > 0, 

Daar cw. willekeurig is ,volgt hieruft ~-.. :f.~Oll 

(ii) Omgekeerd, 

°'X .$_ y· (1te) 0) 

- cc. x+· S.. y+ 

-• nx+ S. y+ 

(""> 0) 

(n e IN) 

-~ x + S. inf { ¾ y + · 11 e IN } = 0 

-+ X .$_ 0., 

' ,i .. 

ondergre11s van 

en bepaal ·n
0 

&f.1Nda6 . 

.) 

' .. 
' 

6 .. 20 Voorbeelden. m (me·t de gewone ordening) is A .. o." Daar het product 

van A,o. Riesz-ruimten (met de product-ordening), en een Riesz­

deelruimte van een A.o. Riesz-ruimte ( met de relatieve ordening) 

weer A.o@ zijn,· volgt nu onmiddelijk: m.11 met coordinaatsgewijze 
' 

ordening, Cr(X), 11 zijn A•?•• Daarentegen isrni1 met lexicogra-

fische ordening nie·t A.,o.(r(.'.i~2:).'(tW:ap.·t:;:;:.¾( 1, ~ •• , 1) ?., (..O, 1, ••• , 1) + 
(O, e •• 1 0), voo_r alle mi. em~) 

6. 21 Def~ni_1i_ies, Een Riesz-ruimte (E .. .$.) heet ~~-;yoll~q.ig ( af gekort 

o. c .. ) a.ls iedere niet-lege na.ar boven begrensde deel verzan,eling -
van E,een supremum hee..ft. 

(E ,i) heet ~-orde-volled,?:_g ( afgekort, ~..2.),. ala i~dere ;niet­

lege aftelbare naa:r/boven begrensda. deelverzameling van E et:.1 . \· 

aupremum heeft. 

I 
I 
[ 



. r -

Indian~, B c E, en 

B : = { sup A I. q> + A c B, A eindig } , 
~ N, dan is Been naar boven. gerichte deelverzameling van E, en B c B. 

,..., . 

Voorts bestaa·t sup B als en alleen als sup B bestaat, . en dan zijn 

beide gelijk. Het volgende lemma is daarom evident. 

6.21 Le~~. De volgende beweringen zijn aequivalent: 
·. 

(i) (E,i) is o.c •• 

(ii) Yoor iedere niet lege na.an boven gerichte1.~:i.naar boven begrens-.. 

· de de.el verzameling van E bestaat he·I; su~remum. 
,· 

(iii) Voor iedere niet l:ege, (naar beneden geriiti.te) naar beneden 

begrensde deelverzameling van E bestaat he·t infimum. 

6 .2a Stelling. Een <r-o o c. _Riesz-ruimte (J!1v.$.) is A. o.o o 

Bewijs .. Zij u e: K. De verzameling 

U := { 1 u I n e: IN } n 
is naar beneqen begrensd; dus bestaat x:=inf U, en 

ix= ½.inf U =inf (½u) ' (volgens 2.8(ii)) 
. -, 

= inf U = X 

6,2~ Voorbeelden. 

(i) m11 ,coordj_naatsgewi.js geord.end, is o.c. 

(ii) IB.11 ,lexicographisch geordend, is nie,lci'-ocCo (n ~ 2)o 

(iii) B (X) (X f,r(J;J:.+ekeilri':g~:v.o:vz.ff•) is o.,o. e r . . . 

(iv) O~{Ol1] _is n:Lei cr-o.cu 
\ 

(Voor een u--o~c .. , niet OeC,q Riesz-ru:l.m"te, zie [ ,] ProJblem 1N, 

gecombineerd met 4N) 

l 

I 
f 

l-

1 
I 

1 

i 

t 



Par 7 Posi tieve lineaire ~:P.~~-l(j.i:1J.g~?J. 

Laat (E 1 ,i) en (E2 ,f) o.v. zijn. De verzameling L(E1 ,E2 ) der 

lineaire afbeeldingen T:E1->E2 is. een lineaire ruim·te onder punts~ 

gewijze optelling en soalar-vermenigvulding. 

7. 1 Defini tie. Zij T e L(E 1 ,E2 ). T heet ee11 posi•t_~eve lineaire ~f'-_, 
beeldin~ (Notatie: T ";:)o), ala· 

(x e E1 , x L 0) ➔ Tx Lo. 
We schrijven 

K(E1,E2) := {Te L(E1,E2) ·I T 1 o}. 

7.2 Eigenschappen. 

(i) K(~1 ,E2 ) + K(E11E2 ) c K(E~1E2 ) 

(ii) ~K(E1 ,E2 ) c K(E1 ,E2 ) ( ~ 2 0) 

(iii) Indien de kegel K1 van E1 de_ruimte E1 voortbrengt (i.e. 

E1 = K1•K1), dan bovendien -. 

K(E1,E2) n -K(i1,E2) = {o} 

Indien voldaan is aan (iii) dan is (L(E1,E2 ),i) dus een o.v •• Dit 

is zeker het geval als E1 een Riesz-ruimte is. 

Bewijs: We bewijzen alleen (iii).- De rest is triviaal. 

(iii): Zij E,=K,+K,. Neem T € K(EpE~) n -IC(EpE~i .. Dan ' 

T ,?.. 0 ': , ..:T ~ 0 

➔ Tu~ 0 ,-Tu~ 0 (u e K1) 

➔ Tu = 0 ( u e: k1 ) 

Neem nu x e; E1• Da~ is x=u1..§.u2 me·~~ u 1 en·,~u2 in K1 !_ dus 

Tx = Tu1+Tu2 = O~O = O, 

d.,w .. z,. T = 0,. 

7,.3 Definitie. Zij T e L(El,E2 ). T heet g_!~:,b~g,!:.<2.,lY!,d {af~ekort, ~.) 

ala yoor iedere orde-begrensde verzameling A c E1 , ·T (A]. een orde­

begrem.sde deelverzameling van E2 is. De verzame_linf: der o.,b. ·line-

aire afbeeldingen dui4en we aan met _Lb(E1 ,E2 ).. ......J 



De volgende eigenschappen zijn .gemakkelijk te veli.fieren: 

7.4 !ig~nschappen, 

(i) Tis o.b., als het beeld onder T van ieder orde-interval 

een ord_e-begrensde verzanieling is .• 

(ii) Als T ~ O, dan is T o.b •• 

(iii). Lb(E1 ,E~ is een l_ineaire deelruimte van L(E1 ,E2 ). 

(iv) Als E1=K1-Kp dan is Lb(E11 E2 ) een o.v. met kegel K(E1 ,E2 ). 

7.5 Stelling. Laat (E1 ,i) en (E2 ,i) Riesz-ruimten ,zijn; waarbij (E2,f) 
o.c •• Dan is Lb(E1 ,E2 ) oo1k een· .. ~Riesz-ruimte. Bovendien geldt 

voor T, T1 , T2 in Lb(E1 ,E2 ): 

(i) T+x = sup {fy j.0 i y ix} (x > 0) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 

(T 1 v T2 )x = sup{{T 1xtT2xLI x 1, _x2 in K1, x=x1+x2} (x ~ 0) 

(T 1 "T2 )x = inf {T 1x 1 1-T2x 2 I x 1 ,x2 in K1 , x=x 1+x2 } (x ~ 0) 

!Tix = sup {T(x1-x2 ) I .x1 , x2 in K1, x=x1+x2 } . (x ~ 0) 

IT Ix= sup {Tz I lzl ix} (x ! 0) 

I Tx I i I T I ( I x I ) • 
Bewijs: Bij het bewijs maken we gebruik van het volgende.lemma:. 

. \.., 
7.6 Lemma. Laat (E1s) en (E2 ,i) o.v,, zijn, terwijl E1=K1-K1 .. Zij L: 

K 1->E2 e~n afbeelding waarvoor geldt 

(1J L(x 1+x2) = Lx 1 + '1x2 (x1L .0, x2 ~ 0) 

(i-A.) 1(1%.x) == e><.Lx (x Lo, w ~ o). 

voor x e K 1). 

Bew!~= Neem ye E1 • Dan is y=x 1~x2 met x1 ,x2 in K1 • Definieer 

Sy:= Lx1 - Lx2• 

Ondubbelzinnigheid: Ala y=x1 '.t.tx2 ' me·t x 1 '-•x2' in K1 , dan 

,x1+x2 • = x 1
1+x2 

...,, Lx·· .t,.YLX ' = L(x1+x2') = L(x, 1+x2) = . '·11 F,.. 2 



Additiviteit: Zij x=u1-u2 en y=v1-v2 met u1 ,u2,v11 v2 in~,• Dan 

S(x+yl = S(u1-~2+v1-v2 ) =·s((u1+v1 )~(u2+v2 )) = 

= L'( u 1 +v 1 )-L( u 2+v~) :,f··f'(i,- 1 t f LV.:j ➔ ·•Lu2 - Lv 2 __ = 

= Sx + Sy 

De homogeniteit bewijst met analoog; de uniciteit is triviaal. 

Bewijs van stelling 7.,6: 

· Neem T e: Lb (E1 ,E2 ). We zullen aantonen3dat T v O bestaat en da·t 

(i) geldt. Voor x e K1 definieren we 

Lx := sup {Ty I 6 i y ix} = sup T[O,xJ 

Dit 'is mogelijk, daar T o.b., en E2 o.c., is .. Dan geldt 

L(x1+x2 ) = sup T[o,x1+x2] 

= sup T[ [o,x1J+[o,x2J J (volgens 6.6) . , 

= sup(i1 [0,x1J + T[O,x2]) 

= sup T[O,x1J + sup T[O,x2] (-volgens 2,.8(i)). 

(x 1 ~ O, ~2 ~ O). 

Zoook: 

L (0< X ) = 1>e Lx ., ( "' ~ 0 1 X ~ 0 ) . 

-Dus L:K.1->E2 voldoe·t aan de eisen van lemma 7.6. Er bestaat dus 

een Se L(E1 ,E2 ) zo dat slK = L., Voor x 2. o is 
1 

Sx = Lx = sup T[O,x] ~ Tx , Sx l 0 

Dus Se Lb(E1,E2) (wegens 7,.4(ii)), ens_ is een bovengrena in 

Lb(E1,E2 ) van {T,O}. Tenslotte, ala s1 e~eneens zo'n bovengrens 

is, dan geldt voor x ~ o, 
. Sx = Lx = sup T [o ,xJ i sup s1 [O,Jtl = 's 1x/j 

Dua S i s1 ,. Derhalve bes·taat T v O = S (waaruit volg·t da·t Lb(E1 ,E2 ) 

een Riesz-ruimte is), en formule (i) geldt~ 

(ii). D.~:a..r- ~:1 }! T-2 ::.=,.; ( ( T 1-T2 ) v O )+T2 , is voor x ~ O ~ 

~T 1 v T2 )x = ( ( T1-T2 ) v O)~+T2x = sup (T 1-T
2

) [o,x] + T
2

:x 

= sup { (T 1-T2 )y+T2x I O S. y ix} (2.8(i)) · 

= sup {T 1y-T2 (x-y) I O i Yi~} 

= sup {r1x1+T2x, Ix~ ~ 0 9 x~ > o. x=xA+x- i 

f 

1: 



~" .,--. .,,,., ···-· ,,:""'""''~~, ', .. - ·- -1 

(iii) en. (iv) volgen_ uit (ii). 

(v) volgt.uit (iv) met behulp van 6.3.(vi). 

(vi) volgt uit (v). 

7.7 Stelling. Laat voldaan zijn aan de voorwaarden van stelling 7.5. 

Dan is de Riesz-ruimte Lb(E1,E2) o.c., en voor iedere niet-lege 

naar boven gerichte, naar boven begrensde deelverzameling B van 

Lb (E1 ,E2 ) geldt 

(sup B)x = sup {Tx I T £ B} (x ~ 0) 

Bewijs: Zij B c Lb(E1,E2 ) een verzameling met de genoemde eigen­

schappen, en zij s-
0 

een bovengr.ens van B (S
0 

£ Lb(E1 ,E2 )). Voor 

ied~re x E K1 is_ {Tx I Te B} naar boven begrensd door S
0
x. Dus, 

daar E2 o.c. is, bestaat 

Lx := sup {Tx I T eB}. (x ~ O). 

Mekk op dat voor emk tweetal T1,T2 in Been TE B bestaat zo dat 

T ~ T1, T>~ T2• Dus 

T1x1+ T2x2i Tx1+_Tx2= T(x1+x2) (x1,x2 in K1) 

Daaruit volgt (met behulp van 2.8.(i)) 

Lx1 + Lx2 = sup {T 1x 1· I T1 E B} + _sup {T2x 2 T2 e B} 

= sup {T 1x 1+T2x2 T1,T2 in B} 

< sup {T(x1-i-x2 ) I T e B} = L(x1+x2) 

Daar de tegengestelde ongelijkheid (trivialerwijze) ook geldt iHufi 

Lx1 + Lx2 = L(xf,-~2)., (x 1 ~ 0~ x2 ~ 0) ~ 

Voorts is onmiddelijk in• te zien da·t 

L(-¥.X)== o(..LX. ( ot ~ 01 :z; ~ 0)., 

We hebben dus een functie L:K1-3E2 die voldoet aan de eisen van 

lemma 7.6. Derhalve is er een unieke Se L(E1,E2) met sJK
1
= L. 

Uit de ongelijkheden ... 
T 'i S i S

O 
,': ( T £ B) 

volgt nu dat S o.b. is, en dat S = sup {T IT e B}. 
(, 

' 

I• 

' 
' ! . 
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·It;t de rest van ·-deze ·paragraaf is :(;,E,.$) oen _Riesz-ruimte met ke-

gel K. Daar ( JR,~) een o.c. Riesz~ruim·te i_s• .,lmnnen we hut voora.f­

gaande toepassen op de. r.uim:te L(E,)R). der lineo.i~e functionalen op E. · 
;- _,,,<--.\_ . 

We gebruiken de notatie.s:· .>. 
. . . .E 41-. := L(E·, m/'{~'/._: 

Eb :=. Lb(E, JR) · .. 

K-H' := K(~,ur) = {f e E I f(x).1.; 0 (x ~ o)}. 

Twee eleme1i·ten X en y in E noemen we dis junc~ IX I I\ I y 1 · = 0 (~o- . 

tatie: x 1 y). Uit 2,.5(vii) volgt' dat xtJ x-,.voor :i.edere x. & E. 

'• b b 7.8 Lemma. Zij u e· K en 'I e K. ( d'.lls ~ ·e · E ) .. · Do.n is er een ~'1 & E 

me·t de eigenschappen: 

, c i >. o ! ru i P 

~ii)". ,rJX) =. Y.,(x),~ ·voor ·alle_ x e Iu (zie 6 .. ·12 (ii)) 

(iii) f°JxJ = O, v.o'or alle x me·t ·x l u.·. 

Bewijs: Definieer · 

e ·I } u 
We weten dat voor hot ideaal Iu, voortgebracht door u, geldt 

Iu = _u {n[-u,uJ In e~}. 

Hierui t en ui t de ideaal-defini·tie volg·t gemo.lckelijlt 

run [t>,xf1-x2] = Iun [o,x1]. + ,Iu~ [o',x~]. (x1 ,x2 in K). 

Daaruit volgt 

lu(x1+x2) = lJx1t+lJxi 

:terwi}l bovendien 

We kunnen dus lemma 6.7 toepassen op de functie lu:K""'""'."">m.en 

vinden een lineaire 'fimctionao.l fu op E waarvoor PulK = lu•., 

Daarai t volgt omniddelijlc ( i) ( en duo ook 9"u e Eb). 

(ii) •. Als x e. Iu, . dun ook_ x+ e ·Iu en x- · e Iu. Dus 

?uix~·) = sup rCiufl ,x"'] J =. (JUP p[o,x·~:3 = J>(x+) 

(xtK). 



.. '. -,..v 

C: ! 

O~dezelfde wijz~, 1u·(x..:.~=r(x-); en dus J'u(x}=Jo(x). 

(iii). Neem aan·x 1 u.· Dan. oolc x+ 1 u, en ;_- 1 u. Nu is 

z E. Iu n [O,JlJ H a n E IN zo da·t z E n[-u,u] n [o,x'~] 
+-> · (0 .$. ~ i 11. u , 0 .$. z S.. x+) · 

+-• 0 .$.. Z ,( X + A .ll. U 

Daar x+"" n.u. ~ n(x.,. ,\ u) ·= o, volg·t dus dat 

f'u(x"1
·) = sup j{Iun [o,x+] J = sup 9'{0} = o. · 

Op dezelfde wijze vindt men Y'u(x-)=O; en dus ptfx)= O. 

7. 9· Stelling. Zij (E, < ) een Iliesz-ruimte ." Dan :is Eb (met de kegel - ' . . 
· K*) een o.c. Riesz-ruimte. Als f e Eb, en x e; K;· dan geldt 

( i) r+cx, ~ sup { f(z) I O S.. z S.. ·x} 

(ii) f{x)= -sup {-f(z) J·o S.. z < x} ··· 

(iii)/f/(x)= sup {fCz} I lzl .$. x} .,;·-,·, ' 

. -11-· 
Als x e: E, en ; e. K , dan geld·t 

(iv) f (x +) = max {i(x} J O S.. Y.- . .$. f°} 

( v) f' (x-) = max· { -rCX) I O · S.. 'f- S.. p} ·. 

( vi ) j'> ( I x I ) = max { Hx) I I Y.. / S.. fa' } 

Bewi~s: We behoeven nog olech·to (iv), (vo/, (vi) :te bewijzen. 

(iv) Ala OS.. t S..f ~ en x e; E, dun is 

Y-{X) .$_ ~ ( £1-) .$_[°(X +) • 

Dus is tCx+) 0~11 bov:engrnns van {f{x) I O i ¥- .$. y,}. Ui·t lemma 7 .a 

volgt de existentie van een f. +, waarvoor o .m .. geld·t: 
X 

OS..r+S..Y', 
X . 

~ _
1
_(x·1·)=r(x'1") , y, .

1
.(x-)=O 

X X · 
Da~rui t .volg·t 

r + (x) £ {S'{x) I O S. Y. .$.}'} , f + (x)=;, .
1
.(x+)=j'(x"'"). 

X X , X . ' 
· Dua 

. 
(v) yolg~ onmiddelijk uit (iv).· 

<.vi): f( lxl )=;,(x+)+p(x ... ) = max{f~) I 0.$.f'-5.r} .+· max{-l((x) I 0,9\.$.f} 

= max 

= max 

fr~x)- 7<(xJ_ I oist-,!t, oixs.pl . 
{i"tXi' I LZ'I 5. t:,·} · · ( volgena 6 .• 3 o (vi) L · 

I 

i 
t-



I. 

· Daar (ED ,.5J een Riesz-ruimte is, ~s ook Ebb :=(Eb) b me·t; de ge­

bruikelijke ordening een Riesz-ruimte. Voor ieclere x e:: E, is de func-:­

tie Jx:Eb__:_>m, gedefinieerd door 

(jx)(f) := f(x) (f E Eb), 

een element van L(Eb,m) •. Bovendien is 

Jx = J(x·l·)-J(x-) E Kb*.-Kb-.,;,. = Ebb 

(hierin is Kb* de kegel van Eb*:=L(Eb,m), en dus van Ebb). Zo wordt 

dus een, k:ennelijk lineaire, afbeelding J :E->Ebb. gedefinieerd. Voor 

iedere x e: E, en iedere f e: IC~, ge_ldt 

.' IJxl (f) = sup{(Jx)(g) I jgj .ff} (volgens 7.9(iii)) 

= sup{g(x) I I g I i t} 

= f(lxl) (volgens 7.90vi)) 

= (Jlxl)(±'). 

Daar K~-K~= Eb, volgt hieruit dat 

I Jxl = J lxl, 
dow.z. J is een Riesz-homomorfisme. 

/ , ( In het algemeen is J ech-t;er geen, 1-1 afbeelding neem, bijvoor-

beeld, maar het geval dat l niet A.o. is!). Voor condities, waaronder 

J wel 1-1, dus een Riesz-i.somorfisme, is, ,zie 17 ·j, Th. 23.15 • 

. . . 



Hoofdstuk IV Genorml;!erde ruimten 

In dit hoofdstuk zal, als regel zorider verwijzingen, worden ge­

bruik gemaakt van de beginselen Vfin_de theorie cler genormeerde ruim­

tenJ men zie daarvoor het college~ictaat FunctionaalTanalyse [,], in 

het bizonder de paragrafen III.2, III.3, III.a. Als gebruik wordt ge­

maakt van resul ta ten, die niet in deze paragrafen ·te vinden zijna zal · ., 
in de text daarnaar nader worden verwezen. ·. 

Par. 8 Genormeerde lliesz-ruimten 

8.1 Definitie., Zij ·(E,i) ·een Iliesz-ruimte, ;en le.at in E een norm 

II •• 'II gedefinieerd zijn zo da·t, (E, 11 ... II) een genormeerde ruimte 

is, terwijl bovondien voor Y;.,y in E geldt 

lxl .$. !YI llx II .$. IIY II 
Dan noemen WO (E ,.$., 11 •• O een genormeerde Riesz-ruimte. 

Indien· (E,11 •• ~) bovendien een Danach-ruimte is, dan heet 

(E,.i, I .. II) een Banach-rooster·. 

' 8.,2 Lemma. De roos·ter-opera·ties in eon genormeerde Hiesz-ruimte zijn 

continu. 

Bewijs: Voor de opera·tio j •• l.:E->E volgt de continuiteit on­

middelijlc ui t 6f;3{:i.;L).;:..e:g.: de:fi11i tic a .. 1 .. Daar in een genormeerde 

ruimte de vcctoi·-opcratieo continu zijn, volg·t de continui tei t 

van do overige rooo_t~r:oporatieo nu u:m:t; de bekende • arunenhang 

tusaen de roos·ter-oporaties C zie na lemma 2. 7) o . 

\ 

8 .. 3 Voorbeelden 

~,iJ,·m11 
me·t; coordinaa·t;sg~w~jze ordening en de norm Ux/j:=Vf..txi'l2' ..,.,,, . 

is• een Banach-roos·t;or." 

(ii) Cr(X) (X conipac:(;. 
1

IIau~dorf.f, ge,wone' ordeni~1g)s, vo....,orzien van 

norm •~f II :=sup{ I f(t) I I :t e:. X}, is -oen· Bunach-rooErtore 

f 

f 
(iii) lp ( 1~p<~) (zie [ 1 ] blz,. 95) me_-1; de relo:tieve product- f 
ordening 'van IR IN , en de· norm j:.~: =(f ;J ''i. I P)-.l ia e en Danachrooeter, i 

. . . I.·. . .. ··· <:::'·, .· -:· . 



-, 

Hetzelfde geldt yoor 100 :·me·t de norm:.~.xlfoc>:= stlp{lx1 1 Ii e:IN}. 

\iv) Op mn (nl1) 'met de lexi~cogra.fis~he' orden:l11g"'·1s geen ~orm 
• 

te definieren zo dat een genormeerdo Iliesz-ruimte ontstaat. Dit 

volgt ui t de volgende s·telling. 

8.4 Stelling. Een genormeerde Riesz-ruim·te (E,5... II •• :11> is Archime­

disch geordend.-

Bewijs: Neem u .e: K, en zij w e IC een ondergrens v~n {¾u n e: m}. 

Dan· is 
1 . 

0 < w 5_ nu (n' .cm.) 

-. llw I ~ ~ ,p llu II (n c IN) 

-. llwll = o 
... w = 0 

Dus inf{~u In e:IN} = O, d .. w.z.(E,iJ is A.,o •• 

Ala (E, II ... II) en (F, II .. II) genormeerde ru~m·tenbf~!J.~rm of over ID) 

dan duiden we de verzo.meli11g der continue (=begrensde) lineaire 

afbeeldingen T:E->F o.an. me"t L0 (E]F) (zulks in afwijking van [ 1 J )a, 

Onder puntsgewijze op-telling en scalar-vermenigvuldj_ging is L0 (E,F) 

een vectorruim·te over he'.tzelfde scalo.irenlichaam ala· E en F • Voor­

zien van de norm 

IIT II : = inf { 1.i I 1.i,o, l!Tx ll i l.t ,• llx ~ 
, ' 

(x c E)} 

= sup{ !ITxll I x e E, · llxll=1} 
' 

. I 

ia L0 (E·,_ll'}:f".:e.en:gel-rormel;l'i'de :ruimtet als ]' oen Do.nach-ruimte is, dan .. , 

is ook L0 (E,F) een Banach-ruimte,. In hei bjtzondor 1 o.ls E een :reele 

genormeerde ruim·te ia, dan ·ia lle ruimte L0 (E, m) \ler continue line-

aire functionalen een (roele) Banach-ruim·te;;, de_zEl ,1ordt aangegeven 

met E' .. 

We onderzoelcen he-t ·. vcirband 
,, 



8 .5 Stelling. Zij (E, <, jj •• jl) een e:enormeerdo Riesz-ruim·te. Dan is 
b . 

E' een ideaal in E. ~ 

Bewijs: 

c.1 > · z1j r E E, -~ l9J~i5l.i~ijiti:mk£i~ilit:m~YHxit»Y~1-. ' . ' 

lirens·d, ts~.v.oor ellce ye K (ga na). z·ij dus xe: [-y,y]; dan geldt 

lf(x) I ~ llfll- llxll ~· llfll, IIYII• 
: . b 

d .. w.z. f(x_) e [-lltll.-llYll,ll_fll?tYII ]. Dus f e E. 
' 

E' is derhalve een deelverzame'ling :(en dus een lineaire deelruim-

te) van Eb; . . 

(ii) Zij f e E' , g e Eb, en I g I i If I .. Dan geld·t voor x t E, 

I g ( x) I S. I g I ( Ix I ) < If I ( Ix I ) · (7. 5 C vi) ) • 

= sup{f(z) I lzl i lill (7.9(iii)) 0 

I 

Merk op da·t , voor· I z I i Ix I , 
ff(z) ~ lltL llzll ~ lltll .. llxlli, . . 

en dus I g(x) I ~ llf IL, !Ix II •. Daarui t volirt do:t g e E', met Ilg II ~ llf II. 
E' is dua een ideaal in Eb (en zelf:. een Banach-rooster). 

8.,6 Opmerking .. E' is in het ulgemeon gcen band in Eb .. Dit blijkt uit 

het volgende tegenvoorbeeld: 

E := {x e IR IN I xi = O voor bi"jna o.llo i} 

ixll := m~x{ lx1 1 I :L eIN} 

Voorzien· van do gewone ( re,la:tieve product-) ordening is di t een 

genormeerde Rioaz-ruimto. · Definieer de func·tionalen f en fk door 
i: ' le 

f(x) :=1=1 L,x1 , fk(x) :=lii-1 i.x1 (k elffl)., . . = 
~ b .· . j 

Dan is f e K c E, znaar f .J: E' (wan-t: der rij {e }j=1 in E, gede-
. . . 1 j 

finieerd door (eJ) i: =6 i, j "j , converge.er-t naar O, ·terwijl f ( e )=1). 

Voorts fk e K , en ook fk e: E' voor el1ce k (wan:t: I flc(x) I I 
00 . 

~ f=-1 L. ix II voor x e E). Tenslo·t·to .zio·t men gomalckelijk in dat 

de ver~ameling { f k I, k:• .. eIN} no.ar bove11 -g~richt io, en cla~ f ~ · 

sup{fk I lt E IN}. is :geen ban<l~ \' ;_ .' .. _ 

i 

I 
I 

f 
1 



. 8. 7 Stelling. Als (E ,5., II.•• II) een e;enorip.eerde Rie~z-ruim·te is, dan 

is E' een orde-volledige- Banach-rooster. 
/ 

Bewijs: In het bewijs van 8.5 ,morkten wo reeds op dat E' een 

Banach-rooster is. 

./J 

Zij B ciiE-Z niet-le,!3g, ~:naar:.bo:v..en: ge;_i;i·ch:t -~; ,:. met bovengrens g e E'. 

Stelt men, bij gekozen f
0

e B,. 

B1 :~ {f EB I f ~ f 0 } , B2 :=lt0 l+ B1 , 

dan is D2 c I('OE', en sup B2 ~cnrtuat '(s£n::;E,1;')jlt,faft·•aanals sup B(in E') 

bestaat (e.w., sup D = sup n2 -lf0
j) .. M.n.w., we mogen veronder-

.. 
stellen dat B voldoe·t ao.n 

,0.5_f.5_g (fe:B) ggie:E'. 
b . . . b 

Daar E o.c. 1s, berrtaat h := ·sup B j_n E , en daarvoor geldt: 

jh(x)I .5. jhj(lxl) = h(lxl) i g(jxj) 

= jg( lxl) I i llgll-1 lxl II = jjgjl. llxll (x E E). 

Hierui t volgt dat h in E' ligt, en duo is h he·t supremum van B 

in E1
o Dus E' is Ooc •• 

8 .a ~telling. Als (E ,5., II •. ll) oen Banach-rooster is , dan is E' = Eb. 
b + ~ ~ 

Bewiijs: Daar E =K -K" 1 is het voldoende aan te tonen dat K cE'. -- . 

Neem dus y, E K", en veronders·tel dat J' nie·t begrensd is. 

¥ n elN, :3: xn E E zo dat 11xn11=1 ~n· ly,(x
11

) j. > 2n+1 .. 

Stel nu yn:=l2-n.x
11

j. Dan geldt 

Yn L O, ~Y
11 

II ~ 2-n, ;.$'>(Y
11

) L > 2. 

Yn:. Dan io 

\ 

Derhalve is {sk} een C.auchy-rij, en duo bes-taa-t s:=lim {sk}. .,. 

Gebruikmalcend van 8. 2 ziet men gemilklcclijlc da·t s. L ok' voor alle 

k, ens~us 
. . ... k . 

~(s) ~ ;,(sk) ·~: ~1 9"' (ylc) > 2k 

Dit is een contradictio. 



I 
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Par 9J De stelling van Stone-Weiers·tra·sz 

Zij X een compacte Hausdorff-;ruimte. Zoals·we reeds opmerkten 
. . 

(8.3.(ii)) is Cr(X), mef de gebrtt~kelijlce vector-operaties, ordening 

·en (sup.-)norm; een B;inach.:.roos·ter. Bovendien is_ Cr(X) een algebra, 

waarin geldt l/f~gll ~ lltll-llgl! (d.w.z. het is een Banach-algebra). 

Een. lineaire deelruimte-A van Cr(X) hee:t een _Qeel:algebr!;:_ ala 

(f EA, g EA) - f~g EA! 

Deze paragraaf is gewijd aan een beschouwing van deelvalgebra.'s 
I 

van Cr qn. We formulBren alleen de res·_ul ta ten. Voor de bew:gzen ver-

wi j zen naar [ , J par. 1 • 2. ; de daar gegeven · argumen·ta·ti es slui ten 

.uitstekend aan bij de door ons in het ;voorafgaande ontwikkelde the­

orie., Slechts merken we, terwille· van de 9ve"rtalingJ op dat een line:-

aire deelruimte A ;an ~r(X) in[,] cen 'gaas' heet, als en alleen 

a.ls A een Ricaz-deelruimte van Cr(X) is,, 

9.,.1 S.tel1ing. Zij A een ficsloteu dcelalgobra van Cr(X) 8 Dan is A 

een Riesz-deelru.imte van a~~(X) .. 
). 

Bewijs: { :I 1, Lemma 1.2 .5. 

9.21 _Lemma., Zij .M een gslo·ten Riesz-dcelruimto van Cr(X) .. lfoem aan 

dat voor ieder ·tweetal verschillcndc pun-ten p, q in X, en ieder 

paar «-,(1 in m, een 

fp.q (p) = ~ 

Dan is M = Cr(X)o 

' f EM bostuat ~o p,q 

9 i'p, q ( q) :=. fl,, • 

Bewi j a: ( I ] 11 Lemma 1 • 2. 3 .. 

· 9., 3 Stelling van Kalcutani-Krein ( 1911-1). ___ --=:;._________ . 

uut , ·. 

Zij 11. ee:n gesloten Ilicoz-deelruimte van Cr(~), ,zo drrt 

(i) 1x £ M (1x(t) := 1, voor alle t e X) 

... ,J:'J .J., •. 

(ii)~ ochoid·t do 1mn-toll! van X (d .. w .. z.,: -Vo6'Piie<l~r~'-Cwiet'al ~~ 

I 
I 
· I 
i 



verschillende punt en p, q in .X . bestaa·c een f t ·M zo dat f(p )ff( q)), 

Dan is M = Cr(X). 

Bewijs: [ 1] Lemma 1.2.4. 

9.4 Stelling van Stone-Weierstrasz. 

Zij A een gesloten deelalgebra van Or(X), zo da·t 

(i) 1x e A 

(ii) A scheidt do punten van X. 

Dan is A= Cr(X). 

Bewijs: Volgt onmidde]{ijk ui~ ·9.1 'en 9.3.- .. 

Voor enkele verscherpingen van de hier geed teerde a·tellingen 
' 

en vawantie resul ta·ten zij verwezen naar de opgaven van vraagstuk V 

van de v:ro.ags-tuklcenverzo.meli11g en nEu111 de be·trolcken pa.ragraaf _in [ / ] • 

. ' . 

,. 

;'• . 
< --~, 



.- Par 10 De rep:resen·taties·tell"ing van Kakutani-.;·.r-:~ ::.1·:. 

In deze paragraaf willen we de vraag beo.1rtwoorden, wan.near een 

genormeerde Riesz-ruim·te norm- en Riesz-isomorf is met een Cr(X). 

Daar in Cr(X) in ieder geval geldt 

[ -1 X , 1 X l =. { f E Cr ( X ) I • 11 f 11 ~ 1 } , 

voeren we· de volgende def•initie in: 

10.1 p_~f!~~ti~.• Zj.j (E,.S.,11 .• 11) een genormeerde Riesz-ruimte. Een 

element u e: K hee·t een orde-eenheicl ( of kor-tweg, oenheid) als 

[-u,u] = {x e EI llxll ~ 1}: 

s, 

, , 
Het is duidelijk dat een genormeerde lliesz-ruimte hoogs·tens een 

I • • 

eenheid heeft. Voo1··ts, ala u eonheid va.11 E. is, dan iu II u11=1. 

Via een reeks lemma's zullen.we het volgende rcsultaat bewijzen: 

Een Banach-roos·ter met eenheid is• norm- en Riesz-isomorf met een 

Cr(X) (Kakutani, 1941). 

Bij de bewijsvoering zullen we gcbruik mo.ken van en]cele belang­

rijke resul ta·to.n ui t de func·tj_onaal-anu.lyse, die we hieronder eerst 

kort zullen samenvatten. 

(i) De s·telling van Hahn-Banach (zie [ 1] par. 2.7). 

We gebruiko11 speciaal he·t volgendo 

Geyol_g( [, J blz. 80~. Zij (E,11--.ll) een genormeerde ruimte. Bij 

iedere x c E, me·t x+o·, beo·taat· oen I:i.ineo.iroefunc·tionaal ·f op E, 

met de eigenschnp dn·t; 

f(x) = llxll lf(y) I ~ IIYII 
Voor deze functionaal f geld·t dus bovendien 

f £ E' 

(ii) De ·stelling van Banach-Alaoglu-Bourb~.lc:L,. ( zie [ , J par. 3 .. 13). 

In de, formulering van deze stalling komt behalvo de reeds belcende 

norm-topologi_e in E' 110g een andere topologie op E' voor: 

Defini tie. Zij (E, 11., II) een genarmeerde ruim·te. De zwalc...,_ ( of --
v(E' 1E)- )topologio in Ee is. de zwakat;o topolov.:ic in E' .. WRn"l"Vnn..,.. i, 



' ' 
e (f) ;= f(x) 

X . 
(f e E') 1 

co~tin~e '{i1neaire) · functionale~1 zij'n. We verwij zen naar deze to-
I 1 ' I ; I t l • 

pologie d.m.v; he·t voorvoegsel 'qE' ,E)-'; bijvoorbeeld, cr(E' ,E)-

cl V. betekent: de afslui ting van V 111 de zwak*-topologie. Een ba­

sis voor het omgevinge~-systeem van een elem~nt fo van E' in de 

(EI ,E)~topologie I wordt gevormd dOOJ;'. de vm-zamelingen 

I 

uf (x1, ... ,xn;o) := {f e: E' j jf(xi)-fo(xi)I~ o (1==1,...,n)}, 
0 ' . . 

met {:x:1 , ••• ,xn}' c E, en° o > o. Het is duidelijlc dat de zwak"'"'-topo-

logie (i.h.a.).zwakkor is dan <te norm-topologie van E'. 
I 

Stelling .. Zij 

bol S' in E' 

(E, L . JI) oen ·genormeerde ruimte .. Dan is de eenheids-

S' := {.f e: Ei 11£11 ~ 1} 

o-(E' ,E)-compac·t. 

(iii). De stelling van Krein-Milman' ( [ 7], sec,tion 15 ). ---·~----~--•-....,.,.,.._.....u,,. 
Definitie. Zij Y een convexe verzameling in een lineaire ruimte. 

-•'"'~.,_. .. .._,,,..,,. ,;.;,.,,..,,,,N~ 
·, 

Een punt z e V hee·t een extreem p~ van.: V als v,{ z} een convexe 

verzameling is (dus, ala z geen inwendig punt io van e:nig lijn­

stuk dat geheel in V ligt) .. De verzameling dor ex·treme: ~pun·ten . ,. 
van V duiden we a.an me·t ex·t V .. 

Het is duidelijk dat (vvor convexe V) conv ext V c V (conv ext V 

betelcont de convexe uitbreiding van ext V, i.e. de dooranede van 

alle convexe verzamelfngen die ext V bevat·ten). De otolling van 

Krein-Milman, toagespits,t op de: ruim•te E', zeg·t nu: i 
l ,r 

Stelling., Zij V een v(E' ,E):..compacte convexo nie•~ .. icge deelverza- ! 

meling van E,.. Dan is· ext V nie·t leeg, en 

V = cr.(E' ,E)~cl .9°.~1v,,·,:ft V .. 
·}, \ ,'.~,· 

·.-:. ·.'•.· 

Tot n~der order is. (E\i.,.!:~. II) ,stee.da '.een ge1,~·or1~eerde Riesz-ruim­

te met eenheid Ue 



H jj 

10.2 Lemma. E'· = Eb, en voor iedere g ;e K» geldt jjgjj = g(u) • 
.. ,~~. ,, , ... •• ·~ t I 1 ~ ' 

Bewijs: We ,1eten ul da·I; E' c Eb. Daar Eb=Ic"¼-K~ behoeven we voor 
.... ., ·~=~ ..... ,,, ~•.«'; • -

; r · ' . I , • -It<, · 
de ~mgekeerde inclusie slechts· aan· -te tonen da·t K c E'. Zij dus 

g 'e: K-n; en neem x ~ E met x+d. Dai{ is 

·1£· e ·[-u,u] 

~::II. 'lxl s. llx'llqu j 

- jg(x)I < jgl(lxt) = g(lxl) i 6(llx!.,u) = llxll .. g(u) 
I J 

- g e E' • Iii II ;i ··g(u) 

Daar 
II : I ! . I 'I I I ! 

geldt zelfs. llgll ·= g(u). I·,,• 

' 

We deff;nieren 
1 1 ; , i , . 

X := {f:E->m l'f is Riesz-homomorfisme, f(u)=1}. 
I I ; j 

1 O .. 3 &~~.JE~.. X :ts een zwak*-gesloten de el verzameling van de eenheids-
; I 

Bewijs: Zij f een element van X .. Dami f een Riesz-homomorfisme - .. ·--·· 

DuoXcS' .. 

Zij f
0 

e <r(E 1 ,E)-cl .x.,. Xj~eb.ixse6E;Oen o > 0., De vcrzruneling 

Uf (x;lil;u;Q) ~;=.G{flc E' I jf(x)-f
0
(x)I<&, l:r(lxl)-f

0
(lxl)l<o 

0 
· '· lt(u)~f

0
(u)l<6} 

. is een o-(E' ~E)-•omgeuing van f
0

., Ucem cen f e X n Uf (x, Ix! ,u;6). 
0 

Dan blijkt 

11 f O ( X) 1-:f. 0 ( IX I ) ·,. ~ I I f O ( X) 1-1 f ( X) 11 + 11 f ( X) 1-:r ( I X l ) l 
+j.f( lxl )-f

0
( Ix!)} 

. ~ · 1 j:f'
0
(x)-f(x) l+0:1-& = 26 ~ 

'l1-f
0

{u)I =·lt(u:)-f,/u)i < 6., 

Dus f
0 

is een Rieaz-homomor:f.'is~e_ 1¥e·t f
0

(u)=1 P cl0w~z~ 1'
0 

£ X. 

Derhalve is X u-(E 1. 1E).,;;g9~loten., 



De verzameling X, voorzien van de relatieve c-(E 1 ,E)-topologie, 

noemen we de structuur-ruimte van E. 

10.4 Lemma. De structuurruimte X van Eis een niet-lege compacte 
• 

Hausdorff-ruimte. 

Bewijs: Het is duiderijkddat x.een Ha.usdorff-ruimte is. Voorts is --- ,.._ 
volgens 10e3, X een ~(E',E)-gesloten deelverzameling van S', die, 

op grond van de stalling van Ba:nach-Alaoglu-Bourbaki, v(E',E)-com­

pact is. Dus Xis eveneens v(E',E)-compact. Rest te bewijzen dat 

X niet.leeg is. Definieer daartoe 

B := {g E E' I g L o, g(u) = 1}, 

en merk op dat: 

1 .. B c s• 

Want, volgens 10.2 geldt voor iedere g e B 

Jlgll = g(u) = 1, 

2., B is cr(E' ,E) compact 

Want: We kunnen B schrijven ala 

B = n { ex - 1 1 m+ I I x e: K} n eu - 1 { 1}, 

waarin IR+:={°' e IR I°"-~ O}. Daar IR+ en { 1} gesloten verzameling­

en zijn, en alle functies e zwak~continu, is B zwak~-gesloten, 
X . 

en dus -compact vanwege 1., en de stalling van B .. -A0=B .. ., 

3. Bf~ 
Want: Daar E + {o}, volgt uit de stelling van Hahn-Banach dat ook 

E' + {O}.·Dus is K• f.{o}, en bijgevolg B + ♦ o 

4 .. Bis convex., 

. Di t stel t ons in ataat de stelling van Krein-Milman toe te pass en, 

en we concluderen dat 

'ext B f ~" 
In 3 stappen zullen we nu aantonen dat ext B = X (voor het bewije 

van ons lemma is eigenlijk de incluaie ex·t B c X voldoende) e 
0 



(i) (0 .$. g .$. h;,£·-~x~ B) - g=g(u),.h 

Want: Op grond van 10.2, is het gestelde triviaal als g(u)=O, 

of als g(u)=h(u). Neem dus z.b.d.a.aan dat 

O < g(u) < 1 = h(u). · 

Definieer 

k := gfu) ' 
Dan is k e: B, ~ e: B, en 

g(u)~k + (1-g(u))ol = h E ext B. 

Dit is slechts mogelijk indien k=l=h. Dus g = g(u)oh. 

( ii ). ext B c X 

Want: Neem he: ext B. Om aan te tonen dat h een Riesz-homomorfis­

me is kiezen we x,y in E met x"y=O, en.bekijlcen h(xl~Jy).., Uit 
,· 

lemma 7.8 volgt de existentie van een ?x E Eb, die voldoet aan: 

0 .$. fx .$. h , fx(x)=h(x) , .Px(y)eO. 

Volgens (i) is dus 

Tx = fx(u) .. h, 
, 

en in het bizonder fx(n) .. h(x)=~x(x)=h(x)" Daarui·t volg·t of 

(p:,/u)_=O ... h(x)=O - h(~" jily-J=O 

of 
,_f'x(u)=i ,... . h=t'x - h(y)=Y,x(y)=O - h(x}iA:JH-y::) .. ~Oe 

In.elk geval vinden we dua h(;x»-"h(,Y)}=--Oi; d.,w.,z ... his een Riesz­

homomorfisme .. 

(iii) ext B = X 

Want: We weten dat X c B. Neem een h EX, en veronderstel dat 

met f,g in B, en O < A< J. Daa~ h een Riesz-homomorfisme ia, geldt 

,IX .. ~(x)I ~ Aoj;(jxl) ~ h(jx}) = jh(x)I (x £ E) .. 

Daarui t volgt g- 1 { 0} r ·c:-· tr:1 { 9} ,-;:.:_en. du's · .f o :.:g h,) { di-t laat:Jte, omdat 

~-1 {0} een Ri:.11!:t=K:tJd:x:tm:xu max:i,male deelruimto van E io; d"w.,z. 



iedere x in E is te schrijven: ~ls x:=z+~u, µie 1t, h(z)=O, en dus 

h(x)=h( z )-11"•h( u)~O+-e<,.,-1=:t'( z )+«•fl(u)=f (x): Zf.e [1 ] , biz. 52). Dus 
. . . 

h is een extreem punt van B •. 

Voor iedere x in E i~ _ e:,c[x een oon'.,t.inue functie van de struotuur 

ruimte X naar m. We' def:ini,eren dus een funotie · J:E->0
1 
.. (X) door te 

zetten J(x):=exlx• oftewel 

J(x)(f) := f(x) (x e E, f e X). 

Zander moeite is in te z1en dat J een Rieaz-homomorfismo is, en dat 

10. 5 Lemma. J 'is een norm- en Rie:sz-is'omorfieme van E op een -dioh:te -
deelruimte van Cr(X). 

Bewijs: 

(i) Om te bewijzen dat J een isometrie is merken we eerat op dat 
u 

IJ(x) II = max{ IJ(x)(f) I I f £ X} = max{ lf(x) I I :£_ e X} ~ llxll, 
voor alle x in E • Voor de omgekoercle ongelijkheid, kiea xfO l.n E 

en stel x
0 

:= lxl. Definieer 

B0 := {f e E' f ~ o, f(u)=1, f(x9)=~x
0

~}. 

Daarvoor geldt: 
-H- . 

1. B
0 

is convex en zwalt -compao·t. 

Dit bewijst men zoale in 10.4 voor Bo 

2. :80 f 4? .. 

Want: Volgens de a·to,lling van Hahn~Bruaach, berrto.a:t er een g t E • 

met de eigensohap 

~g II = 1 , g(x0 ) = llx0 I. ,_ 

I 

Dus voor f:=lgl geldt 

f(x0 ) = l1J(x0 ) i jg(x0 )1 = lx0 ~, 

en voorta· (daar E' ee:p. Banach-rooster is) 1£11 = II lgl II = jjgjj=:1,zodat 

0 •h 

· Dit ·betekent dat f e B
0

• 



;: :;. ~+ext B
0 

c ext· B c x. 

J (E] 

Want: Volgens 1; en 2. mogen "fe op,B
0 

de stalling van Krein-MilmaJ 

toepassen;; .daaruit volgt ext B
0 

f ~. ~eem nu·h & ext B
0

, en . 

verond~rstel dat h=i\.f+( 1->--)g met f ,g in B en O < A < 1. Dan _is 

· ~x
0

II= h(x
0

)= X.f(x
0

)+(1-A)g(x
0

) ~ i\dx
0

ll+(1-11.) lx0 II= 1lx0 ll, 
waaruit onmidde~ijk v~lgt dat f(x

0
)= ~x

0
II= g(x

0
); m.a.w. f en g 

liggen in B0 .Dus his een extreem punt van D. 

Conolusie: Er is een k e X met k(x
0

) = Jx:
0 
I. Daarvoor geldt dus 

J(x0)(k)= lt(x
0

)=· lx
0

ll:;· lx~! ... lkl • 
Bij 'gevolg vinden we 

~J(x)II= IIIJ(x)I I= IJ(lxl)/!= IIJ(xo)~ ~ llxoll= llxll. 
,\ . 

Tezamen met het reeds opge1$rkte levert dit de isometrie van J. . . 

(ii) Om te _bewijzen dat J[E] dicht _is in Cr(X), definieren we 

M := cl J [E] (=topologische afslui ting--van li' [E] in Cr(X)). 
. . 

Dan geldt: ' 

1. Mis een gesloten Riesz-deelr~imte van.Cr(X). 

Want: Kennelijk is J [E] een Riesz-deelruimte van. Or(X). Ui t de 

. continui tei t van de vector- en ro·os~er-opora-tios volgt hetzelfde 

voor de afsluiting M van J[E]. 

2. 1x e M · (en wel, 1x == J(u)) 

3. M scheidt de punten van x. 
Want: Ala :fen gin X'liggen, en, bijvoorbeeld, f(x}=r g{x), dan 

is J(x)(f) + J(x){g); dua reeds J[E) scheidt de purrton van x. 
Conolusie: Op M is do stalling van Kaku:tani-Krein ( 9. 3) van toe-

· passing. Dit betelent M= Cr{X). 

Indien, in het voorafgaande ,_ E een Banach-rooster is, dan is 

gesloten, en dus: 
t 
I: 

10 .. 6 Stelling (Kakutani) Een Banach-rooster (E,.i, I •• II) met eenheid is 

is norm- en Riesz-isomorf met Cr(X) (waarin X de struotuurruimte 

van E is) •. 

1 
IC 



Par 11 Riesz-homomorfismen op Or(:X) 

In deze parageaaf is X steeds een willekeurige compacte Haus­

dorff-ruimte. In·d~ ~lgebra Cr(X).zijn,_ volgens stalling 6.14,"de(gesJ 

algebraische id~alen dezeJ.f"de a.ls (le orde-idealen: Zoals zal blij..: 

ken geldt hetzelfde voor Riesz-homomorfismen en ·algebra~homomorfismen 

tussen algebra's van de vorm Cr(X). Per definitie, een lineaire af­

beelding L van een algebra A in een algebra B (beide over JR) is een 

algebra-homomo::rfisme indien L(a1 ~a2 ) = L(a1).L(a2 ), voor alle a.1, a2 
in A. 

~ • I 
11.1 ~lli?§· Zij Leen reele lineaire functionaal op_ Cr(X), waarvoor 

geldt L(1x)= 1., Dan zijn aequivalent de beweringen: 

( i) t is een Riesz-homomorfisme " 

(ii) Lis een algebra-homomorfisme 

(iii) Er is juist een x £ X, zo dat L(f)= f(x) 

Bewijs: _ _...,._, __ 
(ii)~(i): Neem f e Or(X). Dan is 

ltl = \r;_t _(d,w,z, ltl(x)= V(f(x)) 2·, voor alle x e JC). 

Daar Leen algebra-homomorfisme is, volgt hieruit 

r L (t-:t· f ) = L ( if J ~ f 2' ) = L ( vm ~ ) = ( L '( fTrT) ) 2 ~ 0 
. ~ -

en 

Tezamen geeft dit 

IL(f) I= IL( If I) I= L( ltl), 
dus Lis een Riesz-homomorfisme. 

(i)-(iii): Zij Leen Riesz-homomorfiame met L(1x)= 1. Dan is L 

oontinu (met lltfl=·j} vgl. 10. 3), zodat 

k := ,{f e.,o;po L~C-t}= O}' . 



een gesloten verzameling is. Bovendien is N kennelijk een orde­

ideaal, en·, dus ~ volgens 6, 14, een hlgebraisch ideaal. Volgens . 

6.13 betekent dit, dater een gesloten niet-lege deelverzameling 

V van X ~estaat zo, dat 

N =Iv:= {f e c;(x} I f(x} = o (~ e V)}. 

Zij x0 een punt van V. Dan geldt; voor iedere f e Or(X), 

L(f'-L(f)1x) = L(f)-L(f)L(1x) 

= L(f'.}~L(f)1 

= Oo 

Hieruit volgt 

f-L(f') 1x e N = Iy, 
of'tewel 

f'(x
0

)-L(f) = (f-L(f) 1x) (x
0

) = Oo 

We zien dus dat. 

Daar Cr(X) de .pun·ten van X scheidt, volg·t ui t deze formule 

tegelijkertijd dat het punt x
0 

uniek bepaald is door L (m.a.w. 

V=_{x
0
}) .. 

(iii}~(ii): Triviaal. 

11.2 Opmerking. Het voorgaande betoog kan, met geringe wijzigingen, 

ook gelezen worden als bewijs van de volgende bewer:Lng: 

Zij Leen reele lineaire funotionaal op Or(X). Dan zijn de vol­

gende uitspraken aequivalent: 

(i) L is een Ri.esz-homomorfisme met L( 1x) = 1 o 

(ii) L_ is een _niet-tri viaal ( 1. e .. , fo) algebra-homomorfisme. 

(iii} Er is een x e X zo, dat L(f)= f(x) 

Uit het bewijs van 10.4 (speciaal dl. (iii)), toegepast op E:= 

Cr(X), zien we- dat deze uitspraken oolt l}Og aequivalen·t zijn met: 

( :1. v) L e ext Bx t wa.arin Bx : = { L e , Cr ( X) ' , I L z. O , L ( 1 X} == 1 } • 

, 
. j 



I • 

In het bijzonder wordt dus door bovenstaande regel (iii) een 

1-1 correspondentie vastgelegd tussen de punten van X en de 

ext~eme punten van Bx: Dit is zelfa een homeomorfisme: 

11.3 Lemma. De afbeelding H:X->ext BX.' gedefinieerd door 

H(x) (f) := f(x) (f e: Cr(X), x e: X), 

is een homeomorfisme van X op ext Bx• 

Bewijs: We zage11 reeds dat H een 1"':'1afbeelding van X op ext Bx is. 

Om te bewijzen dat H topologisch is, merken we op dat de verza­

melingen van de vorm 

, Vx
0
(f1, .. .,fn;6):= {xe:.JCJ lt1fx)-f1 (x0 )l~o (i=1, ... ,n)}, 

met x
0

e: X, {f1 , ••• ,fn}cCr(X·), 6>0,, een basis voor de topologie 

van de (co~pacte Hausaorff-)ruimte.X vormen (dit volgt b.v. on­

midde].ijk uit [8], stelling 60). Maar 

H [v x ( f 1 , .... , f n; 6 ) ] = { Hx I x e: X , f f 1 ( x )-f 1 ( x 
O 

) I < & ( i = 1 ,. ... , n) } 
0 

- ={Hxl xe: x~ IH.."C(f1 )-Hx
0

(:f1 )1<o (1=1,..,n)} 

~{Le: ext Bx I jL(:f 1 )-t
0 
(f 1) I < 6 ( i=1,. .,n)} 

~ UL (f1 , .... ,fn;o), 
" . 0 

waarin L
0

:=H(x
0

,) .. Dus H voert een basis voor de topologie van x· 

over in een basis voor de topologie van ox·t B;p D.w .. z .. ll is een 

homeomor:fisme. 

·11.4 Stelling .. Laat X en Y compacte Hausdo:r:ff-ruim-fion zijn, en T: 
' 

Cr(X)->Cr{Y) een lineaire afbeelding met T(1x)= 1y• Dan zijn 

de volgende uitspraken aequivalent: 

(i) Tis een Riesz-homomorfisme 

(ii) Tis een algebra-homomorfisme 

(iii) Er fs juist ee'n contimie fu.tj.ctio y:Y->X, zo da·t T(f)= fcfi,, 
• 

voor alle f e Cr(X)o 

-Bewijs: ---



(ii)-(i): Zij Teen algebra-homomorfisme. Voor iedere ye Y 

definieren we LY:Cr(X)--> m doo;r 

Ly(f) := T(f)(y) : (f e; ?r(X)), ( 1) 
C • • •• 

Het is gemakkelijk in te zien ~at·Lyeen algebra-homomorfisine is 

met Ly(1:r>= 1. Volgens 11.1. is er. d\ts een unieke x e; x' (afhanke­

lijk van y) zo, dat 

Ly(f) = f (x) 

Daaruit volgt 

~(lfl)(y)=Ly(lfl)=ltl(x)=·lf(x)l=IT(f)(y)l=IT(f)l(y) 

Dus T(lfl)= jT(f)I, d.w.z. Tis een Riesz-homomorfisme. 

(2) 

(y e; Y) • 

(1-)-(iii·): 1Zij Teen ~iesz-honiomorfisme ·met T(1x)= 1y• Definieer 

opnieuw, voor iedere ye; Y, ee.n funotie Ly volgens formula (1). 

Dan is LY een Riesz-homomorfi~me met L (1x)= 1, zodat, volgens 
I i y . 

I 

11.1, een x e X bes·taat waarvoor (2) geldt. Stel nu r(y) :=x; dan 

wordt daardoor een functie y,:Y->X gedefinieerd zo, da·t automatisch 

T ( f) ( y) = f o 5°( y) (y e; Y) • 

Om aan te tonen dat r oontinu is, nemen we een p~t y
0 

e; Yen 

een basisomgevihg Vx
0
(f1 , ••• ,fn;6) van x

0
:=J(y

0
) voor de topo­

logie van X (vgl. bewijs van 11.;). Dan is 

y,-1[vx (f,,._.,fn;o)]={ye; YI lfio~(y)-fio~(yo)I < o (i=1,...,n)} 
0 .. 

=lye YI 1Tf1 (y)-Tf1 (y
0

)1 < & (i=1,...,,n)} 

= Vy ( Tf 1 , ••• ·, Tfn; 6) 
0 

Di t is een open verzameling in Y; dus }° is conyi~-~l., 

(iii)-(ii) Evident. 

0 
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