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5. 1 

§5. Projectieve Schema's. 

Definitie 5.1: Een ring R heet een gegradeerde ring als er additieve 

subgroepen R (ns:t) bestaan zodat 
n 

R = I 
n'2Z 

R 
n 

terwijl bovendien voldaan is aan: 

R .R CR . n m n+m 

Definitie 5,2: Als R = I 
nefN 

R een gegradeerde ring is-, dan noteren we: n 

00 

I 
n=1 

R 
n 

Definitie 5,3: Een ideaal i van een gegradeerde ring R 

homogeen als 

i = \ i ()R 
l - n 

Definitie 5.4: Een element r van een gegradeerde ring R 

homogeen van de graad m als 

reR 
m 

=IR heet n 

=IR heet n 

Opmerking 5.5: Als R = I Rn een gegradeerde ring is, dan is R0 een ring 

en elke Rn is een R0-moduul. 

Opmerking 5. 6: Zi,j R = I Rn ~ gegradeerde ring, ~ gJ_ r~ Rm. Noteer: 

R 
r = 

Rr ~ gegradeerde ring. 
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~: Gana. 

Definitie 5.7: Als R = l R een gegradeerde ring is, en re: R , dan n m 

Definitie 5,8: Als R =IR een gegradeerde ring is, dan noteren we: n 

Ook R(d) is een gegradeerde ring. 

Definitie 5,9: Een ring-morphisme 

van een ring A naar een gegradeerde ring R heet een 

gegradeerde A-algebra als ~(A)CR0 • 

Definitie 5.10: Zij R = I R een gegradeerde ring en zij M een R-moduuL n 
Als er additieve subgroepen M , ne:Z van M zijn, zodat 

n 

M = I M 
neZ n 

terwijl bovendien voor elke k,162' geldt: 

dan heet M een gegradeerd R-moduul. 

Definitie 5,11: Als M =IM een gegradeerd R-moduul is, dan noteren we: n 

(m) . (m) 
M is een gegradeerd R -moduul. 
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Definitie 5,12: Als M = l M een gegradeerd R-moduul is, dan noteren 
n 

we: 

M(k) := l 
nE!l 

(M(k)) 
n 

waarbij 

(M(k)) := ~ n -k+n 

M(k) is zo een gegradeerd R-moduul. 

Opmerking 5,13: In het bijzonder hebben we bij een gegradeerde ring 

R = l R de gegradeerde R-modulen R(k) (ke:l). 
n 

Definitie 5.14: Zij R = l R een gegradeerde ring, en zij M = l M een 
n n 

gegradeerd R-moduul. Zij voorts re:~. Dan is Mr een 

gegradeerd R -moduul met r 

M = l (M) r r n n 

waarbij 

(M ) {E!,_ s. M I M } r n:= t r me tk+n · 
r 

Definieer: 

Definitie 5,15: Zijn M = l M en N = l N twee gegradeerde R-modulen, n n 
dan heet een R-moduul-morphisme 

qi: M- N 

een morphisme van gegradeerde R-modulen als voor elke 

ne:Z ge""ldt: 

q,M CN • 
n n 
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De verzameling van morphismen van gegradeerde R-modulen 

van M naar N zullen we aangeven met 

(niet te verwarren met 'ntR(M,N) !) 

Opmerking 5.16: Zij R = l Rn~ gegradeerde ring. ~ zi1jn M = l Mn~ 

N = l Nn twee gegradeerde R-modulen. Dan_ is M®RN ~ 

gegradeerd R-moduul. 

Bewijs: Definieer: 

<oo 

(M®N) := { l m. ® m! I graad m. + graad m! = n} • n . i i i · i 
1 

We krijgen dan een gradering 

M®N = l (M®N) 
n n 

Afspraak: Tenzij anders vermeld, zullen we steeds aannemen dat elke 

gegradeerde ring positief gegradeerd is. D.w.z.: 

00 

R = I 
n=O 

R 
n 

Defirtitie 5.17: Bij elke gegradeerde ring R =IR definieren weals n 
volgt een topologische ruimte 

Proj(R) 

Als verzameling is Proj(R) de deelverzameling van 

Spec(R), die gevormd wordt door de punten x die vol­
E 

doen aan de volgende twee voorwaarden: 

{ 

(i) 

(ii) 

,. 

Eis een homogeen priemideaal 

We geven verder Proj(R) de door Spec(R) geinduceerde 

topologie. 
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Definitie 5.18: Als R = l R een gegradeerde ring is, en reR dan n m 
definieren we: 

D+(r):= D(r)()Proj(R). 

Le~ 5 • 19: Zi,i R = l Rq een gegradeerde ring. Zi,i n0e IN met n
0 

> 0 , 

zodat rn_ elke n ::._ n
0 
~ ~ addi ti eve ondergroep Eri .!§!!. 

Rn is gegeven. Dan zijn de volgende twee uitspraken aegui­

valent: 

(i) 3 x tS Proj ( R) . n OR = P als n > n
0 - .I?. ~ n ~ - -

(ii) a) RiJ2nCEri.+m als n ::.. n0 !:.a. melN 

b) Als reR , te:R en rtEP+ , dan is rGP of -- m n- ~m---- 4ll.-

tCS' En ~ n ,m ::.. n 0 

Bewijs (i) =;, (ii): a) en b) volgen op triviale manier. Om c) te be-

wijzen kiezen we aeR+, zeg a = a 1 + .•• + ~ 

Dan is 

\/n > n 
- 0 . Eri. = R 

n 

(a. SR. ) • Stel: 
J. J. 

zodat a 1 E. .I?.· Evenzo a2 , ••• ,~ S .I?., dus a€.I?.· Met andere woorden: R+ C.I?., 

tegenspraak. 

Bewijs (ii)~ (i): Uit c) volgt: 

Kies deze a (en n) vast. Definieer voor m ~N: 

~ := {xeRm I Voor bijna alle t geldt: xa\a:.Pm.+tn} 
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Dan geldt: 

............................ ( ~) 

Ook geldt: 

Y m. ~ is een additieve groep. 

Definieer nu: 

Dan is E een homogeen ideaal, en, omdat a 1 E, is R+cf- .E.· Voorts geldt: 

Eis een priemideaal . . (~) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ' 

Want stel s, ts R met 

(s.,t.eR.) 
J. J. J. 

terwijl 

Dan is 

Daarui t volgt : 

Kies -r voldoende groot en kies -r' en -r" zo dat -r = ,, +,"en 

Dan is 

k + -r'n > n 
- 0 

(volgens b)), dus 

of 

1 + ,"n > n 
- 0 
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,zodat 

Zeg: sk€.E_, Dan hebben we: 

Dus: 

Hieru.i t volgt weer: sk_ 1 e .E. of t
1 

€ .E., etc. We vinden zo dat of s e:e,, 
of te.:e., waarmee (-) bewezen is. Tot slot geldt: .E. is eenduidig bepaald. 

Want stel dat E en 51. beide aan (i) voldoen. Neem aan dat .E. ~ .9... Dan is 

er een homogeen element b van de graad d zodat bijvoorbeeld be.9. en btp.E.· 

Als d > 0 dan geldt voor elke m ,::_ n
0

: 

zodat b€.E,, tegenspraak. Als d = O, dan geldt 

ab &;. R (1.9.. = R (l .E. C J2. n n 

en, omdat aq;R_ moet bE:R_, eveneens tegenspraak. Dus moet E = .9.. 

Propositie 5.20: Als R = I Rq ™ gegradeerde ring is,~ als r ™ 
homogeen element~ R+ is, dan geldt: 

als topologische ruimte. 

Bewijs: Definieer: 

X 
E 

Spec(R(r)) 

1----~· {~ I yeE ; 
r 
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(Gana dat dit een goede definitie is). 

(i) ·1/J 1s surjectief: Hiertoe construeren we met behulp van het voor­r 
gaande lemma bij een priemideaal .9. van R(r) een priemideaal :E_CR, zodat 

:E_€D+(r) en 1/J (x ) = .9.. Stel rBR en definieer: 
r E no 

(a) 

(b) 

We gaan de voorwaarden na voor de groepen 12ri (n .::_n0 ): 

( 1 ) 1s een additieve subgroep van R: Kies x,yeR 
n n 

zodat 

Dan volgt: 

N1 N1 
X 

x 6Rt -€.9. ; 
1n0 t1 

r 

N2 N2 
y G!R. L- e .9. 

t2n0 t2 
r 

zodat 

N1+N2 
( x-y) S Rn ( t +t ) ; 

0 1 2 

wat zeggen wil: x-ye 12ri 

( 2) RnAi C 12ri+m. Want als t €Rm, xs 12ri, dan 1 s 



Zodat we vinden: 

5.9 

Nn
0 t 

mN r 

Dus: xt€En_+m , waarmee (2) bewezen is. 

Nn 
(xt) 0 
mN+kn e..9. 

r 0 

(3) Als x,;;rnm, yGRn en :xys.En_+m dan is xe.l?.m of ye~. (Triviaal). 

(4) ( tri viaal). 

Volgens lemma (5.19) volgt uit (1) t/m (4) dater een eenduidig bepaald 

homogeen priemideaal .E_C:R bestaat zodat voor n ~ n
0 

geldt: 

(ii) I/Jr is in1jectief: Kies .E.1 en ~ 1.n D + (r), zodat 

Kies n ~ n0 en beschouw ys .E.1 ()Rn. Dan 1.s 

zodat 

Dat wil zeggen: 

N+n N+t no 
zodat er een N elN bestaat zodat r z = r y 
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Derhalve is dan ye12.2 flRn. Volgens lemma (5.19) volgt uit 

dat 12.1 = ~. We hebben bewezen dat 12.1 () Rn C~ n Rn. Analoog volgt: 

12./\ Rn.'.)~ (l Rn, zodat .E.1 = .E.2 • 

(iii) ljJ is topologisch,: . Hiertoe construeren we twee bases voor de r 
open topologie van D (r) resp. Spec(R( )), zodat ljJ de basiselementen + r r 
in elkaar overvoert. 

Een basis voor de open topologie van Spec(R(r)) wordt gegeven door deel­

verzamelingen van het type 

D(L) 
m 

r 

Beschouw nu de twee volgende families deelverzamelingen van D+(r): 

'V"':= {D (rt) I t homogeen; teR} + . 

1JJ-:= {D(z)nD+(r) I z€R} • 

Allereerst is direkt duidelijk dat 1" een deelverzameling is van 'U7'; 
want als t homogeen is, dan geldt 

Vervolgens: Beschouw 

waarui t volgt : 

,. 

( z. e R.). Dan is er een index i zodat 
]. ]. 

x ED(z.) flD+(r) 
.E. ]. 

t 
U D+ ( z

1
. r) . 

i=O 
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Omgekeerd, zij 

t 
Xe u D+(z,;r) 
E. i=O "" 

Zeg: zi r+12.• E. 1s een homogeen ideaal, dus 

E. = 1 E nR .. 
. 1 
1 

Met andere woorden: Ui t z = z
0 

+ • . . + zt e J2. zou volgen dat zi'a E, 

tegenspraa.k.. Dus ziE., zodat 

t 
= U D (z.r) . 

i=O + 1 

We hebben gevonden: 

t 
u u. 

j=1 1 j 

Hieruit volgt dat - omdat de elementen van 1.b een basis vormen voor de 

open topologie van D+(r) (hebbende de door Spec(R) geinduceerde topolo­

gie), ook 1J' een basis is voor deze open topologie. 

Dat ~ topologisch is, volgt nu uit: 
r 

no 
t 

~ (D+(rt)) = D(-) 
r n 

r 

zoals gema.k.kelijk 1s na te gaan. 

als tG:R 
n 

Opmerking 5. 21 : Als R = l Rn ~ gegradeerde ring is, ~ re;: R + is ~ 

homogeen element, dan geldt: 

Bewijs: D+(r) = ¢ <:=:::> Spec(R(r)) = ¢ ~ R(r) = 0 ~ r is nilpotent. 

Opmerking 5. 22: Zij R = l Rn ~ gegradeerde ring ~ zi,j 



5. 12 

Noteer: 

to 
s 

s 1 :=--E2R so (t) 
t 

Dan geldt: 

Bew: Het isomorphisme (R(s))t, ~ R(st) wordt gegeven door: 

"(~) 
m 

s 

+---- R(st) 

M(s
0
-1) 

yt ) 
M(t

0
+1) 

s 

Propositie 5.23: Als R = I Rn~ gegradeerde ring is,~ als X = Proj(R), 

dan bestaat ~ bi,j X .2E. kanonieke manier ~ schoof ,rn 

ringen &x, zodat (X, &X) ~ preschema is. 

Bewijs: Allereerst merken we op dat we een open overdekking 

X = U D+(s) 
seR 

n 
n>O 

van X hebben. (Want, als x.12. €:X, dan R + ¢. J2. zodat er een homogeen element 

s met graad ongelijk O is, zodat s4p_.) Op elke D+(s) hebben we wegens 

de stp1ktuurschoof bij de ring R(s)' zeg &(s)' We plakken deze schoven 
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(9-(s) tot de schoof C,X op X. De isomorphismen 

warden gegeven door: 

(Ga dit na, en ook dat aan de tweede plakvoorwaarde is voldaan). (We 

noteren vaak Proj(R) i.p.v. (x,&X), ook als we het preschema bedoelen.) 

Propositie 5.24: Proj(R) ~~ schema. 

Bew: In §3 is bewezen dat een preschema (X,~X) een schema is als er 

een open affiene overdekking (X.). van X bestaat, zodat voor elke (i,j) 
J. J. 

x.()x. affien is, en zodat bovendien de beelden van 0'.X(X.) en <9:X(X.) 
J. J J. J 

onder de restricties tot C:,-:X(x.n X.) samen de ring (9:X(X. nx.) voort-
J. J J. J 

brengen. 

Welnu, kies als open affiene overdekking 

Proj (R) = U D+(s) 
seR n 
n>O 

Dan is zeker D+(s)f\D+(t) = D+(st) = Spec R(st) affien. De restricties 

worden verkregen als volgt: 

L 
m 

s 

xtm 

(st)m 
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(Cf. opm. (5.22)). Evenzo hebben we de restrictie: 

L ---------~ n 
s 

to 
(als s':= sso ). We moeten laten zien dat R(st) door de beelden van 

t 
R(s) en R(t) wordt voortgebracht. Kies hiertoe een willekeurig element 

z €R 
(st)M (st) 

We kunnen dan schrijven: 

Mso 
(st} 

en beide factoren zijn de beelden van resp. 

waarmee de propositie bewezen is. 

Propositie 5.25 ~ S ~ gegradeerde A-algebra is, dan is Proj(S) een 

schema~ Spec(A). 

Bewijs: Allereerst construeren we een kanoniek morphisme van preschema's 

(f,F): Proj(S) -- Spec(A) • 

Laat de A-algebra S gegeven zijn door het ring-morppisme 

n: A-+S. 
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Kies een homogeen element· s es+. Dan induceert n een ring-morphisme 

zodat we een morphisme van affiene schema's 

(f ,F ) := [p (s) = Spec(S( ) ) --- Spec (A)] 
s s + s Spec(n) 

s 

hebben verkregen. Omdat voor elk tweetal homogene elementen s,teS+ het 

diagram 

commuteert, komen (fs,Fs) en (ft,Ft) overeen op de doorsnede D+(st), 

zodat de familie 

{(f ,F) I s homogeen, seS+} s s 

ons het gevraagde kanonieke morphisme van preschema's (f,F) oplevert. 

Hiermee is Proj(S) een preschema over Spec(A), Dat Proj(S) een Proj(A)­

schema is volgt direkt uit prop. (3.47), analoog als in het bewijs van 

prop. (5.24). 

Propositie 5.26: Zij R·~ gegradeerde ring~ zij M rn gegradeerd 

R-moduul. Noteer: (X, &X) = Proj(R). Dan bestaat .fil:. ~n 

quasi-coherent & :x:-moduul M zodat ~ .ill_ homogeen 

element s€R+ geldt: 

terwijl de restrictie-morphismen 
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de kanonieke morphismen 

ZJ. 1Jn. 

Bewijs: Deze constructie verloopt geheel analoog aan die van de struk­

tuur-s choof & X op X. (Cf. prop. 5. 23). Als s een homogeen element is 

uit R+, dan is M(s) een R(s)-moduul. (Gana). Volgens opm. (4.2) is 

er dus een schoof 

op D+(s) = Spec(R(s)) gedefinieerd. Omdat we - analoog aan opm. (5.22) -
weer isomorphismen 

hebben, (Hierbij is s SR , tSRt , t·erwijl 
so 0 

t 
s 0 

s' := -­so 
t 

so 
t 

t':=-- ), 
to 

s 

,-....,, "' kunnen we deze schoven M(s) plakk.en (ga na) tot een schoof M, gedefi-

nieerd op X. Ga na dat M een ~\-moduul is. 

Opmerking 5.27: Als Reen gegradeerde ring is, en (X,~X) = Proj(R), 

dan kunnen we R als R-moduul (gegradeerd) opvatten en er geldt: 

,.,, 
~ =R X 

Propositie 5 .28: Als R ~ gegradeerde ring i§., .fill (X, (o/X) = Proj (R), 

dan is de toevoeging 

N 

M-M 



~ covaria.nte exakte f'unctor, compatibel met het 

nemen rn inductieve limieten, die ~ elk, geg;r-adeerd:', 

R-moduul ~ quasi-coherent 6'*-moduul toevoegt. 

Bewijs: Laten Men N twee gegradeerde R-modulen zijn, en ziJ 

Dan induceert ~ voor elke homogene s met positieve graad een R(s)-moduul­

morphisme 

Bovendien, als t nog een homogeen element uit R+ is, commuteert het 

diagram 

~(st) 

zodat de familie. morphismen 

een morphisme 

"" ,., "" 
~: M-N 

"' van 8-X-modulen induceert. Hiermee is M _. M een covariante functor. 

Dat deze functor exakt is, kunnen we lokaal controleren. We zijn dus 

klaar als we bewijzen dat, als 

o-M' -M-M1'-o 

een exakte rij van gegradeerde R-modulen is, ook de geinduceerde rij 

van R(s)-modulen ,, 
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exakt is. Dit is direkt te verifieren. Nu meet nog ingezien worden dat 

M-+ M compatibel is met het nemen van inductieve limieten. 

Zij 

een inductief systeem van gegradeerde R-modulen. Dan is ook 

een inductief systeem, dit maal van R(s)-modulen. 

Noteer nu: 

,,...,, 
(Merk op dat {~,~;} ook een injectief systeem van &X-modulen is). Voor 

elke ae I induceert het kanonieke morphisme 

8: M -+-M a. Cl. 

een <9-x-moduul-morphisme 

N /-.I IV ,-..__,,/ 
ea.:= Ma.--+ M = 1iw Ma.. 

Gana dat deze morphismen een uniek bepaald morphisme 

AM t'V N e: , I,,,, = lim M - M 
-+ a. 

"' van 6-X-modulen bepalen. Om te controleren dat 8 een isomorphisme is, 

is het voldoende dit lokaal te verifieren, dus meet voor elk homogeen 

element s e: R+ worden gecontroleerd dat 

Ga dit na. 
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Definitie 5,29: Zijn Ren S twee gegradeerde ringen,. en is 

cp: R--+- S 

een morphisme van gegradeerde ringen (D.w.z.: cp(R ) cs ) , 
n n 

dan noteren we: 

G(cp):= V 
reR+ 

r homogeen 

Opmerking 5,30: G(<P) is een open deelverzameling van Proj(S), en dus 

kunnen we de struktuur-schoof :van· .E'r.o.j-~-8:} :bepe;rken 'tot 1_ Gh), zodat 

G(<P) een schema is. 
~) 

Bovendien geldt, als S+ als ring wordt voortgebracht door <P(R+), 

dat G(<P) = Proj(S), want stel 

x eProj (S) 
.12. 

(.12. een priemideaal van S) • Zeg: x.12. e D + ( s) , waarbij s een homogeen ele­

ment is uit S+. Volgens het gegeven kunnen we s dan schrijven als eindige 

som van term.en van de vorm 

(r.<2 R , r. homogeen) 
l. + l. 

zodat er, omdat s 'P.12., een homogeen element r '2 R + te vinden is, zodat 

<Prf .12.• Dat wil zeggen: 

zodat G(cp) = Proj(S). 

Hier is S+ een ring zonder eenheidselement! 

Propositie 5. 31: Zij cp: R - S ~ morphisme ~ gegradeerde ringen. 

Dan induceert 1jJ ,Y2.9!. elk homogeen element reR+ ~ 

ring-morphisme 

' 
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a 
n 

r 

Er bestaat precies een morphisme ~ schema's 

Proj(<j>}: G(<j>) - Proj(R) 

zodat .rn, elk homogeen element reR+ de "beperking11 

~ Proj(<j>) tot D)<J>r) samenvalt met het morphisme ~ 

affiene schema's 

Bewijs: Dat de morphismen van affiene schema's Spec( q> (r)) een morphisme 

van schema's 

Proj(<j>) :, G(<j>) - Proj(R) 

bepalen volgt direkt ui t de commutati vi tei t van de diagra.mmen 

s 

l 
( <j)r) 

kan. 

<j> (r) 

<j>(rt) 
R 

(rt) 

(Me~k op dat we hier een mo~hisme van schema's aangeven met Proj(<j>) en 

niet met een paar (f,F). Zolang er geen verwarring ontstaat zullen we 

dit ook in het vervolg wel doen). 

Propositie 5.32: Als A en B twee ringen zijn met~ ring-morphisme 

tjJ: B--+ A, ~ als R ~ gegradeerde B-algebra is, ge­

geven door 

R = l 
nElN 

R 
n 

i;: B---+ R 



!:!:. ~ S:= R®BA, dan is S .2£ natuurlijke manier ~ 

gegradeerde A-algebra !:!:. !:!. geldt: 

Proj(S) = Proj(R) ITSpec(B) Spec(A) 

Bewija: ~ induceert een morphisme van affiene schema's 

(g,G): Spec A -- Spec B. 

Sis een gegradeerde A-algebra met gradering, resp. algebra-struktuur 

Voorts hebben we het kanonieke morphisme van gegradeerde ringen 

t' 
R-- S = R®A 

r r®1 

Beschouw het diagram 

G(cp) I Proj(R) Proj(cp) 

(T,T)l l(rr,rr) ....................... ( i) 

Spec(A) Spec(~) 
1 Spec(B) 

(Hierbij is (,r,IT) het struktuur-morphisme van Proj(R) over Spec(B) 

(Cf. prop. 5.25) en ontstaat (T,T) door het struktuur-morphisme van 

Proj(S) over Spec(A) te 11beperken" tot G(cp). (Cf. Opm. (5.30)). 

Om te laten zien dat het diagram (i) commuteert is het valdoende om voor 

elk homogeen element rs.R+ de cammutativiteit aan te tonen van de door 

(i) geinduceerde diagra.mmen 

Spec(A) ---- Spec(B) 
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en, omdat dit diagrammen zijn van affiene schema's, kunnen wij volstaan 

met de commutativiteit van de diagra.mmen 

(waarbij 

cp ( r) 
R(r) 

l,;(r) 
__ _._ __ B 

n ' (a)·= n(a) 
( cpr) · 1 

cp (~) := cpx 
(r) n "' n 

r 'l'r 

te controleren, en dat is gemakkelijk. 

Nu wordt S+ voortgebracht als A-moduul door R+. Hieruit kan men op ana­

loge manier als in het bewijs van opm. (5.30) afleiden dat 

G(cp) = Proj(S) 

zodat diagram (i) wordt: 

Proj (S) 

(t,T)l 

Spec(A) 

Proj(cp)> Proj(R) 

1(,,IT) 

Spec ( 1/J ) > Spec ( B) 

Overdek Proj(R) met (D+(r))r homogeen• 

r~R+ 

lll00G-Bt>••·····•·•······(ii) 

Dan is (ii) een 8evezeld produkt als elk der diagrammen 

D+(cpr)---- D+(r) 

! l 
Spec(A) Spec(B) 

een gevezeld produkt is. Dit is het geval als 
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en dit volgt gemakkelijk uit S = RijBA. 

Opmerking 5.33: Zij Seen gegradeerde ring. We zeggen dat ~+ wordt voort­

gebracht door s.1 als elk element sc;;:S+ te schrijven is als eindige som 

van termen van de vorm 

. . . t 
n 

met s 0es0 en t 1, ... ,tnes1 (n mag per term verschillen). Uiteraard is 

S+ voortgebracht door s_1 dan en slechts dan, als S als s 0-algebra wordt 

voortgebracht door 

We zeggen dat §+ wordt voortgebracht door eindig veel elementen van s1 
als S+ wordt voortgebracht door s 1, terwijl bovendien s 1 een eindig 

voortgebracht s 0-moduul is. 

Opmerking 5.34: Als S ~ gegradeerde A-algebra is, zodat S+ wordt 

voortgebracht door s 1, dan is 

Bewijs: Gana. 

Proj ( S) = U D + ( s ) 
ses

1 

~ bovendien s 1 = s 01; 1 + ••• + s 0tn ~ t 1 , ••• ,tnes1, 

dan is 

n 
Proj ( S) = U D + (ti) • 

i=1 

Opmerking 5.35: Als S ~ gegradeerde A""algebra is, ~ defN, dan is~ 

~ isomorphisme ~ Spec(A)-schema's 

Proj(S) ~ Proj(S(d)) • 



Bewijs: Allereerst bewijzen we dat geldt: 

Proj (S(d)) = U D+ (sd) 
s e.S+ 

s homogeen 

................. ( i) 

(Merk op dat als se.Sk, sde(s(d))k). Kies x~eProj(S(d)) en definieer: 

(m ~ 1). 

Voor elke m > 1 hebben we dan een additieve groep ,l?m gevonden. Gana 

dat deze groepen voldoen aan de voorwaarden (ii) van lemma (5.19), zodat 

zij op eenduidige wijze een priemideaal .9.. van S bepalen, homogeen en zo 

dat S +'F .9.., met de eigenschap 

In het bijzonder geldt: 

Stel nu .9.. en+ ( s ) voor een of ander homogeen element s € S +. Dan volgt dat 

s <f .9., dus, als se Sk, 

(k ~ 1) 

Met andere woorden: 

waarmee (i) geverifieerd is. 

Merk vervolgens op dat we voor elk homogeen element van S+ een ring­

morphisme 

e(s): s(s)--+ (s(d))(sd) 

t ( d-1) 
,!_ 1---+ _x_s __ _ 

st (sd)t 

•e••••••••••••••eeoae(ii) 



hebben, en dat, als ook r een homogeen element uit S+ is, het diagram 

s (rs) 

commuteert. Derhalve bepalen de door (ii) geinduceerde isomorphismen 

van affiene schema's 

( (d)) N 

= Spec S (sd) - Spec S(s) = 

een kanoniek isomorphisme van schema's 

Proj (S(d)) ~ Proj (S) • 

Ga zelf na dat dit een isomorphisme van Spec(A)-scnema's is. c 

Opmerking 5.36: Zij S ~ gegradeerde ring. Definieer als volgt een 

nieuwe gegradeerde ring: 

s0:= Z "slordige notatie" ; S'n:= Sn als n > 0 

S' := I S' n 

dan is !:E_ ~ kanoniek isomorphisme 

Proj(S) ~ Proj(S') ~) 

Bewijs: Beschouw x eProj(S'). Definieer voor elke m > 0 
.P. 

P := ,P_f'\S' = .P,(\S 
""111 m m 

*) met s0:= Z bedoelen we het kanonieke beeld van Zin s
0

• 



Dan is{~ Im> 0 }een fa.milie additieve groepen die voldoet aan de 

voorwaarden (ii) van lemma (5.19), zodat bij .E, een eenduidig bepaald 

priemideaal .9. CS bestaat met 

m > o ....i,, .9.f\S = .9.f'IS' = .E.ns• m m m 

zodat geldt: 

Proj(S') = u 
ses+ 

s homogeen 

en omdat voor elk homogeen element s'2.S+ geldt: 

is Proj(S') ~ Proj(S). 

Gevolg 5.37: Zij S ~ gegradeerde A-algebra. Definieer als volgt ~ 

nieuwe 
1
gegradeerde A-algebra SA: 

(SA' )
0

:= A "slordige notatie"; (S') := S als n > O; An n 

als A-moduul. 

Dan is!:!'..~ kanoniek morphisme ~ Spec(A)-schema's 

Proj(S) ~ Proj(SA) *) 

Bewijs: Dater een kanoniek isomorphisme van schema's bestaat is triviaal. 

Het enige dat neg moet warden gecontroleerd is dat dit isomorphisme com­

patibel is .met de Spec(A)-struktuur. Dit volgt echter onmiddellijk uit 

de commutativiteit der diagrammen 

*) .. ( 6) Cf. Opm. biJ 5.3 
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Definitie 5.38: Een morphisme van gegradeerde ringen 

qi: R - S 

heet TN-surjectief als er een n0elN bestaat zodat voor 

elke n::. n0 geldt: 

<P : = [<P IR : R - s J n - n n n 

is surjectief. 

Propositie 5.39: lli_ <fJ: R - S ~ TN-surjectief morphisme ~ gegra­

deerde ringen is, dan geldt: 

(i) G(<P) = Proj(S) 

(ii) Proj(<P) is~ gesloten immersie. 

Bewijs: Kies delN zodat <Pn surjectief J.S voor n > d. Definieer: 

{ (R') :=7 ; (RI) : = (R(d)) als n > 0 
0 n n 

(S' )0:= Z ; (SI) := (S(d)) als n > 0 n n 

Dan zijn 

R':= l (R') en S':= l (S 1
) n n 

op natuurlijke wijze weer twee gegradeerde ringen, terwijl volgens 

opm. (5.36) en opm. (5.35) er kanonieke morphismen 

Proj(R') = Proj(R) ; Proj(S') = Proj(S) 

bestaan. Bovendien induceert <fJ: R-+ Sop kanonieke manier een morphisme 

<P': R'- S 1 van gegradeerde ringen, gegeven door: 

= Z ~ Z = (S') 
0 

= (S') 
n 

(n > 0) 



Het is duidelijk dat $ 1 surjectief is. Dus brengt $'(R~) S~ voort, 

zodat G($') = Proj(S') (Cf. (5.30)). 

Kies nu een homogeen element r cR (n > 0). Dan commuteert het diagram n 

a 

.................. { i) 

s($r) 

als we definieren: 

f3: 2S.. ~ px 
rt ($r)t 

a: "l. 1--+ 2"l. 
(rd)t ($r)dt 

t ( d-1) 
0

: ~ ~ _x_r __ _ 
rt (rd)t 

y: z 1---+ z($r)t(d-1) 

($r)t ($r)dt 

Uit de commutativiteit van (i) volgt dat voor elke homogene re. R+ de 

door het diagram 

Proj (S') 

s[ 
= G($')-P-r_o_j~($_'_)_) Proj(R') 

r[ ••••••••••••eee(ii) 

Proj(S)? G($) _P_r_o~j~($~).--~) Proj(R) 

geinduceerde diagrammen 

D+($'r') -- D+(r') 

v lr 
D+($r) D+(r) 

(waarbij r' = rd) commuteren, zodat (ii) zelf een commutatief diagram 

is. Omdat in dit diagram het isomorphisme 

Proj (S') ~ Proj (S) 
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G(~') op G(~) afbeeldt, volgt dat G(~) = Proj(S). Diagram (ii) laat 

zich dan schrijven als 

Proj(S') 

1 
Proj(S) Proj(~) 1 Proj(R) 

zodat Proj(~) een gesloten immersie is, dan en slechts dan ala Proj(~•) 

een gesloten immersie is. Met andere woorden: Om te bewijzen dat 

Proj(~) een gesloten irnrn.eraie is, mogen we aannemen dat ~ surjectief 

is. 

We hebben commutatieve diagra.mmen 

Proj(S) 

l 
_P_r_o_j-(-~~)--+ Proj(R) 

l 
----.----.-+> D ( r) = 

Spec(~(r)) + 

als r een homogeen element is van R+, en: 

X 

t 
r 

px 
(~x)t 

Als we dus kunnen bewijzen dat Spec(~(r)) een gesloten immersie is voor 

elke homogene reR+ zijn we klaar. Dus is het voldoende om te bewijzen 

dat ~(r) surjectief is, maar dit volgt uit de veronderstelde surjecti­

viteit van ~. 

Afspraak 5.40: Ala we spreken over een diagram (bijv. een exakte rij) 

van gegradeerde S-modulen, dan is altijd voorondersteld 

dat de optredende morphismen morphismen van gegradeerde1 . .. l 

S-modulen zijn, tenzij ter plaatse anders is vermeld. 
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Zij nu Seen gegradeerde ring, en zij M een gegradeerd S-moduul. We 

hebben gedefinieerd v0or elke ne.Z' een gegradeerd S-moduul M(n). In 

het bijzonder hebben we gegradeerde S-modulen S(n). 

Definitie 5.41: Een gegradeerd S-moduul M heet vrij als gegradeerd 

S-moduul als er een verzameling 

{n. I n.e:i, ie:I} 
l. l. 

bestaat en een isomorphisme van gegradeerde S-modulen 

) 
I.. 

ie.I 
S(n.) • 

l. 

Definitie 5.42: M heet een gegradeerd S-moduul van eindig type als er 

een exakt rijtje van gegradeerde S-modulen 

k 

I 
i=1 

S(n.)- M--+- 0 
l. 

bestaat. (n1, ••• ,~ez). 

Definitie 5.43: M heet een gegradeerd S-moduul met eindige presentatie 

als er een exakt rijtje van gegradeerde S-modulen 

k 1 
' S(n. )- '°l S(m.)---+ M-+ 0 
l l. J··--1 J . i=1 

bestaat (n1 , ••• ,~, m1 , ••• ,m
1 

e Z') • 

Opmerking 5.44: Als S ~ gegradeerde ring is, ~ n,m€:Z dan bestaat 

~~ kanoniek isomorphisme ~ gegradeerde S-modulen 

S(m) ~S S(n) "' S(m+n) • 

Bewijs: Merk op dat (slordig genoteerd!) 

(S(m) 0 S(n))k:= I (S(m)). ij (S(n)). 
i+j=k 1 J 
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en definieer: 

I 
i+j=k 

(S(m)) .€9(S(n)). 
1 J 

(S(m+n) )k 

IX fi!Jy 
Q', Q', 

Q', 

zfi!J1 z 

Gana dat zo het gevraagde isomorphisme wordt verkregen. 

Lemma 5.45: Zij S ~ gegradeerde ring !:E_ (x,&X) = Proj(S). Dan bestaat 

~ ~ elk tweetal gegradeerde S-modulen M !:E_ N ~ kanoniek 

functoriee~ (in M !:E_ N) morphisme ~ J2::x:-modulen 

Bewi,js: Kies s€Sd (d > o). Dan geldt: 

(Dit laatste gelijkteken geldt, omdat we werken met S(s)-modulen (zonder 

gradering! ) ) • 

Voorts is 

Definieer nu: 

:\ : M 0 N 
s (s) S(s) (s) 

~ 0 L 
m n 

s s 
i----+.-3.. 

m+n 
s 



5.32 

Dit is een S(s)-moduul-morphisme, terwijl bovendien voor elk tweede 

hGmogeen element t e. S + het diagram 

M 0 N (M08N) ( s) (s) s(s) (s) ;.\ 
s 

kan,t kan,l 

M 0 N · 
(st) s ( st ) (st) ;.\st 

(M0SN)(st) 

commuteert. Derhalve induceren de morphismen 

het gevraagde morphisme 

Ga zelf de functorialiteit van;.\ in Men N na. 

Propositie 5.46: Zij S ~ gegradeerde ring, zodat S+ wordt voortgebracht 

door s 1• Zij voorts (X,&X) = Proj(S). Dan is~~ 

kanoniek functorieel (in M .!:!! N) isomorphisme 

.!£2!. elk tweetal gegradeerde S-modulen. 

Bewijs: ;.\ wordt bepaald door de morphismen 

als seen homogeen element uit S+ is (Cf. lemma 5.45). Omdat S+ door s 1 
wordt voortgebracht, geldt: 

Proj(S) = U D+(s) 
ses, 
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zodat we klaar zijn als we bewijzen dat A een isomorphisme is voor 
s 

elke s E..S 1• 

Beschouw nu 

dan geldt voor elke 

Definieer: 

<<>0 
l m.ijn. 
i 1 1 

k 
s 

i: graad (m.) + graad (n.) = k. Zeg: graad (m.) = µ .• 
1 1 1 1 

l m.ijn. 
1 1 

k 
s 

--~M 0 N 
(s) S(s) (s) 

Dat A 1 goed gedefinieerd is ziet men als volgt in: 
s 

zodat uit 

direkt volgt : 

M @
8 

N 
s s 

s 

= 0 

Ook is gemakkelijk in te zien dat A1 de inverse is van A , zodat A een s s s 
isomorphisme is. 

Definitie 5.47: Als Seen gegradeerde ring is, en Men N zijn twee ge­

gradeerde S-modulen, dan heet een S-moduul-morphisme 



van graad n als voor elke ke~ geldt: 

Noteer de verzameling van deze morphismen met 

Definitie 5.48: Met de notaties uit, de vorige definitie: 

Opmerking 5.49: Hom8(M,N) is een gegradeerd S-moduul (De vermenigvul­

diging wordt gegeven door: 

(s.µ)(m):= s.µ(m) 

( ses, µ eHom
8

(M,N), meM)). 

Opmerking 5.50: Als M een gegradeerd S-moduul is, voortgebracht door 

eindig veel homogene elementen, dan is 

Homs(M,N) = 1!1:s<M,N) • 

Bewijs: Zij 

M = sm
1 

+ ••• + Smt 

Zij graad{m.) =µ .• Kies 
J. J. 

Dan is <P bepaald door q,m1 , ••• ,<Pmi. Kies ieZ en noteer: 

Dan geldt: 

<j,i(ll\:):= het homogene deel van graad i+µk van <P(ll\:) 

(k = 1, ••• ,t) • 

<co 

(k= 1, ••• ,t) 
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i+µk' zodat 

qi. E:.Homs(M,N). 
J. J. 

en dus: 

Opmerking 5.51: Zij A een ring, en zijn Men N twee A-modulen. Noteer: 

(X,lo/X) = Spec A. We hebben dan een isomorphisme 

N Ill ~ 111,, Ho!I\9: (M,N) - -:A (M,N) 
X 

"' ,., 
dat als volgt wordt verkregen: Als ~= M- N een G'X-moduul-morphisme 

is, dan is ~(X): M - N een A-moduul-morphisme, en het is met behulp 

van opm. IV in het bewijs van Stell. (4.33) eenvoudig na te gaan dat 

,-....,,, 
~(X) = ~ • 

Als a€ A, dan hebben we bovendien een commutatief diagram 

H:::::r) N rn~ (Mr:~. 
Homer ID( a) (Ml D( a) ,NI D( a))~ ·m :A. (Ma ,Na) 

X a 

(Gana). We passen dit toe op de volgende situatie: Zij nu Seen ge­

gradeerde ring, en laten Men N gegradeerde S-modulen zijn, terwijl 

we nu noteren: (X,c:J'X) = Proj(S). Laten verder sent twee homogene 

elementen van S+ zijn. Volgens het voorgaande hebben we dan een com­

mutatief diagram 

Hom&xln+(s) (MIDl+(s) ,NID+(s)) 
111 

11l.8 (s) (M!(s) ,N(s)) 

restr. kan. 

Hdin&xlD+(st) (MID+(st) ,NID+(st) )~ ,m.(S(s)) t, ( (M(s) \, ,(N(s) )t,) 



5.36 

(Hierbij is, als s.e.s , test , t' gedefinieerd door 
so 0 

) . 

Lemma 5.52: Zi.i S ~ gegradeerde ring met (x,&X) = Proj(S). Dan be­

staat ~ rn elk, tweetal gegradeerde S-modulen M ~ N rn 
kanoniek functorieel (in M _!fil N) CYX:-moduul-morphisme 

,,,,.---__,,, N N 

µ: Ho1ng(M.N)--+ Hom<': (M,N) • 
X 

Bew: Zij seS en te St 
so 0 

(s
0
,t

0 
> o). Dan hebben we: 

en ook: 

Volgens opm. (551) is het lemma bewezen, indien we een morphisme 

kunnen vinden, zodat het diagram 

·ms(s) (M(s) ,N(s)) 

lkan. 

(Homs (M,N) ( s) \' --.-( µ-s ..... )_t _' - 'NL (s ( s) \' ( (M( s) \' '(N ( s)) t' ) 



commuteert. (Weer is 

Welnu, met de definitie 

a 
k 

s 

5.37 

r.!!L. i--- a(m):, 
L 1 k+l:.J 
s s 

is dit het geval, zoals gemak.kelijk valt te controleren. 

Opm: Men dient ook te controleren dat (µs)t, en µst (analoog gedefini­

eerd als µs) overeenkomen modulo de identificaties 

Ga dit na. 

Propositie 5,53: Als S ~ gegradeerde ring is, zodat S+ door s
1 

wordt 

voortgebracht, ~ als M ~ gegradeerd S-moduul is met 

eindige presentatie, en N is~ gegradeerd S-moduul, 

dan is~~ kanoniek functorieel (in N) isomorphisme 

~ e-X-modulen 

.,.,,.--...._,; N N 

µ: HoIIlg(M,N) ~ Hom~ (M,N) . 
X 

Bewijs: In verband met het vorige lemma is het voldoende om de bijecti­

vitiet van de morphismen 

te controleren. Omdat S+ door s
1 

wordt voortgebracht, kunnen we ons 

daal"bij beperken tot het geval s E S 1 • 
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We hebben voor elle ne:l de volgende isomorphismen: 

(i) ' 
n: {N:-n_) _"' __ Hon1g(s(n) ,N) 

K [slt-r s1xJ 

en, omdat (i) een morphisme van gegradeerde S-modulen is, een geindu­

ceerd isomorphisme van S(s)-modulen (sc s1) 

(ii) 

(iii) 

n : 
s 

n I: 
s 

N(-n\s) 

~ 
k 

s 

~ 
k 
s 

I'll 
Hom8 (s(n) ,N) (s) 

a 
k 

s 

(i) en (ii) geven nu, samengesteld metµ : 
s 

~ 
k 

s 

Dit morphisme is bijectief, zodat µ bijectief is. 
s 

Beschouw nu een exakte rij 

k 1 
I S(n.)- I S(m.)--+M--+O. 

. 1 l . 1 J i= J= 

Omdat voor elke n. (en analoog voor elke m.) 
l J 

~ 
k-n 

s 
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volgt (wegens de functorialiteit van µsen het feit dat de functor 

compatibel is met het nemen van sommen) dat 

µs: Holllg(M,N) (s)--+ '.!!!:s(s) (M(s) ,N(s)) 

ook een isomorphisme is, wat te bewijzen was. 

Definitie 5,54: Zij Seen gegradeerde ring en zij (x,G"X) = Proj(S). 

Dan noteren we voor elke n e!l': 

r,...,/ 

<9-'X(n) := S(n) . 

Definitie 5,55: Zij Seen gegradeerde ring, (x,&-X) = Proj(S) en zij 

,m,..een &X:-moduul. Noteer voor elke nG~: 

Lemma 5. 56: Als S ~ gegradeerde ring is , ~ M is ~ gegradeerd 

S-moduul, dan is 

(als gegradeerde S-modulen). 

Bewijs: Ga na. 

Opmerking 5,57: Als Sm gegradeerde ring is, zodat S+ wordt voortge­

bracht door s1, en als (x,t.9-X) = Proj(S), terwi,jl M 

m gegradeerd S-moduul is , dan is .@.!:. m kanoniek 

functorieel (in M) isomorphisme rn gegradeerde ringen 

IV 

M(n) 
,r...,,I 

"'M(n) 
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Bewijs: Met behulp van prop. (5.46) hebben we: 

,J Ill A\, 11/ ,-....,, ,-...__./ 

M(n) := M®e,: v X(n) = M®e, S(n) T M®8S(n) "' 
X X 

-M(n) 

(Cf. lemma 5.56). 

Opmerking 5,58: Als S ~ gegradeerde ring is, zodat S+ door s 1 wordt 

voortgebracht, en (X, e'X) = Proj (S), dan is .Y.2.2!. elke 

nez 

~ inverteerbaar e-~-moduul. 

Bewijs: X wordt overdekt door de open deelverzamelingen D+(s) met se.s
1

• 

Kies sss1 • Dan is er een isomorphisme van S(s)-modulen 

~ 

Derhal ve geldt : 

waaruit de opmerking volgt. 

(S(n)) (s) 

n 
s 
1 

Opmerking 5.59: Zij S ~ gegradeerde ring, zodat S+ door s 1 wordt 

voortgebracht. Zi,j (X,&X) = Proj(S). Dan geldt voor 

elke ne:l: 

Bewijs: Kies eerst n = -1. We hebben dan: 



Nu heeft uiteraard 8(1) als gegradeerd 8-moduul een eindige presentatie, 

zodat volgens prop. (5.53) 

,,-....,, "" ~ 
Hom& (8(1),8) "'Holllg(8(1),8) . 

X 

~ 

& (-1) = 8(-1) moeten we dus bewijzen: 
X 

Omdat 

8(-1) "'Holllg(8(1),8) . 

Het is direkt duidelijk dat dit isomorphisme van gegradeerde 8-modulen 

wordt gegeven door 

S(-1) --- Holllg(8(1),8) 

[y-1 . .._ ~yl] 

zodat voor n = -1 de opmerking bewezen is. Vervolgens z1J n > 1. Dan 

hebben we: 

/"-11 
= 8(n) 

,,,----.__/ ,,.-....,/ .,..._, 
"'8(n-1)®8(1) = 8(n-1)®8(1) = 

n,rv 
= ® 8(1) = & (1)®n 

X 

Als n = O, dan is de opmerking per definitie waar, en als n .:_ 1, dan 

geldt: 

,e, ~ ·,,,,..._,/ ~ A ® ( n) 
ux(-n) = 8(-n) = 8(-1)® ... ®8(-1) = o-x(-1) = 

= ( C,, ( 1) ® ( -1 ) ) ®n = eJ ( 1 ) 0 ( -n) 
X X 

waarmee de opmerking bewezen is voor elke n e Z. 

Gevolg 5,60: Als 8 ~ gegradeerde ring is,~ (x,<' X) = Proj(8), dan 

geldt rn elke n ,me 2': 

als 8+ door 81 wordt voortgebracht. 
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Bewijs: Gana. (Cf. opm. (4.108)). 

Opmerking 5,61: In def. (4.109) was gedefinieerd: Als ,m,, een inverteer­

baar e'x-moduul is (waarbij (x,$'X) een geringde ruimte is) dan is 

r~(?Yl,):= l 111,®n(X) 
nSlJ 

Verder hadden we voor een willekeurig CYX-moduul 'n: 

r (1n,n):= 
* 

Bovendien is volgens opm. (4.112) r (-m,1t,) op natuurlijke manier een 
* 

gegradeerd r (ffl;)-moduul. 
~ 

In ons geval voeren we een wat slordige notatie in: 

Zij Seen gegradeerde ring en zij (X,£9-X):Proj(S). Neem aan dat S+ door 

s1 wordt voortgebracht. Dan is volgens opm. (5.58) &X(1) een inverteer­

baar &X-moduul en we noteren voor elk f\-moduul 11,, kortheidshal ve: 

Notatie: 

Er geldt dan: 

r (12,) = 
* 

r ('n-) := r (S:x( 1), 'n,) 
~ * 

l 1t@"i:(1)@n(X) = 
ne.l 

l 12,@ <9-'x(n) (x) = 
116.? 

(Cf. def, (5.55)). 

I 1Un) (X) 
n(iil 

Lemma 5.62: Zij S ~ gegradeerde ring, zodat S+ door s1 wordt voort­

gebracht. Zij M ~ gegradeerd S-moduul. Dan bestaat ~ ~ 

kanoniek morphisme rn gegradeerde abelse groepen 

N 
a: M- r (M) . 

~ 

Bewijs: Noteer: (X,<"x) = Proj (S). Kies twee homogene elementen s, teS +. 

We hebben dan een morphisme van abelse groepen 



terwijl de diagrammen 

I'll 
M = M(D+(s)) 

a~ (s) 

lrestr, 
M0 ~lkan. 

N 

a0 (st) M( st) = M(D +(st)) 

commuteren. De verzameling {a
0

(s) I s homogeen, s<as+} definieert dus 

een morphisme van abelse groepen 

Kies nu n SZ'. Dan is - als abelse groep - Mn = (M(n)) 
0

, en hebben we, 

op dezelfde manier zoals we a
0 

verkregen hebben, 

a := [M = (M(n) )
0 
---~ (X) = M(n) (x)] . 

n n 

Derhalve induceert de verzameling fo Inez} een morphisme van gegra­
n 

deerde abelse groepen 

a: M- I 
rv 
M(n) (X) = 

,., 
r (M) 
* neZ 

0Fmerking 5,63: Zij S ~ gegradeerde ring, zodat s 1 S+ voortbrengt. 

Dan is het in lemma (..2..:.2£) gedefinieerde kanonieke mor­

phism.e 

een morphisme ~ gegradeerde ringen. 

Bewijs: a is een morphisme van abelse groepen dat de gradering respecteert, 

dus .moeten we alleen nog nagaan of a ook multiplicatief is. Beschouw 



5.44 

hiertoe de gegradeerde ring 

,,,....,,, I"',,/ .,,.......__,,, 

Als -r e S(n) (X) en -r es(m) (X), dan wordt -r -r GS(n+m) (X) gegeven door: 
n m nm 

/"',.,/ r..J k ~r.../ ~ 
S(n)(X)~S(m)(X) an. S(n)®S(m)(X) = S(n+m)(X) 

1" ®, ------------.- 1" 1" 
n m nm 

(Cf. opm. (4,110), opm. (5.44), propositie (5.46)). Als scS 1, dan wordt dit 

morphisme lokaal gegeven door: 

~ 
S(n+m)(D+(s)) 

II 
S(n+m)(s) 

------- tktl 
k+l 

s 

Kies nu t e S en t es . Dan geldt, wegens de defini tie voor a.: n n m m 

t 
a.(tn) ID+(s) = f E S(n) (s) 

Dus geldt ook: 

t t 
a.(t ) .a.(t ) In (s) = _n__!!! = a.(t t ) In (s) 

n m + 1 nm + 

zodat , omdat di t voor elke s €: S 1 geldt , 

a.(t )a.(t) = a.(t t) 
n m nm 

waarmee de opmerking bewezen is. 



5.45 

Terminologie 5.64: Zij (X,~X) een preschema en zij lfll een &X-moduul. 

Zij µ een globale snede van 1Tl,. Definieer voor elk 

punt x€X: 

µ(x) := µ (mod m . rfl-(x)) 
X -:X: 

als µ het doorµ geinduceerde element van /flL,(x) is, 
X 

en~ het maximale ideaal van de lokale ring &X(x). 

Opmerking 5,65: Zij Seen gegradeerde ring zodat s 1 S+ voortbrengt. 

Zij (x,O"X) = Proj(S), .fil.! zi.j verder sesn (n > o). 

Als 

,,__ 
a : S ---+ S(n)(X) 

n n 

het in lemma (5,62) gedefinieerde natuurlijke morphisme 

van abelse groepen is, dan is 

Bewijs: Wegens 

kunnen we volstaan met voor elke tss
1 

te bewijzen: 

D (st ) = {xs D ( t ) I a ( s ) ( x) =f. O } 
+ + n 

s 
of, aequivalent hiermee (als s' = -) 

tn 

of, als we 

is dat met 

houden met 

= {xeD (t)la (s)(x) =f. O} + . n 

noteren: x = x voor elke x6D + ( t) , waarbij :e, het priemideaal 
.E. 

x correspondeert in de ring S(t)' en als we bovendien rekening 

de definitie van an(s)jD+(t): 

en dit is direkt te verifieren. 
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Opmerking 5.66: Zij S ~ gegradeerde ring zodat s1 S+ voortbrengt, 

zi1j (X,e'X) = Proj(S) ~ zij 11l,.,een it:x:-moduul. Dan is 

r*(1n,) .2P. natuurlijke manier ~ gegradeerd S-moduul. 

Bewijs: r*(~X) is een gegradeerde ring en r*(nl,,) is op natuurlijke 

manier een gegradeerd r*(&x)-moduul. (Gana). Ook hebben we volgens 

opm. (5.63) een morphisme van gegradeerde ringen 

zodat we op r (1fi.) eendoor a geinduceerde gegradeerde S-moduul-struktuur 
* 

hebben. 

Lemma 5. 67: Zij S ~ gegradeerde ring, zodat S + door S 1 wordt voort­

gebracht. Noteer: (X, &_X) = Proj (S). Dan bestaat ~ .:!2.2.!:. 

elk <9' :x-moduul 11), ~ kanoniek morphisme ~ ~X:-modulen 

/""'-,/ 
(3: r (1n,) .-. m 

* 
dat functorieel i:.§._ in 'fn.. 

Bewij s : Zij s e S d, d > 0. Kies een element 

Dan hebben we: 

zer (1»,) d = 1n-(nd) (X) 
* n 

~ 

= ~S(nd)] (X) 

en ook: 

~ 

= S(-nd)(D+(s)) 

Definieer nu een morphisme van S(s)-modulen 



als volgt: 

~ 

1Y/And) (D+ ( s) )0S (-nd) (D + (s.)) 
kan. ~ 

[11t(nd)0S(-nd)] (D (s)) = -m(n (s)) 
+ + 

( z ID+ ( s) ) 0 1;- t-1 ___ ..,.P....,e_r_....,de_f'_. _____ _.) S s ( z n) 
s s 

We tonen aan, dat als tes , e > O, het diagram 
e 

..................... ( i) 

commuteert. Merk hiertoe allereerst op dat het diagram 

commuteert, zodat 

S (~) I D+(st) s n 
s 

het beeld is van het element 

tn zlD (st) 0 --
+ (st)n 

9 •••••••••••• 0 ••••••• (111.) 

als we daarop het morphisme toepassen, gegeven door de onderste hori­

zontale pijl van diagram (ii). 

Voorts conm1uteert wegens de associativiteit van het tensorprodukt het 

diagram 

, 
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,,,-..._/ ~ 
·ffl,(nd)(D +(st) )0S(ne )(D + (st) )0S(-n( d+e)) (D+ (st)) 

~ I \ ~ 
1/Un(d+e))(D (st))0S(-n(d+e))(D+(st)) 17L(nd)(D (st))ijS(-nd)(D (st)) 

+ ~ I + + 

111,(D+(st)) 

zodat, met behulp van (iii) geldt:· 

f3 (~) I D (st) s n + 
s 

waarmee de commutativiteit van (i) bewezen is. We hebben dus een door 

het stel { f3 s I s ~ S d, d > 0} geinduceerd morphi sme van <"x-modulen: 

Ga zelf na dat dit morphisme .fu.nctorieel is in -m,,, 

Lemma 5.68: Zij Seen gegradeerde ring zodat S+ door s1 wordt voort­

gebracht. Dan is, als M ~ gegradeerd S-moduul is, de 

samenstelling 

N ~ ti/ 

M ~ r (M)-0- M a ~ ., 

/II 
de identiteit ~ M. 

Bewijs: We kunnen dit lokaal nagaan. Kies hiertoe sSSd, d > O. Beschouw 

M(s) 
°'(s) 

waarbij °'(s) gedefinieerd is met 

a (!!.-) := a.(m) • 
(s) n n 

s s 
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Als mn e M(s), dan is ms.Mnd en wordt a(m) gekarak.teriseerd door 
s 

Nu wordt 

(3 (a(m)) 
s n 

s 

gedefinieerd door 

Identificeren we 

® _1 
n 

s 

,..._.,, 

................. ( i) 

N 
M(nd)(D+(s)) = M(nd)(s) ; S(-nd)(D+(s)) = S(-nd){s) ; 

dan geeft (i): 

M(nd)(s) 3 S(-nd)(s) --- M{s) 

!!! 0 _1_ 11------ m 
1 n n 

s s 

(Gana!), zodat het lemma bewezen is. 

Propositie 5,69: Als S ~ gegradeerde ring is, zodat S+ wordt voort­

gebracht door eindig veel elementen ui t S 1 , ~ als 

(X, & X) = Proj (S), dan is rn_ elk quasi-coherent 

&-X-moduul 11, het kanonieke morphisme 

,......_.. 
s: r (1\)- -n 

~ 

een isomorphisme. 
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Voordat we deze propositie bewijzen, eerst enk.ele opmerkingen: 

Opmerking 5,70: Als (x,&'X) = Spec A~ Mis ~A..;.moduul, dan geldt 

~ elke globale snede 

Ill 
µeM(X) 

dat, als µID(a) = 0 (aeA), ~™ nelN bestaat zodat 

Bewijs: triviaal. 

Opmerking 5.71: Zij (x,&X) = Spec A~ zij V m open kompakte deel­

verzameling ~ X. Zij verder 1rl.,,m quasi-coherent 

'-':xlV-moduul. Als aeA zodat D(a)CV, dan bestaat er 

~ elke µ e11l-{D(a)) ™ nBIN, zodat de snede 

kan worden voortgezet tot ™ snede ~ 1lt,,~ V. 

. .Ml /II 
Bewijs: Zij eerst V = Spec A. Dan is '/Iv= M voor een zeker A-moduul M, 

en ffi,(D(a)) = M. Zij voorts 
a 

µ=!!!._eM =1n-<D(a)) 
n a 

a 

rt/ 
Dan ism een globale snede van Men er geldt: 

n 
m!D(a) = T 

zodat in dit geval de opmerking bewezen is. Zij nu V ~ X. Dan zijn er 

element en 
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zodat 

Dan is wegens D(a)CV ook 

D(a) = D(aa1 )U ••. UD(aat) 

Voor elke iS{1, •.. ,t} is bij µID(aa.) een n. te vinden zodat 
l l 

n. 
(a 1 ID(aa. )).(µID(aa.))61>2,(D(aa.)) 

l l l 

is voort te zetten tot een snede in 1n{D(a.)). Kies nu: 
l 

Dan is elke 

n:= max {n.} 
l 

(anlD(aa.)).(µID(aa.))G1n-(D(aa.)) 
l l l 

voort te zetten tot een snede 

µ.6:111.ID(a.) . 
l l 

Definieer nu: 

µ .. := µ. ID(a.a.) - µ.jD(a.a.) • 
l,J l l J J l J 

Dan is 

(µ .. - µ .. )jD(aa.a.) = 0 
l,J J,l l J 

zodat er een n0e IN te vinden is met 

no 
(a jD(a.a.)).(µ .. - µ .. ) = 0. 

l J l,J J,l 

(Cf. opm. (5,70)). Derhalve geldt voor elke i en elke J 

no 
a µ. jD(a.a.) 

l l J 

no 
= a µ.ID(a.a.) , 

J l J 
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zodat er een snede µ O 6: m,( V) bestaat met 

Dan geldt voor elke i ook: 

zodat 

n+n 
µ

0
1D(aa.) = a oµID(aa.) J. J. 

n+n 
µ0 1D(a) = (a 0 !n(a)).µ 

(schoof-eigenschap), zodat de opmerking bewezen is. 

N .B.: Als •rTl,. en /fl, twee f\-modulen ZJ.Jn, dan zullen we vaak het beeld 

onder het kanonieke morphisme van preschoven 

-m,(u)® n(u) ~ (1n® 11.,) (u) 

van een element µ®vsm,(u)@n.(u) ook met µ®v aangeven (U is een open 

deelverzameling van X). Ga steeds ter plaatse na dat deze slordigheid 

geoorloofd is. 

Opmerking 5,72: Zij (X,O"X) een preschema en zij m. een inverteerbaar 

(Sr x-moduul. Zij µ e 11t(x) en noteer: 

x := {xsxl µ(x) :f: o} . 
µ 

(Cf. ( 5. 64) ) . Zij U een open affiene omgeving van een punt x«;; X , zodat 
µ 

er een isomorphisme 

best~at. Noteer U = Spec(A) en oak: 

a:= qi(U)(µlu)G t~\(u) = A • 



(i) Er geldt: unx = D(a). µ 
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Bewijs (i): Kies x = x eun X • (12. is een priemideaal van A). Omdat "t~ 
.E. µ 

inverteerbaar is en U affien, is 

mlu 
,., 

"'M 

voor een zeker A-moduul M, isomorf met A. Zeg: 

<P(U): M ~ A 

m ~ 1 

Dan is M = Am. Stel nu ae..E,, Dan is µIU = a,mE...E,,M, dus 

wat zeggen wil: µ(x) = 0, (µ is het doorµ geinduceerde element in de 
X 

staak ffi.(x) = M ). Stel nu omgekeerd: µ(x) = O. Dus: 
.E. .E. 

Dan volgt gemakkelijk dat aC-.:Q_, Hiermee is (i) bewezen. (Merk op dat 

hieruit ook volgt dat X open is.) µ 

(ii) Er is een isomorphisme van t9'xlxµ-modulen 

'¥: mix ~ ~xix . µ µ 

Bewijs (ii): Zij U een open deelverzameling van X. Definieer: 
µ 

' 

'l'(U): G'x(u)--+ 1n(u) 

ri--- r.(µjU) • 

Dat '¥ een isomorphisme is, kunnen we lokaal controleren: Kies xSX en µ 
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daarbij een open affiene omgeving U van x binnen X zodat 
µ 

Zij &x(u) = A; cp(U)(µlu) = a; 11t-lu =M; M =Am"' A; 1?(U)(m) = 1€A. 

We hebben dan de samenstelling: 

\J'(U) 111,(u) 
cp (U) 

µlu ,_ ______ a 

Nu is X nu= U, dus is volgens (i) D(a) = U = Spec A, zodat a een µ 
eenheid is. Derhalve is 1?(U)o\J'(U) een isomorphisme, dus evenzo ll'(U). 

We kunnen dit voor iedere voldoende kleine open omgeving van elk punt 

x€X doen, zodat \J' een isomorphisme is. µ 

Opmerking 5,73: Zij (x,&X) ~ kompakt schema~ zij 1'fL. ~ inverteer­

baar, ~ 1t ~ quasi-coherent & X:-moduul. Zij voorts 

µ e 'ff/,( X) en note er: 

X : = { xe;;: X I µ ( x) "f O } • 
µ 

,:,. ®n 
V'CIµ = 0 • 

Bewi,js: Kies een open affiene overdekking (U.). van X zodat we voor elke 
1 1 

i een isomorphisme 

cp.: ·m1u.~ to/xlu. 
1 1 1 

hebben. We kunnen aannemen dat deze overdekking eindig is. Voor elke 1 

hebben we dan een isomorphisme 
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12-(u.) 
1 

en we zijn klaar als we laten zien dat voor elke i er een k.€~ bestaat 
1 

zodat 

k. 
~.(u.)(µju.) 1 .(vju.) == o. 

1 1 1 1 

Zij U. = Spec A. Dan is 
1 

en bovendien: 

a:= <p.(u.)(µju.)e<9:x(u.) = A 
1 1 1 1 

X OU. = D(a) . 
µ 1 

,., 
(Cf, Opm. (5.72)). Ook is nju. = N voor een zeker A-moduul N, zodat 

1 

n:= vju.eN(u.) = N. 
1 . 1 

Nu is 

vju.nx = E. = o 
1 µ 1 

(in N) 
a 

k. 
dus is er een k.e.~ zodat a 1 n = O. 

1 

Opmerking 5,74: Zij (x,<9-X)-™ kompakt schema, m ™ inverteerbaar 

~ n ™ quasi-coherent <":X:-moduul, terwijl µe112,(x) 

en 

X := {xexl µ(x) :/: O} • 
µ 

Dan bestaat ~ .Y£2.!:. iedere v e n(x ) -™ n€IN, zodat µ 
de snede 



5,56 

kan warden voortgezet tot ™ snede 

Bewijs: Kies een eindige affiene open overdekking (U.). van X, zodat we 
J.. J.. 

voor elke i een isomorphisme 

4>.: 11t.ju. ~ &'xlu. 
J.. 1 1 

hebben, en noteer U. = Spec(A.). Dan is er een A.-moduul N. zodat 
J.. J.. J.. 1 

Ml "" ,,,, U. = N. 
1 1 

terwijl we bovendien kunnen noteren: 

a·= 41.(u.)(µlu.)el.9'.x(u.) = A. 
1 1 1 1 1 1 

Merk verder op (Opm. 5.72)): 

X ()u. = D(a.) 
µ 1 1 

Dan is 

N n. 
___!, := 
t. vlx nu.eN.(D(a.)) = 

µ 1 1 1 
(N.) 

1 a. 
1 J.. a. 

1 

en we hebben voor elke 1 een isomorphisme 

1l 0 'Yll®k ( X n U. ) ~ n ( X fl U. ) = 
µ 1 µ 1 

(vlx rm. )®(µ 0klx nu.)----
µ 1 µ 1 

Kiest:= max{t.} en beschouw 
' 1 

t-t. 
a. 1 n.'2 N. • 

1 1 1 

(N.) 
1 a. 

k a.n. 
1 1 

t. 
1 a. 

J.. 

J.. 



Dan kunnen we 

definieren met: 

Er geldt dan: 

v! 
1. 
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1t,(u.) = N. 
1. 1. 

t-t. 
1. a. n. 

1. 1. 

1l ®1JL®t ( U. (\ X ) ~ 12 ( U. () X ) = 
1. µ 1. µ 

v! lu.nx 
1. 1. µ 

®ti v©µ U. () X 
1. µ 

zodat voor elke i geldt: 

v ! Ix /) u. = v®µ®t I x n u:. . 
1. µ 1. µ l 

Nu geldt, als U .. := U. fl U.: 
lJ 1. J 

(N.) 
1. a. 

1. 

t a.n~ 
1. 1. 

t· 
a.1. 

1. 

t a.n. 
1. 1. 

t· a i 
'i 

v! Ix nu .. = (vju .. ox )®(µ®t1u .. nx) = v!jx nu .. 
1 µ l.J 1.J µ l.J µ J µ lJ 

en, omdat X een schema is, is U .. affien, en dus kompakt. Noteer: 
lJ 

v' ·= v! ju .. - v! lu ... 
1.,J 1. l.J J lJ 

Dan is 

v! .1u .. nx = 0 
1., J l.J µ 

'zodat volgens opm. ( 5. 73) er een me IN bestaat, zodat 
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v ! . ®µ ®m I u. . = o . 
1,J lJ 

Derhalve is 

zodat er een 

v, G1l@1Yt®(m+t) (X) 

bestaat met 

Dan is ook 

... ,. 'lu "'x = v'°'µ®(m+t)lx n.u. Vl, \/ .11 o 11 
1 µ µ 1 

waaruit weer volgt: 

v®µ®(m+t) IX = v' Ix 
µ µ 

zodat de opmerking bewezen is. 

Opmerking 5,75: Zij (X,0-X) een kompak.t s~hema, 1fl,. een inverteerbaar en 

'fl een quasi-coherent &X-moduul. Zij voorts 

en definieer: 

Noteer verder: 

,, 

x := {xexl µ(x) :fa O} • 
µ 

A:= I rn,®n(X) 
nQjN 

N:= I rJ,Js1Jl®n ( x) 
neZ 
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Dan is op natuurlijke wijze N een gegradeerd A-moduul. Kies nu vs 11-(X ) • µ 
. Dan is - omdat ook 111,rin invertibel is - er een kelN zodat 

is voort te zetten tot een snede 

(Cf. Opm. (5,74)). Definieer nu: 

(i) Als v =·o, dan is ook 

en derhalve per definitie ook v'IX = O. Dan is er volgens opm. (5.73) µ 

een lG'IN, zodat 

en dit is ae~uivalent met 

v' -= 0 
@m 

µ 

zodat 0 een goed gedefinieerde afbeelding is. 

(ii) 0 is injectief: Zij 

v' -= 0 

Dan is er een 1 e IN zodat 

l o. ®l 
\) oµ = 0 • 
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In het bijzonder is dan 

Beschouw het isomorfisme 

,n®.m,®(l+k)n(X ) /II 
µ 

(waarbij a gegeven wordt door 

m®n(Xµ) ~ O\(xµ) 

µjxµ i----+ a 

11-(x ) 
µ 

(Cf. Opm. (5.72) (ii) en bedenk dat m,®n inverteerbaar is). Volgens 

Opm. (5,72) (ii) is alu een eenheid in de ring <.9-'xiu voor elke geschikt 

gekozen open affiene omgeving U van een willekeurig punt xE!X, zodat 
µ 

uit 

eerst volgt : 

en dus oak 

l+k 
v.a = 0 

l+kl v.a U = 0 

wat weergeeft: v = O, waarmee de injectiviteit vane is bewezen. 

(iii) e is surjectief: Kies namelijk een element 
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Dan is 

zodat ook 

Met behulp van het isomorphisme 

µIX I---+ µ 

,verkrijgen we een isomorphisme 

Definieer: 

®k I \)II:= 1®'¥ ( X ) (\)I X ) • 
µ µ 

Omdat ook 

volgt dan: 

zodat 

e(v") v' 

waarmee de surjectiviteit van 8 is geverifieerd. 

Samenvattend: Als (x,<"x) ~ kompakt schema is, fill 1Yl,..~ inverteerbaar 

fill 1l, ~ quasi-coherent &X:-moduul is, fill~ µS m.(X) en 

x := {xexl µ (x) 'f o} , 
µ 
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als ~ verder noteren: 

; N:= l n® 1tn(X) 
ne'Z 

dan bestaat ~ ~ kanoniek isomorphisme 

Bewijs van propositie 5,69: 

Als S+ wordt voortgebracht door s 1, ••• ,st~ s 1, dan is 

en dus is X een kompakt schema. 8 werd bepaald door de morphismen (als 

sSSd, d > 0) 

die weals volgt verkregen: Kies 

~er (12.)(). 
n * s s 

Dan is z iS r ('n) d = 11,(nd) (X). Ook is 
~ n 

1;-es(-nd)(s) = &x(-nd)(D+(s)) 
s 

zodat we hebben: 

. [n(nd)® &X(-nd)] (D+(s)) -­

(zlD+(s) )® 1;-
s 

n(D+(s)) 

8(D+(s))(zn) 
s 

(Pen. defini tie van 8 (D + ( s }) ) •. Merk voorts op dat de struktuur van ge­

gradeerd S-moduul van r*(11,,) wordt geinduceerd door het kanonieke mor­

phisme van gegradeerde ringen 



(Cf. Opm, (5,63)). Ook geldt: 

D+(s) = {xexla(s)(x) 'f O} • 

(Cf, Opm. (5.65)), zodat we B(D+(s)) kunnen opvatten als een morphisme 

We laten nu zien dat dit morphisme overeenkomt met het in opm. (5,75) 
gedefinieerde isomorphisme 

Kies namelijk: z' := B(D+(s))(\)en(D+(s)). Dan is 
s 

zeals eenvoudig is te controleren. z is dus een globale snede van 

n,,(nd)(X) die een voortzetting is van 

Dan is per definitie 

0 ( Z I) z =-
n 

s 

waarmee alles bewezen is. 

Gevolg (5,76): Zij S ~_g_egradeerde ring, waarbij S+ door eindig veel 

elementen .rn, s1 wordt voortgebracht. Zij M ~ gegra­

deerd S-moduul. Het door het in Opm. (5.62) gedefinieerde 

morphisme .rn, gegradeerde S-modulen 
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... 
a: M --- r*(M) 

geinduceerde lo/:X:-moduul-morphisme (als (X, &"X) = Proj (S)) 

~ N ~ 
a: M - r (M) 

* 

is dan ~ isomorphisme. 

Bewijs: Een direkt gevolg van lemma (5.68) en propositie (5.69). 

Opmerking 5.77: Zij Seen gegradeerde ring, zodat S+ wordt voortgebracht 

door s 1• Noteer: (X,<9-'X) = Proj(S). Laten Men N twee gegradeerde S-
N & N 

modulen zijn, zodat N een sub- x-moduul is van M. We hebben dan een 

&X-moduul-morphisme 

.., #>I 

<I>:N--+M 

dat injectief is in de staken. Als ses1, dan hebben we isomorphismen 

van S(s)-modulen 

en analoog: 

6
8 

N(n)(s) 

\) 

t 
s 

6~: M(n)(s) 

\) 

t+n 
s 

Beschouw nu voor n S :l het morphisme 

,-1 ,.J ,..._,, N ~ 

r*(N)n = N®S(n)(X) -(<I>-@-,1)_,.(.....,x)-- M@S(n)(X) = 

Omdat 

,., 
r (M) 
* n 
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is (qi@1)(X) injectief als voor elke ses 1 geldt dat (qi@1)(D+(s)) in­

, j ectief is. Kies een s e S 1 en beschouw het diagram 

rvrv "'r.../ 
= N®S(n) (D + ( s)) ---( qi-8-1 )...,.( .... D+___,(_s,_,,) )-i M®S(n) (D + ( s)) = M(n) (s) 

a~f 
= = M(s) 

Dit diagram commuteert en qi(D+(s)) is injectief, zodat ook (qi®1)(D+(s)) 

injectief is. Derhalve is voor elke ne-Z 

AJ N 

( qi® 1 ) ( X) : r ( N) - r ( M) 
* n * n 

,., 
injectief, zodat r*(N) op natuurlijke manier een gegradeerd sub-moduul 

is van r*(M). 

Neem nu bovendien aan dat S+ door eindig veel elementen van s 1 wordt 

voortgebracht en zij 'll, een quasi-coherent sub-&x-moduul van M. Dan is 

volgens prop, (5,69) 

zodat volgens het voorgaande r*(11-) op kanonieke manier een gegradeerd 
,v 

sub-S-moduul is van r (M), waarbij de injectie 
* 

gegeven wordt door 

/1/ ,,,,...._, 

_(_qi .... @1-) ...... (x--,.)- M®S(n)(X) = 
N 

r (M) 
* n 

als in di t geval qi de inbedding 11. -- £'l is . 

Propositie 5,78: Zij Sm gegradeerde ring. zodat S+ wordt voortgebracht 

, door eindig veel elementen ~ s 1. Zij (X,6t'X) = Proj(S) 



5.66 

~ M ~ gegradeerd S-moduill, terwi,jl 1t ~ guasi­

coherent sub- ~-moduu.l ~ M is, ~ 

Dan 1§. ~ ~ kanoniek isomorphisme 

Bewijs: Beschouw het kanonieke morphisme 

~ 

a: M--+- r (M) 
~ 

en het geinduceerde isomorphisme 

"',., ~ 
a: M -;::;-+ r (M) • 

~ 

,J 

Omdat de functor M _. M exakt is , geldt : 

/'-" 
.,,.._,, 

N 

a(M) = Im(a) = Im(a) 

Kies nu 

~ := a(M)n r)11,) . 

Gana dat hieruit volgt: 

r.J ~ ~ 

~ = a(M)(l r~( -n) 

zodat 

verder geldt ook: 

~ r,-1 If) 
N "" a (N) = ~ "' 



N,B.: Merk op, dat als i: N t.-+- M de inbedding van Nin Mis, het dia­

gram 

commuteert. 

Definitie 5,79: Zij (x,&X) een geringde ruimte, Een e,~-ideaal is een 

sub-e'x-moduul van &X. 

Opmerking 5,80: Zij (x,&X) een preschema en~ een quasi-coherent 

&x-ideaal. Noteer: 

&. . 
Y:= {xexl xb (x) # o} . 

(i) Dan is Y ™ gesloten deelverzameling ~ X. 

Bew.(i): Kies een open affiene deelverza.meling U van X, Zeg: U = Spec(A). 

Dan is 

,.. 
9Xlu = i 

voor een zeker ideaal i CA, en voor elke x e U (,E. CA) geldt : 
.E. 

~v I &x(xy A.12./ 
1/ ~ (x) = / ~(x) = ii_p_ 

Dus hebben we: 

x '1YOU-=, i # A ~ iCn 
.E. .E. .E. - &.. 

(Gana). Met andere woorden: 

Yt1U=V(i) 
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en 1s dus gesloten in U. Omdat we een open affiene overdekking (U) van 

X kunnen kiezen is Y gesloten in X. 

{ii) Als Y f.-:-r X de inbedding ~ Y in X is, !:£ als 
]. 

dan is ( Y, & y) ~ gesloten deel-preschema ~ (X, <9'X) • 

Bew.(ii): Kies U open, affien in X. Zeg: U = Spec(A). Dan is 

,;J 

als Sil'ju = i:_. Zij e'/V de struktuurschoof van Spec(A/i:_). Dan is er een 

kanoniek morphisme van affiene schema's 

dat geinduceerd wordt door het kanonieke ring-morphisme 

A-+ A/i. 

Gana dat we een factorisatie 

hebben, waarbij ~ = ijv. Dan hebben we een door~ geinduceerd morphisme 



5,69 

Staaksgewijs wordt dit morphisme gegeven door: 

(waarbij :e, een priemideaal van A is, en y ev, (dus i.CE)). Derhalve :e. 
vinden we: 

waarmee de opmerking (ii) bewezen is. 

Definitie 5.81: Het in voorgaande opmerking geconstrueerde gesloten 

deelpreschema (Y,&y) van (X,$'X) heet het door SXgein­

duceerde deelpreschema van (X,t9'xl• 

Propositie 5,82: Zij Sm gegradeerde ring. zodat S+ wordt voortge­

bracht door eindig ~ elementen fil.i s
1

• Dan bestaat 

~ bij ieder quasi-coherent ~X-ideaal fJi, ~ gegradeerd 

S-ideaal i, zodat het .9:£2.!: ~ geinduceerde deelpreschema 

(Y,O'Y) rn (X,<'°x) isomorf is~ Proj(S/i), terwijl, 

als 

1r: s-s/i 

het kanonieke morphisme is, het diagram 

(Y,O'y)' kan. ( ,e. ) 
1 X,vX 

ts 

Proj(S/,i)-P-r-o-j(.,...1r_,.)-+- Proj(S) 

commuteert. 
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Bewi'js: Merk allereerst op dat Proj(,r) op Proj(S/jJ gedefinieerd is 

(Prop. (5,39)). Beschouw voorts het in opm. (5.63) gedefinieerde kano­

nieke morphisme van gegradeerde ringen 

Dan is volgens prop. (5,78), als 

terwijl met dit isomorphisme het diagram 

(.o/x 

"' commuteert. Dan is uiteraard het door i geinduceerde deelpreschema X' 

van X isomorf met Y, terwijl het diagram 

X' N ·y 

\I 
X 

commuteert. Nu is, als sesd (d > O), X' lokaal bepaald door: 

(X' (\ D+ (s), (o/X' IX' n D+ (s)) "' Spec(A/ j_) 

waarbij 
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en 

zodat 

Nu is voor elk tweetal homogene elementen sent uit S+ het diagram 

(j/i)(S) N j(s) i(s) 

(8/i) (st) ____ 8(st) . 

1:..(st) 

commutatief, zodat Proj(S') = X', waaruit de propositie volgt. 

Opmerking 5.83 Zij nu (Y,&y) een preschema, en zij .,f een gegradeerde 

&y-algebra, gegeven door 

~ = I 
n>O 

Neem bovendien aan dat A quasi-coherent is. Dan zijn ook alle homogene 

componenten ,,g quasi-coherent. Kies nu een open affiene deelverzame-n 
ling U van Yen definieer: 

Dan volgt met behulp van stelling (4.33): 

✓.flu=s 



en wegens 

vinden we: 

s = l 
n>.Q 

s 
n 

5,72 

(l ✓.r lu) n 
"" ,,,......_,/ - \ s = \ s 

- l n l n 

Ook is Seen gegradeerde A-algebra, waarbij deze algebra-struktuur wordt 

gegeven door 

A-s 

a-11---+l 4>(U)(a) 

Noteer nu: 

¾== Proj (S) • 

We kunnen zo aan elke open affiene deelverzameling U van Y een schema 

¾ toevoegen. Beschouw nog een tweede open affiene deelverzameling V 

van Y met VCU, en definieer weer.: 

T:= J (V) ; T := .J (V) 
n n 

(n,:_O) 

Volgens stelling (4.33) is het morphisme 

S®AB T 

<oo <oo 

l s.®b. I ► lb .• (s.lV) 
1 1 . 1 1 

1 1 

een isomorphisme, zodat 

We hebben nu de volgende situatie verkregen: A en B zijn twee ringen 
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met een ring-morphisme 

restr. 

Voorts hebben we een gegradeerde A-algebra S. Volgens prop. (5.32) geldt 

dan: 

Proj (S®AB) = Proj (S)II Spec(B) = Xtluv . 
Spec(A) 

In diagram-vorm heeft dit gevezeld produkt de gedaante 

Proj(S®AB) --- Proj(S) 

i l 
Spec(B) ••--➔ Spec(A) 

De bovenste horizontale pijl wordt geinduceerd door het morphisme van 

gegradeerde ringen 

s t-1 ---+-) s®1 

De B-algebra-struktuur op T werd gegeven door: 

B-T 

b t--f --+i ill (V)(b) 

en de B-algebra-struktuur op S®AB door 

bl 1---) 1®b 



Omdat het diagram 

commuteert (Nl: 1©b 1--+ b.(1!V) = ~(V)(b)) hebben we het gevezelde 

produk.t 

(av u'lv u) ¾ = Proj(T) ' ' > Proj(S) = ¾ 

l(fu,Ful 

------ Spec(A) = U kan. 

l(fy,Fyl 

V = Spec(B) 

waarbij de bovenste pijl geinduceerd wordt door 

S~S©B->-T 
A 

s i- s®1 I---+ s IV 

dus door de restrictie 

S = 4 (U) ->- _,,!(v) = T • 

.•..•......•.. ( i) 

Laat nu V' een derde open affiene deelverzameling zijn van Y, zodat 

V'CVCU 

Noteer: 

B' := 0,y(V') ; T' := ,4(V') . 
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We hebben dan het volgende diagram: 

Proj (T') -- Proj (T) - Proj (s) 

l l l .......••... (ii) 

Spec(,B')-+ Spec(B) ~ Spec(A) 

Dit diagram commuteert, omdat alle horizontale pijlen geinduceerd wor­

den door restrictie-morphismen in de schoven 4 resp. &y. (Cf. diagram 

( i)) • 

Beschouw nog eens diagram (i). Vis een open deelverzameling van U, 

zodat we het door Proj(S) geinduceerde preschema 

kunnen beschouwen. We hebben dan een gevezeld produkt 

f- 1(V)C kan. ) Proj(S) u 

(fu,Fu) l 
kan. 

l (fu,Ful 

Spec(B) Spec(A) 

(Hierbij is (fU,FU) het morphisme dat Proj(S) de struktuur geeft van 

een Spec(A)-schema. (Cf. ~rop. (5.25)). Wegens de uniciteit van het 

gevezeld produkt is er dan een isomorphisme 

Proj(T) 

dat Proj(T) identificeert met een open deelpreschema van Proj(S), waar­

bij het diagram 

................. (1.11) 



commuteert. ((ov,u'lv,u) is dus een open immersie). Ook geldt, zoals 

we al hadd~n gezien: 

Propositie 5.84: Zij (Y;<9'-Y) ~ preschema. Dan bestaat ~ Y2.2!'.. ~ 

quasi-coherente gegradeerde ~y-algebra (met positieve 

gradering) A ~ Y-preschema (x,O"x), dat £e. ~ 

Y-isomorphisme ~ uniek bepaald is, met de volgende 

eigenschap: Als 

het struktuur-morphisme is dat de Y-struktuur £e. X 

bepaalt, dan bestaat ~Y.Q.2!'.. iegere open affiene deel­

verzameling Um Y ~ isomorphisme 

zodat, indien V ~ twee open affiene deelverzameling 

is m Y met VC U, het diagram 

r- 1u ,v ➔ Proj (-o (u)) 

kan. r 
(Yu,ru) 

f <0v,u'Iv,u1 

r- 1v "' Proj ( 4 (V)) (yv,rv) 

commuteert. (Voor de defini tie m ~ rechterpijl, zie 

opm. ( 5 • 8 3) ) • 

Bewijs: Het gevraagde preschema (X,O'x) verkrijgen we door de schema's 

¾:= Proj(,8 (U)) aan elkaar te plakken. Kies twee open affiene deel-
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verzamelingen U en V van Yen definieer: 

S:=...!(U) T:= --!(V) • 

We hebben dan de morphismen 

Xy = Proj(T) 

l (£v,Fvl 

V = Spec(B) 

¾ = Proj(S) 

1 (£u,Ful 

U = Spec(A) 

(Cf. prop. (5.25)). We construeren nu een isomorphisme tussen de gein­

duceerde pre schema's, gedefinieerd boven U fl V: 

als volgt: Kies een open affiene deel verzameling V' CV/) U en definieer: 

T' := _,S (V') 

Dan hebben we volgens opm. (5.83) (i), (iii) het commutatieve diagram 

< ( tv T f Proj (T') 
'v' ,V' V' ,V 

(£V' ,Fy,) l 
+-------- Spec(B') kan. 

zodat we kunnen definieren: 

•••••••••••aee,(i) 

Oak geldt, als V" c V' c V .() U, V" affien en open, en als 

B" := <': (V") y T" := -0 (V") 
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dat het diagram 

kan. i Proj(S) 

commuteert. (Vgl, opm. (5.83), (ii) en (iii)). Dus hebben we het comm.u­

tatieve diagram 

waarui t volgt ~ 

....•....•...... (ii) 

Overdek nu Un V met open affiene deel verzamelingen V' van Y met 

V 'CU I) V. Voor elk zo 'n V' hebben we dan volgens ( i) een isomorphisme 

em (ii) garandeert, dat we deze isomorfismen kunnnen "plakken" tot een 

isomorphisme 

Ook is direkt uit de definitie duidelijk dat 
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(De eerste plak.voorwaarde). Zij nu W nag een open affiene deelverzame­

.ling van Y. We hebben dan een diagram 

De commutativiteit van dit diagram is de tweede plak.voorwaarde. (De 

morphismen 

warden verkregen door (tU,V'eU,V) te "beperken".) Deze commutativiteit 

kunnen we controleren op een open affiene deel verzameling V 'CU /'IV fl W. 

We moeten dan nagaan of het diagram 

commuteert. D,w.z.: Er moet gelden: 

en dit is klaarblijkelijk het geval. We hebben dus een geplak.t preschema 

(X,<9-X) verkregen. Het struktuur-morphisme 

(x,&x) 

l(f,F) 

(Y' (9-'y) 
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verkrijgen we, door de morphismen 

¾ = Proj(S) 

l (fu,Ful 

u = Spec(A) 

"aan elkaar te plakken". Dat dit mogelijk is, ziet men als volgt: Kies 

weer V' c. Un V, V' open en affien. Noteer weer: 

A:= G'y(U) ; B:= 6-'y(V) ; B' := &y(V') ; S:= .J (U) ; T:= ,,S (V) ; 

T':= ✓,$(V'), 

We moeten laten zien dat het diagram 

V' 

commuteert. Volgens opm. (5,83) (i) comm.uteert het diagram 

Proj (T) kan. f- 1(V') N Proj (T 1 ) 
IV f~1 (v') kan. Proj(S) V 

l(fv,Fvl l (fv, ,Fv, l (fu,Ful I 
V kan. V' kan. u 

waaruit het te bewijzene volgt. 

Hiermee is (X,O'X) van de gewenste (Y,c9'y)-struktuur voorzien. We moeten 

nu n<Yg de eigenschap uit de propositie bewijzen. Kies hiertoe wederom 

twee open affiene deelverzamelingen U en V van Yen zij 
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A:= l9' y(U) ; B:= (9'y(V) ; S:= .4(U) ; T:= ,,8 (V) • 

We kunnen aannemen dat f~ 1(u) = f- 1(u). Dan commuteert het diagram 

Op deze wijze vinden we - na identificatie - de commutatieve diagrammen 

f- 1(V) 
,.., 

Proj(T) 
(yv,rv) 

kan.1 l(ov,u•Ev,ul 

f-\u) ;\J ➔ Proj(S) 
(yu,ru) 

Men ga zelf na dat het aan de eisen van propositie (5,84) voldoende 

preschema (X, &x) op een Y-isomorphisme na uniek bepaald is. 

Definitie 5.85: Het in de vorige propositie bepaalde Y-preschema 

noteren we met Proj(S). Proj(S) heet het homogene 

spectrum van de guasi-coherente positief gegradeerde 

& y:-alge bra 4 . 

Opmerking 5,86: Zij (~,~): X--r Y een morphisme van preschema's. Kies 

een open affiene overdekking (V.). van Y, Neem aan dat elke ~- 1(V.) te 
1 1 1 

overdekken is met een eindig aantal open affiene deelverzamelingen 

u. 
1
u ... uu. . 

1, 1 ,ni 
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(~,~) induceert dan morphismen 

u .. -v .. 
1J J 

Deze induceren op hun beurt weer ring-morphismen 

O'x(u .. ) -&Y(v.) 
1J J 

zodat elke O'X(Uij) op kanonieke manier een O'y(Vj)-algebra is. 

Definitie 5.87: Zij (~,~): X--+ Y een morphisme van preschema's. Zij 
. -1 ( ) Veen open affiene deelverzameling van Y. Laat ~ V 

een eindige overdekking hebben van open affiene stuk­

ken Ui (i = 1, ••. ,n), zodat elke C'X(Ui) een O"Y(V)­

algebra is van eindig type. Dan zeggen we dat V voldoet 

aan de eigenschap (P). 

Definitie 5.88: Zij (~,~): X _. Y een morphisme van preschema's. Als 

er een open affiene overdekking (V) .van Y bestaat zodat 
Ct Ct 

elke Va voldoet aan de eigenschap (P) dat heet (~,~) 

een morphisme van eindig type. 

Definitie 5.89: In de omstandigheden van de voorgaande definitie heet 

X een Y-preschema van eindig type. 

Lemma 5,90: Zij (~,~): (x,O'x)- (Y,e-'y) ~morphisme rnpreschema's. 

Zij W ~ open affiene deelverzameling rn Y. (Zeg: 

W = Spec (B)). Zij verder be B, ~ beschouw D(b )c W. Dan 

heeft D(b) de eigenschap (P) als W ~ (P) voldoet. 

Bewijs: We kunnen ~-1w met eindig veel open affiene deelverzamelingen U. 
J 

van X overdekken, zodat elke O'X(Uj) een &Y(W)-algebra is van eindig 

type. (~,~) induceert voor elke j het morphisme 
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Hiermee correspondeert het ring-morphisme 

----(1.y (W) = B f. 
J 

dat op (o/X(Uj) de B;algebra-struk.tuur geeft. Kies nu bGB. Dan is 

D(b)CW, en er geldt, zeals gemakkelijk is na te gaan: 

<fl-\D(b))(lU. = D(f.b) 
J J 

Het comrnutatieve diagram 

t 
w 

l 
D(f.b) -- D(b) 

J 

induceert een commutatief diagram van ringen 

<"x(u.) f. B r J j 
(0-x(uj))r.b f! ¾ 

J J 

waarbij f! gegeven is door 
J 

f! (.£._) 
f. ( c) 

= J 
J bn f.(b)n 

J 

Ook is fj het ring-morphisme dat op O'X(D(fjb)) de O'y(D(b))-algebra­

struk.tuur induceert. Nu is 

0-X(Uj) is een B-algebra van eindig type, dus ook is 
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een B-algebra van eindig type is, en dus zeker van eindig type als 

algebra over Bb. 

Propositie 5.91: Zij (<!>,<Ii): x-- Y ~ morphisme ~ eindig ~- Dan 

heeft elke open affiene deelverzameling W ~ Y de 

eigenschap (P). 

Bewijs: Er bestaat een open affiene overdekking (Va)a van Y, zodat elke 

Va voldoet aan de eigenschap (P). Zij nu Ween open affiene deelverza­

meling van Y. Omdat W kompakt is, kunnen we W overdekken met een eindig 

aantal deelverzamelingen van het type D(b.), waarbij voor elke i b. 
1 1 

een element is uit een der ringen O'y(Va). Omdat ook elke D(bi) kompakt 

is, en bevat in W, kunnen we voor elke i een eindig aantal deelverzame­

lingen D(b .. ) vinden, met b .. e&'Y(W), zodat. 
1J 1J . 

<co 
D(b.) 

1 
=U D(b .. ). 

1J 
J 

Omdat het restrictie-morphisme 

geinduceerd wordt door D(b. ) ~ W, en ook geldt: D(b .. ) C D(b. ) , volgt: 
1 1J 1 

D(b .. ) = D(f.b .. ) • 
1J 1 1J 

Omdat D( f. b .. ) C D(b.) CV voor een zekere a, met b. e G'y(V ) is er een 
i iJ i a . i a 

c .. eO'.Y(V) zodat D(f.b .. ) = D(c .. ). Volgens het voorgaande lemma volgt 
iJ a i iJ 1J 

dan dat 

D(b .. ) = D(f.b .. ) = D(c .. ) 
1J 1 1J 1J 

voldoet aan de eigenschap (P). Omdat 
,. 

<co 
W = U D(b .. ) 

1J i,j 
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en elke ~-1(D(b .. )) de eindige vereninging is van open affiene stukken 
1J 

. (Uijk)k van X, zodat (:)' X(Uijk) een B'y(D(bij))-algebra is van eindig 

type, en omdat 

(Jy ( D ( b . . ) ) = ( (ty ( W) ) [b 
1 j , 

1J .. 
1J 

is elke ~X(Uijk) een &y(W)-algebra van eindig type. 

Propositie.'5,92: Zij (~,qi): X--+ Y ~ morphisme m a:f'fiene schema's 

met X = Spec(A) en Y = Spec(B). (~,qi) induceert dan 

™ ring-morphisme f: B - A. Er geldt: (~,<I>) is ~ 

eindig ~ dan ~ slechts dan als A ™ B-algebra is 

~ eindig ~-

Bewijs (i): Zij A een B-algebra van eindig type. (Met de algebra-struk­

tuur, geinduceerd door f). Dan kunnen we Y overdekken met (Y), en, omdat 

Y voldoet aan eigenschap (P), zijn we klaar. 

Bewijs (ii): Zij nu (~,<I>) van eindig type. Omdat Y affien is, kunnen 

we volgens de voorgaande propositie een eindige open affiene overdekking 

(Ui) van X vinden, zodat steeds <9'X(Ui) een ~(Y)-algebra is van eindig 

type. (C,Y(Y) = B). Elke U. is kompakt. We kunnen dus elke U. over-
1 1 

dekken met eindig veel deelverzamelingen (D(a .. )) . met a . . eA. Het 
1J J 1J 

morphisme 

u.~x 
1 

induceert een ring-morphisme 

en er geldt, zoals men gemakkelijk nagaat, 

A 
a .. 

1J 
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waaruit volgt dat A een B-algebra is van eindig type. We kunnen dus 
a .. 

X overdekken met iJ eindig veel deelverzamelingen van het type D(a.), 
1 

zodat A een B-algebra is van eindig type. Dat wil zeggen: a. 
1 

A a. 
1 

c, 
t 

(i) 
= B-­

n1 
a. 

1 

, ... ' (i) ] ck(i) 

nk(i) 
a. 

1 

(i) 
C. 

(_J.._eA ) 
n. a. 

a. J 1 

1 

We kunnen ervoor zorgen dat n 1 = = ~(i), zodat 

= t ~ i ) . ~.t l )~ Aa. B N. , ••. , N. 
1 1 1 . a. 

1 1 

Omdat er eindig veel indices 1 voorkomen kunnen we N:= max(N.) kiezen, 
1 

en schrijven: 

A a. 
1 ~

(i) (i)j 
= e1 ek(i) 

B-N-, ..• , N 
a. a. 

1 1 

(i) e. 
(_J.._E'.A ) 

N a. a. 1 
1 

Omdat X = UD(a.) kunnen we elementen a.e A vinden, zodat 
1 1 

= I 
1 

Beschouw nu: 

a.a. 
1 1 

en noteer: A':= B[F]. Dan is A' = A, want kies ae:A. Voor elke 1 hebben 

we dan: 

~6.A 
1 a. 

1 

(i) (i) j 
= B ~e ~ , ... , e~~ i ) 

a. a. 
1 1 
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dus bestaat er een 8. f3 A' zodat 
J_ 

e. 
a i 
- = 
1 M. 

J_ 
a. 

J_ 

(M.e IN) . 
J_ 

Omd.at er eindig veel indices i ziJn, en bovendien elke a.eF, kunnen 
J_ 

we een Me IN vinden, onafhankelijk van de keuze van i, benevens een 

8! € A', zodat 
J_ 

Er bestaat dus een me IN, eveneens onafhankelijk van de keuze van i, 

zodat 

I ' , Vi. 

dus, als er t indices i zijn, 

t 
a< I 

i=1 

M+meA' aa. 
J_ 

a.. a.) (M+m)te A I 
J_ J_ 

zodat a eA'. We hebben dus gevonden: A = A'. 

Opmerking 5.93: Zij E een eigenschap van morphismen van preschema's. 

Beschouw de volgende uitspraken: 

(i) Elke gesloten immersie voldoet aan E. 

(ii) Als (f,F) en (g,G) aan E voldoen, dan oak 

(f ,F)o (g,G). 

(iii) Als (f ,F): X--+ X' en (g,G): Y-+ Y' twee S­

morphismen zijn die beide aan E voldoen, dan 

voldoet oak 
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(f,F)IT(g,G): xrrsy - X'IlsY' 

aan E. 

(iv) Als (f,F): x- Y een S-morphisme is dat voldoet 

aan E, en s 1
- Sis een morphisme van preschema's, 

dan voldoet ook het geinduceerde morphisme 

(f,F)Ilid.: XIl S'- YIT S' s s 

aan E. 

(v) Als (f,F): x.-. yen (g,G): Y---+ Z morphismen 

zijn van preschema's, en (g,G) is gescheiden, 

terwijl {g,G)o(f,F) de eigenschap E heeft, dan 

heeft ook (f,F) de eigenschap E. 

Neem eens aan dat (i) en (ii) gelden. Dan is in dat ge­

val (iii) aequivalent met (iv) en volgt (v) uit (i), 

(ii) en (iii) of (iv). 

Bewijs: Eerste bewijzen we: (iii) <:==:> (iv). Zij (iv) waar. Beschouw 

het commutatieve diagram 

idIT{g,G) 

-.....--,--.,.....--,- XI IT y I 

(~,F)Il(g,G) I s 

I (~ ,F)Ilid, 

XIT8Y1' 

Als {f,F) en (g,G) aan E voldoen, dan voldoen volgens (iv) ook idIT(g,G) 

en (f,F)Ilid aan E, dus volgens (iv) ook (f,F)IT(g,G). Zij nu (iii) waar. 

De identiteit op S' is een gesloten immersie, en voldoet volgens (i) aan 

E. Dus voldoet volgens (iii) ook (f,F)Ilid aan E. 

We bewijzen nu dat (v•) uit (i); (ii) en (iv) volgt: Stel dat (g,G)o(f,F) 

voldoet aan E. Beschouw het commutatieve diagram c, 
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X 
( :f .F) y 

id. j l(g,G) 

X (g,G)o(f,F) z 

We hebben dus een uniek bepaald morphisme 

(y ,r): :-x-+ XII~? 

zodat, als (p2 ,P2 ) de projectie van XIIzY is op Y, 

(f,F) = rx ➔ XII y --- yl ~ (y,r) z proj. j 

Ook geldt: 

Bovendien hebben we het commutatieve diagram (Gana, zie ook opm. (3.41) 
(ii) ) : 

Omdat (g,G): Y---+- Z een gescheiden morphisme is, is de diagonaal (o,~) 

een gesloten immersie, en heeft dus eigenschap E. Evenzo voldoet de 

identiteit op XIIZY aan E, zodat volgens het bovenstaand diagram ook 

(y,r) aan E voldoet. 

Evenzo voldoet (g,G)o(f,F)Tiid, en dus ook (p2 ,P2 ) aan E, waaruit volgt 

dat (f,F) = (proj)o(y,r) aan E voldoet. 
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Propositie 5,94: De volgende drie uitspraken gelden: 

( i) Elke gesloten immersie is m eindig ~. 

(ii) ~ compositie m ~ morphismen m eindig 

~ is ~ m eindig ~. 

(iii) Als ( f ,F) : X --+ Y ~ S-morphisme ,rn, eindig 

~ is, ~ S' - S is ~ morphisme ,rn, pret­

schema's, dan is 

(f,F)ITid: XITsS' - YITsS' 

,rn, eindig ~-

Bewijs (i): Beschouw een gesloten deelpreschema (x,&X) van een pre­

schema (Y,O'y). Volgens prop. (5.91) kunnen we volstaan met te bewijzen 

dat het kanonieke morphisme X ~ Y van eindig type is in het geval Y 

een affien schema is. Dan is X ook affien, en, als Y = Spec(B) is er 

een ideaal b CB zodat 

B/:£ is een B-algebra van eindig type. Pas nu prop. (5,92) toe. 

Bewijs (ii): Beschouw twee morphismen van eindig type: 

(f ,F): X -- Y (g,G): Y--+ Z. 

Zij U een open affiene deelverzameling van Z. Dan heeft volgens prop, 

( ) g-1(U) . . 5,91 een eindige open overdekking van affiene deelverzamelingen 

V, zodat (:/y(V) een eYZ(U)-algeb~a is van eindig type. Voor elke van 

deze V's is f- 1v weer te overdekken met eindig veel open deelverzame­

lingen W, zodat de &X(W)'s algebra's van eindig type zijn over (!;J'Y(V), 

en dus over O'Z(U). Hieruit volgt (ii). 

Bewij~ (iii): (f,F) is een morphisme van S-preschema's van eindig type. 

We moeten bewijzen dat het morphisme 
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van eindig type is. (Noteer: (4>,~): 8 1 --+ S). Omdat het diagram 

XII S' "' XITy ( YIISS I ) s 

( ~ ,F) rr8ia[ l (f ,F)Ilyid 

YII S' 
,,, 

YIIy(YII
8

S 1) s 

commuteert, is het voldoende om te bewijzen dat het morphisme 

van eindig type is. Dat wil zeggen dat we kunnen volstaan met te be­

wijzen, dat, als (f,F): x-- Y van eindig type is, en (4>,~): s"-- Y 

een morphisme van preschema's, dan ook 

( f F )II id. XII 8 11 
- YII s'·' ~ 8 11 

' y • y y 

een morphisme is van eindig type. Beschouw nu het gevezelde produkt 

XII 8 11 (g_,Q) s" y 

l<•.~l (p,P)l 

X ( f ,F) l 
y 

Zij Veen open affiene deelverzameling van Y. Dan is f- 1(v) te over­

dekken met eindig veel open affiene deelverzamelingen W., zodat <!:/X(W.) 
i i 

een algebra is van eindig type over O'y(V) (Prop. (5 ,91)). Zij nu V' 

een open affiene deelverzameling van S" zodat V'C4>- 1V; Omdat fop = qiog_, 

is g_ -l {V' ) b~vat in de vereniging der p -\w) 's ! Ook geldt :. 
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(Ga na). Nu is O'X(Wi) van eindig type over e'Y(V). Dus is 

een ~ 811 (V' )-algebra van eindig type. Samenvattend: Overdek Y met open 

affiene stukken V. Overdek elke ~- 1(V) met open affiene stukken V'. Deze 

V' 's vormen dan een open affiene overdekking van S". Overdek elke f- 1 (V) 

met een eindig aantal open affiene deelverzamelingen W., zodat elke 
J. 

G'X(W) van eindig type is over <S'y(V). We hebben dan een eindige open 

overdekking van elementen van de vorm 

(w.rrvv'). = (p-1(w.)nq-1{v 1 )) .• 
J. J. J. J. 

van q- 1 (V'), zodat 

van eindig type is als <9'
8

n(V' )-algebra. Dus is (q,Q) van eindig type. 

Wegens 

is dan ook (f,F)IIyid van eindig type. (q.e.d.) 

Gevolg 5 ,95: (i) Als (f ,F): X _. X' ~ (g,G): Y - Y' twee S-morphismen 

zi,jn m eindig ~' dan is ook 

m eindig ~. 

(ii) Als (g,G)o(f,F) m eindig ~is,~ (g,G) 1:.§.. ge­

scheiden, dan is (f ,F) m eindig ~ 

Bewijs: Dit volgt uit opm. (5.93) en pr9p. (5.94). 
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Definitie 5,96: Een morphisme van preschema's (f,F): X - Y heet open 

(resp. gesloten) als voor elke open (resp. gesloten) 

deelverzameling U van X f(U) een open (resp. gesloten) 

deelverzameling is van Y. 

Definitie 5,97: Een morphisme van preschema's (f ,F): X _. y 

als voldaan is aan de volgende voorwaarden: 

(i) (f ,F) is gescheiden. 

(ii) (f,F) 1S van eindig type. 

(iii) Voor elk Y-preschema Y' is de projectie 

XII Y' - Y' y 

een gesloten morphisme. 

heet :eroper 

Definitie 5.98: In de omstandigheden van voorgaande definitie heet X 

een proper Y-preschema. 

Opmerking 5,99: Elk proper morphisme is gesloten. 

Propositie 5,100: De volgende drie beweringen gelden: 

(i) Elke gesloten immersie is proper. 

(ii) De composi tie ~ twee propere morphismen is 

:eroper. 

(iii) Als (f,F): x- Y ~ proper S-morphisme is, 

~ S' is ~ S-preschema, dan is 

~ pro:eer. 

Bewijs (i): Elke gesloten immersie is van eindig type, en ook gescheiden. 

Zij nu ( f ,F) : X--+ Y een gesloten immersie. Dan is volgens prop. ( 3. 39) 

®ok voor elk Y-preschema Y' 
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(f' ,F)Ilid: XIl Y' - Yil Y' y y 

een gesloten immersie, en de samenstelling 

I XIlyY I __,,,..._.....,.,..._- YilyY I ----- y '] = [jnyy' ---➔ y '] ~ (f',F)Ilid proj. 

derhalve ook. Dit is dus zeker een gesloten morphisme. 

Bewijs (ii): Laten (f',F): x-- Yen (g,G): Y-- Z twee propere mor­

phismen zijn. Dan zijn (f',F) en (g,G) gescheiden, en van eindig type, 

zodat volgens prop. (3.43) en prop. (5,94) ook hun samenstelling ge­

scheiden en van eindig type is. 

Zij nu Z'-+ Z een willekeurig Z-preschema. Dan geldt: 

[xnzz' ----,➔ z 1] = proJ 

= [xnzz' -...,,.N,---+ xrry ( YllzZ' ) . . Yrrzz' . :. z 1] • · .,proJ. proJ. 

Omdat de samenstelling van twee gesloten morphismen weer gesloten is, 

geldt (ii). 

Alvorens (iii) te bewijzen, verif'ieren we eerst het volgende lemma: 

Lemma 5,101: Als (f' ,F): X ~ Y ™ gescheiden S-morphisme is, en S' 

™ S-preschema, dan is 

een gescheiden morphisme. 

Bewijs: Het diagram 
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commuteert. (Gana). Omdat de rechter vertikale pijl als produk.t van 

_twee gesloten immersies volgens prop. (3,39) weer een gesloten immersie 

is, is ook de linker vertikale pijl een gesloten immersie. 

Bewij s van prop. 5. 100 (iii) : . ( f ,F): X -- Y ZJ.J een proper S-morphisme 

en S' een S-preschema. Dan is volgens (5.94) 

(f,F)Tiid: XTisS' - YTisS' 

van eindig type en volgens lemma (5.101) ook gescheiden. Als 

een willekeurig morphisme is, dan geldt: 

Nu is XTiyZ - Z een gesloten morphisme, dus evenzo 

zodat (iii) bewezen is. 

Gevolg 5,102: (i) Als (f,F): X--. Y ~ (g,G): X' _. Y' twee propere 

morphismen zijn, dan is ook 

~ proper morphisme. 

(ii) Als (f ,F): X --+->-Y ~ (g,G): Y---+ Z twee morphismen 

zijn, zodat (g,G)o(f,F) ~ proper morphisme is,~ 

als bovendien {g,G) gescheiden is, dan is (f,F) proper. 
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Bewijs: Een direkt gevolg van (5.93) en (5,102). 

Propositie 5,103: Zij· Y ~ preschema ~ .J ~ quasi-coherente positief 

gegradeerde 0-:y.-algebra. Dan is het in ( 5. 85) gede­

finieerde homogene spectrum~ Jover Y: 

(f ,F): Proj (.-8 )- Y 

een schema over Y. 

Bewijs: Kies een open affiene overdekking (U. ). van Y. De door (f,F) 
1 1 

geinduceerde morphismen 

Proj (~ (U.)) = f- 1 (U.) - U. 1 1 1 

zijn volg~ns prop. (5.24) gescheiden. Dus is volgens prop. (3.46) ook 

(f,F) een gescheiden morphisme. 

Gevolg 5,104: Zij X ~ proper Y-preschema, ~ zij ,S ~ positief ge­

gradeerde guasi-coherente ~y-algebra. Dan is elk Y- •· 

morphisme· 

( 4> , <I>) : X .-. Proj (.J ) 

~ proper morphisme. 

Bewijs: Beschouw het commutatieve diagram 

X ( 4> '4>) · Proj (✓.!) 

(g,G) \ / (t' ,F) 

y 

waarin (f,F) en (g,G) de betreffende struktuur-morphismen z1Jn. Volgens 

prop.' (5. 103) is (f,F) gescheiden. 0ok is (f,F)o(4>,<I>) = (g,G) proper. 

Dus is ook (4>,$) proper. 
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Opmerking 5,105: Zij nu (Y,tJ'y) een preschema en,! een positief gegra­

deerde quasi-coherente O'y-algebra. Als U een open affiene deelverza­

meling is van Y, dan is met de gradering 

.-:f (u) = I -5. (u) n 

.S(u) een gegradeerde (o/y(U)-algebra (Cf. Stell. 4.33), Noteer nu: 

S:= .,S(u) ; S := .,S (U) • A:= ~y(U) 
n n ' 

en neem aan dat ..-8+ wordt voortgebracht door A1• (Cf. de opmerkingen, 

voorafgaande aan prop. (4.84)). Dan wordt, in de zin van opm. (5,33)), 
S+ voortgebracht door s1• Want, als yeU, dan wordt ~+(y) voortge­

bracht door .J1 (y). Kies nu 

en ziJ crye.,S+(y) het door a geinduceerde staak-element. Dan is 

(i) I? ( ) (i) /'I ( ) • • (i) me~ s0 e --o O y en t j B;,, 1 y . Omdat we eindig veel elementen s
0 

en 

t~i) hebben, kunnen we een aSA vinden met y~D(a), benevens elementen 
J (i) (") 

a
0 

, , j i in respectievelijk .,,,5
0 

(D(a)) en ,,!1 (D(a)) zodat 

crjD(a) = ( :1) ( 1 ) ( 1 ) + 
0 o '1 ···'n1 ... 

Nu is - als we ,,G+(U), --50(u) en .,/1(u) als A-modulen opvatten -

4'1 (D(a)) = (s 1) a 

We kunnen dan elementen ~~i) en tji) in resp. s0 en s1 vinden, alsmede 

een natuurlijk getal M zodat 
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"'(1)111(1) 111(1) + + cr"'(k)~(k) ~k) 
(Jo ·1 ····n1 0 ·1 .... 

cr nk 
1 = -----------M---------=-- e.sa 

a 

(i) 
(door eventueel de factoren cr0 te vermenigvuldigen met machten van 

~(a) als 

~: A----+- S 

de A-algebra-struktuur van Sis. (~ = ~(U) als ~ de &y-algebra-struktuur 

van .J is)). We vinden dus een relatie 

~(k),..,(k) ~(k)] . 
+ cro ·1 ·•·• ······< 1

) 
~ 

Kies nu een eindige overdekking (D(ai))~=1 van U, zodat we voor elke 

a. een uitdrukking hebben van het type (i). Zeg: 
1 

N. T. 
~(a.) 1 .cr = ~(a.) 1 .P. 

1 1 1 
. ................ (ii) 

waarbij P. een eindige som is van termen van de vorm 
1 

met 
' 

u = 

,-, ( i ).v (:i. ) ..., ( i) 
O_ ·-r

1
· •• ,T 

u n. 
1 

~~i)es
0 

en ~ji)e s
1

• Omdat (D(ai))i een overdekking is van 

Spec(A) hebben we elementen a.eA zodat 
1 

r 
= I 

i=1 
a.a. 

1 1 

Kies nu N:= max{N.}. Dan is 
1 

Nr 
cr = [I ~(ai).~(ai)J .cr 

en de rechterterm is volgens (ii) een eindige som van termen van de 

vorm 



met u0es0 en vies1, zodat de opmerking bewezen is. Ga zelf na dat, 

· als ..-J1 een -J'0-moduul van eindig type is, ook s 1 een eindig voortge­

bracht s 0-moduul is. 

Definitie 5.106: Zij X een Y-preschema. Als er een g_uasi-coherente 

posi tief gegradeerde f\-algebra ,,S bestaat, zodat 

Proj(.-,8) Y-isomorf is met X, terwijl bovendien geldt: 

( i) 4+ is voortgebracht door 4f1. 

(ii) ,-51 is een -&'0-moduul van eindig type. 

(iii) Het kanonieke morphisme 

Cry- ,,to 

is van eindig type 

dan heet X een Erojectief Y-schema. 

Defini tie 5. 107: Als ( <P, Cli): X--+ Y het struktuur-morphisme is van een 

projectief Y-schema X, dan heet (qi,Cli) een Erojectief 

morEhisme. 

Propositie 5,108: Een Erojectief morEhisme is~ eindig ~. 

Bewijs: Zij (Y,~y) een preschema en 4 een g_uasi-coherente positief 

gegradeerde O'y-algebra die bovendien voldoet aan de voorwaarden (i), 

(ii) en (iii) van def. (5.106). Zij 

Proj (,S ) 

l(f,F) 

y 

het str.uktuur-morphisme. We kunnen ,6 natuurlijk ook opvatten als een 

gegradeerde ,,80-algebra en vinden dan op natuurlijke manier een facw 

torisatie 
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Volgens prop. (5.94) (ii) is het dan voldoende te laten zien dat (g,G) 

een morphisme is van eindig type. Dat wil zeggen: We kunnen aannemen 

dat "5
0 

= C'!,'Y. Kies nu y€Y, en bij dit punt een open affiene omgeving 

U van y, zodat er een exakte rij 

bestaat. Noteer: 

S:= -$(U) S := ,,o (U) 
n n 

Dan is s1 een eindig voortgebracht A-moduul, zeg: 

Het struktuur-morphisme (g,G) wordt voor iedere scSd (d > 0) lokaal 

gegeven door 

welk morphisme van affiene schema's wordt geinduceerd door het ring­

morphisme 
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als ~: A- S de A-algebra-struk.tuur op Sis. Nu is 

en 

D+(xi) = Spec(S(x.)) 
i 

zodat we volgens prop. (5.92) klaar zijn als we bewezen hebben dat 

S(x.) een A-algebra van eindig type is. Beschouw hiertoe het ring-iso­
i 

morphisme 

8 (x.) -""- s; (x.-1 )s 
i i 

s 
n x. 
i 

Het is dus voldoende om te laten zien dat Seen A-algebra is van eindig 

type. Dit volgt met onze aanname A= s0 direkt uit opm. (5,105). 

Propositie 5,109: Een projectief morphisme is gescheiden. 

Bewij_s: Zij (Y,fry) een preschema en /4 een positief gegradeerde quasi­

coherente <"'y-algebra met struk.tuur-morphisme 

Proj (.,8) 

! (f ,F) 

y 

Als U een open affiene deelverzameling van Y is, is r- 1u = Proj(.J(u)), 

( ) -1 . ( ) en de beperking van f,F tot f U is volgens prop. 5,25 gescheiden. 

Pas nu prop. (3.46) toe. 

MATHEMATISCH 
AMSTE~DAM 

CENTR-UM 
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Propositie 5,110: Zij (iµ,'¥): Y' -- Y ~ morphisme rn, preschema's ~ 

zij .,G ~ quasi-coherente posi tief gegradeerde C, y=. 

algebra. Dan is 

Bewijs: [$]*,& is een positief gegradeerde quasi-coherente <9'y,-algebra. 

(Cf. opm. (4.84)). Noteer: 

.-8 I:= [iµJ*,,S 

Zij U een open affiene deelverzameling van Yen U' een open affiene 

deelverzameling van Y', zodat 

Noteer verder: 

U = Spec(A) U' = Spec(A') ~(U) = S • 

We hebben het door (iµ,'¥) geinduceerde morphisme van affiene schema's 

dat op zijn beurt weer geinduceerd wordt door een ring-morphisme 

a: A-A'. 

Nu is Seen gegradeerde A-algebra, en er geldt: 

zodat 

,6'(U') = S0 A' 
A 

(Cf. ( 4 . 89) ) 
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Volgens prop. (5.32) geldt verder: 

Proj(S®AA1
) = Proj(S)ITSpec(A)Spec(A') 

zodat we vinden: 

Proj (,.S' '(U')) = Proj (,&' (U) )ITuU' • 

We hebben dus voor elk paar U' ,U dat aan bovenstaande voorwaarden vol­

doet een gevezeld-produkt-diagram 

Pro j ( ~ ' ( U' ) ) (p 1 ,P 1 ) ) 
Proj (.,& (U)) 

(g1,G1)l 1(£1,F1) ............ ( i) 

U' 
(1/J1,'¥1) 

iu 

Als (g,G) het struktuur-morpnisme is van het Y'-schema Proj(,.& 1 ), dan 

is (g
1

,G
1

) de beperking hiervan tot g- 1(U'), zodat (i) zich ook laat 

schrijven als 

Proj (--8 1
) I g-

1 
(U') --- Proj (,,8) I f- 1 (U) 

l l 
U'---------~u 

((f,F) is het struktuur-morphisme van Proj(;.f) over Y). Kies nu open 

affiene deelverzamelingen U', U" van Y' en open affiene deelverzamelingen 

u
1

, u2 van Y. We hebben dan, als U'C U" en u1c u2 , de comm.utatieve dia­

gramm.en 

Pro j ( ,I 1 ) I g - 1 U ,<:-- ---+i Pro j ( .-K ' ) I g - 1 u" 

I l 
U'--------➔ U 
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en 

en dit zijn gevezelde produkten (Cf. diagram (i) van opm. (5.83)). Neem 

nu bovendien aan dat U'C iµ-
1u

1 
en U"Ciµ-

1u
2

• Dan hebben we twee dia­

grammen: 

U' --------~ U" ---------+ u2 

en 

u 1 -------+ u1 ----------+- u2 

die beide samengesteld zijn uit gevezelde produkten, zodat zij zelf 

gevezelde produkten zijn. Wegens de uniciteit van het gevezeld produkt 

volgt dan de commutativiteit van het diagram 

Proj (..8') I g- 1u 1 --~ Proj (,,!) I r- 1u1 

Proj( J) ls-1u" Proj([) lf- 1u
2 

zodai+ .. de bij ieder geschikt paar U' ,U verkregen morphismen (p 1 ,P 1) uit 

diagram (i) te plakken zijn tot een morphisme 
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Proj (.,& ') 
(p,P) Proj (.4) 

zodat het diagram 

Proj (..$ 1) (p .P) > Proj (,,I) 

(g,G)l l(f,F) 8 • • 8 e 8 8 8 e e 8 e I I I I I I (ii) 

Y' 
( 1/1 ''l') 

y 

commuteert. Kies nu een open affiene overdekking (U) van Yen daarbij a. 
een open affiene overdekking (u~8)' van Y' zodat steeds u~8c~- 1ua.. Dan 

is volgens het voorgaande het door (ii) geinduceerde diagram 

Proj(,,,S

1
1 )iu~8 --- Proj(✓.f)lua. 

! .................. (in) 

U' --------+U a.8 a. 

een gevezeld produkt. Ook volgt uit de constructie van (p,P) dat 

zodat, omdat de diagrammen (iii) gevezelde produkten zijn, ook (ii) een 

gevezeld produkt is. (Cf, de constructie van gevezelde produkten in §3). 

Gevolg 5. 111: Zij (cp ,~): X - Y ~ projectief morphisme ~ zij Y' ~ 

Y-,preschema. Dan is ~, ;projectie 

xrr Y'- Y' y 

ook projectief. 

Bewijs: We kunnen aannemen dat X = Proj(.J) voor een quasi-coherente 

~ositief gegradeerde O'y-algebra ~, die voldoet aan de voorwaarden (i), 
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(ii) . en (iii) van defini tie ( 5. 106). Dan is ook [i/J] ~ een quasi-cohe­

rente positief gegradeerde t,'y,-algebra die aan deze voorwaarden voldoet. 

(Hierbij is (ip,f) het struktuur-morphisme van het Y-preschema Y'). Nu 

is volgens de voorgaande propositie die projectie. 

Y' 

hetzelfde als het struktuur-morphisme 

XIlyY' = Proj ( [i/J]~ .,8) --- Y' 

waarmee (5,111) bewezen is. 

Lemma 5,112: Zij Teen gegradeerde ring, zodat T+ door eindig veel 

elementen van T1 ~ordt voortgebracht. Dan geldt: 

Bewijs (i): Stel voor elke n.:. n0 : Tn = 0. Kies een homogeen element 

O-:/: teT+. Zeg: t~Td. Dan is, als we mvoldoende groot kiezen, 

t mST 0 dm = , 

dus is t nilpotent. Dan is ook D+(t) =¢.Dus is Proj(T) = ¢, 

Bewijs (ii): Zij nu Proj(T) =¢en laat 

D (x.) = ¢, dus is x. nilpotent. Als we m voldoende groot kiezen vinden 
+ i i 

we voor elke i e { 1 , ••• ,k}: 

Dan is, omdat T1 

m x. = 0 • 
i 

T+ voortbrengt, Tn = 0 als n > mk, 
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Lemma 5,113: (Nakayama) 

Zij A~ lokale ring met maximaal ideaal ~- Zij M ~ 

eindig voortgebracht A-moduul met ~-M = M. Dan is M = o. 

Bewijs: Stel M ~ 0. Kies een minimaal aantal voortbrengenden m1, ••. ,mt 

van M. Wegens ~-M =Mis dan m1e~.M, zodat we kunnen schrijven: 

( µ. <:;m) • 
J. -

Nu is 1-µ 1¢~, en is dus een eenheid in de ring A, zodat: 

in tegenspraak met de minimaliteit van t. 

Propositie 5,114: Zij (f,F): x-- Y ~ pro,jectief morphisme. Dan is 

f(X) ~ gesloten deelverzameling ~ Y. 

Bewijs: We kunnen veronderstellen dat X = Proj (~), waarbij ,-8 een 

quasi-coherente positief gegradeerde 0-'y-algebra is, die voldoet aan 

de voorwaarden (i), (ii) en (iii) van definitie (5,106). 

Overdek Y met open affiene stukken Ua. Dan geldt steeds: 

en als we bewijzen dat f(Proj(.,$(u )) gesloten is in U, dan ziJn we a a 
klaar. We mogen dus veronderstellen dat Y affien is. Zeg: Y = Spec(A). 

Wegens de quasi-coherentie van ,,,Sis dan -d'IY = S voor eeh positief ge­

gradeerde A-algebra S, waarbij S+ wordt voortgebracht door eindig veel 

elementen van s1, terwijl s0 een A-algebra is van eindig type. (Gana). 

Kies nu een punt ye.Yen zij m(y) het maximale ideaal van de lokale 

ring O'y(y). Noteer verder: 
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Dan is 

f-
1{y) = Proj{S)IlySpec(k(y)) 

(Cf, §3a). Nu is volgens propositie (5.32) 

Proj(S)ITYSpec(k(y)) = Proj(S®Ak(:y)) • 

Met behulp van lemma (5,112) vinden we dan: 

Zij nu .E. CA het priemideaal dat correspondeert met y. Kies n elN zodat 

..................... (ii) 

Sn is een eindig voortgebracht s0-moduul, dus ook een eindig voortge­

bracht A-moduul, zodat ook (S) een eindig voortgebracht A -moduul is. 
n .E. .E. 

Uit (ii) volgt: 

zodat 

S ® A.E. / = 0 
n A /.J2.A 

.E. 

J2.,A . (s) = s ®AJ2.,A = s ®AA = (s) . 
J2. n:E_ n.11: ..J2. n E.' n:E_ 

Omdat ,E.,A het maximale ideaal is van A en (S) eindig is voortgebracht 
E, E, n:E_ 

volgt hieruit met behulp van lemma (5,113) dat 

(S) = 0. 
n 12. 

Met (i) volgt hieruit weer: 

0 O O O O O O O 8 8 0 (iii) 
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Noteer nu: 

a := {xeAI xS = O} -m m 
(m SIN) 

Er geldt dan, zoals gemakkelijk is te verifieren: 

(S ) = 0 ~ a J,. £ 
m P. -rn'f 

zodat we met (iv) vinden: 

Merk verder op dat ;C;+1. (Gana, gebruik hierbij dat S+ door s1 
wordt voortgebracht). Definieer: 

a:= U a 
- m€Cif -m 

Dan 1s f(Proj(S)) = V(~) (met de notatie van §1), want: 

~ ( ( ) ) f-1 (y ) yP. ,-f Proj S ~ .£ = 

Dus 1s f(Proj(S) gesloten 1n Y, zodat de propositie is bewezen. 

Lemma 5,115: Zi.j (Y,<'y) ™ gesloten deelpreschema rn (x,&X). Dan is 

£ ™ guasi-coherent \9':X:-ideaal dat (Y, ~ y) induceert (in 

de zin rn. def. ( 5.81 ) ) . 

Bewij s,: . Beschouw het kanonieke morphisme 

(~ is de inbedding van Yin X). Dan induceert dit een morphisme ,, 
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m.0,-_,1,rfV 
"I*. X 't'*VY 

Nu is het in opm. (4.62) gedefinieerde morphisme 

voor elke xSY bijectief (Ga naJ, terwijl voor elke xeY bovendien geldt: 

6(x)o'¥*(x) = W(x) ...•..•................. ( i) 

(Cf. opm. (4.63)). Voorts volgt uit het feit dat Y een gesloten deel­

verzameling is van X dat voor elke xex\ Y geldt: 

...........•............ (ii) 

Als xcY, dan is er een open affiene omgeving U van x in X zodat het 

door (ij,,'¥) geinduceerde morphisme van affiene schema's 

afkomstig is van een surjectief ring-morphisme. (Vgl. de definitie van 

een deel-preschema). Hieruit volgt direkt dat dan ook voor elke xeY 

het staak-morphisme 

surjectief is (Gana). Uit (i) en (ii) volgt dan dat '¥* surjectief is 

in de staken, zodat we een exakte rij 

o-fF----+(9:--+ij,(:}' --+O 
X * y 

kunnen construeren. <J-' is dan een <'x-ideaal, en er geldt: 

e,x /4 (x) ,;. o ~ xeY 
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(Want als ~(x) = &-'X(x) dan is 1/J~ (~\(x) = 0. Als xSY, dan zou ook 

cry(x) = 0, tegenspraak omdat (Y,<'°'y) een preschema is. (Gana)). Dus 

is (Y ,& y) het door ffl geinduceerde gesloten deelpreschema van tx, C\). 
0ok is rP quasi-coherent: Kies een open affiene deelverzameling U van -x. Als UOY=¢, dan is 1/J~(!\lu = o, dus g.:lu = <"xlu = &X(U). Als 

UOY-:/-¢, dan is (UOY, &y!uny) een gesloten deel:preschema van het 

affiene schema (U,&xlu), en dus ook affien. Als U = Spec(A), dan is 

U fl Y = Spec ( A/ i) voor een zeker A-ideaal i • Beschouw nu de rij 

N 

o- i ~ &'xlu- t/l~&ylu-- o. 

Het is eenvoudig in de staken te controleren dat deze rij exakt is. ,., 
Dus i = tJi-. 

0pmerking 5.116: Zij (x,&X) een preschema. Kies een open deelverzameling 

UCX en definieer: 

n(u):= {nilpotente elementen van <9-X(U)} . 

Als VCU een tweede open deelverzameling is van X, dan voert het res­

trictie-morphisme &'X(u)- C,-X(V) nilpotenten over in nilpotenten, 

zodat we restricties n(u) .-. n(v) hebben. Hiermee verkrijgen we een 

preschoof 1l(-) die na verschoving een CYx-ideaal nX levert. 

Definitie 5,117: Het in voorgaande opmerking ingevoerde <9'x-ideaal 11-X 
heet het nil-radikaal van <,'X. 

Merk op dat 'fl,,X(U) wordt gegeven door die elementen n e &'X(U), waarvoor 

geldt dat voor iedere xGU het door n geinduceerde element nxG & X(x) 

nilpotent is. Ga ook na dat lflx quasi-coherent is. 

Definitie 5,118: Een ring A heet gereduceerd als het nilradikaal van A 

het nulideaal is. (A bevat geen nilpotenten). 
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Definitie 5,119: Een preschema (x,&X) heet gereduceerd als het nil­

radikaal 11,X nul is. 

Opmerking 5.120: (X, t,'X) = Spec A is gereduceerd dan ~ slechts dan als 

A gereduceerd is. 

Bewijs: Gana. 

Opmerking 5. 121 : Een preschema is gereduceerd dan ~ slechts dan als 

elke staak geen, ,nilpotenten bevat. 

Bewijs: Gana. 

Lemma 5. 122: Zi,j ( X, O' X) ~ pre schema ~ zi.i 1lx het nilradikaal .!fil!. 

C,,X. Dan is het door nX 3einduceerde deelpreschema .!§!!. 

(X,&'X) het enige gereduceerde deelpreschema met X als 

onderliggende topologische ruimte. 

Bewijs: Voor elke x€X is uiteraard 12,X(x) :f: ~(x), zodat het door 

'n-x geinduceerde deelpreschema van X gegeven wordt door 

Bovendien is dit een gereduceerd deelpreschema van X. Zij nu (X,<9':x) 
een deelpreschema van (x,{9"X). We kunnen dan opmerken, dat, als 

'l': (o/x - &-x 

het kanonieke morphisme is, dit surjectief is in de staken (Dit volgt 

uit de definitie van een deelpreschema). We kunnen dus een exakte rij 

'l' I 

o-1I-0',-&.1 -o X X 

vormen, waarbij ~ een quasi-coherent C,-x-ideaal is. (V gl. het bewij s 
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van lemma (5.115)). Kies nu een open affiene deelverzameling U van X. 

Zij f>'x(U) = A; :P-(u) = i (een ideaal van A). Dan is <.9'x(U) = A/i­

Omdat voor elke x Cl U = Spec (A) geldt 
l?.. 

geldt ook dat iCl?.. voor elk priemideaal l?.. CA. (Ga na), zodat i bevat is 

in het nil-radikaal van A. Met andere woorden: 

iC7lx(U) 

zodat we voor elke open affiene deelverzameling U van X vinden: 

wat zeggen wil dat (1:i,,- een sub-<9'X-ideaal van n,X is. Als we nu aannemen 

dat (X,(9-X) gereduceerd is, maar niet gelijk aan het door 1/,,,X geindu­

ceerde deelpreschema van (x,9' X), dan is er minstens een xGlX te vinden 

zodat 

Dan is de staak 

niet gereduceerd, tegenspraak. Dus 

Lemma 5,123: Zij (x,C,-X) ~ preschema ~ zij Y ~ gesloten deelver­

zameling rn, X. Dan bestaat ~~ gesloten deelpreschema 

(Y, e3'y) rn. (x, <9'x). 
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Bewijs: (i) Neem eerst aan dat X affien is. Zeg: (x,&'X) = Spec(A). Dan 

is er een ideaal i CA met Y = V(i), en bovendien mogen we veronderstellen: 

i = v1:' (Cf. ,§ 1). Dan is A/i een gereduceerde ring en hebben we een ge­

reduceerd gesloten deelpreschema 

(ii) Laat nu de eis dat X affien is, vallen. Kies een open affiene over­

dekking (U.) van X. Zij U zo'n overdekkingselement, met U = Spec(A). 
1 

0mdat YOU gesloten is in U, kunnen we volgens (i) een gesloten deel-

preschema (Y()U,<"ynu) van (u,0-xlu) vinden dat bovendien gereduceerd 

is. Zij nu V een tweede overdekkingselement met VCU. Analoog als voor 

U vinden we een gereduceerd gesloten deelpreschema (Y flv, &Y /) V) van 

(V,c:txlv). 0ok hebben we het gesloten deelpreschema (Ynv,~y()uly()v) 

van (V, & xi V), dat eveneens gereduceerd is. (De staken zijn immers 

gereduceerd,) Dus is volgens lemma (5,122) 

zodat we de bij elke U. geconstrueerde gereduceerde gesloten deelpre-
1 

schema's 

van (Ui,&Xlui), plakken tot een gesloten deelpreschema (Y,&y) van 

(x,&x)· 

Propositie 5,124: Als (x,&X) mpreschema is,!:!!_ Y is mgesloten 

deelverzameling m X, dan is ~ m quasi-coherent 

~~-ideaal go: dat m gesloten deelpreschema m X 

induceert, waarvan de onderliggende topologische 

ruimte Y is. 

Bewtjs: Een direkt gevolg van lemma (5,115) en lemma (5,123), 
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,Stelling 5.125: Elk projectief morphisme is proper. 

Bewijs: Zij (Y,e'y) een preschema en zij .,.S een quasi-coherente positief 

gegradeerde 0-y-algebra die voldoet aan de voorwaarden (i), (ii) en (iii) 

van definitie (5.106). Zij bovendien 

Proj (-8 ) 

l(f,F) 
y 

het struktuur-morphisme. Dan is volgens prop, (5,108) (f,F) van eindig 

type, en volgens prop. (5,109) ook gescheiden. We moeten dus nog be­

wijzen dat voor elk Y-preschema Y' de projectie 

een gesloten morphisme is. Omdat volgens gevolg (5.11) deze projectie 

een projectief morphisme is, is het dus voldoende om te bewijzen dat 

elk projectief morphisme gesloten is. Dat wil zeggen: We kunnen vol­

staan met te bewijzen dat (f,F) een gesloten morphisme is. 

Noteer: (X, to/X) = Proj (--8). Zij V een gesloten deelverzameling van X. 

Kies een open (affiene) overdekking (U.) van Y. Om te bewijzen dat 
l. 

(f,F) een gesloten morphisme is, is het voldoende om deze eigenschap 

te controleren voor de door (f,F) geinduceerde morphismen 

Proj (,,,8 (U.)) 
l. 

~ 1 1 
= (r- u. ,B'xlr- u.) 

l. l. 

l 
Met andere woorden: We kunnen volstaan met het geval, waarin Y affien 

~s, te controleren. 

Zij derhalve Seen gegradeerde A-algebra, zodat S+ wordt voortgebracht 
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door eindig veel elementen van s
1

.en zodat s
0 

een A-algebra is van 

eindig type. Beschouw het struktuur-morphisme 

Proj(S) 

l(g,G) 

Spec(A) 

en noteer: (x,i,X) = Proj(S). Zij Veen gesloten deelverzameling van X. 

Dan is er volgens prop. (5,124) een quasi-coherent <'"x-ideaal 1- dat 

een gesloten deelpreschema (v,<,-V) van (x,C,X) induceert. Dan is er 

volgens prop. (5.82) een gegradeerd ideaal i van S, zodat 

(v,e!J'V) ~ Proj(S/i), en zodat, als 

het kanonieke morphisme is, het diagram 

Proj(S/i))> '( )> Proj(S) - roJ 7T 

commuteert. Nu is S/i op kanonieke manier een gegradeerde A-algebra, 

en is Proj(S/i) een projectief Spec(A)-schema, waarvan het struktuur­

morphisme door (g,G) wordt geinduceerd (Gana). Derhalve is het vol­

doende om te bewijzen dat, als (f,F): X--+- Y een projectief morphisme 

is, f(X) een gesloten deelverzameling is van Y, en dit volgt direkt 

met behulp van prop. (5,114). 
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§A. Appendix 

Propositie A.1: (Lemma van Zorn) 

Zi.j (S,-<) ~ partieel geordende verzameling. Als bi,j 

elke ~-< lineair, georderide deelverzameling T ~ S 

~ element t 0e S bestaat zodat · Vt eT. t ..( t 0 , ~ is 

~ ~ maximaal element s0e S. 

Bewijs: Zij bijvoorbeeld [K], pag, 33, 

Gevolg A. 2: Elk ideaal ~ :/: R m ~ ring R ( commutatief, ~ eenheids­

element) is bevat in~ maximaal ideaal. 

Bewijs: Pas het lemma van Zorn toe op het met de inclusie-relatie par­

tieel geordende systeem 

tr:= (£IE. ideaal van R en ~c E,_} • 

Definitie A.3: Een commutatieve ring met eenheidselement R heet noethers 

als elke stijgende rij idealen 

na eindig veel echte inclusies afbreekt. 

Propositie A.4: Voor ~ commutatieve ring met eenheidselement zi.in de 

volgende drie uitspraken aequivalent: 

(i) R is noethers. 

(ii) ~ niet-lege verzameling idealen bevat een maxi­

~ element. 

{iii) Elk ideaal ~m R is eindig voortgebracht. 

Bewij s : Cf. [zs] , Ch. IV, § 1 • 



A.2 

Propositie A. 5: Als R ™ noetherse ring is, ~ is ook .Y22!:. elke n6IN 

de polynoom-ring R [x1 , ••• ,xJ noethers. 

Bewijs: Cf. [Zs], Ch. IV, §1. 

Definitie A.6: Een ideaal .9. in een ring R heet primair als voor elk 

tweet al element en a, b eR met ab e .9. geldt: 

Opmerking A. 7: Als .9. ~ primair ideaal is, dan is VS~ priem-ideaal. 

Bewijs: Gana. 

Stelling A.8: Zij ~ ~ ideaal m de noetherse ring R, Dan bestaan ~ 

eindig veel primaire idealen .9.1, ••• ,.9.t zodat 

Kiest m dit stelsel {.9.J_} minimaal, dan geldt 

i t: j ~ ~ t: rs. 
1 J 

terwijl bovendien het stelsel priemidealen {~} m zo'n 

minimaal stelsel eenduidig .9£2£.~ bepaald is. 

Bewijs: Cf. [}l~ (II) §108 e.v. 

Ga de meetkundige betekenis van deze stelling na! 

Opmerking A.9: Als A™ noetherse ring is,_!ll, M ™ eindig voortgebracht 

A-moduul, dan is elk sub-A-moduul m Mook eindig voort­

gebracht. 

Bewij s,: Cf. @:i[l , I, §7. 



A.3 

Tot slot enige opmerkingen over projectieve en injectieve limieten. We 

,zullen hierbij begrippen zoals categorie, functor (co- en contravariant), 

functor-morphisme, duale categorie bekend veronderstellen. (Cf. bij­

voorbeeld 1}1i] ) . 

Opmerking A.10: Zij (r,~) een partieel geordend systeem. We kunnen dit 

systeem als volgt als categorie opvatten: 

Objecten: De elementen van r. 
Morphismen: (i) Als a. ,Ser en a, -< s, dan is precies 

,.,.. 
morphisme er een 

a,. 
4> s. a. t--l-- S, 

(ii) Als a. ,s er en niet a-< S, dan J.S er geen morphisme 

van a naar: S . 

(iii) Als a.,S,yer en 

Uit (iii) volgt dat voor elke a.er 

a.-< S-< y, dan is 4>~04>~ = q,~. 
(j>a. de identiteit is. Als we 

a 
opvatten als categorie, dan noteren we: 

(r,<) 

(r,--<.) 

Definitie A.11: Een projectief systeem in een categorie C is een contra­

variante functor 

(r,-<)---+ Q 

voor enig partieel geordend sys teem ( r ,--<) • 

Definitie A.12: Een in,jectief systeem in een categorie C is een cova­

riante functor 

(r.-<) - Q 

voor enig partieel geordend systeem (r,-<). 

Er bestaat slechts een louter formeel verschil tussen de definitie 

van een projectief systeem en die van een injectief systeem. 
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Zij nu 

e: (I,-<) --+ Ens 

een projectief' systeem in Ens. Dan hebben we voor iedere i €I een ver­

zameling X. := e(i) en voor iedere i,j ~I met i > j een morphisme 
l. 

]. 
t/J.:x.-x. 

J ]. J 

gegeven door tjJ~:= e(~~) (met de notaties van opm (A.10)). Er geldt dus, 
J ]. 

als i >- j >- k: 

Beschouw nu het cartesisch produkt 

projecties 

II 
ic:;;r 

X., tezamen met de kanonieke 
]. 

{T : II X. ~ X } ,,..I 
o. iGI i o. a..,. 

Def'inieer als volgt een deelverzameling van TIX.: 
]. 

X:= {(x.).enx. I als i >- j, dan t/J~(x.) = x.} 
]. ]. ]. J ]. J 

en voor elke o.G I een morphisme 

,:-

1T := [x ~ TIX. ~ X] • 
0. ]. 0. 

Def'initie A,13: Het paar (X,{,r} ~) heet de projectieve limiet in Ens 0. O.S.L ...;.;a--w-,;.--..;;;.;;;--...;;;==..;;;.;;.....,;;;;;;;;. 

van het projectieve systeem {X.,tjJ:} • Notatie: 
]. J 

}im X. : = ( X, { 1T } ) • 
I i o. 

(Deze notatie is slordig!). 
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Opmerking A.14: (Met de notaties uit de voorgaande definitie). Zij Y 

een verzameling, en laat voor elke a€,I een afbeelding 

1/i,: y -- X a a 

gegeven zijn, zodat, steeds als a>- S, het diagram 

commuteert. Dan is er precies een afbeelding 

1,;,: Y---+X 

zodat voor elke a e I het diagram 

commuteert. ( Ga na) . 

Opmerking A,15:. Als we twee projectieve systemen 

0: (I.-<) - En~ 0': (I.<) - Ens 

bij hetzelfde partieel geordende systeem (I,<) hebben, en als we noteren: 



x. := e(i) 
J. 

X!:= 6 1 (i) 
J. 

A.6 

;p~:=6'(c/>~) 
J J. 

(als i >- j) en als bovendien voor elke is I er een af'beelding 

a.: x.-x! J. J. J. 

gegeven is zodat voor i,jer met i >- j het diagram 

a. x. __ i_+ 

~~r 
X.---+ X! 

J a. J 
J 

comrnuteert, dan is er op kanonieke manier een door het stel ta.} bepaalde 
J. 

af'beelding 

lim X. __ a __ lim X' 

r 1 r i 

zodat, als 

1T : 
a 

lim X. ~ X r i a 
1T' : tim X! - X' 

a I J. a 

de kanonieke projecties ZJ.Jn, voor elke ae I het diagram 

lim X. a lim X! 

~J - J. 
I 

l·~ aa 
X X' 

a. a 

comrnuteert. (Gana). Bovendien, als elke a een isomonphisme is, is ook 
a 

a een isomorphisme~ 
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Laten nu .Q. en D twee categorieen zijn, Dan noteren we 

voor de categorie, die we verkrijgen door als objecten te nemen de co­

variante functoren van Q naar Q. en als morphismen de functor-morppismen. 

De verzameling van functor-morphismen van een object F naar een object 

G uit deze categorie geven we: .aan met 

(! ,G] . 

We noteren verder 

voor de categorie van contra-variante functoren van Q naar 12, en hun 

functor-morphismen. Ook nu geven we de verzameling van functor-morphismen 

van een contra-variante functor F naar een contra-variante functor G 

uit deze categorie aan met 

[F ,aJ . 

Opmerking A.16: Zij nu 

FeHom@.,Ens] . 

Als A een object is uit .Q., dan definieren we een covariante functor 

~: C -- Ens 

met 

~(X) := C(A,X) als XC:C 

als 4>e.Q_(X,Y) en ~e~(X) . 
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(Deze functoren we ook wel met .£(A,-);) Beschouw nu 

<I>e[~·,F] • 

Dan hebben we ·een element n~F(A), gedefinieerd door: 

<I>(A): ~(A) - F(A) 

id I---+ n 

Omgekeerd, als neF(A), dan is er bij n een 4> e [~ ,F] te definieren: 
n 

Zij namelijk XG.£. Definieer: 

4> (X): ~(X) - F(X) n 

t; I----+ F'( t; ) ( n ) 

Omdat, als aeC(X,Y), het diagram 

4> (X) 
~(X) ____ n....,._ F(X) 

it(a)l lF(a) 

~(Y) · cp (Y) F(Y) 
n 

commuteert (ga na), is 4> een functor-morphisme. 
n 

Propositie A. 17: (Yoneda-lemma). Er is ~ bijectie 

[~,F] -==r F(A) 

-- <I>(A) (id) 

4> -+-1---11 n 
n 

(met de notaties uit de vorige opmerking). 
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Bewijs: We moeten laten zien dat beide gegeven af'beeldingen elkaars 

inversen zijn, en dat is direkt te controleren. 

Def'initie A. 18: Zij FeHom[c ,Ens] en zij AE::Q, Dan zeggen we dat, als 

n eF(A), _h_e_t_;p_a_ar_ .... (A_,n ____ ) _d_e_c_o_v_a_r_i_a_n_t_e_· _f'un _____ c_t_or_F_r_e_.;p.._r_e_-

teert, als het in opm. :(A.16) bij n geconstrueerde 

f'unctor-morphisme i een isomorphisme is. In dat geval 
n 

heet F representeerbaar. 

O:pmerking A, 19: Zij Fe.!!2!!!~,Ens], en A,A'e.Q_ met neF(A) en n'eF(A'), 

en laten (A,n) en (A' ,n') beide de functor F representeren. Dan is er 

een isomorphisme A: A~ A', zodat bovendien A(n) = n'. 

Bewi,j s: A wordt als volgt verkregen: 

(Ga na). 

i I (A') 
~•(A') n N 

i-1(A') 
F(A') __,_n _N __ ~(A') 

id 1-----------~ 

Zij nu Ge .!!2!!!.[g,0 ,Ens] en zij A een object van Q• We hebben een bij A 

te construeren contra-variante functor HA, gegeven door: 

HA (X) := Q(X,A) eEns als XeQ 

HA wordt ook wel genoteerd met Q(-,A). Bij elk functor-morphisme 

vinden we een element i(A)(id)~G(A), en omgekeerd kunnen we bij elke 

neG(A) weer een functor-morphisme in e [HA,G] definieren door te nemen: 



(Ga na). 
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<I?n (X): HA (X) ---+ G(X) 

~~ G(~)(n) 

Propositie A.20: (Duale Yoneda,-lemma). Er is ~ bi1jectie 

<I1 t----+ <I?(A)(id) 

Bewijs: Gana. 

0 . . 
Definitie A.21: Als GeHom@ ,EniD en AeQ, neG(A), dan representeert 

het paar (A,n) de contravariante functor Gals het bij 

n geconstrueerde functor-morphisme <I?neijlA,G] een iso­

morphisme is. Ook nu heet Gin dat geval representeerbaar. 

Opmerking A.22: Als G€Hom[.Q.0 ,Ens]; A,A'G"Q; nsG(A), n'e.G(A'), en als 

(A,n) en (A' ,n') beide G representeren, dan is er een 

isomorphisme A: A~ A' zodat A(n) = n'. 

Bewijs: Gana, 

Opmerking A,23: Zij C een categorie en (I,~) een partieel geordend 

systeem. Zij 

8: (I.-<)- Q 

. . 
een projectief systeem. Zij steeds X. := e(i) en 1/1: = 8(<j>~). Kies nu YSC. 

i J i 

Voor elke ic;I hebben we dan een verzamelingQ(Y,Xi)€:Ens. Als i,je.r 

met i >- j, dan hebben we bovendien afbeeldingen 



A. 11 

i{Y): C(Y,X.) - C(Y,X.) 
J - i - J 

i 
a.i-1 ---➔ 1/J .•ct 

J 

Bovendien geldt, als i > j >- k, dat 

zodat we een projectief systeem 

{C(Y,X.), K~(Y)} 
- i J 

in Ens vinden. We hebben derhalve een projectieve limiet in Ens: 

7 im C(Y ,X.) 
.;;.::.::.:- i 

en we kunnen aan elke Yf;;; _C zo 'n verzameling toevoegen. Zij nu Sc C ( Y , Y ) 
- 1 2 

Dan hebben we voor elke iE: I een afbeelding 

* (3. 
i 

a.0(3 __ ..,. 

en voor elke i ,j er met i >- j commuteert het diagram 

" 

""" Volgens opm. (A.15) bepalen de afbeeldingen (3. op kanonieke manier een 
i 

morphisme 



}im .Q.(Y 1 ,xi) 
I 

A.12 · 

We hebben zo een contra-variante functor 

ingevoerd. 

tim .Q.(-,Xi) e [Q0 
,Ens] 

I 

Definitie A.24: Als Q een categorie is, en de hiervoor gedefinieerde 

contra-variante functor 

J-im Q(- ,xi) e CQ.0 ,Ens] 
I 

is representeerbaar, en wordt gerepresenteerd door het 

paar 

(X,(p.).) 
1 1 

. met XG'.Q en (p.). B¼im C(X,X.), dan heet (X, (p.).) de 
i i I - i i i 

projectieve limiet in C van het projectieve systeem 

1 
{X. ,1/J.} 

1 J 

, ook (slordig!) genoteerd met 

lim X .. 
- 1 I 

Opmerking A,25: Er bestaat een functorieel isomorphisme 

;J-im C(Y ,X.) ~ C(Y ,lim X.) 
I - 1 - I 1 

(p. t). 
1 1 

Bewijs: Gana. 

,. 
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Opgave: Vertaal de vorige opmerking tot een propositie, analoog aan 

opm. (A.14). 

Opmerking A.26: Als (X,{p.}.) en (X' ,{p!}.) beide projectieve limiet 
1 1 1 1 

zijn van het zelfde projectieve systeem, dan bestaat er een isomorphisme 

X ~ X' zodat het diagram 

x---"'-----

x. 
1 

commuteert voor elke iG;I. (Cf. opm. (A.22)). 

We kunnen, door de voorgaande definitie van een projectieve limiet in 

een categorie £ te dualiseren, de injectieve limiet in Q definieren: 

Zij 

i {X. ,1/J. I i,jG.I, i-< j} 
1 J 

een injectief systeem in Q. Kies YE:Q en definieer een projectief systeem 

in Ens als volgt: Als iE:'I, dan hebben we de verzameling 

C(X. ,Y)SEns 
- 1 -

en als i,jeI met i-< j, dan is er een morphisme 

Dan is 

K:(Y): C(X.,Y)- C(X. ,Y) 
J - J - 1 

{C(X.,Y), K~(Y)} 
- 1 J 

i ~ol/J. 
J 
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een projectief systeem in Ens, zodat we een projectieve limiet 

1 im C(X. ,Y) 
-+:=- J. 

hebben voor elke YE'Q. Als voorts S€.Q.(Y1,Y2), dan hebben we voor elke 

i€I een morphisme 

s~i\ C(X. ,Y,) ~ c(x. ,Y2) 
...... -i -i 

~--- So~ 

en het is direkt te verifieren dat de diagrammen 

commuteren, zodat er volgens opm. (A.15) een kanoniek morphisme 

bestaat. Hiermee hebben we een covariante functor 

gevonden. 

Definitie A,27: Als deze functor representeerbaar is, en het paar 

(X,{q.}.) met X€ C en 
J. J. -

{q.}. eiim c(x. ,x) 
J.1 - J. 

I 
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representeert hem, dan heet dit paar de injectieve limiet 

in C van het injectieve systeem 

i 
{X.,ij.i.}' 

J. J 

ook (slordig) genoteerd met 

lim X. 
-- J. I 

Opmerking A.28: Er bestaat een functorieel (in Y) isomorphisme 

{~og_.} . .---1 ~ 
J. J. 

en als (X,(g_.).) en (X' ,(g_!).) beide injectieve limiet zijn van hetzelfde 
J. J. J. J. 

systeem, dan is er een isomorphisme X ~ X' zodat het diagram 

x--""--+-

x. 
J. 

commuteert. 

Enige bijzondere gevallen: 

(i) I= {1 22} 2 geen orde-relaties: Dan, als {X.} een bijbehorend pro­
J. 

jectief systeem is, wordt de projectieve limiet (zo deze bestaat) ge-

geven door een diagram 

. P1 P2 
X 1 ----- X ---+ ~ 

met de eigenschap dat elk diagram 
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~1 ----y 

op precies een manier kan worden argemaakt tot een commutatier diagram 

(X,p1,p2 ) heet het produkt van x1 en x2 • Analoog voor elke verzameling 

I zonder orderelaties. 

Als nu {X!} een bij I behorend injectier systeem is heet de injectieve 
1 

limiet {X 1 ,q1,q2} de~ van x1 en x2 , en wordt (zo hij bestaat) ge-

karakteriseerd door diagrammen die duaal zijn aan die voor het produkt. 

Voorbeeld: Als de categorie Ab is, dan 1S X = x1@x2 , met de kanonieke 

projecties p.: x~x. (i = 1 ,2). Ook 1S X' = x1@x2. met de morphismen 
1 1 

q1: X'~ 
1 X'EBX' l 2 q2: X'--+ 2 X'EBX' 2 

; 

a aEBO b O@b 

Een analoge situatie hebben we in elke moduul-categorie ~- In CRg 

hebben we voor het produkt een analoge situatie als in Ab. Voor de som 

echter niet. (q
1 

en q2 zouden het eenheidselement niet in het eenheids­

element (1,1) van X' overvoeren). Toch bestaat in CRg wel de som: 

(X' ,q1 ,q2 ) wordt daar gegeven door 

a i-----+ a®1 

1®b ------4 b 
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In de categorie van cornmutatieve A-algebra's met eenheidselement CAlgA 

wordt X' gegeven door x1@AX2. 

(ii) I:= { 1 22 2 3} met de orderelaties 2-< 1 en 2-< 3: Zij 

{x1,x2,x3; a 1: x2 _. x1; a
3

: x2 _. x3} een bij I behorend injectief 

systeem in een categorie Q. Dan wordt de injectieve limiet {X';q1,½,q
3

}, 

zo deze bestaat, bepaald door de volgende eigenschap: Als Y€Q en het 

diagram 

cornmuteert , dan is er 

X' 2 

., l 

X' 
2 

·,! 
X' 

1 

precies 

~· 1 

a3 

~i 
1 

,,.,,. 
een 

X' 
3 

h 
y 

~•: x•- Y zodat het diagram 

y 

~· 3 

commuteert. (Gana; merk ook op: 42 = q3ea3 = q1oa1). Deze injectieve 

limiet heet de gevezelde som van x1 en x3 over x2 en wordt genoteerd 

met 

x; I 
X' 

2 

X' 
3 

Voorbeeld: Als Q = CRg. dan zijn x3 en x1 twee x2-algebra's, dan voldoet 

de ring 
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X' = x10x 1x3 2 

waarbij q1 , 42, q3 gegeven zijn door: 

X' 
q1 

-.- x,~x,x3 X' 
q3 

x,®x,x3 1 2 3 2 
; 

x1 x1®1 X3 1®x3 

X' 
q2 

x,®x,x3 2 2 

x2 a 1 (x2 )®1 = 1®a.3 (x2) 

Als .Q. = Ab, dan verkrijgen we (X' ,q1,q2 ,q
3

) als volgt: Zij 

X" := x1EBX~/BX3. Zij N de ondergroep van X", voortgebracht door de ele­

menten van de vorm 

X II 

Dan is X' = /N en q1,q2 ,q
3 

z1Jn de betreffende kanonieke morphismen. 

(Ga na). Zij nu 

een bij I behorend projectief systeem in qe categorie .Q., Dan wordt de 

projectieve limiet bepaald door de universele eigenschap, duaal aan 

die van de gevezelde som, zeals hiervoor aangegeven, en heet het 

gevezeld produkt van x1 en x
3 

over x2 . (zo deze projectieve limiet 

bestaat). 

Voorbeeld: Als .Q. = CRg, dan is dit gevezeld produkt (dat in het algemeen 

met 

wordt aangegeven) de deelverzameling van x1ex
3

~ gevormd door de elementen 
~ 
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van de vorm (x1 ,x3) waarvoor geldt: s1 (x1) = s3(x
3

). (Ga na). Analoog 

voor Ab, Gr, Ens. 

Defini tie A. 29: Zij Q een categorie. Een object pt£ Q heet punt-object 

als er voor elk object ye: Q precies een morphisme 

Y - pt bestaat. 

Definitie A.30: Een object cpt€C heet een copunt-object als er voor elk 

object YeC precies een morphisme cpt - Y bestaat. 

(Bijvoorbeeld: ZECRg; qi €Ens). 

Opmerking: pt en cpt zijn (zo zij bestaan) op een isomorphisme na een­

duidig bepaald. Gana dat men pt en cpt ook met behulp van represen­

teerbare functoren kan definieren. 

Definitie A,31: Een object oe_g_ heet een nul-object als O zowel punt­

als copunt-object is. 

Opmerking A.32: Als Q een categorie is met nul-object en gevezelde 

produkten, dan is de kern van elk morphisme een gevezeld 

produkt. 

Bewijs: Kies als projectief systeem (als a: X-+ Y het betreffende 

morphisme is), 

(X,Y,O; a: X---+-Y, 0-+Y) 

als O het nul-object is van C. (Gana) 

Opmerking A,33: Door dualisatie van opm. (A,32) volgt dat in een categorie 

Q met nul-object en gevezelde sommen, elke cokern een 

gevezelde som is. 
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Nu nog enige incid.entele opmerkingen. 

Opmerking A,34: Zij Q ~ categorie ~ zijn A~ B twee objecten uit Q, 

Dan hebben we: 

Bewijs: Definieer A:= iP(A)(id)E: Q(A,B) en µ := iP(B)- 1 (id)SQ(B,A) als 

iP: H ~ H 
A B 

het functor-isomorphisme is. Uit de commutativiteit van de diagrammen 

HA(B) 
HA(A) 

HA(A) HB(A) 
HB{µ) 

~(B) 

•(B) ~ fl •(A) . , •(A)} sl •<Bl 

HB(B) HB(A) l ~(A) HA(A) HA(µ) I HA(B) 

volgt dan dat Aoµ= id en µoA = id. 

Opmerking A,35: Zij Q~ categorie met gevezelde prddukten ~ zij 

neQ(Y;Z). We hebben dan ~ gevezeld produkt 

YIIZZ 
P2 z 

P1l lid 
y z 

n 

P1 is dan ~ isomorphisme. 

Bewijs: Volgens de definitie van een projectieve limiet hebben we een 

functorieel (in X) isomorphisme 
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zodat het volgens opmerking (A,34) voldoende is, te bewijzen dat de 

projectie 

.Q(X,Y)ITC(X Z).Q(x,z)- .Q(X,Y) - , 

in Ens een isomorphisme is. Met andere woorden: Het is voldoende om 

de bewering te bewijzen in het geval .Q =Ens.In dat geval wordt de 

projectie p1 gegeven door: 

YITZZ = {(y,z)eyrrz I n(y) = z} ~ Y 

(y,z) 1-----~ y 

zodat de bewering bewezen is. 

Opgave: Bewijs op da manier van de vorige opmerking, dat het in opm. 

(3.41) vermelde kanonieke morphisme 

een isomorphisme is. 

Opmerking A. 36: Zij (I,--<) ~ partieel geordend systeem. Zij J a I, 

zodat geldt : 

(i) \{ieI3jsJ. i-< j 

( ii ) V j 1 'j 2 e: J '3 j O 6 J • j 1 -< j O en j 2 -< j 0 

Zij voorts {X. ,1/J~}I ~ bi,j (I,--<) behorend in.iectief 
. . 1 J . 
systeem in een categorie C. Dan is ook {X. ,1/J:} .. J 
- - -- - - -- -- -- 1 J 1,J• 
~ injectief systeem. Er geldt: 

lim X. 
- 1 I 

~ lim X. 
71 
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Bewijs: We hebben voor elke i t£J een kanoniek morphisme 

q.: X.-+ li1!1 X 
1 1 Cl. 

I 

zodat de diagram.men 

commuteren. Dan is er een eenduidig bepaald morphisme 

q: li?Jl X. - lim X. 
J 1 7 1 

dat pepaald wordt door h~t stel {q. Ii e:J}, en er is een door q geindu-
1 

ceerd functiorieel (in Y) morphisme 

C(li1!1 X., Y) - C(liW X., Y) 
- J 1 - I 1 

(Gana). Dit induceert, wegens de definitie van een injectieve limiet, 

een functorieel morphisme 

1 im C(X.:,Y) o: C(li1!1 X. ,Y) ._ C(li1!1 X. ,Y) o: J-im C(X. ,Y) 
:;:.:::::- 1 - 1 - 1 - 1 

J J I I 

zodat het volgens opm. (A.-34) voldoende is, om te bewijzen dat dit 

morphisme een isomorphisme is. Met andere woorden: Het is voldoende om 

te bewijzen, dat als {Y.,$~}I een bij (I,-<.) behorend projectief systeem 
. 1 1 

is in Ens, en {Y. ,$~}J het bij (J,--<) behorend deel-systeem hiervan is, 
-- 1 1 

het kanonieke morphisme (duaal geconstrueerd als q) 

bijectief is. Welnu: 



!im Y. 
I J. 
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= { ( Y. ) e rr Y . I t/J~ ( Y • ) = Yi· 
i Ii J.J 

als i--< j} 

tim Y. = {(y.)e:rr Y. 
Ii J Ji 

1/J~ (y. ) = y. als i --( j} 
l. J l. 

1r wordt nu expliciet gegeven door: 

1r: lim Y. ---. lini Y. r i T J 

(i) 1r is in,jectief: Beschouw twee elementen 

( y . ) I , ( y ! ) IC: lim Y. 
l. 1 ._ 1 

I 

en neem aan dat voor elke i e J geldt: y. = y ! . Kies nu je I. Dan is er 
1 . 1 

een iSJ te vinden zodat j ..( i. Dan is 1/):(y.) = y. en tfJ7(y!) = y!, 
· J1 J J1 J 

zodat wegens y. = y! volgt: y. = y!. 
1 1 J J 

(ii) 1r is surjectief: Beschouw een element 

(y. )Je ,Fm Y •• 
1 J 1 

Kies iGI. Dan is er een jeJ zodat i ..( j. Definieer nu: 

yJ:= 1/J~(y.) 
... 1 J 

Dan is voor elke j£J YJ = yj, en als i 1 >- i 2 met i 1 ,i2er, dan geldt, 

als 
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als j 0 € J gekozen wordt, zodat. j 0 >- j 1 en j 0 >- j 2 • Derhal ve 1.s 

(y! )
1
'2 lim Y. 

l. - l. I 

Opmerking A.37: Laten (I,-<) en (J,-<) twee partieel geordende systemen 

zijn. Dan is met de orderelatie 

ook (IITJ;'() een partieel geordend systeem. (We geven - slordig - in 

deze drie systemen de orderelatie steeds met-< aan). Zij nu 

9: ( IITJ 2-() --i- Q 

een injectief systeem in een categorie met injectieve limieten Q, en 

noteer: 

X ... - 9(i,j) 
1.,J 

Voor elke jeJ hebben we dan een injectief systeem 

bij (I,..() 1.n C ..... , ....... (i) 

Dus is er voor elke j £J een injectieve limiet van dit systeem (i), 

aangegeven met 
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X. := lim X .•• 
J r i,J 

Zij nu j 1 , j 2 € J met j 1 -< j 2 • Dan hebben we voor elke i e I een morphisme 

x. . 
1 1 ,J 1 

l 
X .. ------- X .. 

1 2'J1 1 2'J2 

commuteert. We verkrijgen zo een morphisme 

(cf. opm. (A.15)), en derhalve een injectief systeem 

en daarbij een injectieve limiet 

X:= lim X. 
JJ 

= li:qi li:qi X. . 
J I i,J 

Bewering: Er is een kanoniek isomorphisme 

X "' lim X .. m J.J 
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Bewijs: Kies (i ,j) S IIIJ en beschouw het kanonieke morphisme 

X .. --+ ~ X .. --+ lim liqi X .. = X 
iJ I iJ J I iJ 

Dan commuteren de diagrammen 

als (i
1 
,j

1
)--< (i

2
,j

2
). Derhalve is er een uniek bepaald kanoniek mor­

phisme 

liIJl X .. -----+ X 
IIIJ i ,J 

en een hierdoor geinduceerd morphisme, functo~ieel in Y, 

C(liIJl x·. . ,Y}. - C(X,Y) • 
- IITJ i,J -

Dit induceert (Cf. de definitie van een injectieve limiet) een functo­

rieel (in Y) kanoniek morphisme 

}im c(x. . ,Y) - tim ;J-im C(X. . , Y) 
IITJ - i,J J I - i,J 

Volgens opm. (A.34) is het voldoende om te bewijzen dat dit functoriele 

morphisme een bijectie is. Met andere woorden: We kunnen volstaan met 

het bewijzen van de volgende bewering: 

Als 

het 

i1 ,j 1 . 
{X .. ;~ .. }( .. )~(· . ) een projectief systeem is in Ens bij i,J i 2 ,J 2 i 1 ,Ji r i 2 ,J 2 
partieel geordende sys teem ( IITJ ;!(), dan is het kanonieke morphisme 
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;J-im X. . - lim :pm X. . 
ITIJ i,J J I i,J 

....•........ ·(ii) 

een isomorphisme. Dit laatste laat zich gemakkelijk expliciet verif'ieren. 

(Ga na). 

Opgaye: Gana hoe men de cornmutativiteit van diagrarnmen, zoals in opm. 

(3.41) kan controleren, door te verifieren dat de overeenkomstige dia­

grammen in Ens commuteren. 
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