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· 'KarakterizerinLvan enkele typen metrizeerbare ruimteno 

In het onderstaande wordt eerst een topologische karakterizering bewe­

zen van twee bekende ruimten~ het discontinuum van Cantor en de ruimte 

der irrationale getalleno 

Vervolgens wordt, een generalisatie v.an dit resultaat gegeven in de vorm 

van een karakterizering van de Zago gegeneraliseerde nuldimensionale 

Baire-ruimte met gewicht m (kortweg B hier genoemd)a 
= m 

Dan worden perfecte irreducibele af'beeldingen geintroduceerd en enkele 

eigenschappen hiervan afgeleido (Volledig) metrizeerbare ruimten met 

gewicht !!!!-. blijken gekarakterizeerd te kunnen worden als de perfecte 

irreducibele beelden van gesloten deelverzamelingen van Bo 
m 

§Oa Inleidende opmerkingen 

Metrische begrippeno De definitie van een metrische ruimte wordt be~ 

kend verondersteldo Een rij punten {xn}:=i van een metrische ruimte 

(M~ p) heet ~en fundamentaalrij wanneer voor elk positief getal £ een 

index n bestaat z6 dat p(x, x) < £ voor n~ m >no 
o n m o 

Een metrische ruimte (M~ p) heet volledig~ wanneer iedere fundamentaal-

rij in M convergeerto 

Een vaak gebruikte eigenschap van volledige metrische ruimten is weer­

gegeven in de volgende propositiea 

(Oo1) Propositie~ Stel isn} een rij*) niet lege gesloten deelverzame­

lingen van een volledige metrische ruimte (M® p) en veronderstel dat 

lim diam {S) = Oo 
n 

n-
"" Dan bestaat n':'i Sn uit precies ~~n ~unto 

BewiJsg Kies voor elke n = 1 ~ 2 o o o een punt xn uit de deelverzameling 

S van Mo Uit het gegeven lim diam (S) = D volgt dat {x }"" 
1 

een fun-
n n n n= n-+eo 

damentaalrij is~ die vanwege de itolledigheid van (M, p) convergeert naar 

een punt x van Mo Nu geldt {x} = n~ sng 

~> &, 

monotoon dalende rijo 
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·Metrizeerbaarheid; het begrip topologische volledigheido 

Een topologische ruimte (MsJ) heet metrizeerbaar wanneer er een metriek 

p op_de verzameling M bestaat z5dat de metrischetopologie van (Mi p) 

samemralt met!:[ o (M, !I) heet volledig metrizeerbaar (of topologisch vol­

ledig) wanneer er een metriek p voor de topologie is z~dat (M 9 p) vol­

ledig iso 

Een volledig metrizeerbare ruimte kan best een metriek (iohoao vele) 

voor zijn topologie bezitten waarin hij niet volledig iso Een open in­

terval (0,1) is boVo niet volledig in de gewone euclidische metrieko 

Toch is deze ruimte volledif metrizeerbaar want de metriek p 0 gedefini­

eerd door P'(x, y) = 1: -;•1(x, ye(0,1) is een volledige metriek voor 

de ruimte ( O, 1) o 

Een compacte ruimte is evenwel volledig in elke metriek voor zijn 

topologieo 

De eigenschap "topologisch volledig" is invariant voor 

1° topologische afbeeldingen 

2° gesloten deelverza.melingen 

30 open deelverzamelingen (als O open verzameling is 

van de volledige metriscbe ruimte (M, p) dan is 0 

volledig in de metriek pi gedefinieerd door 

P0 (xl) y) = l 1/p{x, oc) - 1/p(y, oc)I) 

4° aftelbare topologiscbe producten (als voor n ~ 1, 2, oo• 

(M, p ) volledige metrische ruimten zijn dan is 
n con 

M = JJ,1 Mn volledig in de metriek p(x, y) = 

= I 1 pn{xn, yn) ) 
n=1 ti' 1 + pn(xn, yn) 

0 

De volgende stelling (van Alexandroff en Hausdorff) is van fundamen­

teel belang en geeft een karakterizering van bet begrip topologische 

volledigheido 

(Oo2) Stelling~ !n een volledige metriscbe ruimte M geldt de volgende 

equivalentie: NCM is topologiscb volledig <-> N is een G
0

-deelverzame-



= 3 -

ling van Mo 

(Voor een bewijs zij verwezen naar [1})0 

Nuttig is ook de volgende stelling 

(Oo3) Stelling (Baire): In een volledig metrizeerbare ruimte geldt 

voor iedere collectie nergens dichte verzamelingen {s In= 1, 2, ooo} n 
de eigenschap M\ u{sn In = 15 2~ ea o} = Mo 

Bewijsg Zie [1]a 

Nuldimensionaliteit 

Een topologische ruimte heet nuldimensionaal wanneer bij iedere geslo­

ten verzameling Fen open verzameling G met FCG een zowel open als ge­

sloten omgeving V van F bestaat met VCGa 

Zender bewijs (zie voor een bewijs baVo [2]) vermelden we de volgende 

stelling uit de dimensietheorieo 

(Oo4) Stellingg Beschouw voor een ruimte M de volgende drie conditiesa 

a) Mis nuldimensionaal 

b) Voor ieder punt en open verza.meling G met pEG bestaat een zowel 

open als gesloten omgeving V van p met peVcG 

c) Iedere open overdekking van M bezit een verfijning bestaande 

uit paarsgewijs disjuncte opgesloten verzamelingeno 

Dan geldtg In een metrizeerbare ruimte M zijn de condities a) enc) 

equivalent;*) in een separabele metrizeerbare ruimte M zijn a), b) 

enc) equivalenta 

§1a Karakterizering van het discontinuum van Cantor en van de ruimte 
" 

der irra7ionale getallen; de gegeneraliseerde nuldimensionale 

Baireruimte0 

*) Er bestaan metrizeerbare ruimten die aan b) voldoen maar niet nul­

dimensionaal zijno 
' 
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Stel C de deelruimte van 1R bestaande uit alle reele getallen tussen 
co 
t -k 0 en 1 die te schrijven zijn als l ak3 met~= 0 of 1. C heet het 

k=O discontinuum van Cantore 

Het is bekend dat C homeomorf is met het topologisch product van aftel­

baar veel doubletten. C is een compacte nuldimensionale metrizeeroare 

ruimte zonder geisoleerde punteno 

We zullen nu bewijzen dat ~ compacte metrische ruimte die nuldimen­

sionaal is en geen geisoleerde punten bevat, homeomorf is met het dis­

continuum van Cantor. 

We behandelen het volgende lemma. 

(1.1) Lemma: Zij M een separabele metrizeerbare ruimte met de eigen-

schappen 1) Mis topologisch volledig 

2) Mis nuldimensionaal 

3) M bezit geen geisoleerde punteno 

Dan bestaat er een 1-1 continue afbeelding van Mop C. 

Bewijs~ Kies een metriek p voor M z6dat (M, p) volledig is. 

Stel Chet discontinuum van Cantor voor het interval [0,1]. We defini­

eren c0 = { 0} en voor ieder natuurlijk getal k Ck = C fl [2/3k, 3/3k]. 

Als D het Cantordiscontinuum is voor het interval [a, b] zij dan $ de 

afbeelding van Cop H gedefinieerd door $(x) =a+ (b - a)x; stel 

~(D, k) = $(Ck) voor elk natuurlijk getal k. 

We definieren nu een rij partities ~,, ~, ••• van M in niet lege 

deelverzamelingen. 

Ste15)
0 

= {M}. Als5>n reeds gedefinieerd is voor n > 0 dan verkrijgen 

we£J 'i uit 9)_ door vervanging van ieder niet ontaard element G. van~ n+, n n 
door de elementen H.(i = 0 9 1, 2, ••• ) van een vaste partitie van deze 

i 

verzameling in niet lege deelverzamelingen die voldoet aang 

(a) 

( /3) 

H0 bestaat uit een punt; Hi opgesloten in M voor i = 1, 2 9 00 

co . v
0 

H. · = G , H .r, H. = gj voor i t,. j o 
i= i i J 

(y) diam (H.) < 1/n+1 voor i = 1, 2, ••• 
i 

Deze partitie noemen we de (n+1)-partitie van G; de existentie volgt uit 

het feit dat M nuldimensionaal is en geen geisoleerde punten bevat. 
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Voor iedere xeX construeren we nu eenduidig een rij deelverzamelingen 

F0(x), F1(x), 000 o We definieren F0(x) = Co Stel Fn(x) voor n > 0 reeds 

gedefinieerd.. Als {x} een ontaard element is van de partitie ~ dan 
n 

definieren we Fn+
1
(x) = Fn(x)o Als x behoort tot een niet ontaarde ver-

zameling G van de partitie J)n, zij dan kn+1 de index van het element 

van de (n+1)-partitie van G waartoe x behoort en definieer F 
1
(x) = n+ 

= ~(Fn(x), kn+ 1 )o 

Definieer voor elke xeX f(x) = r'\ F (x)o 
n=, n 

Omdat voor n = 1, 2 9 ooo de diameter van F (x) kleiner is dan 3-n ver­
n 

krijgen we op deze wijze een afbeelding f van Min Co 

f is eenduidigg Veronderstel dat pen q verschillende punten ziJn van Mo 

Dan bestaat er een positief getal n zo dat p(pi q) > 1/no Dus pen q 

liggen in verschillende elementen van de _partitie fr), doWoZo F (p)nF {q) = 
n n n 

= ~o Dus f(p) ~ f(q)o 

f is surjectiefg Stel cEC. Als voor zekere n en p de verzamel~ng Fn(p) 

slechts uit he,t punt c bestaatj dan geldt f(p) = Co 

In het andere geval b~ijtaat er voor elk natuurlijk getal n een niet ont­

aard element G van~ zo dat cEF (x) voor xE:G o Omdat M volledig is n n n n 
volgt moboVo het feit dat diam (G) < 1/n voor n = 1, 2, ooo de exis-n 
tentie van re.nQ1 Gn• Nu geldt f(p) = c. 

f is continu in elk punt p van Mg Veronderstel eerst dat {p} geen ont­

aard element is van een partitieJ)o Als U een omgeving van f(p) is in 
n 

het Cantordiscontinuum dan bestaat er omdat lim diam (F (x)) = OJeen ir;i-
n-+oo n 

dex s zo dat f(x)EF (x)CUo Achtereenvolgens bestaan er ook niet ontaar­
s 

de parti tieelementen G 
1

, 0 o. i Gs van respectievelijk ~, o o. 9 ~s met de 

eigenschap f(p)EF.(x) voor xEG. (i = 1, •oo, s)o G is nu een (opgeslo-
i 1 S 

ten) omgeving van p die door f binnen U wordt afgebeeld. 

Veronderstel nu dat {p} een ontaard element is van een zekere partitie 

~l (1 > 0 en minimaal gekozen met deze eigenschap). F1 (p) bestaat dus 

uit een punt nolo f(p)o 

Als U een omgeving is van f(p) in het Cantordiscontinuum dan bestaat er 

een natuurlijk getal t zo groot dat f(p)E[r(p), f(p) + 1/3nJcu voor 

n > to 
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Stel pis element van de niet ontaarde verzameling G vanID
1

_
1

o Dan is 

{p} verenigd met alle verzamelingen van de 1-partitie van G met index 

>teen open omgeving van p die door f binnen U wordt afgebeeldo 

Gevolg 1g Als M een separabele metrizeerbare ruimte is, die aan 2) en 

3) van het vorige lemma voldoet en Mis bovendien compact, dan is de 

1-1 afbeelding die boven geconstrueerd is een homeomorfisme en we ver­

krijgen zo de karakterizering van het Cantordiscontinuumo 

Gevolg 2g De deelruimte van R bestaande uit alle irrationale getallen 

I voldoen aan 2) en 3) van het vorige lemma, en ook aan 1) want I is 

een G0-deelverzameling van een volledige metrische ruimte (gebruik stel­

ling (Oo2))o 

(1o2) Stellin£ig Iedere separabele metrizeerbare ruimte M met de eigen-

schappen 1) 

2) 

3) 

is homeomorf met 

Mis topologisch volledig 

Mis nuldimensionaal 

Mis nergens lokaal compact (doWoZ0 geen enkel punt 

bezit een compacte omgeving)o 

het topologisch product van aftelbaar veel copieen van 

de natuurlijke getalleno 

Ioh0bo voldoet de ruimte der irrationale getallen I aan 1), 2) en 3), dus 

iedere separabele metrizeerbare ruimte met 1), 2) en 3) is homeomorf 

met de irrationale getalleno 

Bewijsg Stel An voor n = 19 2, ooo de verzameling der natuurlijke getal­

leno We zullen een homeomorfisme f construeren van Mop het topologisch 
00 

product T = nU, Ano Kies een metriek p van M z6 dat (M, p) volledig is. 

We definieren eerst een rij partities£)
0
~~, ooo van Min niet lege 

deelverzamelingen. 

Stel ~ = {M} o 

Als ~ reeds gedefinieerd is dan verkrijgen we~+· uit ~ door vervan-n n i n 
ging van elk element G door de elementen H., i = 15 2, 000 van een vas-

1. 

te partitie van deze verzameling in niet lege deelverzamelingen die 

voldoet aan 



r (a) H. opgesloten in M voor i = 1, 2, ooo 
l. 00 

( f3) • V~ H. = G, H PIH. = (iJ voor i 'F j o i=, l. l. J 
(y) diam (H.) < 1/n+1 voor i = 1i 211) ooo 

l. 

Deze partitie noemen we de (n+1)-partitie van G, de ~xistentie volgt 
. . . *) uit het feit dat M nuldimensionaal en nergens lokaal compact is ~ 

Voor ieder punt xEM construeren we nu eenduidig een rij natuurlijke ge= 

tallen k1, k2 , ooo en we stellen f(x) = (k1, k2 ill ooo)GT = n!l Ano 

k1 is het natuurlijke getal dat de index is van het partitieelement van 

~ll dat x bevat o 

Als k reeds gedefinieerd is voor n > 0 en xEG voor een verzameling G n 
uit~, zij dan kn+, de index van het element van de (n+1)-partitie van 

G dat x bevato 

De gedefinieerde afbeelding f g M +Tis ~-1g Veronderstel dat pen q 
I 

verschillende punten zijn van Mo Dan bestaat er een natuurlijk getal n 

zodanig dat p(p, q) > 1/no Dus pen q liggen in verschillende elemen­

ten van de partitie~ doWoZo f(p) en f(q) verschillen in de eerste n n 
coordinateno 

f is surjectiefg Als K = {k1ll k2 , ooo) een rij natuurlijke getallen 

van T is bepaal dan voor n = 1 i, 2, o o o de partitieelementen G van g) , n n 
zo dat Gn+ 1 het element met index kn+1 is van de (n+1)-partitie van Gno 

Uit lim diam (G) = 0 en de volledigheid van (M, p) volgt dat de door= 
n n-+co 

snede n'di Gn uit precies ~~n punt bestaato Blijkbaar f(p) = Ko 

f = continug Stel U een basisomgeving van een punt f(p) = K = {k1~ k2, 

van T, U = {asrJa1 = k1, o o o as = ks }o Dan bestaan er partitieelementen 

G1 ~ o2 , o. o Gs van respo $1 ill &)2 i, o o o, ~ zodat Gi+i het element met in-

*) 
Merk op dat de collectie open verzamelingen van G met diameter 

I 

0 0) 

< 1/n+1 een basis is van Go Omdat G blijkbaar niet compact is bestaat 

er een overdekking van G met deze basiselementen die geen eindige 

deeloverdekking bezito Kies van deze overdekking een verfijning be­

staande uit paarsgewijs disjuncte opgesloten verzamelingen; deze le­

ve~t de gevraagde partitie van Go 
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dex k-+~ is van de (i+1)-partitie van G, (i = 1, 2, 000, s)o G is nu 
1 u 1 S 

een omgeving van pin M die door f binnen U wordt afgebeeldo 

· ·r is•een open afbeeldingg Als Veen open verzameling is van Men K = 

= f(p) = (k1, ooo, kn~ ooo)~T met p~V dan bestaan er voor n = 1i 2, ooo 

parti tieelementen G van ID z6 dat G ~ het element met index k 
1 

is 
n n n+n n+, 

van de (n+1)-partitie van Go Omdat lim diam G = 0 en alle G het punt 
n n n n~ 

p bevatten.~ is er een natuu.rlijk getal t zo dat pEGt CV o W = {~TI a1 = 

= k 1i ooo® at= kt} is nu een open omgeving van K = f(p) die geheel be­

vat is in f(V)o Uit de willekeurigheid van pe/ volgt dat f(V) een open 

verzameling is van To 

(1 o3) Le:mmag Stel M een separabele metrizeerbare ruimte die nuldimen­

sionaal en topologisch volledig iso Dan is het topologisch product 

M x I homeomorf met I a 

Bewijsg M x I voldoet aan 1)~ 2) en 3) van de vorige stellingo 

(1o4) Stellingg De separabele metrizeerbare ruimten die nuldimensionaal 

en topologisch volledig zijni zijn juist de ruimten die homeomorf zijn 

met een gesloten deelverzameling van Io 

Bewijsg Stel M nuldimensionaal en volledig metrizeerbaara Mis cananiek 

homeomorf met een gesloten deelverzameling van M x Io Maar volgens het 

vorige lemma is M x I homeomorf met I; Mis dus homeomorf met een ge­

sloten deelverzameling van Ig 

Omgekeerd is elke gesloten deelverzameling van I als ruimte topologisch 

volledig en nuldime~sionaalo 

Een generalisatie van (1a2) en {1o4) voor niet separabele metrizeerbare 

ruimten 

We voeren eerst een paar nieuwe begrippen ing 

Definitieg Een topologische ruimte T heet m,-compact (!!'!:, oneindig kardi= 

naalgetal)~ wanneer iedere open overdekking van Teen deeloverdekking 

bezit met machtigheid < !!'!:,, T heet nergens :m,-lokaal compact wanneer geen 



= 9 = 

enkel punt van Teen gesloten omgeving bezit die _!-compact is als deel­

ruimte van T0 

Het is duidelijk datgff0 =compact <-> compact, nergens Sj
0

-lokaal com= 

pact<-> nergens lokaal compact. 

Minder evident is het feit dat voor een metrizeerbare ruimte M met ge­

wicht .! > ft
0 

de equivalentie geldtg M is nergens !;=lokaal compact 

<•> elke open verzameling van M heeft gewicht m. 

Nu hebben we de volgende generalisatie van (1a2) en (1a4)a 

· ·(1;5)·stelling (Ponomarev)a Stel M een metrizeerbare ruimte met gewicht 

men met de volgende eigenschappena -
1) Mis topologisch volledig 

2) Mis nuldimensionaal 

3) Mis nergens ,!!-lokaalcompact 

Dan is M homeomorf met het topologisch product van aftelbaar veel discre­

te ruimten ieder bestaande uit !!!. puntena 

Deze ruimte heet de gegeneralizeerde nuldimensionale Baireruimte met 

gewicht men wordt kortweg met B genoteerda Iahabo is 
- m 

te die aan 1)$ 2) en 3) voldoet Teen geschikte metriek 

definieert men door p(xi y) = 1/min{kl~ ~ yk})a 

B zelf een ruim­
m 

00 

voor B = II A 
m n=1 n 

Een eenvoudig bewijs van deze stelling (in feite analoog aan het bewijs 

van ( 1 a 2)) vindt men in [3] • 

(, 1 Q6) Stellingg De metrizeerbare ruimten met gewicht ~ !_ die nuldimen­

sionaal en topologisch volledig zijn, zijn juist de ruimten die homeo­

morf zijn met een gesloten deelverzameling van Be 
m 

BewiJ s. g Zie [3] a 

Tenslotte hebben we nogg 

(1a7) Stelling (Mo~i!ili De nuldimensionale metrizeerbare ruimten met 

gewicht ~ !!!. zijn juist de ruimten die homeomorf zijn met een deelruim­

te van Ba 
m 



s2~ R,_erfecte afbeeldingenm irreducibiliteito 

'Algemene karakterizering van (volledig) metrizeerbare ruimteno 

· ·nefinitieg Een continue afbeelding van een ruimte X in een ruimte Y 

heet·Rerfect wanneer 

1 ° f is een gesloten afbeelding _, 

2° Het volledig origineel onder f van een punt van Y is 

compacto 

Perfecte afbeeldingen vormen een natuurlijke generalisatie van continue 

afbeeldingen gedefinieerd op compacta, i.hob. is iedere continue afbeel­

ding gedefinieerd op een compacte ruimte perfecto 

Een belangrijk feit is dat het gewicht van een ruimte onder een perfec­

te afbeelding niet kan toenemen ( zie b o v o [ 1] blz o 148) o 

Ook andere prettige eigenschappen blijven bij perfecte afbeeldingen be­

houd.eno Iohobo is een perfect beeld van een (volledig) metrizeerbare 

ruimte weer (volledig) metrizeerbaar (zie [3])o 

Definitieg Een continue afbeelding f van een ruimte X op een ruimte _Y 

heet irreducibel wanneer voor iedere gesloten deelverzameling S = X 

geldt f(S) t Yo 

De volgende proposities geven enkele eigenschappen van gesloten irre­

ducibele afbeeldingeno (dus Lhobo van perfecte irreducibele afbeeldingen). 

(2o1) Propositie~ Stel f een gesloten irreducibele afbeelding van een 

ruimte X op een ruimte Y; 0 een niet lege open verzameling van Xo Dan 

heeft f(O} een niet leeg inwendige in Yo 

Bewijsg Omdat f irreducibel is~ is blijkbaar f(X\O) f Y doWoZo 

Y\r(x\o) ~ $0 Omdat deze laatste verzameling open is en bevat in f(O) 

is het gestelde bewezeno 

,(2o2) Propositi~g Stel f g X~Y gesloten en irreducibel; X en Y me­

trizeerbaaro Dan is het gewicnt; van X gelijk aan het gewicht van Yo 



· · Bewij s g Zij .!. het gewicht van X, !!. het gewicht van Yo 

Kies een overal dichte deelverzameling D van X met In! = mo 

Dan is omdat f een gesloten afbeelding is RnT = f(D) = f(X) = Yo 

Blijkbaar is f(D} overal dicht in Y terwijl lr(D)j i !!!,o 

Dus het gewicht van y is< m doWoZo n < mo 
= =-:, -=== 

Kies nu een overal dichte deelverza.meling Evan Y met IE! = no Zij F 

een deelverzameling van X die uit ieder volledig origineel van een punt 

van E juist een element bevat (keuzeaxioma)o Het is duidelijk dat f(F) 

= Y want f(F) = flF1 = Eo Omdat f irreducibel is concluderen we F = X, 

doWoZo Fis overal dicht in Xo 

Omdat IF! = !!_ volgt dat !!.! !!!,o !!_ i !!!. & n > m impliceert nun= men het 

gestelde is bewezeno 

(2o3) Propositieg Stel f een gesloten irreducibele afbeelding van een vol­

ledig metrizeerbare ruimte X op een ruimte Yo Dan is de verzameling pun­

ten van X waarop f eenduidig is {doW0Zo de verza.meling {xex!r-1rx = {x}}) 

overal dicht in Xo 
' 

Voordat we (2o3) gaan ~ewijzen, behandelen we eerst het volgende lemmao 

Lemma ~te~ f een gesloten irreducibele afbeelding van d~ ruimte X op 
I 

een ruimte Yen O een niet lege open verzameling van Xo -,-Dan bestaat er een niet lege open verzameling O 'CO met f- fO 11 C.. 0 o 

Bewijsg Stel V het inwendige van f(O) in Y; V ~ $ volgens prop. (2o1)o 

Zij O' = r=1(v)no, we zullen aantonen dat deze O' aan de gestelde voor­

waarde voldoeto 

(X\f-1 (v)Jof is een gesloten verzameling van X die door f op Y wordt 

afgebeeldo Dus uit .de .irreducibiliteit van f volgt (x\r-1 (V))vW = Xo 

Het is duidelijk dat oic.?°1(V) en het is onmogelijk dat ot 'F ? 1 (v) 
want in dat geval zou er een punt p van r=1(V)bestaan dat geen punt is 

van 0 8
0 Dat is in te~enspraak met x\r-1(v)vW ~ Xo 

-1- - """"'1-We concluderen f= {V) = 0 11 dus f- f0 11 = oTcoo 

Bewijs van (2o3lg Stel voor n = 1j 2, 0 <> 0 A = {xEXldiam(f-1fx) > 1/n}. 
n , 

Stel n vast, we ga.an bewijzen dat A nergens dicht is in Xo 
n ,, 

niet zo?J in dat Veronderstel dat was geval bestaat er een niet lege 
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open verzameling O van X met d.iameter < 1 /n die geheel in A bevat is a 
n 

Uit het lemma volgt dater een niet lege open verzameling OffC.O bestaat 

met r=1r oijc Oa Qff bevat een punt q van A want OijCA a n n 
r-1fq is blijkbaar bevat in o, dus uit de definitie van A volgt diam n 
(o) > 1/na Dit is in tegenspraak met diam (O);diam {O) < 1/na 

Uit de stelling van Baire volgt nu dat x\ n~1 An= {xlf-1fx = {x}} over­

al dicht ligt in Xa Hiermee is het _gestelde bewezeno 

Opmerkinga De verzameling Xi= x\ n~1 An is ook overal dicht in Xa 

flxw g X' ➔ fX' is nu een homeomorfisme omdat xv bevat is in de ver­

zameling punten van X waarop f eenduidig iso 

De volgende stelling geeft de werkelijke existentie van "voldoende11 

perfecte irreducibele afbeeldingena 

(2o4) Stelling~ Stel f een perfecte afbeelding van een ruimte X op een 

ruimte Yo Dan bestaat er een gesloten deelverzameling S van X z6 dat 

f I 
8 

g S ·➔ Y perfect en irreduci bel is o 

Het bewijs van deze stelling is een direct gevolg van het volgende lemmao 

Lemmag Stel X en Y topologische ruimten; f een afbeelding van X op Y 

met de eigenschap dat r-1(y) compact is voor elk punt y van Yo 

Dan bestaat er een kleinste gesloten verzameling S van X met de eigen­

schap f(S) = Yo 

Bewij s g Stel ~ = {Fa I aeA} de familie van alle gesloten verzamelingen 

van X met de eigenschap f(Fa) = Ya Definieer een partiele ordening 

< op o/ z6 dat Fa < F 8 alleen geldt wanneer Fa::> F 
8 

o Stel s11 = {Fa. I aeA1 } 

een willekeurige keten van g:: en y een willekeurig punt van Yo Dan is 

{FJ1f-1(y)laEA1} een gekit stelsel (doWoZo iedere eindige doorsnede is 

niet leeg) en compactheid van r=1(y) levert op dat n{Fa.la€A1}nr-1(y) ~ 
¢ wat bewijst dat n {Fa I ae.A1 }€. ~o Dus ~ heeft een bovengrens in ~a 

Uit het lemma van Zorn volgt nu dat ~ een maximaal element S bezito 

Sis nu een kleinste gesloten verzameling van X die door fop Y wordt 

afgebeeldo 
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Als tussenresultaat hebben we nu de volgende ~tellingo 

· ·(2~5)·stellil:_$.g Iedere perfecte (respo perfecte irreducibele) afbeel­

ding van een volledig metrizeerbare ruimte X op een ruimte Y beeldteen 

G0-deelverzameling (respo overal dichte G0- deelverzameling) van X homeo­

morf af op een overal dichte G0 van Yo 

· 'Bewijsg Volgens (2o4) bestaat er een gesloten deelverzameling X0 van X 

met de eigenschap dat de restrictieafbeelding rlxi g X~X perfect 

en irreducibel iso 

Uit de opmerking bij (2a3) volgt dater een overal dichte G0 G van X' 

bestaat zo dat rjG g G ➔ f(G) een homeomorfisme iso 

:f'{GJ = f(X') = Y (want f is een gesloten afbeelding), dus f beeldt G 

op de overal dichte deelverzameling f(G) van Y afo 

Karakterizering van (volledig) metrizeerbare ruimten als perfect irre­

. ducibel beeld van nuldimensionale ruimten 

Zonder bewijs vermelden weg 

(2o6L§telling (vogolo met 1o5)g De nergens .!_-lokaal compacte volledig 

metrizeerbare ruimten met gewicht .!. zijn juist de ruimten die een per­

fect irreducibel beeld zijn de gegeneraliseerde nuldlmensionale Baire­

ruimte Bo 
m 

(2oI) Stellingg De (volledig) metrizeerbare ruimten met gewicht .!_ zijn 

juist de ruimten die een perfect irreducibel beeld zijn van een (gesloten) 

deelverzameling met gewicht m van Bo 
~ m 

Een bewijs van deze twee stellingen kan men vinden in [3]o 

Een toepassingo 

(208) Iedere nergens .!,"'"lokaal compacte volledig metrizeerbare ruimte M 

met gewicht .!. bevat een overal dichte deelverzameling die homeomorf is 

met Bo 
m 

• 
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· 'Bewijsg Volgens (2c6) bestaat er een perfecte· irreducibele afbeelding 

g van.B op Mo 
m 

Volgens=(2o5) bestaat er een overal dichte G0-deelverzameling G van Bm 

die door g homeomorf op de overal dichte deelverzameling f(G) van M wordt 

afgebeeldo G is volgens de karakterizeringstelling (1o5) homeomorf met 

.Bmo f(G) is dus de gevraagde overal dichte deelverzameling van M die 

een copie is van Bo 
m 

Ook kan men nu gemakkelijk bewijzeno 

· (2~9) Stellingg Iedere separabele metrizeerbare ruimte zonder geisoleer­

de punten bevat een overal dichte deelverzameling die homeomorf is met 

de- ruimte derirrationale getalleno 
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