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Inversie van een matrix ------
door J. Korevaar-l? • .A.J. Scheelbeek 

§ 1. Van de volgende matrix willen wij de inverse berekenen: 

(t!1) 
• • • . • 

--(1) e+j) t+1 
• • • .. 

(n+t) 
t+1 

(n+~) 
t+J. 

(n+~) 
t+J. 

. / n+j) 
\2t+1 

( n+t) 
2t+1 

~-aartoe berekenen wij de onderdeterminanten. We laten de (j+1 )e rij 
!~1 i--de kolom weg.~ Uit de eerste r~j halen we ( t~1) , ui t de tweede 
(t+1 ) enz. Dan ko~t er ! . __ 

(-b:,)(f!~)•::{1+};')(1+):•)· ·li!~) X:. . -~ 
/ n, -t _, -'i- +l (n.-·b-•J· • ·-(~-t-L} ········~·(n.-i..;1J••··(YJ-l} 

1i + l. tt+ 'L) · · ··(-i-H.-J) (i-J-,.l.) .... ('1;,+t+I) (i;.+1.J•·•(lt+t) 

I 

' 
I n.+j-t...:t 

t -t-'2. 
) . Ck +J-t 

• .. t,..,. l. 

--
: De determinant I nl zui.~en w1j op_ ee~ ander~ vo:rm brengen, wij krijgen ,dru,, 

~en eenvoud iger notat:i.e o · . . .... · • .... · 

.''Vqor (~} sohrijven we· J?., voor J_; ! en voo.r J.: k+1. ·. . ·· . . . : 

It{D l .konit er dan als volgt uit te zle.n: . . . ·. . . . . . . . ··• ·. . . .. . .. . . ·.•.··· ... ' .. 
···•· .. : 1 .. l'J.:. ,, ••.. ! {f:>-l.}(. P? ... ) ..... (.~ .. P· . .... k+t)l(~;...1)tp--~)- "'(. 1~-k .. -? ~ ·: ~. ·(p-•)(~-~····.·£.~.~~} .. ··• 
. - . . 1 .. r .· .. ·. ·. P 'P ... ,)- .. -cr:"k+i)' rcr- ,J·. ··Lt.,~ kJ ~ ~ •. ~< p-•> ..... ·<ld•:t-+1J. 

,... . : ' . .. ·. . . · .. ' .. ,,~ .. )\;; J: r <,t•~ ·•. ' ( ~· '/1 ' ' -1~ '. (cf'il <f»i· 9; ... ( 11~••.k:v .... ·(I•+ •·21• ·:-t~+t-; i 
/-': ·., · · i>-'.;pt~ .. :.'.··· ... ~.;. ··:f p+.·~·t:._, . .. . i~f ,~k,tl\JC \=>1-(}·, · ·{:t:>t,~kJ •• · <··{r+,t.J · ~ ··(p+l~i t'J:: 

\, ii' '~ ·• ·:,, ' ' ; ·,,. ,., "': 

~;11-,..,:~,·:f,~~-'.;"tr ;,'.':'·. ,' ·t~-,: , ' 

.·•.J;;,-1- i··.~. ••···~· (~+t~.i) ~ ·. ··{~+t~k+':jR·•Jt#/~·JJ~ '"~~tiik-.1f .>~{~f~.-•;f 
' ' ',, ' . :-_. ' ',"' ,,' ' , ·., ,·: .... -,' .,', "··:. '',:,.'.;'. ',·. _, ~-,' ._,: '·_, . ..,,,,,, ,,: 



pag. 2 

We spreken verder het_volgende af: 

Ll (p - 1, t) is de determinant met element en 

<Li,~== (p + i - 1) •.• (p + i - k). 

/J.Jp:... 1,t) is de determinant die uit t8' 
(i+1)~de rij en de (k+1)-de kolom weg te 

Geyraa_.gd nu LJ i,k(p - 1 , t) 

(i,k = O, 1, 2, ••• t). 

L\ (p - 1, t) ontstaat door de 

laten. 

·§ 2. Voor il. (p - 1,t): Zie Netto, Lehrbuch der Combinatorik, p,. 257. 
Hij vindt: 

~ (p - 1,t) = t1(t - 1)! •••• 2!1? 

Met ( 2) ge,an wij nu als volgt verder. Trek de 1--e rij van de 2-e af, de 

ae van de 3•e, •.• de (t-1)-de van de t-de. Hierbij laten wij in gedaohten 

de ( i+1) ·•de rij staa.n. De ( i+2)--de rij - i-de riJ sohrij ven wij dan 
aldus: (i+2)-de rij - (i+1)-de rij + (i+1):...a·e rij - i-de rij .. 

1 

0 
• • • • • • • • • • • o • • • • • • • • • • •-• • • • o • • • • • • • • • • • • • • ~• • • • • • • • • • • • • • • e • • 

I '1.(p-1) 3 (/;~i)(j,-1) 

O I 2(/>+l-J) ~ { f+i,-lJ(p+i-4) 

·{' t(f:>+l~2) 3(j:,-l-i•tf/>+i.-J) 
.o ·, 2.<f,+i-1)J(p-1-i-1){fo+i-2.) 

0 I 2.(p+t) J{fa+iJ{p+t-1) 

-

(*-tJ(;i-,, ... -rr-fe+ :tJ 

3. 

ft k, _ ,)f />+l-1) ...• ( p-ri-k+1} 
lk-d{p4i.,J .... [p+t-k+:) 
< k-,)1.p+iJ.-. -(p+ l-k+3) 

(k _ ,J(p+t-l.), ... (j>-1-·L k+,) 

i (p- 1) • · · .(fa-£-11) 

{ t (p+ i, _ 2) .... ( f + i ~ b} 
t {fa+i_ 1) .•. - lj>+i-i+tJ 

Deze determinant ontwikkelen we nu naar de. e-erste kolom. 

Vanwege de nullen in de eerste kolom, hebben wij ons nu alleen maa..,,. 

bezig -'i;e houden met (3). Deze determinant laat zicb nu sch:r.ijven a.ls <le 

som va.x1 twee determinanten .. De i-de rij splitsen we daa.rtoe. 

Nu was aik = (:p+i-1) ••• (p+i-k) (i,k = o, ..• t) 
Ono.er a.k. verstaan we (p+i-1) ••• (p+i-k)(i,k::: O, ••• t-1). . 1 

poor de splitsing van (3) in 2 determinanten vinden wij voor 

Ll~k " ~! t {Ji·-1;k-1(fo- 1,;t-,)+~l';k-r(r--vt-i)j 

it1 I A1,~1Jk-,(f>-~t:.1}+ ALk-1{f.>- 1Jt_,)j 
r.Jr .· ~ 

t;Q.eze fo:rmule<geldt niet voor alle i en k. 
;f,at de lfs betreft, moeten w:tj aan de rand.en op onze hoea.e 
'.1.;i(;faingaat Eil,le en hij k = o.. 
rt{.:\;-t · · - · 



pag. 3 

Nu ziJ" /\ - o • nan geldt (4) toch: 
,4.1 -l;K-1 -

[ £ -::: OJ k. # 0) 

NU i :c: t. IJ-1;Jk.tP-'J6J, IJ. 0.,k{/"-~,-b) . Het komt tooh op hetzelfde 
neer, · of wij uit Lt (p - 1,t) de t-de rij, of uit fJ. (p - 2,t) de ·o-de 

rij weglaten. 
M ti · · aar !J.o,k (f_,~f,)-= k f>.0.11<.-,(f:>-t/-t);; 

1Jonclusie. Zolang maar k f. 0 gaat de reductieformule (4) door, als we 
le zen . A ( h 1 ) o voor i < 0 of i > t 

l.J. i; k r - 1.., v = 
§ 3. Rest ons bet geval k = 0: · ,l'.\. (p 1, t). We laten in i1{p-~ t; 
de (i+1)-de rij en de 1e kolom weg: 110 

p-1 (p-1)(p-2) ..• (p-1) ••• (p-t). 
p p. (p-1) ••• p •••••• (p-t+1). --
(p+i-2~(p+i-2)(p+i-3) •• e(P+i-2) ••• (p+i-t-1) 
p+if(p+i)(p+i-1) (p+i) ••• (p+i-t+1) 

. ' 

(p+t-1 )f(p+t-1) (p+t;...2) ••• (p+·t-1) •• ,. p 

Dan bezit-ten de elementen vari eenzelfde ri.j telkens een gemeenschappe­
lijke factor 

I c.p-:i.) l/' -2.)(j,-3). 
, <p-1J t/:>.1J<p-u 

(#>-'J.) .• .. • (f>-tJ 
(p-1j .... (J,_t+t) 

• lp-tJ P·. _- -£J=>+i-tHf.>+t1--~tp+t-1) 

4J ' 
/ <p + i ..J) ()'J-f/•3/{ptt'-1-1) 
I (p+i-t) (fari.1){/)+i_2.) 

(p,,1- i~J) •.• {fo+i,·.,_,) J. 

/ p+L 1) •••. (/,dl-t+t) 

(5) A.:o(p-1,,t) = (p-1)f ••• (p+i-2)(p+~) .••• (p+t-1) ~4,i(p-2,t). 

We' kunnen di t resultaat nog in een andere vorm. g.ieten, .die nauwer · 
~sluit bij de. ·algemene f'ormule voo:r ~i)< • Daze passen we nu toe op 

8 (p-2,,t}. . / ' ,' . . . 
·.· ~t . . . . .· I . . . , ·. 

b:.,l,c p.11-t) :=- t· t. flt-,,t-, (r,-1},.,,J + Ah+:,~,! t~--?...,"t-•J.J 

twe .vinde.n dan voor l\o ({5) en:i,ge 'tnalen toepaaaend).l 
'c;::,1: '•> • ,•, • '• \ I•' ' 

.· · L\ t,o (p~•,J;J. £-f;_,)!(p+t ••>~ At,0(p-tt-,J+ ~!t~.-A i-,,o lH,1,..•lJ 
gaan nu (4) .. ~~,b~ald toepaEJsep •. ·• .· , ·. . '. : ,.' · ·. . 



§ 4. 4,~{t-t)! • • • • • (t-k+ 1)l 
kl 
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(?) X { L1i-k.,o £t-k) + ( ~) ~i-k+~;ol-b-k}+ - ..... 

+(J)bi-k+J>g(t_t-<;)+-- · · ~ ·At)o(i-k)j 

We mogen weglaten de termen met eerste index> t - k of eerste index< O. 

In het bijzonder is (we hebben dit dadelijk nodig); 

Nu is 

(8) 

LitJ-b( j-=>-l..1-t,) = tUi-~}~· .•· · /! { ~i,-f,Jo..(o) + (~) A-L-f.+l·iO (o) + H •• 

+ ( j) 6. i,.t+j.,o (o )+ • •. ~-' · + .At1e-Co).} .• 

L1i.t +j 1 o alleen f:. 0 en dan=1, ale J- - t + j_ = o. Dus 

L1 i) t ( p .., i, t ) =- l i -1 ) ! ( t -1.. J ! . _. . . r! ( 1 ) 
(~r i = t vinden we :Netto '.s formule 
U:i:t · (7) vinden we, ( 5) toepassend, 

terug., 

~ l.,.1 k (. p-1 ;t) = 

.(h+·b k---t} b... t,, • _..1 k ( ~-~,t-><) • • • • 1 · - i.-~+j1"1;- r J 

Lt ,. •.I_ (p - 2,t - k) van het type 
1,- P\4 J_,l)- i{ 

volgt dus verder 

A ·(p - 2,t). U_it (8_) l.J, .1. 
t.,~ 

I 1 · I . --~ . . ( k ) ( t, - k ) t.<t- 11· ·.··· ./. l.~ J. l-k+' 
. t( l · 0 -!,J f K . j 

· . o ~i-1<.i-JSt-k 

---'-_.,..~ "'lp--t}p .. --C~+:\:,-k-1) 
f+L -K ~ J- I . . Lt - K)! 



i1_ (:p ~- 1, 2) 

b. = p(p+1) o,o. 
l:::::. = 2:p .,, 
!.'> =1 

0;1.. 

Met (9) 

!'. Z,. 

1 p-1 

= 1 p 

1 p+1 

(p-1)(p-2) 
p(p-1) 

(p+1)p 

lJ,,o= 2(;p-1) (p+1) 

6,,= 4p - 2 
I 

/_j = p(p-1) 
z,,o 

Az..,== 2(:p-1) 

ll,,:. = 2 /J = 1 
~ 

C]?-d)?Cp+i) 
1. ! 

L_ 
I~ '-J~ I 

0 '!: )J .f:,. 

( y~.) ( ! ) 
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p ~ V- I 

We geven tenslotte aan, vrat de cofactor is van (~!iJ1n (1): 

(10) t!Ct-t)! .... 1! (tt,' t -1H\t\,-+-2 ... -(n---i,l_ X 
(t-1}! {-b-i.+1)! 


