
STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

zw 1964-001 

Voordracht in de: ·serie "Actua.liteiten" 

M.A. Maurice 

25 ja.nuari 1964 

Over compacte 5eordende ruimten 

1964 



zw 1964-001 

STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

AFDEUNG ZUIVERE WISKUNDE 

Voordracht in de serie "Actualiteiten" 

door 

M.A. Maurice 

25 januari 1964 

Over compacte geordende ruimten 

I. 1. Een "totaal geordende topologische ruimte" is een paar (X,I<), 

waarin X een totaalgeordende verzameling (met ordening <) is, 

en waarin de topologie I< wordt gedefinieerd met behulp van de 

subbasis bestaande uit alle verza.melingen {xlx<a} en {xlx>b} 

(a,bEiX), 

Het is bckend dat een totaalgeordende topologische ruimte vol­

ledig normaal is, Zie [7] 

Opmerking: Indien X een verza.meling is, en< is een totale or­

dening van X, dan zullen we zowel de totaalgeordende verza.me­

ling (X,<) als de totaalgeordende topologische ruimte 

((X,<),I<) eveneens met X aangeven. 

Stelling 1: Als X een totaalgeordende topologische ruimte is, 
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dan zijn de beweringen: "Xis compact" en "in X heeft iedere ver­

zameling zowel een ondergrens als een bovengrens" aequivalent. 

Bewijs: zie [1] 

In het volgende zij X steeds een compacte totaalgeordende topo­

logische ruimte. 

2. Voorbeeld: Indien a een ordinaalgetal is, dan ishet lexicogra­

fisch geordende product van a factoren {0,1}, 

a 
Z ={O, 1} 

a • 
een compacte, totaalgeordende topologische ruimte. 

Bovendien is n nuldimensionaal. Zie r2]. _,a L; 

l• Twee elementen a en b (a< b) in X heten "buren", indien 

{xla<x<b}=¢ 

4. 

Stelling 2: (i) Een clopen deelverzameling van Xis de vereni­

ging van eindig veel disjuncte clopen intervalleno 

(ii) Xis dan en slechts dan niet samenhangend, als 

in X twee buren voorkomen. 

Bewij s: zie [3] • 

Onder een rJ-riJ voor X verstaan we een rij V={V } van '5-ver-- y y 
delingen 

V y 

van x. die door transfiniete inductie als volgt is bepaald: 

( i) 

(ii) 

V ={X(O)} , x(o)=X 
0 

Zij VY gedefinieerd voor y<o; dan wordt V0 gedefinieerd 

op de volgende wijze: 
a. als o=£+1, en als IX(£)1=1, dan zij X( 0o)=X(o1)=X(£) 

p p p p 

b. als o=£+1, en als in X(£) twee buren a en b (a< b) 
p 

voorkomen, dan zij 
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x( 0°)={xlx<a}n x(e) , x( 0
1 )={xjx>b}nx(e) 

p - p p == p 

c. 1 ~ 1 {t) . . as u=t+ 1 en als X sa.menhangend 1s, dan zij 
p 

X~~) ={x I x~a} n X~ £), X~~) ={x I x~a} n X~ £), voor zekere 

a, die voldoet aan inf X( t) < a< sup X( £) 
p p 

d. also een limietgetal is, dan zij 

Stelling 3: Bij elke CV-rij V voor X en bij elke x ~ X bestaat 

een ordinaalgetal 

En indien 

dan geldt 

(i) 

( ii) 

µ =µ (V)= inf {µI 3pe: Z: X(µ)={x}}. 
X X µ p 

V= '\J (V)= sup 
X 

II\JI ~.IX I ~ 2 lrdl 

\.l • 
X 

U'~ inf { y I VP e z : IX ( Y) I= 1} 
y p 

Bewijs: ..'!.• Kies xeX. 

Beschouw een rij {X(a)} zodanig, dat 
p a<µ 

x e X ( a) C X ( 8) voor 8 < a < µ 
p p/8 

en neem aan, dat I X (a) I > 1 voor alle a < v; 
p 

dan is 
x(a+1) (£ ia) voor a+1<v. 

p p/a = 

Dan 1s echter 

een deelverzameling van X, die de vereniging is van lvl disjunc­

te, niet-lege verzamelingen; derhalve is lvl~IXI. 
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Aan elke xe X is dus een vx toe te voegen, met Iv),:;. !xi, zodanig 

dat 

en 

(v ) (v ) 
X ~ X X ➔ {x}= X X 

p p 

~ 2 voor v < v • X , 

het is duidelijk, dat 'V= sup \J < sup v 
X '""' X 

X X 

Daar echter lvxl~ lxl voor alle x~x, volgt ook 1v1~1x1. 
2 Al IX( Y) I >2 x< Y) · · t d ( a • s p _, en is n1e -samenhangen zo at, zeals men 

gemakkelijk verifieert, XP(y) disjunct is met alle X(y), q#p), geldt 
p q 

blijkbaar voor alle x~X(Y), dat µ >Y; als lx(Y)lt2, en X(Y) is sa-
p x (y)P (Y)P 

menhangend, dan geldt voor alle x met inf X <x < sup X , dat µ > Y; 
p p X 

dit betekent in beide gevallen, dat '\J>Y. Derhalve is 

t(J.: inf {YjVp'=- z : I x(Y) I =1} 
y n p • 

3. Zij nu X('i = {)11))} · dan is cp: p-+ 
- p p ' 

ding van Z'ff op X; dus I Z11-~ ~ IX I , 2 I~~ ,;:. IX I . 
1,) 

)if) blijkbaar een afbeel­
p 

Definitie: Onder de verdelingsgraad van X verstaan we 

0(X)= min {'IJ(V) Iv isciJ-rij voor X}. 

Het is duidelijk, dat 0(X) een ordeningstheoretische invariant is voor 

We kunnen echter aantonen, dat 0(X) ook een topologische invariant is; 

d.w.z. als twee compacte totaalgeordende ruimten X en Y homeomorf zijn, 

dan is 0(X)=0(Y); men kan dit ook aldus formuleren: als een compacte 

Hausdorffruimte op meer dan e~n manier is te ordenen, is de verdelings­

graad in alle gevallen dezelfde. 

Een schets van bet bewijs van deze bewering wordt onder .2. gegeven; voor 

het volledige bewij s zie men [3] o 
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.2.• Onder een T-rij voor een compacte Hausdorffruimte T verstaan we 

een rij U={Uy}y van T-verdelingen 

U = {T(Y)} 
y p P€ zy 

van T, die door transfiniete inductie als volgt is bepaald: 
(i) U0 = {T(O)}, T(O) = T 

(ii) Zij U gedefinieerd voor Y < o; y 
dan wordt U0 gedefinieerd op de volgende wijze: 

a. als o=E+1 en als IT(E)l=l, dan zij 
p 

T(o)=T(o)=T(E) 
pO pl p 

bo als o=£+1 en T(E) is niet-samenhangend, laat dan T( 0o) en 
p p 

en T~~) twee disjuncte, niet-lege deelverza.melingen van 

T(E) zijn, die clopen zijn in T(E), en waarvan de vereni-
p (£) p 

ging T is. 
p 

c. als o=£+1 en T~E) is samenhangend, laat dan Ttg> en Tt~) 

twee niet-lege echte deelverzamelingen van T(E) zijn, die 
p 

gesloten zijn in T(E), en die voorts zodanig zijn dat 
p 

T(o)uT(o)=T(t) en dat IT(o)n T(o) I minimaal is. 
pO pl p pO pl 

d. also een limietgetal is, dan zij 

Stelling 4: Bij elke T-rij U voor een compacte Hausdorffruimte T 

en bij elke t e T bestaat een ordinaalgetal 

En indien 

dan geldt 

T=T(U) = sup µt• 
t 



6 

Bewijs: als het overeenkomstige gedeelte van stelling 3. 

Definitie: T*(T) = min {T(U)IU is r-rij voor T} 

Het is duidelijk, dat r* een topologische invariant iso 

Hulpstelling: Zij X een compacte totaalgeordende ruimte. 

Zij U={U} - U ={T(Y)} Z - een T-rij voor X 
y y y p Pf= y 

met t(U)=t; zij hierbij •!W en t=µ 0+v0 , waarin µ0 een limietgetal 

en v0 een geheel getal ! 0 is. 

Dan is er een 'V-rij V={V } - V ={X(y}} Z - voor 
Y Y Y P PG 

X, met de eigenschap, dat bij elk limietgetal u~ µ 0 en elk~ p&S, ZJJ een 

q=q(p)e ZJJ bestaat 1 zodanig dat 

(i) q(p/v)= q(p)lv I als v een limietgetal <µ is 

(ii) x(u) c T(u) 
p q(p) 

Bewijs: zie [3]. 

Stelling 5: 0(X) 

Bewijs: 

Zij U={U} een y y 
I . * ndien T =uo+"o• 
is, dan bestaat, 

zodanig dat 

* = T (X) • 

* ,-rij, waarvoor t(U)=T (X). 
waarin u0 een limietgetal en v0 een geheel getal ! 0 

op grond van de hulpstelling, eeniJ-rij V={VY}Y, 

• 

Voor elke qe Z geldt echter dat ten hoogste 
µO 

d . .. (uo) . 
ig z1Jn om T in punten q te verdelen; dit betekent, dat 

(i.io) lvol 
en dus ook (voor alle pE Z ) IX I~ 2 ; derhalve zijn ook ten 

_{I,, JJO p (µO) 
hoogste lv0 i'U-splitsingen nodig om alle XP in punten te verdelen. 

-~ * * * Hieruit volgt ru(v) ~ JJ 0+v0=T ; zodat e(x) ~, • Dus e(X)= T • 

Gevolg: 0(X) 1s eP.n topologische invariant. 

Stelling 6: Als X nuldimensionaal (of samenhangend) is, en YcX, dan 

is 0(Y) < 0(X). -
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Bewijs: duidelijk. 

6. Stelling 7: 0( Z )=et 
Cl . 

Bewij s ~ zie [3] 

Gevolg~ Als et#S 9 dan zijn Zet en z8 verschillende topologische 

ruimten. 

II. Het overige gedeelte van de syllabus is rapport WN7 (1963) van 

het Mathematisch Centrumo 

(i) ctgtr betekent: cGmpacte totaalgeordende topologische ruimt~ 

(ii) als X een ctgtr is, dan is x~ de ctgtr, die men verkrijgt, door 

punten die elkaars buur zijn in X te identificeren. 

(iii) Als a en b buren zijn, en a<b, dan noemen we a rechter­

sprongpunt, b linkersprongpunt. 

§1. Stelling 8: Een homogene ctgtr X voldoet aan het eerste aftel­

baarheidsaxioma. 

Bewijs: 

Zij {x.}. een aftelbaar oneindige verzameling in X; daar X com­
i i <w 

·· pact is, heeft deze verzameling een verdichtingspunt, bijvo y; y 

is dan de limiet van een aftelbare rij, en omdat X homogeen is, is 

elk punt van X, en i.h.b. a=inf X, de limiet van een aftelbare rij. 

Voor a betekent dit, dat in dit punt een aftelbare locale basis 

bestaat;. daar X h_omogeen is, geldt di t voor elke x ~ X; maar dat 

betekent dat X aan het 1e aftelbaarheidsaxioma voldoeto 

.Stelling 9: Als X een ctgtr is, en IXl>f, dan is X niet homo­

geen. 

Bewijs: 

X voldoet niet aan het 1 e aftelbaarheidsaxioma ( zie [3], st. 4,3,1); 

en dus is (st. 8) X niet homogeen. 

Stelling 10: Een homogene ctgtr Xis O-dimensional. 
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Bewijs: 

Zij Y een component van Xo Indien !YI> 1 9 zij dan a=inf Y, b=sup Y, 

en zij c zodanig dat a<c<b. Als nu C de component in X aanduidt, 
X 

waarin x ligt, is blijkbaar C \{a}=Y\{a} een samenhangende deelruim-
a 

te van X, terwijl cc,{c}=Y\{c} een niet-sam.enhangende deelruimte van 

Xis. Dan is echter X niet homogeen. Dus IYl=1; d.w.z. dat X 0-dimen­

sionaal is. 

§.2. Hulpstelling: Als a en B=w0 aftelbare limietordinaalgetallen 

zijn, en a~ B, dan bestaat een stijgende rij (1-1.).< van het 
1 1 a 

type a, zadanig dat lim u.=S. 
i<a 1 

Bewijs: 

1. We merken eerst op, dat bij elk aftelbaar limietordinaalgetal 

Been rij (cr.). bestaat, zodanig dat lim cr.=s. 
1 i<w 1 i<w 

Immers: zij (v.). de, als type w welgeordende, verza.meling 
1 1<w 

van ordinaalgetallen <B; een monotoon stijgende deelrij van de 

r1J (v.). is een rij (cr.). met de gevraagde eigenschappenc 1 1<w 1 1<w 
( zie oak [6] ) 

2. Vaorts laten we zien, dat het volgende is, de stelling te be­

wijzen voor ordinaalgetallen 

als a=w Y ( 1 < y <cS) • == ... 

a~S, die geschreven kunnen warden 

y Y2 
Irnmers: als a=w 1. n 1+w 

yk 
• n2+ ••• +w • nk, ni>O(i=1,2ioook) 

. . yk 
~; 1 >y 2 ••• >y k > 0, dan kan men schr1Jven a=a '+w ; als nu 

( v.). y k een stijgende rij is, met limiet w O, dan is ook 
1 1<w 0 

(u.). een stijgende rij met limiet w, als 1-1.=i voor i<a' en 
1 1<a l 

µ.=a 1 +v. voor a'~i<a. 
l l = 

3. We bewijzen nu de stelling door transfiniete inductie naar cS. 

(i) o=1 impliceert B=w, a=w, en de bewering is triviaal. 

(ii) Zij de stelling bewezen voor cS<e:: 

(ii, 1) Zij £=~+1. 
e:: 01+1 o1 

Dan is B=w =w =w , w=B 1,w. 
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Als a=wy=S is de bewering triviaal; zij dus a=wy<S; dan is a~a,. 

Op grond van de inductie-aanna.me is s1 de limiet van een stijgen­

de rij (v.).< van het type a;S 1 is echter ook de limiet van een 
1 1 a 

stijgende rij (1t..). van het type w; indien nu 
J J<w 

1 1 1 { 
µ . =v. voor alle i met v. < "o 
µ .=81.j+v. voor alle i met ,. . 1 < v. < L, 

1 1 J- - 1 J 

dan is(µ.). een stijgende rij van het type a, en lim µ.=8 
1 1<a 1 

(ii.2) Zij e: een limietgetal. 

Dan is e: de limiet van een stijgende rij (e:n)n<w• 

En ook is dan e: 
S= lim w n. 

n<w 

Als a=wY=a is de bewering triviaal; zij dus a=wY<a. 

Indien nu 

( n= 1 , 2, ••• ) , 

dan bestaat dus een N, zodanig dat 

tv-ne V =w e:n > a voor W < n < w 
Jr n = ... 

y1+1 r 1 
!:.!. Als a=wY, y=y 1+1, dan is a=w =w .w=a1.w. 

i<a 

En 
Voor Tr~ n < w is elke w de limiet van een stijgende rij 

(v. (n)).< van bet type a 1 • 
1 1 a 1 

Definieert men nu voor N ~ n < w 

e:n-1 (n) 
µi=w +vi voor a 1 .(n-N)~i<a1.(n-N+1), 

dan is (ui)i<a een rij van bet type a, en lim 
i<a 

I.I .=8. 
l. 

b. Als a=w Y en y is limietgetal, dan is y de limiet van een stij­

gende rij (yn)n<w, en ook is 

a= lim wy0 • 

n<w 



• Yn En 
Voor N ,!, n < w is nu w < a ! 
stijgende rij (v. (n)). y van 

i 1<w n 
Definieert men nu voor N < n < w -

En-1 (n) µ.=w +\I. 
l. l 
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• e:n 
1 en dus is w 

Yn 
het type w • 

de limiet van een 

Yn-N . Yn-N+1 
voor w !,l.<w , 

dan is(µ.).< een rij van het type a, en lim µ.=a. 
ll.Q l. i<a 

Stelling 11: Zij X=Z 0 ;1 a 1 ~-
w . .l.!. Als p geen sprongpunt is 1 of als peen rechtersprongpunt is 1 

geldt: {x/x < p}VIZ a 
- w 

E.!_ Ala p geen sprongpunt is, of als peen linkersprongpunt is 1 

geldt: {x/p < x}vi. Z a 
- w 

BewiJs: 

1 • Zij L = {p/ 3i0 < wa: p.=O voor i~i0 } 
l. 

R = {p/]io<wa: p.=1 voor • >. } 
l. 1_10 

In beide gevallen zullen we ender i 0 steeds de kleinste index ver­

staan met de verlangde eigenschap. 

Het is duidelijk, dat een linkersprongpunt (rechtersprongpunt) tot 

L(tot R) behoort, en dat een punt van L {van R), dan en slechts 

dan een linkersprongpunt (rechtersprongpunt) is, als i 0 een niet­

limietgetal is. 

( i) Zij p € R. 

laat (mA)A de welgeordende rij van indices zijn, waarvoor pm =1; 
) a A 

dan is (mA A een rij van het type w. 

Definieer nu e fo- plaats 

VO= { x/x ,!, PoP 1 • • • • 0 1111 ••• } 
e e m - plaats m - plaats 

4-A-1 ~ ,i. J 
VA= {x/p0p1 •••• 1 000 .... ! X!PoP1u •• 0 1111 ••• } 

als A een niet-limietgetal is 
e m, - plaats 

,1/"~ ~ 

e nA- plaats 
,I., )t 

0000 •• • • ~ X! PoPi • • • 0 ,,, •••• } 

als A een limietgetal is 1 en n,=lim m •• 
I\ • ' l. l.<11. 
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Definieer ook 

WO= { x/ x ~ 0 1111 o ••• } e 
( A- 1 )!:. plaats A - plaats 
+--- + 

WA= { x/ 111 • • • • l UOOO-. • • ~ x ~ 111 • • • • 0 11111 • 00 } 

als A een niet-limietgetal is 
e A - plaats 

+ > 
= { x/ 1111 • • o • 0000 • • • • < X < 1111 • • • • ... ""' 

A = plaats 
+ '> 
01111 ••• ., • 

als A een limietgetal is. 

Het is duidelijk, dat de verzamelingen VA, WA(O~A<w0 ) alle gelijk­

geordend zijn met Z a. 
w 

Hieruit volgt, dat ook de geordende verenigingen 

AYwa VA en ~a WA t 

dus ook {x/x~} en Z Cl 1 w 
gelijkgeordend zijn. 

(ii) Op analoge wijze bewijst men, dat voor pEL geldt: {x/p<X}V1 Z a 
- w 

("{i) Hieruit volgt dat voor pGL, q€R, p<q geldt: {x/p<x<q}v,Z a 
- "" w 

2. We bewijzen vervolgens: 

(i) Als 8 een aftelbaar limietordinaalgetal is, en 8<w0 , dan 1s -
Z ate schrijven als geordende vereniging van het 

w 
zam.elingen A. (O<i<8), waarbij A.V\Z a voor O<i<8, 

l. -= 1 w ... 
Aldus: 

type S van 

en IA I= 1. s 

ver-

Op grand van de hulpstelling bestaat een stijgende rij (µ.). 
1 1<8 

zodanig dat lim µ.=w 0 • 
1 

i<S Zij nu 

A= 
0 

µ 0 '3. plaats 
+ .. -➔ 

{x/x < 111 • • • • 0 111 •••• } 
... ~i- 1~ plaats 

e µ .- plaats 
+i > 

x/ 111 • o • 1 0000 • • • < X < 111 o • • 0 1111 • c • } ... == 

e als i een niet-1 imietgetal is 
v+i- plaats µ.e plaats ---~) +i-~---· = {x/ 1111 •••• 00000 u • < x < 1111 .... o 1111 • • • l - -

A8= {11111 ••• }. 
als i een limietgetal is, en v.=limu. 

1 . <' J J l. 

Dan voldoen de verzamelingen Ai(O~i~8) aan de gestelde eisen. 

(ii) Als 8 een aftelbaar limietordinaalgetal is, en B~wa , dan is 
* type 8 van ver-

en IA81=1. 
Z ate schrijven als geordende vereniging van het 

w • 
zamelingen A.(O~i~8), waarbij A.~z a voor O~i<8, 

1 1 W 

• Bewijs als boven 
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Zij nu p geen sprongpunt, en zij (mA)A<S 

van indices, waarvoor p =1; dan is e een 
. . mA 

de welgeordende rij 

limietgetalo 

Def'inieer nu 

e mi- plaats 
~ ) 
0 1111 •• } 

als i een niet-limietgetal is 

n.!:: plaats 
l. 

1' 1 l )\ 

= {x/p0p1 •. • 0 000 •• •~ x~p0p1 •• 

e m.- plaats 
~l. ,_ 

0 1111 •••• } 

als i een limietgetal is, en n.=lim m. 
1 . . J 

J<l. 

Op grond van 1. en _g_. (i) volgt nu gem.akkelijk, dat 

{x/x < p}v.'7, a. 
- w 

(ii) Op dezelfde wijze kan men aantonen, dat, als p geen sprongpunt 

is, {x/p~x}v,,zwa.• 

Stelling 12: Zij X=Z:a.;lal~J(o 

Als inf X < p < sup X, dan geldt 

* {x/x < p}v. {x/p < x}Vl>Z a . 
= - w 

Bewijs: analoog aan dat van stelling 11. 

Stelling 13: , 

ruimte. 

Bewijs: 

~,1_dien la!~~ is Zwa. een homogene topologische 

1. We merken eerst op: als IG:" Z a en I is een clopen interval in 
w 

Z a, waarvoor geldt II.AZ a, dan is ook (Z a '¾.I)V\Z <lo 
w w w w 

Immers: als p=inf I, q=sup I, dan is ten hoogste een der verzamelingen 

I ={x/x <p}, I ={x/x > q} leeg; indien I :#¢ ( en/of' I f¢) dan is 
p q p q 

I V'I> Z a (en/of I """Z a), op grand van stelling 11. 
p w q w 



13 

dan is ook (in alle drie de mogelijke gevallen) I CJ I ~Z o:. 
p q (I) 

2. Kies nu p,qE Z a ; p~q. 
(I) 

Dan isp(resp.q) de doorsnede van een dalende aftelbare rij van 

clopen intervallen In (resp. Jn); z.b.d.a. Zij r1n J 1 = ~. 

Zij r0 een monotone afbeelding van Z o:,r. op Z a,J1; 
W I W 

Zij fn een monotone afbeelding van In' In+, op Jn' Jn+,• 

(n=1 1 2,3, ••• ). 

Dan is de functie f die gedefinieerd wordt door 

f(x) = f (x) als x E.I , I +1 n n n 

(n=0,1,2,3, ••• ; r0=Zwa); f(p)=q, een topologische afbeelding 

van Z a op zichzelf, die voldoet aan f(p)=q. 
(I) 

Dit betekent dat Z a homogeen is. 
(I) 

..... * Stelling 14: Als Zwa de topologische ruimte is, die uit Z a ont-
. * * L staat door identificatie van inf Z a en sup Z a, dan is Z a homo-w w (I) 

geen. 

Bewijs: volgt uit stelling 12. 

§.J.. Stelling 15: Indien Y=S+wa, en S-:,_wa, dan is ZY niet homogeen. 

Bewijs: Zender beperking der algemeenheid zij S=o+wt, met t~a. 

Z a 
(/J 

(i) Kies p=(p.). zodanig dat 
1 i<Y 

{ Vi<a jj,k : 

Vi>f3: p.=O 
... - l. 

► q 

\ 

·;, 

Het is duidelijk, dat iedere omgeving O van peen deelruimte be­p 
vat, die gelijkgeordend is met Zw£+wa• 
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Op grond van lemma 3,304.1 geldt dus 

(ii) Kies q=( q.). Y 
1 1< 

zodanig dat 

~i 3j,k: (i<j,k<Y 

Dan heeft q omgevingen O 9 die gelijkgeordend zijn met Z a. 
q w 

Dan is echter 

0(0) 
p 

a 
= w 

(iii) z8• Zwa is dus niet homogeen; hetzelfde geldt dan voor 

Z a = Z • B+w y 

typ: HvD. 
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