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De transform at i e van Schwarz - Chris­

toff e 1 en toe passing en. 

Als we in het volgende van een (vlakke) veelhoek spreken 

bedoelen we een enkelvoudig-samenhangende gesloten veelhoek. Een 

punt van het vlak, waarin deze veelhoek ligt, is of een inwendig 

punt, of een uitwendig punt, of een punt van de grens; het binnen­

gebied, het buitengebied en de veelhoek zelf zijn enkelvoudig­
samenhangende systemen .Een punt ci.::le0 on i:1 het gebied, dat links var 

een waarnemer blijft die de grens in een bepaalde richting volgt, 
heet een inwendig punt. 

Bij de behandeling van hydrodynamische problemen laat men to~ 

dat de (grens van de) veelhoek gedeeltelijk naar oneindig gaat. 

Vo orb e e 1 d 1. 

~;<,,<:::::,,~,/"//_,// A ~r ·P 00 

%l/»~/7 ])00 
Twee hoekpunten van de rechthoek ABCD liggen op oneindig. We kunnen 

deze figuur ook als een driehoek beschouwen met een hoekpun0 

(A , D vallen samen) op oneindig. Pis een inwendig punt. 
CO 00 

(Het buitengebied is gearceerd.) 

Vo orb e e 1 d 2. . p 
Aoo 8 -----------
B 00 C 

Dit diagram kan men beschouwen als een rechthoek A00 BCD 00 

waarvan twee hoekpunten Ben C samenvallen, en waarvan ook A00 en 

B samenvallen op oneindig. Er zijn geen uitwendige punten. 
00 . 

Een veelhoek gelegen in het (complexe)z-vlak kan getransfor-

meerd warden in de reele as van het 5 -vlak door een conforme 
transformatie. Het binnengebied van de veelhoek wordt getransfor­

meerd in een der halfvlakken. Het patroon binnen de veelhoek van 

de stroomlijnen en de potentiaallijnen wordt afgebeeld op een over-



2·· 

eenkomstig ~atr0on in dit halfvlak. De hoekpunten van de veelhoek 

warden punten op de r2ele as in het ! -vlak. De figuur van voor-

beeld 1 geeft het beeld: p 

Aoo .B c. J) 
' 00 

/ / l I I/ 717 I I 7 / //I l I I I I II 7/ // 

De bovenbeco:lcle tr·an3formntie berust op de s t e 1 1 i n g 

van Schwarz - Christoff e 1: 

Ste_!_ a, b, c, ... zi,1~ n punten op de reele· as van ) -vlak z6 dat 

a<b<c< .... 

Stel c,., f3, rf., ... zijn de inwendige hoe ken van een veelhoek met 

n hoekpunten z6 dat 

lX-t-/3 +[+ ... = (n-2)7':. 

De 'cr2ns:::'ormatie van het t -vlak naar het z-vlak, ~cdefinieerd 

door 

,' .,,_ \ 
\ -" / 

transformeert de r8ele as in het ~ -vlak in de grens van een veel­

hoek in het z-vlak z6 dat de hoekpunten van de veelhoek toegevo~gd 

zijr 22n_de _p1:n 1cc11 a, '.J., c., ... ~.n de inwendige hoe ken gelijk zt.Jn aan 

ex., /3, f., .. , 1'.h,t, bov ,",1r,-::i lfvla1-< is .s fgebeeld op het inwendige van de 

veelhoek. 

K kan een compl~~<:2 Wcl8::d0. a2nnenP-n. 

Een uitvc:·:i.~; '.)=Wijs v:::,1 d".?ze stelling (dat kenners van de be­

gin::clen der r; ::-::np.L2~:e-fu:1ct.1.etheorie g2en enkele moeilijkheid biedt) 

vindt men o.a. in L.M. Milne-Thomson., Theoretical Hydrodynamics 

(Macmillan., Londen), 10.2, blz. 263. De stelling is bewezen, als men 

(1) z e~n rech~c ~ij~ b~schrijft, als ! toeneemt van a tot b 

( 2) deze rechte lijn over een hoek TC - fa wentelt als t het punt l 

passeert 

(3) de 0unten tn hPt bovenhalfvlak afgebeeld warden in pun~en binnen 

( 4) de veelhoek zich sluit indien r van -oo naar en loopi_ ( 121."'gs de 

reele as). 
-~ ~ 

St.~:;_ nu}:= Ce~·- . IntP-1s·cat:te van de transformatievergelijking (*) 
geeft z=Ce 1~ f(~)+L. Door geschikte keuze van de oorsprong in het z­
vlak kan L=O gesteld warden. Wijziging van 'A geeft wijziging ':.:lll "1e 

orjentatie von de veelhoek ~n verandering van C verandert de schaa~ 
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(::: > 0, ·" reeel). Eier>'.Ji.t vclgt d,1t a:ne veelhoel-cen behorerd bi.j 

{a,b.,c, ... ; er., p, J,., ... } ~~e.i.:i.~)1-~vor;::lg ziJn. Bi.,J de toepassingfn .~n 

de hydrodynamica ko~t het erop noe~ 1lat een veelhoek ger~v~n is 

a.,b,c ., ... J.:::unnen 1vi1.lel;:curJ.g r;eko;~e,1 irnrden~ de over!.ge .1 :.lg,~er\ dan 

vast. De kcuze vsn C en van~ bepa2lt de schaal en de orien~3ti3, 
,·1,, nevi i-·•·e'"'"''"'J+· H!)>' cl·, H·~·e·1·h-)•'Cl',- f"'"t 'o~e1··'r1 1r•t'· ~s '"''!" t ;'V"\ r,1' n_;;;i t ' si',,i • ,',:-'-.!• ,. V <CdJ ... _ V t;C ... , ••• t;, ,. __ ,.t; • .,~: u ,J •• I' .I.., V "'' , ) ""'·"-' ..,,. 

-co , dan :ts een r;1et d :Lt bee ldpunt eve r>ceniw:nende factor• ln het l'.'ech­

terlid van ( :jl-) niet aam,Jt::zig. Het is e:ernakkelijl{ dlt door' een l:lm1.et­

over-gang am, tc tonen. ',ie sc:1'~r1Jven ( a ls a-+ -oo bijv.) 

( imrnePs C en "J\ 

dz 
d' s 

/' i 1\ = t.,e 

7.l.J'n, ,,,1·11.olr:,·,,, .. 1·,.,.) er'{"]"" 
.,_,_ ~ "• .-i.....J..-....~l...\...•1.,l.1., ·'-=1 j ,c.:.,.,"" a ➔ -o::,) 

(i -··1 ¥. -·'1 
( ) - b) ,. ( }' -c ) 1t: 

Toe passing 1. Afbeelding van een halfoneindige strook 
(breedte 

t 
! 
! 

a ,> O) A BCD . 
(0 co 

I 
i /•/,,/,,,, ////A 

B j I / / 1 i / I / / // . / / 00 
/ ~LL-~ . .L.LL.LL~ 

:L-/~ (//////////~<>·// J)OO 

dz 
d) -

l( 

_ .. , 
A 
,.777?//, 

of z = I( arccosh s + L. 

St;el arccosh l = O, c1an is arccosh ( -··1) ·- i 7C • 

•' I \ z - (a1~,arccosh t 
of' ) ·- ccsh('n:z/a). 

+ ·1 

)15 
ro 

Toe passing 2. Afbeelding van een oneindige strook (breedte 
a >0) A00 B00 C D 00 (JO • 

ei ~/.ill.LL/ i I • / • • J.LL.Ll.ilJ.J Ao:> 

~ 
X 

1 I 1 1 01.mTIT!lTn 00 



dz K 
Ff= 1 ' z = K log J + L 

Stel Z=0 voor J ='1 en Z=ai voor J =-'1. Dan volgt: 

z = ! log f , of '.) = e (it z/a) . 

- r-

Toe passing 3. Stroming van een vloeistof door een nauwe 
spleet. 

.B 111111111/ill Ill I I Ill /4 
00 : · 00 

;: ~ ~:o. :: 
+- ~ 

C~///l/;1/17/) 1/!//T/I//Loo 

j' 

A l711/11111rmf#J111!1/fm 1111Tf11D., 

Stel 1':m is het volume dat bij O per tijdeenheid ( en per lengte­

eenheid) binnenstroomt. Bij 0 is er dus een bron met een sterkte =m, 

en aan beide uiteinden zijn er putten elk met een sterkte = ½m. 
In het )-vlak is er nu een bron bij '.I' ='1 met sterkte =m en een put 
bij S =0 met sterkte -1m. 

De Schwarz-Christoffeltransformatie (zie toepassing 2) is hier 

De comp 1 ex e potent i a a 1 is hier 
J 1 

w = -m log(j'-1)+}m log)= -m log(y 2 - )-2 ) = 

= -m( e (;,:z/2a) -e -(ic z/2a)) = -m log sinh ~! 
Hieruit volgt 

dw m'7'C '?CZ 
-:s-:::: = - -- coth --uz. 2a 2a 

Voor z=ai is deze laatste uitkomst =0. De druk op de wand in Pis 

het grootst. De snelheid op grote afstand van de oorsprong is gelijk 
m1t 

aan 2a . 

Toe passing 4. Een verhoging in de bedding van een diepe 
stroom. 

Stel de diepte v8n de bedding van een st room ( stroo;mmelheid op 

grote afstand zij U) neemt abrupt af met een bedrag h. De bedding is 
een vierhoek A BCD en wordt getransformeerd in het 5 -vlak op de 

00 OJ 
reele as (B--+- -'1 en C -;i..'1). De transformatievergelijking is 

K + 2 l , ( r-1 )"2 

zodat 



z = 
u 

Ki/ J ~::.-1 + a rec osh '.}} t- L. 

V 
-,f--

-5--

/. --1 -1 

-7 IT////// //:e/T/l/cl/71/ 17 ])m 
Neem de oorsprong (z=O) in C, en het punt Z=ih in B. Dan is 

z ~~{JS 2-1 + arccosh J}. 
/ 

Een uniforme stroom in het z-vlak implic~ert een bron bij D00 

en een put bij A . Dit :,_13 ook het geval in het t -vlak; met snel-oo J 

heid V. Dus is w = V' J . Daarom is 

dw V • ~ = V • V).-1 . 
dz - dz K ) +1 

Op oneindig is ~: = U., j =CO. Dus U = ~ = V~ . Derhalve is 
w = hU j /'7'G • Stel t men } =cosh t, dan is de oplossing te uchrijven 
in de vorm 

z = h (t + sinh t), w = h~ cosh t. 
Jr; '" 

Merk op: de snelheid =OO bij B, en =0 bij C. 

T o e p a s 3 i n g 

een kanaal . 
Een abrupte verandering in de breedte van 

. £co // ////_/ {ILll I/~//////// / 

CooL/)7/7L~]) ~ ~--
<-­
~----

j) E , 1v 

1///)?;@///7/7 f 00 

J 
·~ \ ,. 

u 

~1/y -'I a, 

,6_:77777171~1;;.,--,--,1 /____.,,.B '1-r--r-1i7/I Ir! I I 177;7 /;1/ llT p 

Stel B00 , C00 komen in j =0 terecht, en het beeld van D zij) =1. 

Het punt Z=O nemen we in E (~ =a). 
De transformatie is hier 

~} = K ) -1 ( ) -1 i ('.) -a) -i. 
I 

Gem3kkelijk bewijst men: 



Door 1ntegratie v::.ndt :-:1en het stroom.patroon in het z-vlal<:: 

( ' ? ) D a::a 
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