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De transformatilile van Schwarz-Chrils-
toffel en toepassingen,

Als we in het volgende van een (vlakke) veelhoek spreken
bedoelen we een enkelvoudig-samenhangende gesloten veelhoek. Een

punt van het vlak, waarin deze veelhoek ligt, is Of een inwendig
punt, of een uitwendig punt, Of een punt van de grens; het binnen-
gebied, het bultengebied en de veelhoek zelf zijn enkelvoudig-
samenhangende systemen.Denpunt ag:lesen in het gebiled, dat links van
een waarnemer blijft die de grens in een bepaalde richting volgt,
heet een inwendig punt.

Bij de behandeling van hydrodynamische problemen laat men toe
dat de (grens van de) veelhoek gedeeltelijk naar oneindig gaat.

Voorbeeld 1.
jg;ﬁ// L /CV/Au)

<P

Com 2 P

Twee hoekpunten van de rechthoek ABCD liggen op oneindig. We kunnen

AN

deze figuur ook als een driehoek beschouwen met één hoekpunt
(A,
(Het buitengebied is gearceerd.)

D, vallen samen) op oneindig. P is een inwendig punt.

Voorbeeld 2, p
Aco —_— B
B A — C
[s0]

Dit diagram kan men beschouwen als een rechthoek AOOBCDOO
waarvan twee hoekpunten B en C samenvallen, en waarvan ook Aoo en
B, samenvallen op oneindig. Er zijn géén uitwendige punten.

Een veelhoek gelegen in het (complexe)z-vlak kan getransfor-
meerd worden 1n de reé&le as van het § -vlak door een conforme
transformatie. Het binnengebied van de veelhoek wordt getransfor-
meerd in een der halfvlakken. Het patroon binnen de veelhoek van
de stroomlijnen en de potentiaallijnen wordt afgebeeld op een over-



ecenlcomstig natroon in dit halfvlak. De hoekpunten van de veelhoek
worden punten op de r2€le as in het S -vlak, De figuur van voor-
beeld 1 geeft het beeld: p

Ag B < :Doo
ST T

De bovenbecdorlde transformatie berust op de s t e 1l 1 1ing

van Schwarz-Christoffel:
Stel a,b,c,... zijn n punten op de re&le as van §-vlak zd dat

a<b<c<..
Stel a,/B,&/,... zijn de inwendige hoeken van een veelhoek met

n hoekpunten zd dat

X454+ f+...0 = (n-2)x .

De trensformatie van het §-vlak naar het z-vlak, gedefinieerd

X £ 1 £ g
(%) o=y =)t (§ )T (p o)

transformeert de r=2€le as in het j-vlak in de grens van een veel-

hoek in het z-vlak zd dat de hoekpunten van de veelhoek toegevoegd

zijr aan de puaten a . b,c,... en de inwendige hoeken gelijk zijn aan

ﬁ,ﬂ_,j’,.,“ Het bovoahalfvlak is afgebeeld op het inwendige van de

veelhoek,.
K kan een compl=axe waardns aanneren,
Ten uitvesriy Lawijs vaen deze stelling (dat kenners van de be-
gincclen der ~ompinve-functietheorie geen enkele moeilijkheid biledt)
vindt men o.a. in L.M. Milne-Thomson, Theoretical Hydrodynamics
(Macmillan, Londen), 10.2, blz. 263. De stelling is bewezen, als men
aanzecocoont neefs, ot
(1) z ecn rech>e 1ijn hescarijft, als j toeneemt van a tot b
(2) deze rechte lijn over een hoek w-p wentelt als § het punt !
passeers

(3) de nunten in het bovenhalfvlak afgebeeld worden in puncen binnen
G ovesliock

(4) de veelhosk zich sluit indien § van -co naar co loopt {langs de

reéle as).

Stel onu 7 o= Cerl Integratie van de transformatievergelijking (w)

geeft z=Cel? £(5)+L. Door geschikte keuze van de oorsprong in het z-
vlak kan L=0 gesteld worden. Wijziging van A geeft wijziging vaun Ae
orientatie von de veelhoek 2n verandering van C verandert de Schaa%
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(C >0, n redel). Hieruit volgt dat alle veelhoeken behorend bij
{a,b,c,...; o, f ,d’,...} gelijkvormig zijn. Bij de toepassingen In
de hydrodynamica komt het erop ncer dat een veelhoek gegeven is
(i.h.a. met een of meer hoekpunten op oneindig). Drie ounten van
a,b,c,... kunnen willekeurig gekozen worden, de overige liggen dan
vast., De keuze van C en van A bepaalt de schaal en de orientatiz,

Als een hoekpunt van de¢ veelhoek het beeldpunt is van } =00 of
-0, dan 1s een met dit beeldpunt overeenkomende factor in het rech-
terlid van (%) niet aanwezig. Het is gemakkelijk dit door een limiet-
overgang aan te tonen. e schrijven (als a -+ -00 bijv.)

- & 41 & 1 B -1
F-ce®™ ()T (5-a)T (5 -p)
(immers C en A zljn willekeurig) en (als a — -0 )
£ -1 £ -1
9—:’;—; ce™ (§-0)T  (§-0)"

Toepassing 1. Afbeelding van een halfoneindige strook
(breedte a > 0) A BCD

LA

BAL L B

V4 -1 + 1
?////////////x// D, 7777 777777 AT A

%E = § . of z = K arccosh §+ L.
‘S (y “‘_q).«z
Stel arccosh 1 = O, dan is arccosh (-1) = 1w .

Er volgt: = (a/w)arccosh §

z
of § = cosh(rz/a).

Toepassing 2. Afbeelding van een oneindige strook (breedte

a>0) A_B _C_D
o0 o0 o oo

% 3

Baas /111111114 UV!J//////Aw
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X
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dz _ K
as 5’
Stel z=0 voor § =1 en z=ai voor ¥ =-1. Dan volgt:

_ bez/a)

z =K log v + L

e

log | of y

4l

Toepassing 3. Stroming van een vloeistof door een nauwe

spleet.

o, LLLL LU LI, ; &

a h7S {\}\ﬂv
= S = WA B
N i s

Stel wxm is het volume dat bij O per tijdeenheid (en per lengte-
eenheid) binnenstroomt. Bij O is er dus een bron met een sterkte =m,
en aan beide uiteinden zijn er putten elk met een sterkte = 3m.
In het 3—v1ak is er nu een bron bi) 3:1 met sterkte =m en een put
bij ¥ =0 met sterkte =sm.

De Schwarz-Christoffeltransformatie (zie toepassing 2) is hier

} - e(nz/a)

De complexe potentiaal is hier
L A
W= -m log(f -1)+sm log § = -m log(¥ 2- §72) =

@tz/Qa)_e—an/Za)) - -m log sinh =2 .

= -m(e 55

Hierult volgt

Voor z=al 1s deze laatste uitkomst =0, De druk op de wand in P is
het grootst. De snelheid op grote afstand van de oorsprong is gelijk

mr
aan —=—— .,
a 2a

Toepassing 4., Een verhoging in de bedding van een diepe

stroom.

Stel de diepte van de bedding van een stroom (stroomsnelheld op
grote afstand zij U) neemt abrupt af met een bedrag h. De bedding is
een vierhoek AOOBCDOD en wordt getransformeerd in het T-vlak op de
reéle as (B~+ -1 en C—»1). De transformatievergelijking is

—t

Q

=

a5 - K(§ +1)

zodat

e

( ‘Il}f% = Ki’ £ : NI
J (s 2-nF (5 -



’ " z = K{V_yz-ﬂ + arccosh j} + L.
A = B | T
T y
Z

U <« -

G TR T 0

Neem de oorsprong (z=0) in C, en het punt z=ih in B. Dan is

z = 4 {V 5 2.1 + arccosh 5 } .

Ky

Een uniforme stroom in het z-vlak impliceert een bron bl] DOO
en een put bij Aoo’ Dit is ook het geval in het j -vlak, met snel-

heid V. Dus is w = V § . Daarom is
E-I_V_\I. = V ° ———i—d( = y—' ° V "5—""—/] .
dz dz K ¥
Y I _ . Vg o
Op oneindig is &~ = U, { =c0. Dus U = ¥ = 5 - Derhalve is

W o= hUj‘/w;. Stelt men J =cosh t, dan is de oplossing te schrijven

in de vorm

h . hU
Z = (t + sinh t), w = — cosh t.

Merk op: de snelheid =c0 bij B, en =0 bij C.

Toepass ing 5. Een abrupte verandering in de breedte van

een kanaal.,
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Stel B Cgo Komen in y =0 terecht, en het beeld van D zij | =1.
Het punt z=0 nemen we in E (§ =a).
De transformatie is hier

dz %

ay - K‘S'W(K -1)%(3 -a)72,

,
Gemakkeli jk bewijst men: :
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- o
K =nh/e , 2 =ho/ke.

Door integratie vindt men het stroompatroon in het z-vlalk:

h 14t 1 4. bt 2
z = % (log TF - p 198 5?5) (b=a)
2 eWﬂ/(Uh)~b2

ewmy(bu)_1
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