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De stelling van KUHN en TUCKER als generalisatie van

klassieke optimalisatiemethoden

Onder klassieke optimalisatiemethoden Verstaan wij de uit de analyse
bekende methoden om maxima en minima te berekenen. Wij brengen de vol-

gende stellingen in herinnering.,

Stelling 1. Zij f(x) een reéle n keer differentieerbare functie (n > 2),
f(v)(id =0 voor 1 < v < n=1,
£ &) 4o,
dan volgt uit

even , f(n)(f) > 0: f( heeft een relatief minimum in x = x

n ) x) = X,
n even , f(n)(E) < 0: f(x) heeft een relatief maximum in x = x,
n oneven, f(n)(E) > 0: f(x) stijgt in x = x,
n oneven, f(n)(z) < 0: f(x) daalt in x = x.
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Stelling 2. Zijn £(X) en g.(X) (i = 1,...,m) re8le differentiecer-

bare functies van n variabelen Xys eens Xos
zijn b1, ... b constanten,
e : m -
Zij F(X,Y) = £{X) « | yiEji - g{(X)J, (1)
3=1 » =
zij'ﬁ?ﬁe verzameling van vektoren X, waarvoor
gl(X) = bi (i = 1s°'°5m>$

Z13 g)de matrix van de le parti&le afgeleiden van de
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functies gi naar de variabelen x55 dus i7= ( SET-)’

i
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dan kan, wanneer rang (Z) =m in X = X, de functie f(X) op ¥ slechts

dan een extreme waarde bezitten in X = X, wanneer er een vektor

Y = Y bestaat, zodanig dat
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Stelling 1 kan bewezen worden met behulp van de formule van TAYLOR; er
bestaan generalisaties van, die uitspraken doen omtrent extreme waarden
van functies van n variabelen.

Stelling 2 (LAGRANGE) wordt bewezen door gebruik te maken van stellingen
over impliciet gegeven functies. De stelling kan uitgebreid worden tot
a) een stelling die ook geldt voor het geval waarin rang %?) in X = X
kleiner is dan m en b) een steiling dis niet alleen nodige maar ook vol-
doende voorwaarden voor een extreme wasrde in X = X geeft. Zie b,v.

C. CARATHRODORY [1] of G. HADLEY [2].

In stelling 1 en de generalisatie daarvan kunnen alle variabelen vrij
variéren cover de reéle as. In stelling 2 is deze vrijheid beperkt door-

dat de functie £(X) niet onderzocht wordt op de gehele ruimte E , doch

1)

Skalairen worden sangegeven met X, ¥, a, b, ..., vektoren met

X, ¥, A, B, ..., mabtrices en verzamelingen metbﬂﬁég,?f: ceo o
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slechts op een deelverzameling v daarvan, bepaald door de vergelij-

kingen

g.(X) =b. < (i =1,...,m), ' ‘(u)

Men kan zich afvragen of het ook mogeliil is nodige en/of voldoende
voorwaarden te geven voor het geval waarin de verzameling ”wvan toe-
=7

gelaten vektoren -7 bepaald wordt door voorwaarden in de vorm van on-

gelijkheden

g.(X) < b. (1= 1y00.,m). (5)

De stelling van KUHN en TUCKIR Ei] geeft een antwoord op deze vraag
wanneer
a) de functies gi(X) differentieerbaar zijn en convex,

b1) convex in het minimali-
/ seerprobleem,
b) de functie f(X) differentieerbaar is en
b2) concaaf in het maximali-
seerprobleem.
Definitie 1. Een verzameling vyin E is convex, als voor ieder element

Aeﬁp, ieder elcment Bezy/en iedere A, 0 < A < 1, geldt

(1 - M)A + ABel. (6)

Definitie 2. Een functie f(X), gedefini&erd op de convexe verzameling

1Win En is convex als voor ieder element Ael, ieder

elcment 35292 en jedere A, 0 < A < 1, geldt
FO(1 = M)A + AB) < (1 = A)F(A) + AF(B). (7)

Definitie 3. Fen functie f(X), gedefinierd op de convexe verzameling
vV in En is concaaf als voor ieder element AEZ?: ieder

element Be ¥ en iedere A, 0 < A < 1, geldt

F((1 = XA + AB) > (1 = A)f(A) + Af(B). (8)

Stelling 3. Zij f(X) een concave, continu differentieerbare functie op

het inwendige van de convexe verzameling ¥ in En’




zij V£(X) de gradient van £(X),
dan geldt voor iedere A uit het inwendige van Ven

iedere BeV
£(B) < £(A) + (B - A)'vE(4A). (9)
Bewijs. Uit (8) volgt voor 0 < X < 1

((1~X)A + AB) - £(4a)
5 .

£(B) < £(a) + £ (10)

Toepassing van de formule van TAYLOR op f((1-A)A + AB) = f£(A + A(B-A))
leidt tot
f(A + X(B-A)) = £(A) + A(B-A)'VF(A+BA(B-A)) met 0 < 6 < 1.
Substitutie hiervan in (10) geeft:
£(B) < £(A) + (B-A)'vr(A+6A(B-4)).

Laten wij hierin A naderen tot 0, dan wordt (9) gevonden.

Wij bekijken vervolgens het zogenaamde concave programmeringsprobleem:

maximaliseer f(X)

onder de voorwaarden gi(X) < b (i =1,00.,m) (5)
X >0, (11)

waarin de functies gi(X) convex zijn en continu differentieerbaar en
de functie f(X) concaaf en continu differentieerbaar voor alle niet-

negatieve X.

Stelling 4. Zzij f£(X) concaaf en continu differentieerbaar voor X > 0,
zijn de functies gi(X) (i =1,...,m) convex en continu
differentieerbaar voor X > O,

zijn b soas bm constanten,

E
. . m

ZlJ F(X,I) = f(X) + Z Y1E1 = gi(X)]a
i=1

zij'tfae verzameling van vektoren ¥ waarvoor gi(X) i_bi

(i =1,...,m)

en X > 0,




z1j Y een niet-negatieve vektor en'isbt zodanig dat

m
ve(X) - ) S;i Vgi(i) <0 : (12)
i=1
[vﬂx) - 7 ¥; Vgi(X)-J'X =0 (13)
1=1
m -7 =
L [bi e )1 7, =0 (14)

dan bereikt f(X) de maximale waarde op}} in X = X.

Bewijs. Uit gi(X) convex volgt -gi(X) concaaf. Toepassing van formule
(9) op f£(X) resp. -gi(X) geeft

£(X) < £() + (X - D)'ve(@) (15)
-g. (X) i-gi(i) - (X - i')'Vgi(E). (16)

1

Voor een willekeurige XeJblijkt met behulp van (12) t/m (16):

m
£(X) < F(X) + ) y.|b. - g.(X)] <

m m
< £(X) + (X=X)'VE(X) + ) '§i E>1 - gi(SE):l - )5 (X-X)'Vgi('i) =
i=1 i=1
— — oo — . - oo — —
= £(X) + X' LVf(X) - ) yngi(X:I - X rvf(X) - v;Ve (X)] = £(X);
i=1 i=1

m.a.w. £(X) is het absolute maximum van f(X) op -

Stelling 5 houdt dat deel van de stelling van KUHN en TUCKER in, dat
zowel gemakkelijk is te formuleren als eenvoudig tefbewijzen, Het
tweede deel van de stelling leert dat de voorwaarden (12) t/m (14)
ook noodzakelijk zijn voor een maximum mits de door (5) en (11) gede-

finiéerde verzamelingifﬁnldoet aan bepaalde regelmatigheidseisen,

-



de zogenaamde "constraint qualification”. Deze regelmatigheidseisen °
kunnen zowel meetkundig worden geinterpreteserd als in de vorm van voOr=-
waarden, vergelijkbaar met de voorwaarde rang (55 =m ult stelling 2

en de existentis van bepaalde parti&le differentiaslquoti&nten.

Specialiseert men de stelling van KUHN en TUCKER, dan kunnen daarult
afgeleid worden:

1. nodige en voldoende voorwaarden voor een maximum in een lineair

2. nodige en voldoende voorwaarden voor een maximum 1n een kwadra-
tisch programmeringsprobleem,

3. stelling 2 en de uitbreiding daarvan tot voldoende voorwaarden.
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