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LINEAIRE AFHANKELIJKHEID 

In de theorie van de vectorruimten speelt het begrip 

lineaire afhankel1jkhe1d een belangr1jke rol. Het wordt 1n 
twee vormen geformuleerd. 
1°. Een vector a is linea1r afhankelijk van een (eindige) 

verzameling A van vectoren; h1ervoor voeren we de notatie 
a < A in ( ontkenning: a-/: A). 

2°. Een (eindige) verzamel1ng A van vectoren is 11nea1r af­
hankelijk; hiervoor gebruiken we < A ( ontkenning: 1, A, 

A 1s lineair onafhankelijk). 
Het tweede begr1p is direct uit het eerste af te leiden 
als volgt: 

< A geldt dan en slechts dan als er" een a a A bestaat, zo dat 

a < A \ {a} ge ldt. 

We bespreken een ax1omat1sche opbouw voor deze begrippen. 
Voor het begrip 1° 1s deze te vinden in (1). 

De letters, A,B, ... duiden e1nd1ge deelverzamelingen en 
de letters a,b, ..• elementen aan van een vaste verzameling S. 
Het aantal elementen van A noemen we I Al. Er z1J een relatie 
a< A gedefinieerd; we definH!ren A< B, ala a< B voor alle a & A 

geldt, en A <> B, a ls A < B en B < A geldt. We stellen de volgende 

axioma's op: 
1. Uit a f. A volgt a <A. 

2. Uit a<A, bl A en a.f.A\ lb} volgt b<(A\{b}) v ta}. 
3 . U1 t a < A en A < B volgt a < B. 
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Hieruit zijn de volgende stellingen af te leiden. 
A. Als a < A en A c B, dan a < B. 

B. Als < A en A c: B, da n < B. 

C. Als < A, a E. A en i: A\ f,a } , da n a < A \.{.a} . 
D. Bij A bestaat een BcA; zodat ,#.Ben A <B. 

E. De re la tie <> is reflexief, symmetrisch en transitief. 

F. (Uitwisselingsstelling). Als-,: A ~n A< B, dan is er een 

C c:B met le\= f AL zo dat A u(B,c)<> B (i.h.b. geldt 
jA\~ IB\). 

Men heeft ook axiomastelsels opgesteld voor het begrip 

2° (zie [2]). Dit begrip is eenvoudiger, omdat het een eigen­

schap van een verzameling betreft in plaats van een relatie 

tussen een element en een verzameling (of tussen twee ver­

zamelingen). Men kan dit geval ook beschrijven met een z.g. 

onafhankelijkheidsfunctie f : f(A) = 0 als < A, f(A) = 1 
als f. A. 

A,B, ... zijn weer eindige deelverzamelingen van een vaste 

verzameling S. Voor het begrip < A stellen we de volgende 
axioma 's op: 

I. Ui t < A en A c B volgt < B. 

II. Ui t f: A, f. B en I Bl = I A I + 1 volgt, da t er een b 2. B \ A 

bestaat, zo dat 1, Au {b} geldt. 

Uit de geldigheid van 1.,2. en 3. volgt de geldigheid 

van I. en II. We beperken ons nu verder tot het stelsel I., 

II. en noemen een verzameling met <, die aan I., II. vol­

doet een onafhankelijkheidsverzameling. Het volgende re­

presentatieprobleem kan nu gesteld worden. 

Als Seen eindige onafhankelijkheidsverzameling is, 

bestaat er dan een eeneenduidige afbeelding van 3 op een 

verzameling T van vectoren in een vectorruimte, zodat afhan­

kelijke (resp. onafhankelijke) deelverzamelingen van S cor­

responderen met lineair afhankelijke (resp. onafhankelijke) 

verzamelingen van vectoren in de gebruikelijke zin? 

Hierbij kunnen voor de scalaren van de vectorruimte nog ver­

schillende veronderstellingen warden gemaakt; zoals voorge­

schreven lichaam, willekeurig lichaam of delingsring. 
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In [5] is het negatiev~ antwoord op bovenstaande vraag 

in sterke zin gegev~n: een voorbceld van ~e~ onafhankelijk­

heidsverzameling die niet repres~nteerbaar is in een vector­

ruimte over welk~ delingsrlng dan ook. In (SJ staat een 

eenvoudiger voorbeeld, dat gebruik maa~t van een vlakke, 

projectieve meetkunde J d:le niet aan aet ax1oma van Desargues 

volcloet. 

Na dit negatleve antw0ord blijft de vraag naa~ extra­
voorwaa rd en, die dL, rep rescnteerbaa rh£: id waa rborgen. Ool-c 

over de representeerbaarheid in vcctcrruimten over verachil­
lende licha~en ~n de samenhang dGartussen kunnen uitspraken 
\•'orr1,.:,11 g""cl:::ia-r .. 0" 1~ r;,) ,,,, ·',•-1 )-,1,,,-,c,v······, r'"" 1.ll''"at··rl te y 4 n_ 'II ._.._ .. .._,...,,..., ~ o;,,.li ,.J t,t ..:-i..l.,,..Jl• ,~.r.,.,..,.,,..,.,.1(;.,1,, .'v0, L'C C:.:, J.li~ 

den. We noemen en1g0 voorbeelden. 

Er is een betrekkelijk eenvoudige nodige en voldoende 

voorwaarde bekend voor representeerbaar~eid in e~n vector-
1 t ~~In) ,, rum e over u~~~ . Ais een ona f'ha nke liJkhe idsve rzame ling 

representeerbaar is in een vcctorruimtc over een 11chaam K 1 

dan ook over een eindige, algeb~a!sche uitbre1d1ng van het 
' 

priemlichaam van Ken ook over GF(p) voor oneindig veel 

priemgetallen p. 
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