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De stelling van Desargues 

Een projektief vlak is een verzameling V van elementen, genaamd 

punten (P,Q, .. ), en een verzameling v van deelverzamelingen van V, ge­

naamd lijnen (p,q, .. ), waarvoor geldt: 

P1 Door twee punten hoe oak verschillend gekozen gaat ~~n lijn. 

P2 Twee lijnen hoe ook verschillend gekozen hebben ~6n punt ge­

meen., 

PJ Er zijn vier punten waarvan geen drie op een rechte lijn lig­

gen., 

Analoog kan men een meerdimensionale proJektieve ruimte definieren. 

Voeirbeelden: 

a., V bestaat uit de punten en richtingen in een gewoon (euklidisch) 

vlak. v bestaat ult de gewone lijnen elk uitgebreid met ziJn rich­

ting ~n de verzameling van alle richtingen. (Een richting is een 

1ompleet stel onderling evenwijdige gewone lijnen). 

ho V bestaat uit de lijnen door een vast punt O in de gewone driedi­

mensionale ruimte. v bestaat ult de vlakken door O. 

e. V(v) bestaat uit de 66:ndimensionale (tweedimensionale), (rechts-) 

deelruimten van een driedimensionale vektorruimte over een wille­

keurig scheef lichaam L. I vektor (x,,,.,x:::i,x..,); eendimensionale ruimte 
I '. I - _) 

(x1 /' ,x2 t ,x3r ) ( (' variabc-1 in L)_l. 

De bewering van Desargues luidt: Indien de ovcreenkomstige zijden 

van twee driehoeken elkaar sniJden in drie kollineaire punten, dan 

zijn de verbindingslijnen van overeenkomstigc hoekpunten concurrent, 
en omgekeerd. 

De bewering van Desargues geldt niet biJ de algemene boven gege­

ven definitie van een projektief vlak. Hij geldt w~l voor de genoemde 

voorbeelden en heet dan de stelling van Desargues. 

Bewijzen: 

1. Een bekend analytisch bewijs ontstaat door herhaaldelijk gebruik 

te maken van de eigenschap dat drie lijnen dan en slechts dan concur­

rent zijn indien zij de nulniveaux zijn van (links-) lineair afhanke~ 

lijke (links-) lineaire homogene functies in de koordinaten. Dit be­

wijs geldt voor geval c. 
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2. De figuur van Desargues kan warden opgevat als centrale projektie 

van twee driehoeken in een vlak met evenwijdige zijden 3 die dan een 

gelijkvormigheidspunt hebben. Dit ge12ft een bewijs dat geldt voor a, 

b enc. 

3. De figuur van Desargues kan warden opgevat als de projektie van 

de snijlijnen van vijf vlakken in een driedimensionale ruimte. Dit 

geeft een bewijs dat geldt indien het gegeven vlak ingebed kan warden 

in een projektieve driedimensionale ruimte (zoals dat h8t geval is 

bij a., b en c) . 
4. Een elegant bewijs dat geldt voor geval c berust op de invariantie 

van de dubbelverhouding bij projekties (zie fig.) 

Voor een willekeurig punt Pop lN geldt bij de volgende projek­

ties, na elkaar uitgevoerd, dat het beeld weer Pis. 

Daaruit kan men concluderen dat de lijnen A1c1 , A2c2 en UV con­

current ziJn. De bedoelde projekties zijn bepaald door de werking: 

De stelling van Desargues neemt om de volgende reden een belang­

rijke plaats in: 

Stelling: De volgende eigenschappen betrcffende een projektief 

vlak (P 123 ) zijn gelijkwaardig: 

'1. De bewering (stelling) van Desargues geldt. 

2. Men kan ko~rdinaten invoeren z6 dat het vlak een ko~rdinaten­

vlak is zoals onder c genoemd. 

3. Zijn ABCDA'B'C'D' punten z6 dat geen drie onder ABCD en geen 

drie onder A'B'C'D' kollineair zijn, dan bcstaat een kollineaire af­

beelding t met tA=A', tB=B 1 , tC=C', tD=D'. 

Er bestaat dus een grote groep kollineariteiten. 

Als onderdeel van deze stelling wordt in de voordracht gedemon­

streerd hoe men kollineaire afbeeldingen (translaties, meetkundige 

vermenigvuldigingen) kan construeren, indien de stelling van Desargues 

geldt, 



-" .. 

" 

-3-

Voorbeelden van vlakken waarvoor de bewering van Desargues wel 

en niet geldt. 

(wel) 

I 

III 
(niet) 

, , 
Ii 

'/ ,, 

\ 

II 

/ 

IV Een reeel analytisch niet-Desargues vlak is het volgende (zie (3) ). 

De "lijnen 11 zijn de deelverzamelingenpunten van een reeel projek-

tief vlak, met de vergelijkingen 

X = p + y C O t g (C, + f y 2 Sin 2 *1 
' 1+y2 

f = 0 ,01 

of x = p, of y = p, alsmede de oneigenlijke lijn. 
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