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De eindige functie f(x) heet convex op (a,b), als voor a< x«£b,
a<y<b steeds f(}-c-gl)é 1/2 [£(x)+£(y)] is (definitie van Jensen).
Voor p rationaal en o< p<1 laat zich dan afleiden:

(1) £ [px+(1-p)y J £ po£(x)+(1-p) . £(¥).

Is f(x) bovendien continu op (a,b), zo is (1) ook geldig bij p re€el.

A. f(x) continu en convex.

Is voor één waarde van p tussen o en 1 (1) waar met het gelijkte-
ken, zo geldt in (1) het gelijkteken voor iedere p tussen o en 1,
m.a.w. het de punten (x,f(x)) en (y,£(y)) verbindend lijnsegment is
deel der grafiek van y=f(x). R

Noemen we f(x) concaaf voor -f(x) convex, zo laat zich deze eig.
generaligseren to%: '

Een in (a,b) continue functie is daar dan en dan alleen convex
of concaaf, zo haar grafiek met iedere rechte hoogstens een segment
of halfgesloten interval en geen verdere punten,of hoogstens 2 verschil-
lende punten gemeen heeft. _

Een in (a,b) continue convexe functie is Of monotoon in (a,b)

Of heeft een minimum (x,) met a <x,< b, in welk geval ze niet toe-
nemend is voor a<x£x, niet afnemend voor x S x<b.

Lit.: Bonnesen,Les problémes des isopérimétres et des isépiphanes.-
Coll. Borel 1929, chap.é. Haupt u. Aumann, Differential- und
Integralrechnung. Band I (1938),Hr. 3.8. '

B. leferent1eerbaarhe1dselgenschappen.

I. Een in (a,b) continue convexe functie f(x) bezit daar niet af-

nemende linkszijdige en niet afmemende rechtszijdige afgeleiden,
f(x), D f(x), met le(x)CTD f(x).

Behalve in aftelbaar veel punten is f(x) in (a b) overal differentiecr—~

baar. . ' .

Lemma.Is f(x) continu op segment [a @} en 1. en r. differentiecr-
baar op interval (a, b), zo is er een puntgw(a.b) met de eig, dat
ELE%*iLél ligt "tussen“Ile(E ) en D oL (g ).

Uit dit lemma en de knikkenstelling voor functies (zie b.v. Haupt,
l.c.p.151) volgt: ‘

IP18, Heert £(x) op (a b) niet afnemende 1. en niet afnemende
r. afgeleiden, zo i1s f(x)-daar convex.

Definitie der Symmetrische afgeleide: D f(x)=lim f(x+h)*f(x-hl

8ymm L0 =
II. Een in (a,b) continue convexe functie bezit daar een nlet afn.' 

symmetrische afgeleide. (Volgt uit I). ;
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Lemma. Is f(x) continu op [? v} en symmetrisch dleerengigergaar
op (a, b), zo zijn er op (a,b) punten 51,§Amet de eig. dat “LE%E_L“l
ligt"tussen" D f(é,) en Dsymm (gL

Dit geeft met.de definitie van Jensen.

Ilbls. Is f(x) op (a,b) continu en symm.diffbaar me? DSymm f(x)
niet afnemend, zo is f(x) daar convex.

I1T e. IIIbls. Nodig en voldoende voor de convex1ta1t van een in

(a,b) confinue functie f(x) is dat in ieder punt x van (a,b)
lim sup f(x+h) +f(x-h) -2f(x) 2 0 is.

h—=o h2 ’

Gevolg: het lemma van Schwarz over de gegeneraliseerde 2e afgpeleia..

Lit.: Haupt u. Aumann, Band II (1938), Nr.2.1.——Iyengar,C.r.s5oc.
Sci Varsevie 31 (1938), p.108 e.v: ' |

C. Is f{x) convex in (a,b) en in één deelsegment n;et begrensd naar
boven (naar beneden), zo geldt dit voor ieder deelsegment. ‘

Is f(x) convex in (a,b) en in één deelsegment begrensd naar boven, zo
20 18 ze 1n ieder punt van (a,b) continu.

Gevolg:ken in één punt discontinue convexe functie is overal dis-
continu; ze is in ieder deelsegment niet begrensd naar boven en '
daarln Of steeds begrensd naar beneden Of steeds niet begrensd naar
beneden o -

Beide typen van discontinue convexe functles bestaan (onder aan-
name van het keuzeaxioma). .

Lit.: Haupt u. Aumann, Band I, Nr.3.8.— F. Bernstein u. Doetsch,
Math.Ann. 76 (1915), Voor additievé functies: Sierpinski en
Banach in Fund.math. I ;(1920),van der Corput in Huclides 17 (1940).

Voor toepassingen en generalisaties lit.: Haupt u. Aumann,Bd.I,
Nr.4.6; Bd II,Nr.2.3. —— Hardy, Littlewcod a. Polya, Inequalities,
Cambridge 1934. — Popoviciu, Les fonctions ccnvexcs Act.sei. |

992 (1945) (met witvoerige bibliografie).
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