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Enige eiaenschappen van ee:n zeker tzpe determinanten 
door 

H.J.A. Duparc en W. P&remans. 

::atelling 1..B~~ ~en d1:a1ilemrln~nt A = J a1 jl van de n6 orde met de eigen­
eoha.ppen 
( 1 ) a1 j ~ 0 v oor i , j = 1 , ••. ,, n en 1 t j ; 

'(2) k a1k ~ 0 voor i = 1, ••. ,n. 

Dan is A~ o • 
. Bewi;ts: Voor n = 1 is de etelling trivia.al. Onderstel dus n-' 2 en neem 
e.a.n, da.t voor determinanten van een ordein-1, die bovenstaand.e twee ei­
gensohappen bezi tten, de stalling reeds bewezen ie. Stel voor i = 1, ••• ,n 

verder bi = r-. n a 1k; dan is b 1 l O; a 11 = -f::. ... . aik + b 1 • Substitueert 
~ k=1 

k;{i 
men deze waarde voor de elementen a11 (i = 1, ••• ,n), dan pat A over in 

een polynoom, dat mult~lineair is in de grootheden b1, ••• ,bh. De coeffi­
eUmt van het hierin bptredende niet negs.ti eve product b'V ••• b)) 

1 m 
( Y1 , • •• ,}Im is een combine.tie van m der gei.alleh 1, ••• , :h) 1 £ m w n-1; 

noem de overige n-m der getallen 1, ••• ,n jipg /J', , .. "•/Ln-m) is een hoofd-

,minar Dn-m van A van de orde n...,, waarvoor kennelijk •it .. ~. sch .. ap. ( 1) 
·· geldt en met eigensohap ( 2) is dat ook het geval, want a,ci. "' ~ 0, 

= ✓ J.l"lc 

omdat ~ a1k ~ 0 en aij ~ 0 voor 1 ~ j,. Wegens inductieonderstelling 

is dus de dete1m1inant Dn-m van de orde n-m zeker ~ O. Verder is D0 = 1 

en Dn is een deteinninant, waarvan de so• der elementen van elke rij nul 
:1s, dus Dn = O. Derhalve is A a.ls de aom van termen, die, 0 z.ijn, z.elf 
ook ~ O. 

Stellip.g 2.Als een determinant A• \a1 j\ de eigenschappen 
. 

(1) a1 j ~ 0 voor 1,j = 1, ••• ,n; 1 ~ j; 

n 
1 ( 3) !: a 1k > O voor i = 1 ,. •• , n 

k=1 
Ii 

!1bezi t, is zij posi tief. 

~Bew13~u Voeren wij evenals in het bewijs van stalling 1 de grootheden 

tb1 , ••• , bn in, dan Tolgt ui t (J) dat deze n grootheden alle posi tief zijn. 

iDe determinant A t.s dan weer een au.ltilineaire vorm in b1 , ••. , bn, waa.rvan 
l1 
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&llce tent~ O 1e, tarwijl de hierin optredende term b1 ••• bn) 0 is. 
Derhalve ia A> 0. 
,~telling J. Laat A= la1 j\ een determinant van de orde n zijn, die vol-

doet a.an de relatie {1) en verder aan 

(4) ~ aik • 0 voor i = 1, •.• ,h en r aik > 0 voor i = h+1, ••• ,n. -s, k=1 
Dania Adan en slechts da.n gelijk a.annul, a.ls iedere hoofdminor van .A, 
welke ontstaat ui t A door daarin elk of sommige der h+1 e, ••• , n6 rij 

en kolom t& schrappen, gelijk is aa.n nul. 
;1&wijs: Voaren wij weer, evenals in hat bewijs van stalling 1 de groothe­
t4en b1 , •.•.• ,bn in, dan is b1 = ••• = bh = O; bh+1 ) O, ••• ,bn) O. Is .A= 0 , 
dan is in A, geschreven ale multilineaire vorm in b1 , ••• ,bn dus in 
bh 1 , ••• ,b, elke ~arm gelijk a.annul. Zij M een hoofdminor van A, die 

• + n e e 
pntstaat door enige der h+1 , ••• , n rij en kolom in Ate soheppen. 

Laat dit de v18 , ••• , Vm8 rij zijn (waarbij due)),, ••• , ~m een combinatie 
1e van m uit de n-h ge~allen h+1, ••• ,n met m ~ n-h). Qmdat in A de term. 
by ••• b~ M optreedt die nul is, is M = O. Is omgekeerd gegeven, dat elke 
bobtdmin!r van A nul is, die uit A ontstaat door elke of sommige der 
b+1 9 , ••• ,n8 r1j te schrappen, dan is in A ale multilineaire vorm in 
~h+1 , ••• ,bn elke term nul, due A= o. 
ftelli;ng,4. Ale een determinant A= ,a1 j\ voldoet aan de relatie (1) en 

( 5) ~ a.ik = 0 ( ::l = 1 , ••• , n) , r:o 
tan is elke hootdminor van de orde n-1 in A positief of nul. 
fewija: Wegens {5) an (1) is de som der elementen van een rij van een 
~oofdminor van A zeker -',,0, zodat voor die hoofdminor de T0orwaarden van 
~telling 1 vervuld zijn, wa.a.ruit volgt, dat die hoofdminor, 0 is. 
ftelling 5. Ale een determinant A= la.1 j1 van de n8 orde de eigenschappen 
(1) en (5) bezit, dan bezit zij da.n en slechts dan een hoofdminor van de 
~rde n-1 die nul is, a.ls er een getal h bestaat met 1 ~h ~n-1, zodanig, 
~at a1 j = 0 voor i = if, ... , ih; j = jh+ 1 , •.• , jn, waarbi j de getallen 

11, • •·· ·, ih, jh+1 , ••• , jn een permute.tie vormen van de getallen 1 , ••• , n. 

l3enje: (1 8 deal) I.aat allereerst de laatste eigenschap vervuld zi~n en 
due een getal h met bovengenoemde eigensohap besta.an. Z-Onder de algemeen­
beid te echaden, mogen wij aa!memen, dat a1 j • O voor i = 1, ••• ,h en 
~ • h+1 ••••• n. Beschouw een hoofdminor Dn_1 van de orde n-1, die uit A 
~ntataat door een rij en kolom te schrappen met rangnummer ~ h+1. Alw'd~r 
, onder de algemeenheid te schaden, mogen wij aannemen, dat de n8 rij en 
oloa peob.rapt z1jn. Da.n is die. hoofd:minor gelijk a.an het product 
B.u-h-1' waarin ~ de hoofdmirlor is van A, die de 18 , ••• ,h8 rij bevat 

h 3n-11-t in Dn_1 de ·coiaplementaire hoofdminor van 11i. Wege·n:s ( 5) 



en wegena a1 j • O voor i = 1, ••• ,h en j = h+1, ••. ,n ia 

~ aik • 0 voor i • 1 , ••• , h, 

dua I\ a o, due Dn-i • O. 

Operking. Wij sien due tevens, dat A onder de beschouwde voorwaarden 
ten minste n-h hoofdminoren bezit, die nul zijn. Dat niet elke hoofd­
minor van A nul is, blijkt b.v. bij de determinant 

I :i :i ct\ 
waarin a,b,o 

hoofdmin<>r\_! 

en d poei tieve getallen zijn. Hier is h = 2, maa.r du 

~d\i- o. Voegt men aan (5) nog de rele.ties f:. aik = 0 
0 1=0 

·voor k = 1, ••. ,n toe, dan kan men geheel ala hierboven a.antonen. dat wel 
ellte hoofdminor van de orde n-1 van A nul is. In dat geval bezit A een 

! rang ~ n-2, aangezien a.lle minoren van de orde n~1 van A op grond van ( 5) 
gelijk en wal nul zijn. Dit laatste treedt b.v. op ala men behalve (5) 
ook!.,nog eist, dat A symmetrisch is. 

Thane gs.an we over tot het tweede gedeelte va.n het bewijs van stal­
ling 5 en onderatellen, dat ind~ determinant A, die voldoet aan (1) en 
(5) een hoofdminor van de orde n-1 gelijk is aan nul. Wij mogen aanne­
men, dat dit de hoofdminor Dn_1 is, die uit A ontataat door de n8 rij en 
kolom weg te laten. Indien a1n = O voor i = 1, ••• ,n-1, dan is de stelling 
reeds bewezen met h = n-1. Indien a1n ~ 0 voor i = 1, ••• ,n-1, dan ka.n. 

wegena ~=~ a1k = - a1n > O op Dn-l stelliftg 2 worden toegepast, die ona 

leert, dat Dn_1 > O is in strijd met de onderstelling. Bijgevolg treden 
. er onder de elementen a1n, ••• ,an_1 ,n enige op, die nul zijn en enige 
die negatief zijn. Zonder de algemeenheid te sohaden, mogen wij aanne­

men, dat a1n = ••• = apn = O; ap+1 ,n .(o, •.. ,an-1 ,n < o. Hierin is 
1 ~ p 1' 11-2. 

Besohouw nu de deelm.atrix :M = fl a1i ( i = 1, ••• , p; j = p+1, ••• , n-1) 

van Dn_1• Er zijn nu twee gevallen mogelijk: 
h Zijn alle elementen hiervan nul, dan is de stalling bewezen met h = p. 
2. ffiet alle elementen van M zijn nul. 
In Dn_1 heeft men dan 

»cl n-1 
L a1k = O voor i = 1, ••• ,p;) a1k > O voor i = p+1, ••. ,n-1. 
k•1 ~ 

Wegena stalling 3 is dan de hoofdminor DP va.n A, bestaande uit de eerste 
P ri3en •n kolommen van A gelijk aa.n nul. Hieruit volgt, dat het uitge­
sloten is, dat in elke rij van• ten ainste een negatief element voor­
komt, 1n1nt was dat wel bet geval, dan kon op D stelling 2 worden toe-

P 
ppast, die on.a sou l•Nn, <lat DP) o is in strijd met de zoeven gevonden 
~•la.tie DP• O. Wij zien 4u.s, dat in M een aantal rijen optreedt, die 
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Louter uit elementen nul bestaan. Zender de algemeenheid te schaden, 
nogen wij aannemen, dat aij = 0 voor i = 1,,,.,p1; j = p+1, ••• ,n-1; 
::iierin is 1 ~ p1 < p. Er zijn thans weer twee gevallen mogelijk: 
L.. In de matrix M1 = llaijl/ (i = 1, ••• ,p1 ; j = p1+1, ... ,p) zijn alle ele­
nenten nul. Dan is de stalling bewezen met h = p1 • 

2. Niet alle elementen in M1 zijn nul. 

l:n 1i~ ~O'Ofdminor-· DP bestaande ui t de eerste p rijen van A heeft men dan 

~ . r . L- aik = 0 voor 1 = 1 , ••• , p1 J aik ) 0 voor 1 = p1 +1, ••• ,n-1. 
k=1 =1 

Wegens stelling 3 is dan de hoofdminor DI, bestaande uit de eerete p1 

~ijen en kolommen van A gelijk aan nul. Hieruit volgt, dat het uitgeslo­
ten ist dat in elke rij van ~1 ten minste een negatief element voorkomt, 
Nant was dat wel het geval, dan kon op DP1 stelling 2 worden toegepast, 

~ie ons zou leren, dat DP1 ) 0 is in strijd met de zoeven gevonden rela­

tie DP1 = o. Wij zien dus dat in M1 een aantal rijen optreedt, die lou­

ter uit elementen nul bestaan. Zonder de algemeenheid te schaden, mogen 
1Vij aannemen, dat 

aij = 0 voor i = 1, ••• ,p2 ; j = p1 +1, ••• ,p; 

~ij kunnen nu de bovengenoemde redenerin.g voor p1 herhalen met p2 • 

rreedt daarbij weer het geval g op, dan vindt men een getal p3 met 

a1 j = 0 voor i = 1, ••• ,p3 ; j = p2 +1, •.• ,Pt; 1 ~ p3 < P2 , 

anz. Het is uitgesloten, dat zo voortgaande steeds geval g_ optreedt, want 
~e getallen p, p1 , p2 , ••• vormen een monotoon dalende rij natuurlijke 
getallen, die dus moet afbreken. Er is dus een getal s zodanig, dat bij 

p 8 het geval 1 optreedt. Hiermede is de stelling bewezen met h = Ps• 
Stelling 6. Beschouw een determinant A= laij I, waarvoor de relaties 
(1), (5) 

( 6) 

gelden. 

en 

~a .. = 0 
i=1 iJ 

La.at verder gelden 

(j = 1,.,.,n) 

aij = 0 voor i = 1, ••• ,h; j = h+1, ••• ,n, waarin 1 <h~n-1. 
Dan is aij = O voor i = h+1 , ••• ,n; j = 1, •.• ,h. 
Bewijs: Men he_eft voor · r = h+1, ••• ,n en a= 1, •.• ,h 

,..h. ._.n. h h . h h h _n_ ::) > a :r-a ~ .2- 2-.. a. j = - '2:," 2°: a 1 . = - L L a 1 . =:-~ X:.. a 1 . = 0. 
-. j=1 i=h+1 1 j=1 i=1 J i=1 j=1 J i=1 j=1 J 

Dus aij = 0 voor i = h+1,, •• ,n; j = 1, ••• ,h. 
Stelling 7. Beschouw een matrix A :\\a1 jl\ van de n8 orde, die voldoet 
a.an de relaties ( 1 ) , ( i>) en ( 6). Laa if; k het grootste natuurlijke getal 
~ijn zodanig, dat de getallen 1 , ••• ,n verdeeld kunnen worden ink dis­
juncte klassen I 1 , r2 , ••• ,Ik met aij = o voor i E:Ix j€I>.met ).>,)( 

( X,)-s:1, •• , ,k) .. Dan bezi t· A de rang n-k. 
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~•wijs: Wij kunnen zo nodig de rijen (en tegelijkertijd de corresponde­
rende kolo1111en) van de matrix A verwieaelen aodan1&t dat de relaties 
( 1), ( 5) en (6) blijven gelden en dat er2+1 ptallen a 1, ••• ,\+1beataan 
11et 1 • m1 < ~< ••• < ~ < Illic+1 • n+1 zodan1g, dat 

o.13 • o voor i = :mk ,;1.~mx+.1-11.~.::;i .m)(+1 ,: •• ,n;)(' • 1, ••• ,k. 

Uit atelling 6 volgt nu, dat 
a13 a O voor 1 = m2 , ••. ,n; j = 1, ••• ,~-1. 

Op de hoofdminor van de orde n-~+1, die uit A ont1taat door d&arVan de 
1 8 •••• ,82-1 8 rijen en kolo:r.mnen te achrappen, kan stalling 6 nu weer wor-
4en toegepast, waaruit volgt, dat ook 

a1 j • O voor 1 = a3 , ••• ,n; j • ~, ••• ,m3-1. 

Zo doorgae.nde vinden wij dat 
a1 j = O voor j = m X, ••• ,m )(+1-11 i == m X +1, ••• ,n; )( • 1, ••• ,k. 

Noem de hoof'dminor _van de orde r )( = m )(+1-m 'k van A, die u.i t de rijen 
(en kolommen) met rangnummer m\(,•··,m)(+1-1 bestaat, voortaan. R)(• Wij 

.. tonen nu a.an, dat 1'k. de rang r~ -1 bezit. Immers aangezien de aoa der 
elementen van iedere rij van N X gelijk is a.an nul, is die nmg niet 
) 'l',c -1 en was die rang < r J< -1, dan kan op N )<. stelling 5 worden toege­
past (men ziet nl. gemakkelijk in, dat de voorwae.rden van stalling 5 
vervuld zijn voor N)(), waaruit volgt dat (na. zo nodig in llX rijen en 
correaponderande kolommen te hebben verwisseld) er een getal s baste.at 

met • )( +1 ~ a ~ m )( +1-1, waarvoor 

a 1 j = 0 voor j = s, ••• ,m)<+1-1; i =m)< ,. •• ,s-1, 

maar dan was k niet het grootste getal met de in onze stellin« genoemde 
, ~ipneohap. 

Vervolgens tonen wij aan, dat, ale een minor B van A met een der 
Jninoren N X niet evenveel rijen ala kolommen gemeen heeft, deze minor 
B plijk ie aan nul. Iaat nl. B met de minor N )( de rijen met rangnum-
11ere 11, ••• ,it gemeen hebben en onderstel, dat B met Nx minder da.n t 
kolommen gemeen hecft (in hat tegenovergestelde geval bastaat er een 
a:ndere hoofdminor N K', waarmee B wel meer rijen da.n kolommen gemeen 
heeft}. Uit de Lapla.oeontwikkeling van B naar de rijen met rangnummers 
11 , ••• ,it volgt da.n dat B:: 0 is. Bijgevolg doorsnijdt iedere minor C 
van A, die niet nul is, elke hoofdminor Bk volgane evenveel rijen ala 
kolomm.en. Laat C )< de doorsnijdi~ vu C en !f k zijn. Dan is C == c1 c2 ••• ~, 
~us elke C )( ~ O. Omdat N )< de rang rXk1 bezit, is de orde van C en due 

• :rang van A ten hoogste gelijk aan I~1(r)( -1) == n-k. Alw1:,...,r omdat 

)( d.e rang r><-1 bezit, beatut er een dergelijke minor C )( van N x , 
• Diet nul 1s en dws •en ai.D.Or C van J. van de orde n-k, die oak niet 

ia. 
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Laa.t A = n aijH een matrix zijn, die voldoet a.an de ~iganschappen 
(1), (5) en (6). Wij geven thans aan, hoe men de getallen 1 •••. ,n ink 

klassen I 1 , ••• ,Ik kan verdelen zodanig, dat 

aij::: 0 als i E. rx; j E: IA met )<.J A ( k,A= 1, ... ,k), 

1j k maximaal is. 
Wij kunnen volstaan met een dier klassen aan te .gevan, want la.at 

uit A die rijen en kolommen weg, waarvan de rangnu.mmers juist .gelijk 
ijn aan de elementen van die klassen, dan ontstaat uit A een nieuwe ma­

, die eveneens voldoet aan (1), (5) en (6) en waarop het aan te ge­
!"Ven procede kan worden herhaald. Daartoe bepalen wij de klasse waa.rtoe 

een willekeurige der get all en 1 , •.. , n behoort. Het is duideli jk, dat 
•en zich er toe kan beperken de k1asse I te bepalen waartoe het getal 
.:n behoort. Wi j pass en nu op de matrix A hetzelf de pro cede toe als in het 
bewija van het tweede gedeelte van stelling 5 is geschied. Wij onder­

scheiden drie gevallen: 

· . .!..t. a.in = 0 voor i = 1 , ••• , n-1. Dan bestaat I slechts u:t:t het getal n • 
. g_,, Alle ain {i = 1 t••· ,n-1) zijn J 0. Dan bestaat I uit de getallen 

1 , ••• , n. 
,ib,_ Niet alle ain (i = 1 , ••• ,n-1) zijn nul. Wij verwisselen nu zo nodig 

de 16 , ••• ,(n-1) 9 rij (en tegelijkertijd op cor~esponderende wijze 
de 18 ," •• ,(n-1) 8 kolom) van A zodanig, dat 

a1n = ••• = apn = O; ap+1 ,n I o, ..• ,an-1,n j O; 

hierin is IH.t in tegenstellling met hetgeen gold in het bewijs van 
genoemde stelling 1 ~ p ~ n-2. 

Op grond van 7, toegepast met j = n, moet dan I zeker elk der ge­
tallen p+1, .... ,n bevatten. 

BeschoPw nu de deelmatrix M = lla1 jll (i == 1, ••• ,p; j == p+1,, •• ,n-1) 
van A. Er zijn nu weer drie gevallen mogelijk: 
h Alle alementen hiervan zijn nul. Dan bestaat I precies uit de getal­

len p+1, ••• ,n. 

2. In iedere rij van M treedt een element j O op. Dan bestaat I uit de 
getallen 1, ••• ,n. 

h In M treden zowel rijen op, die geheel uit nullen bestaan, als rijen 
waarin tenminste een element optreedt dat /. O is. Wij verwisselen nu 

zo nodig de 16 
1 °". ,p8 rij ( en tegelijkertijd op corres:ponderende 

wijze de 1e, ..... ,p8 kolom) van A zodanig, dat 

aij = 0 voor i = 1, ••• ,p1 ; j = p+1, ••• ,n-1; 
bi' -t i d ., e·ere i = p1+1, ••• ,p bestaat er een natuurlijk getal 
doet a.an p+1 :i. j ~n-1 met a1 j I O; hierin is 1 ~p1 < p. 
val zetten wij het onder~o,ek op analoge wijze voort. 

j, dat vol­
In di t ge-

Het is uitgealoten dat mo voortgaa.nde steeds geval 3. optreedt - ' want de ,da.n gevonden getallen p, p1 , p2 , • • • vormen een monotoon dalende 
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rij natuurlijke getallen, die dus moet afbreken •. 
QPmerking. 

Aangezien uit het bovenstaande volgt, dat het procede, dat leidde 
tot het vinden van I, ondubbelzinnig bepaald is, is de klass~waarin 
het getal n ligt in een klasseindeling van bovengenoemde soortJondub­
belzinnig bepaald. Hiermee is de gewenste ondubbelzinnig bepaalde klas­
eeindeling der getallen 1 , ••• ,n behorende bij A gevonden. 


