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1. Inleiding. 

In dit rapport is sprake van een pomp, bestaande uit vier schroef­

stangen, die op zodanige wijze tegen elkaar geplaatst zijn dat de door­

sneden met een willekeurig vlak loodrecht op hun schroefassen aan elkaar 

raken en een figuur geheel insluiten, waarvan de oppervlakte met de 

plaats van het vlak varieert van O tot een zekere maximale waarde. De 

genoemde doorsneden blijven aan elkaar raken bij synchrone draaiing der 

schroefstangen. Dientengevolge sluiten de schroefstangen een of meer 

holten in welke zich bij draaien van de schroefstangen in de ene of in 

de andere richting verplaatsen. Bij het plaatsen van de pomp in een 

vloeistof voeren deze holten dus de vloeistof mee. 

De vloeistof treedt uit de pomp in een periodiek varierende hoe­

veelheid, uit een periodiek varierende opening, Het laatste kan op een 

hieronder in detail uiteen te zetten wijze warden vermeden. Ons werd 

de vraag voorgelegd of men er hierbij tevens voor kan zorgen, dat uit 

de pomp een constante hoeveelheid vloeistof stroomt en dit op zo een­

voudig mogelijke wijze te bewerkstelligen. In het volgende zal blijken 

dat een en ander inderdaad mogelijk is. 

2. Vorm der schroefstangen. 

De as-sen de1" schroefstangen vormen de opstaande ribben van een 

regelmatig vierzijdig prisma. We beschrijven eerst de doorsnede van de 

pomp met een vlak loodrecht op deze assen. Laten deze assen een derge­

lijk vlak snijden in de hoakpunten van een vierkant KLMN met middel­

punt Oen zijdelengte a. De docrsneden van de schroefstangen met het 

vlak zijn congruente ovalen met middelpunten in resp. K,L,M,N; de vorm 

van zo 1 n ovaal kan als volgt warden beschreven. 

Laten r ens twee getallen zijn met 

o5sfr, r + s = a. - - , 

Zij ABCD een vierkant met zijde r-s. Onze ovaal zal nu bestaan uit de 

kwartcirkels met middelpunten A,B,C.,D en stralen resp. s,r,s,r, zoals 

is getekend in figuur 1. Het is duidelijk, dat de kwartcirkeJBin de 

overgangspunten een gemeenschappelijke raaklijn bezitten. Wij zullen 

i het binnen de ovaal gelegen deel der rechte door Ben D de korte as en 

het binnen de ovaal gelegen deel van de rechte door A en C de lange as 
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van de ovaal noemen. 

:B t i. CJ t.L L\ 'r'" 1 • 

Zij o/ een willekeurig2 hoek. Wij plaatsen nu de vier ovalen zo­

danig dat hun korte as telkens een hoek vr maakt met de diagonaal van 

het vierkant KLMN die door huri middelpunt gaat. 

Laten daarbij de punten A en Den het middelpunt Evan het vier­

kant ABCD resp, t8rechtkomen in P,T en K; Q,U en L; R,V en M; S,W en N 

(zie figuur 2). Dekorte assen van twee op elkaar volgende ovalen staan 

loodrecht op elkaar, 
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Wij bewijzen thans dat twee opeenvolgende ovalen elkaar rak2n. 
Het is hiervoor geen bezwaar te onderstellen dat O .:s ~ <f. De vierhoek 

ML':;),V is een parallelogram, want VM en QL zijn gelijk (nl. beiden gelijk 

aan de afstand van het middelpunt van een kwartc:;..rkel tot het middelpunt 

van de bijbehorende ovaal) en evenwijdig(want z2 liggen langs de korte 

resp. lange as van twee opeenvolgende ovalen). Dus VQ=ML=a=r+s. 

Wij merken op dat de rechtcn door V die een hoek ~ 1[ met VM ma ken 

juist de rechten door V zijn, die de kwartcirkcl met middelpunt V tref­

fen, Evenzo zijn de rechten door q die een hoek ~l met QH maken (H zij 

uiteinde van lange as van ovaal om L) juist de rechten door Q die de 

kwartcirkel met middelpunt Q treff::rn. Wij hebben 

!_ 0 LM = 1f , d us LMLQ = I - 4-' - 1f = V - \f , 

dus f..'J.,VM = LVQH = I{ - '-/,I • 
Derhalve snijdt VQ de beide genoemde kwartcirk2ls. De zoeven gevonden 

relatie VQ=r+s lee rt ons dan dat deze kwartcirkels 1:.::lkaar raken. Dus 

raken elke twee opeenvolgende ovalen elkaar. 

In het bovenstaande is de doorsnedE -· van de schroefstangen met een 

vlak loodrecht op de assen beschreven. Deze doorsnede hangt af van de 

gekozen hoek "f en b.v. de straal r. Wij krijgen derhalve een beschrij­

ving van de gehele pomp als wij aangeven hoe "f en r afhangen van de (van 

teken voorziene) afstand z van de doorsnede tot een vast te kiezen door­

snede. 

Laten pen h twee positieve getallen zijn. Laat de afstand z vari~­

ren van -p-h tot +h. Zij f(z) een later te bepalen functie van z, die 

gedefinieerd is en monotoon afneemt van '1 tot O voor O ~ z ~h. Wij bepa­

len dan r(z) als volgt 

r(z) = a a ls -p~z~O; 

r(z) = ½a('1+f(z)) als C -CZ <.h; .... -
r(z) = r(-z-p) a ls -D-h <Z <..-D. 

" .... - ' 

.Is r(z) bepaald dan kennen wij ook S=s(z) wegens r+s=a. In het bijzon-
0 der geldt nog 

r 2 - s 2 = 2 2 f(z). 

Aan de functie yaie behalve van z ook van de tijd t afhangt leg­

gen wij de volgende eisen op: 

b ; '.)o. - . -bv, 

arbij b en v zekere positiev~ constanten zijn. De eis 1° houdt in dat 

bij vaste t de hoek '1.}-' lineair v8rleert met z; men kan 2bTT opvatten als 

de spoed der schroefstangen. De 8is 2° houdt in dat de schroefstangen 

et constante hoeksnelheid -bv dra1ien. Uit 1° en 2° volgt dat 1~ op een 
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additieve constante na gegeven wordt door 

~IJ/ = 1V (z,t) = b(z-vt). 

Dus verplaatsen zich de holt0n in de pomp met een snelheid v. 

J. Grootte van de doorsnede. 

Wij hebben hierboven gezien, dat d2 doorsned~n van de schroefstan­

gen met een vlak loodrecht op de: assen afhangen van ·wen r. Wij zullen 

de oppervlakte van de door deze doorsneden omsloten figuur aangeven met 

D(r,1,1). Wij bepalen de furictie D(r,q,J). 

Voorlopig onderstelleri wij O ~ 1j) < f Zij E de oppervlakte van de 

achthoek PUQVRWST. Dan heeft men 

E=opp.vierkant PQRS + 4 opp,driehoek PUQ = PQ2 + 2.PU.QU.sin LPUQ. 

Wegens PU = r+s, QU = r-s en LPUQ = 1[ - ·ip ( immers KL// PU) heeft men 

PQ2=(r+s) 2+(r-s) 2 -2(r+s)(r-s)sin ·cp =2(r2 +s 2 )-2(r2-s 2 )sin 1jJ. 
Dus 

Verder heeft men 

D(r,'ty) = E-4 opp.sector XUY - 4 opp. YQZ. 

Dus 

D(r, 1f') = E-2 r 2(f -?j}) - 2 s 2 ·lp 

= 2(r2 +s 2 ) -iir2 + 2(r2-s 2 )(cos 1+' - sin lfl +f). 

Om nu de waa rde van D ( r, -~;) voor wille keurige waa rden van 1t1 te 

krijgen merken wij op dat D(r,(j;') ten duidelijkste periodiek in 1-t' is 

mod Tr en verder <2en .=-vu1 functi2 van 1V is. Voor willekeurig2 1V stel­
len wij 

1v 1 = 1v - 1r r ,:r: + ½ J , 
•Tr 

waa rin [ .2[_ + ½] h2t grootste g2h:.: le [;eta 1 aangeeft, da t 4 l+ ½ is. 

:Jan VersJhillen o/ 1 en 1y een vcc l voud van// en is bovEmd ien - 7[ ,f._ '411 < Jf. 
Tenslotte is dan 

2 ~ r 2 2 
D(r,4J) = 2(r +sc)-TTrc + 2(r -s )~cosi'f)- sinjrif 1 j+ /'W,11) 

= ( 2 - 1 )( r 2 + s 2 ; + 2 ( r 2 - s 2 ) T ('7.jJ) , 

waa rbij 

Wij zien hieruit dat D(r,i)) de som is van twee termen, waarvan de eerste 
8 lleen van r afhangt en de twPed2 het product is van een functie van r 

en een functie van l}'. Deze ::iatste functie, T'(1.j)), hangt van z en t 

af krachtens )1='1Jt'(z,t)=b(z-vt:,. 
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Voor het volgende me~ken wiJ up dat 
h h ~ l 'i (lf1) a z = J j' ( 1jl ( z, t) a z = o 

0 0 

voor alle t, 

als h een veelvoud is van f. Imm2rs men heeft dan 

h J J (1t1f z, t) )dz = i 
0 

bh-bvt 

J T (tf)d 1¥ 
-bvt 

kTI -bvt lcrt, 

= ~ J 1" ('f)df = i 1 /('V)d'Ji = 0' 
-bvt o 

omdat1(,/) periodh:k is mod TI en verder omdat 
ir· -rr l 1(]0a'lf = 212 ( cos if 1-sio f 1+ 1j) 1 - l-)a 1jl 1 = o. 

4. Bepalin~ van de functie f(z). 
Wij gaan thans de voorwaarde dat de hoeveelheid uitstromende vloei­

stof constant is, in analytische vorm brengen. Zij V(t) het volume ten 

tijde t van het gedeelte van de pomp tussen de vlakken z=O en Z=h, Zij 

. B(t) de waarde van D(r,1J)) op de plaats Z=O ten tijde t, Dan wordt de 
I 

hoeveelheid vloeistof die p2r tijdseenheid door het uiteinde van de 

pomp stroomt, gegeven door de uitdrukking 

B(t)v - V'(t). 

De eis is nu dat deze uitdrukking constant is. 

Men heeft, wegens r=a en s=O voor Z=O, 

B(t) = D(r(0),11) (O,t))=(2-1)a 2 +2a 2 ·r(1p(o,t)). 
T h 

Ve rd er is V ( t ) = j D ( r ( z ) , ~ ( z , t ) ) dz , 
0 

dus 

VI ( t) =( 
0 

~t D(r(z); 1y' (z,t) )dz 
V 

h 

= J 2 ( r 2 - s 2 ) J\-r ('~)dz • 

0 

- .~ _,! () ') --~.,_ ,ii - -V d I., , 
_l r (lv) oz I 

. vindt men 
h 

v 1 (t) = -vj 2(r2-s 2 ) -:}2 TC"o/)dz 
, o h h 

= -2v(r2 -s2 )T(iy(z,t)) + 2a 2vJ f'(z)T(-q/)dz 
o h o 

= 2a 2vT"p;(o,t)) + 2a 2v
1
J f 1 (z)1('"4,l)dz, 

2 2 o 2 2 2 waarbij gebruikt is dat r -s =0 vnor z=h en r -s =a voor z=O. 
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Al met al hebben wij 
h 

B(t)v - V' (t) = (2- 1J)a 2v - 2a 2v J f' (z) i('q})dz. 
0 

onze eis komt nu hierop neer dat wij het positieve getal hen de 

functie f(z) zodanig moeten bepalen dat de int2graal 

J' h f' ' ( z ) I ('~( z ' t ) ) d z 

0 

constant is. Bovendien WGnsen wij hierbij een ~o eenvoudig mogelijke 

keuze te doen voor de functie f(z). 
Wij h8rinneren eraan dat tot nu toe van f(z) alleen geeist is dat 

f(z) monotoon afneemt van 1 naar O als z loopt van O tot h. De eenvou­

digste manier waarop men dit kan bereiken, is f(z) lineair te laten af­

nemen. Uit de tot nag toe verkregen resultaten volgt dat inderdaad door 

een dergelijke keuze van f(z) aan de eis is te voldoen. Immers dan is 

f'(z) oonstant, terwijl wij reeds hebben gezien dat 

h L T(liJ(z,t»dz ~ 0 voor alle t, 

mits h een veelvoud is van?· 

Wij komen tot de volgende 
Conclusie. Uit de pomp in werking treedt een constante hoeveelheid 

vloeistof, indien het gedeelte van de pomp tussen de vlakken Z=O en Z=h 

(het afsluitstuk van de pomp) een lengte heeft die een veelvoud is van 

de halve spoed Tf en in dat afsluitstuk de hierboven genoemde straal r 
b 

lineair afheemt van a tot ½a (dus s toeneemt van O tot ½a). 
pmerking. In het hoofddeel van de pomp (het gedeelte tussen de vlakken 

~=-Pen Z=O) heeft de vloeistof een constante snelheid v, Wij zullen la­

~en Zi(:;n, dat de uitstroomsnelheid grater is en wel gelijk aan 2v. Laten 
! ri j hiertoe het ge::nidde lrje bcp~ lcll van D ( r ( z), V ( z' t)) a ls func t.ie van 

t tij vastC:: z. All,~r,:;-erst is T ('ly') periodiek in~ met periode T(, dus, 

ij vaste z, pc.:;riodiek int met pt_:riodc ~ . :Jaarbij is (zie eind ~3) 

IT tT 

J bv T(¥z,t))dt ~ ~ j b T(·tJXz,t))dz ~ O. 

o ~a 

it de formul~ voor D(r(z),q)(z,t)) volgt dus dat het gemiddelde van deze 

itdrukking ov2r t gelijk is aan (2- 1)(r2 +s 2 ). In h2t hoofddeel van de 

amp is dit gemiddelde dus gclijk aan (2- ;)a 2 . Het uiteinde van het 

luitstuk heeft een constant,.:: oppervlakte ½(2- 7f)a 2 . Hieruit volgen on­
iddellijk de beweringen over de stroomsnelheid. 


