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1. Inleiding,

In dit rapport is sprake van een pomp, bestaande uit vier schroef-
stangen, die op zodanige wijze tegen elkaar geplaatst zijn det de door-
sneden met een willekeurig vlak loodrecht op hun schroefassen aan elkaar
raken en een figuur geheel insluiten, waarvan de oppervlakte met de
plaats van het vlak vari€ert van O tot een zekere maximale waarde. De
genoemde doorsneden blijven aan elkaar raken bij synchrone draaiing der
schroefstangen, Dientengevolge sluiten de schroefstangen één of meer
holten in welke zich bij draaien van de schroefstangen in de ene of in
de andere richting verpleatsen, BiJ het plaatsen van de pomp in een
vloeistof voeren deze holten dus de vloeistof mee.

De vloeistof treedt uit de pomp in een periodiek vari&rende hoe-
feelheid, ult een periodiek varié&rende opening, Het laatste kan op een
hieronder in detail uilteen te zetten wijze worden vermeden. Ons werd
de vraag voorgelegd of men er hierblj tevens voor kan zorgen, dat uilt
de pomp een constante hoeveelheid vloeistof stroomt en dit op zo een-
voudig mogelijke wijze te bewerkstelligen. In het volgende zal blijken
dat een en ander inderdaad mogelijk is,

2. Vorm der schroefstangen.

De aswen der schroefstangen vormen de opstaande ribben van een
regelmatig vierzijdig prisma. We beschrijven eerst de doorsnede van de
pomp met een vliak loodrecht op deze assen. Laten deze assen een derge-
lijk vlak snijden in de hockpunten van een vierkant KLMN met middel-
punt O en zijdelengte a. De docrsneden van de schroefstangen met het
vlak zijn congruente ovalen met middelpunten in resv., K,L,M,N; de vorm
van zo'n ovaal kan als volgt worden beschreven,

Laten r en s twee getallen zijn met
0£s$r, r +s5 = a.

Z21j ABCD een vierkant met zijde r-s. Onze ovaal zal nu bestaan uilt de
kwartcirkels met middelpunten A,B,C,D en stralen resp. s,r,s,r, zoals
is getekend in figuur 1. Het is duidelijk, dat de kwartcirkels in de
Overgangspunten ez2n gemeenschappelijke raaklijn bezitten., Wij zullen
het binnen de ovaal gelegen deel der rechte door B en D de korte as en
het binnen de ovaal gelegen deel van de rechte door A en C de lange as
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. van de ovaal noemen,

-;Lc)(,g\.\r 1

Zij Y een willekeurige hoek., Wij plaatsen nu de vier ovalen zo-
danig dat hun korte as telkens een hoek VY maakt met de diagonazl van
het vierkant KLMN die door hun middelpunt gaat,

Laten daarbij de punten A en D en het middelpunt E van het vier-
kant ABCD resp, fterechtkomen in P,T en K; Q,U en L; R,V en M; S,W en N
(zie figuur 2). De korte assen van twee op elkaar volgende ovalen staan
loodrecht op elkaar.

"Lquur 2.
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Wij bewilijzen thans dat twee opeenvolgende ovalen elkeaar raken,
Het is hiervoor geen bezwaar te onderstellen dat 0 € ¥ <%€ De vierhoek
MLOV is een parallelogram, want VM en QL zijn gelijk (nl., beiden gelijk
aan de afstand van het middelpunt van een kwartcirkel tot het middelpunt
van de bijbehorende ovaal) en evenwijdig (want ze liggen langs de korte
resp. lange as van twee opeenvolgende ovalen)., Dus VQ=ML=a=r+s,.

Wij merken op dat de rechten door V die een hoek « %?nwt VM maken
julst de rechten dcor V zijn, die de kwartcirksl met middelpunt V tref-

! fen, Evenzo zljn de rechten door 7 die een hoek‘<3%1net QH maken (H z1]

uiteinde van lange as van ovaal om L) juist de rechten door @ die de
kwartecirkel met middelpunt 9 treffen, Wij hebben

T Tr
T

_/_OLM:EE, dus LMLQ=§._W_7Z'{_’=

-,

dus /avM = [VOH = ff - .

Derhalve snijdt VQ de beilde genoemde kwartcirkels. De zo&ven gevonden
relatie VQ=r+s leert ons dan dat deze kwartcirkels elkaar raken. Dus
raken elke twee opeenvolgende ovalen elkaar.

) In het bovenstaande is de doorsnede - van de schroefstangen met een
vlak loodrecht op de assen beschreven, Deze doorsnede hangt af van de
gekozen hoek ¥ en b,v, de straal r, Wij krijgen derhalve een beschrij-
ving van de gechele pomp als wij aangeven hoe W en r afhangen van de (van
teken voorziene) afstand z van de doorsnede tot een vast te kiezen door-
snede,

TLaten p en h twee positieve getallen zijn. Laat de afstand z varié-
ren van -p-h tot +h. Zij f(z) een later te bepalen functie van z, die
gedefinieerd 1s en monotoon afneemt van 1 tot O voor O gz £h., Wij bepa-

len dan r(z) als volgt

r(z) = a als -p £z £0;
| r(z) = sa(1+f(z)) als ©C gz ¢h;
' r(z) = r(-z-p) als -p-h<z ¢-p.

' Is r(z) bepazld dan kennen wij ook s=s(z) wegens r+s=a. In het bijzon-

der geldt nog
re o g% 2 2% (z).

Aan de functie 1¥die behalve van z ook van de tijd t afhangt leg-
gen wlj de volgende eisen op:
40

: -éif = b ; 2%

Qv

: = -bv
3z- 3t ?
Waarbij b en v zekere positicve constanten zijn. De eis 1° houdt in dat
bij vaste t de hoek W lineair varicert met z; men kan %;Topvatten als

de spoed der schroefstangen. De cis 2% houdt in dat de schroefstangen
met constante hoeksnelheid -bv draiien, Uit 1° en 2° volgt dat w op een
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additieve constante na gegeven wordt door

Y=V (z,t) = v(z-vt).

Dus verplaatsen zich de holten in de pomp met een snelheid v,

3., Grootte van de doorsnede,

Wij hebben hierboven gezien, dat de doorsneden van de schroefstan-
gen met een vlak loodrecht op de assen afhangen van Wen r, Wij zullen
de oppervlakte van de door deze doorsneden omslofen figuur zangeven met
D(r, ). WiJ bepalen de functic D(r,y ).

Voorlepilg onderstellen wij O 4JWA<£F Z1ij E de oppervliakte van de
achthoek PUQVRWST. Dan heeft men

E=opp.vierkant PQRS + 4 opp.drichoek PUQ = PQ° + 2.PU.QU.sin /PUQ.

Wegens PU = r+s, QU = r-s en /PUQ ='§7—’4’(immers KL//PU heeft men

PQ2=(P+S)2+(r-S)2—2(P+s)(r—s)sinYP 2(02+82) 2(r -5® 81n"w
Dus :
E = 2(r2+32) - 2(r2~s2) sin W + 2(?2—52) cos Y .
Verder heeft men
. D(r,y) = E-4 opp.sector XUY - 4 opp. YQZ.

Dus

- D(r,Y) = 52 2T -P) - 2 52y

= 2(r®+s°) -Trr? & E(PZ-SE)(COSQy - sin Y +Y)

Om nu de waarde van D(r,}y) voor willekeurige waarden van ?p te

Gt krijgen merken wij op dat D(r,@) Ten duidelijkste periodicek in Ty is
mod TT en verder een =ven functie van 1y is. Voor willekeurige Y stel-
len wij

Ya=¥-Tr[Ee

. N 1 o s L A e . ~ : B P A 1 s
waarln[ % + —] het groctste gehele getal aangeeft, dat L 1g+ 5 1is,
i N an sen vee ~ ~ *‘ - 1 A -
schille Iyq W een veelvoud vanT/ en is bovendien g é'@%<ﬁ%.

Tenslotte is dan

Dan versc

Waarbi]j

fWij zien hicruit dat D(P,?y) de som is van twee termen, waarvan de eerste
. @lleen van r afhangt en de tweede het product is van een functie van r
€N een functie van Y . Deze laatste functie, T (W), hangt van z en t

. rﬁ‘krachtens V=Y(z,t)=p(z-vt,.




Voor het volgende merken wij op dat

h ¥
j ‘j T (Y(z,t) dz = 0 voor alle t,
0

als h een veelvoud 1s van-%: Immers men heeft dan
h bh-bvt
_ 1 ,
| T oe,enee = 4 T ey
o) -
~-bvt
KTl -bvt KTy
) ] 2
- [ Tupey-i) Twey-o.
-bvt o)

omdat7~’¥ periodiek i

j’TJ'lP)qu- 2

s mod T1 en verder omdat
77

W 3 S =
(cos @fq-s;n’¥)1+ly1— E)dlyq = 0.

4, Bepaling van de functie f(z).

Wij gaan thans de voorwaarde dat de hoeveelheld uitstromende vloei-
stof constant is, Zij V(t) het volume ten
tijde t van het gedeelte van de pomp tussen de vlakken z=0 en z=h, Zi]

4 B(t) de waarde van D(r,ly) op de plaats z=0 ten tijde t, Dan wordt de
hoeveelheid vloeilstof die per tijdseenheid door het uiteinde van de

in analytische vorm brengen.

pomp stroomt, gegeven door de uitdrukking
B(t)v - V' (%).

De eis is nu dat deze uitdrukking constant is.

Men heeft, wegens r=a en s=0 voor z=0,
B(6) = p(r(0),y (0,5))=(2- D) a%+2a= T (W(0,t)).
A% d i = Z 5
erder is V(t) jo D(r(z),y(z,t))dz
dus h h
vi(t) =f _% D(r(z),y (z,t))dz -_-j 2(r°-5?) :tT(“q))dz.
0 0
Wegens
5%’F(y) = -V j%fr(w) cn or -52=82f(z)
1vindt men "
vi(t) = -vj 2(r°-z%) ;%T(l‘))dz
. o] h h
= -2v(r2—52)'r%y(z,t)) - Eagvv( 7’(@Ddz
~ o _h ~o
= 2a2 T (W(0,0)) + Zagvj 21 (z) T W)z
)

2 2

wWaarbij gebruikt is dat r -32=O voor z=h en r —52=a2 voor 2z=0,
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Al met al hebben wl] "

B(e)y - V() = (2- BePv - @ | r(2) Tiyan,

o)
Onze eis komt nu hierop neer dat wij het positieve getal h en de

functie f(z) zodanig moeten bepalen dat de integraal

-h
£1(z) T(Y(z,8))az

0
constant is. Bovendien wensen wij hierblj een zo eenvoudig mogell jke
keuze te doen voor de functie f(z).

Wij herinneren eraan dat tot nu toe van f(z) alleen ge&lst 1s dat

f(z) monotoon afneemt van 1 naar O als z loopt van O tot h. De eenvou-
digste manier waarop men dit kan berelken, is f(z) lineair te laten af-
nemen. Uit de tot nog toe verkregen resultaten volgt dat inderdaad door
een dergelijke keuze van f(z) aan de eis is te voldoen, Immers dan 1is

f1(z) constant, terwijl wij reeds hebben gezien dat

h
Jﬂ 7JCQ(Z,t»dz = 0 voor alle ¢,
0

mits h een veelvoud is van 7%

Wij komen tot de volgende

Conclusie., Uit de pomp in werking treedt een constante hoeveelheid
vloelistof, indien het gedeeltc van de pomp tussen de vlakken z=0 en z=h
(het afsluitstuk van de pomp) cen lengte heeft die een veelvoud is van
de halve spoed g-en in dat afsluitstuk de hierboven genoemde straal r
lineair afheemt van a tot 3a (dus s toeneemt van O tot 1a).

Opmerking, In het hoofddeel van de pomp (het gedeelte tussen de vlakken
Z=-D €n z=O) heeft de vloeistof een constante snelheid v, Wij zullen la-
Cen zien, dat de uitstroomsnelheid groter is en wel gelijk aan 2v, Laten
Wij hiertoe het gemiddelde bepalen van D(r(z),W(z,t)) als functie van

t tij veste z. Allercerst is T (W) periodiek in Y met periode T, dus,

bij vaste z, periodiek in t met periode %% . Daarbij is (zie eind $3)

oV
j> ‘Tﬂ%ﬁz,t))dt = % 'TTNXZ:C))dZ = 0.

Q -0

17 s
3

P1t de formulg voor D(r(z),Y (z,t)) volgt dus dat het gemiddelde van deze
iitdrukking over t gelijk is aan ( —.33(r2+52).
omp 15 dit gemiddelde dus gelijk aan (2- D)a®. Het uiteinde van het

F1Uitstuk heeft een constante oppervlakte %(2—75582. Hieruit volgen on-

In het hoofddeel van de

1iddellijk de beweringen over de stroomsnelheild,




