STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

ZW 1952 - 008

Een diffusieprobleenm

A. Nijenhuis




Rapport ZW 1952-008
Maart 1952,

"Een diffusieprobleem"
door A.Nijenhuis,

Antwoord op een vraag van een landbouwchemicus,
Berekening der tabellen geschiedde op de Rekenafdeling .

Het probleem is de oplossing van het randwaardenprebleem:
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Deze oplossing is bruikbaar voor het geval £<C>O zolang er op X .—.—«E
nogriet teveel stof binnengestroomd, en X = nog niet teveel ge-
passeerd 1s. Beide bedragen zijn gelijk san:

(3) %'WCMU dx = .7,€°£w{%1 - ﬁfoymi e‘é/l déf

Voor geldigheld van deze approximatiemethode moet dit kleln genoeg
zijn. De totale hoeveelheid stof 1is ﬁ%(vo ; laat toe dat de fractile

¢ (b.v. 1%) mag ontsnappen zonder dat de nauwkeurigheid wordt ver-
stoord., Hieraan is voldaan voor die waarden van ‘é waarvoor
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Jmvorming van het middelste lid geeft (zile Bijlage 1)

(5)  p(x) =-% +~‘f:w + 17_[ é~§/2 A€

in bijlage 2 is een tabel van yJ opgenomen voor aannemelljke waarden
ran \{/ (X ). Merk op dat de relatie
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12iermee meteen geverifieerd 1s, immers het linkerlid is gelijk aan
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D€ hoeveelheld die ten tijde t gepasseerd is, wordt uiltgedrukt door

N AZ:?/(C’(X,*)C!X:C],CO/M’;/ vmfm}t ‘5/26”) dx q(ﬁ‘q

Zoals gezegd, het brulkbare interval van t wordt bepaald door middel
ran & en de grafiek in Bijlage 7. Jf)

7oor grote waarden van T 1s (8) niet bruikbsar meer; dan gean we over
~ot de volgende beschouwing. We schrijven C (x,‘(_') als een som van
>roducten van functies van X en 1 , zé dat elke term aan de diff.verg.
>n randvoorwaarde voldoet, Pe co&ffici&nten worden dan later zo gekozen
iat ook is voldaan aan de beginvoorwaarde. Het blijkt (zie Bijlage 3)
1at (X)qg( f) voldoet aan (1 a,b) alleen dan als

.9a) f(X)g({) =const.,
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. 9b) { //( =Sin Nx e , )\ﬁn(n +Z)7{" n geheel,
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De oplossing van (1) kan dus geschreven in..de gedaante
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de (., en b,, worden nu bepaald uit het feit dat C (x,0) gegeven 1is.
deze beschouwing is uitgevoerd in Bijlage 4: het blijkt dat alle cosilnus-
>ermen wegvallen teﬁrwijl de sinustermen blijven staan., Het eerste komt
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doordat C (x,0)- 72& een oneven functie is van X ., Men vindt 20:
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D»e hoeveelheld stof in het deel 0% X<£ is nu gegeven door:

=Din+? 77![ . .
A ?[CX 'L)'d(s._/z?/tf (Z > h’fzew h /{ Sl/{nr’é]% lx=

:/zegpo*(;?'%l : e-D(FH/L) Flf/zz[/gws(m,/) ]

L:B n+'/)_ (h*//?.‘)n—

=l dl, - ‘z”z. L, e Dot T E g

n+7f

(12)

o0 2
s Dln+4) T t/,a
*q,{[o(.//z*,%__;m; 7 € rh) /Z)
N=0

Dit leidt tot
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hetgeen dus niet overeenstemt met de formule in het boek van Wahl en
Bonner (New York 1951, p.78). Dit zou kunnen komen door een verschil
in notatle: de lengte van de buis is hier 2 1.

Hier moet nu onderzocht wahneer afbreken van de reeks bij N =2 geoor-
loofd 1s. Het is redelijk, hier als maatstaf te nemen dat de fout in
Al niet groter is dan ¢ ?’C (dezelfde als eerst); dan moet

-Din+ 1, 7— L
of na wederinvoering van X = V;{Dt
a5 0 )c:j. n S , e-(mu/L Ykt
XJ]= n]'h=3(‘”7lz)1 <€

Op Bijlage 5 is een tabel gegeven van _Q (x) voor 2 € X5 zodat
ook hier de nauwkeurigheid af te lezen is. In de'grafiek van 471) ‘en Q
(B1j1. 7) vindt men het snijpunt van beide krommen.

- Het hoort bij X = 3,3, en
geeft de functiewaarde !o-.q,. Dit betekent dus dat voor X (3.3 formule
(12) te prefereren.is, en voor X > 3.3 formule (8). In beide gevallen
is de relatieve fout hoogstens gelijk aan 'O—q,
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Tenslotte is in Bijlage 6 de functie /ql ( ~V——~\4~ ) numeriek weers
) aDt

gegeven in de omgeving van X = 5'35 berekend volgens beide methoden.')
Van de reeks ziJn drie termen genomen; omdat Wahl en Bonner er twee
geven, is in een aparte kolom de derde term gegeven, zodat de invloed
daarvan nagegaan kan worden. Voorts 1s hileronder een tabel die
Aé/(qlCO—Aé) geeft, met de waarden ven 7/x2. Deze- -waarden liggen ten
grondslag aan Bijlage Q.

x 1/x° A3/(1aCy-A})
1.0 1 0.6181
1.1 0.826446 0.5475
1.2 0.64444Y 0.4879
1.3 0.591716 0.4381
1.4 0.51020% 0.3964
1.5 O.uhhunl 0.3614
1.6 0.3%90625 0.3317
1.7 0.%46021 0.3065
1.8 0.308642 0.2847
2.0 0.25 0.2491
2.2 0.206612 0.2215
2.4 0.173611 0.1994%

1) Voor grafiek zie bijlagen 8 en 9.



Bijlage 1.
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We gaan de volgorde van integratie verwisselen; daartoe een schets van
het integratiegebied
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Tabel van 2
e —— ‘__,;2/ X

X ﬁj o+ &+ ,Lu}f
pe P RGE TR,

X VU(XJ

.000001
.000127
.000563
.001133

)

.002222
.004245
.007931
.014526
.026191
.ol6752.

M = o0 ™
0 0o 0 o 0o O © © o o o

.083316
.8 0.450259
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(Voor grafiek zie Bijlage 7)

xe _E’%dé
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0.104% -4
0.751 -4
0,054 -3
0,347 -3
0.628 -3
0.899 -3
0.1619 -2
0.418 -2
0.670 -2
0.921 -2
0.1768 -1
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Bijlage 3.

Oplossing van (1, a,b) voor C = f()( ); ( ?.L).
Uit (1 a) volgt na deling door :

(20) D #i i ;

Het linkerlid 1s een functle van X s het rechter een van ‘ZL ;3 dus
belde 2zijn constant = -A"D. pan volgt voor A # 0

f(X) = X Cos AX + /55/':1 N X
(21)
“A Dt
? (iJ - £
terwljl voor >} = O
(22) ’{(X) sax +b g H) = constant.

Ock moet voldaan aan de randvoorwaarden (1 b), substitutie X = l“lé
geeft dan:

‘)/(.i( c,os))C T~ A SN /\jl:oql/\rnﬁ) n gecheel n J>O
{ .

(23) % sin h x=Ncosh L=o— 7\é'=(m,’/1)75) n geheel N0
cl

—> =0

< (al +l) - O
dtl

Dit geeft Juist (9).
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Bijlage k.

Oplogsing van o S bn ult:
v . 00
‘ ) ’\ —

e pemix 2 nrx
(24) CLXDO): Eo + /Uy SH’)-——T.‘ ~F / n COS —I—

h=0 n=1
met C (X, O) gegeven door (1 ¢,d). Het is een stelling van Fourier-
reeksen dat een ontwikkeling (24) steeds mogelijk is, zolang C (X,0)
niet té& veel singulariteiten heeft; dat is hiler niet het geval.

Men kan door directe berekening verifi&ren dat
+.
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Voorts vindt men gemakkelijk:
+
p
C ( )Sfﬁ(l‘\ﬁ'l/l))( dy = — Go’g
o L%,0 N-T* % ()T
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/+£ '
A NI X
J \_,()k)o)COS:'—-Z— dx =0
¢
WL
/ C(x,0)clx =1C,
L (n+4) T X n X
Vermenigvuldiging van (24) met 1, sin :ﬂ ‘ , coS W/f/ resp.
en integratie geeft in verband met (25) en (26):
, C,
/ g o~ ——
(27) «"{)G 2 /100 R ’éh = O \ a, (n+AR)T



rabel van 0D (x) Cﬁ’f /

1 2 B N N N S N e \* V)
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(Voor grafiek zie Bijlage 7.)

2(x)

0.
0.
O.

o O O O O O

000000
000001
000010

.OOOQEQ
.000045
.000080
.000131
.000199
.000837

Biglage 5.
2.2
~(h+hh) ”/z x*

/0
-6 0.00000
-5 0.00000
-5 0.36173
-5 0.653%21
-5 0.90309
-4 0.11727
-4 0.29885
-4 0.92273
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§ﬁ‘abel van A; .
= / - __.!., < !
As L
f ?(Co x‘/{‘f_(: waar X = £
= 4 TThE 4 e
0 i Al/qé&, A;/ ’c -
0. 0 7¢6 /x*
0.8 000000 0.399818 o ©
1.0 0.441018 0.997356 & o5
1.2 0.353791 1.
i.g 8.23Z218 N 0.826446
* . 2 . 2
oo  SE2E N
0.0000059 o'SugiSQ 0.510204
1.7 0.00 $29L07 0.249339 0.BiuyLy
1.8 0 0000227 0.234 0.390625
2.0 S .0000117 o :221270
54 010005754 0119946 0.346021
2.4 o:oooozf?z3 8-121337 0.199471 8-3?8642
.166 .
2.8 0.000 22> 0.166226 0.206612
2.2 0.000335 0.142483 0.173611
3'6 0.001501 0.124692 0.142479
4‘0 0.00235 0.110897 0.124661 0.127551
A 0003258 0.099934 0.110817 0.097656
y 0.091063 0.099736 0.077160
-8 0,00k 0.090669 0.0625
2-2 0.005%% 0.08378% 0.051653
2‘6 0.077743 0.083113
6 ’g’ 0.076720 0.043403
o 0.071240 0.036982
6.8 0066490 0.031888
7.2 0.062335 9.027718
5:s 0,058668 -
8.4 0,055409 0.021626
' 0,052492 0.019290
8.8 0,049868 0.017313
) 0.0474 0.015625
g'g 95 0.014172
10.0 0.045334
) 0.043363 0.012913%
0.041556 0.011815
0.039894 0.010851

0.01..
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