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Voo~d-acht in de serie 
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door·· 
' ~ ' 

PrO'f.Dr '.L; Kuipers•· 

. 17· 'apr'1 l "1957 . ,. 

Ove ~ de 1_1gging van de riulpunten van pol.,,nomen 

1. Onder een polynoom f(z) vprstaan we in het volgende een functie 
vari de vorm 

waa 1~bij z een comp1c1xe ver>andcrJiJke L',, en de co~fficienteri 

a...._.,,a 1 , .. ,a como·1.,2xi:; constenten zt til, ·., 11 .. -

Zi~:n de cot-!f:'.'icienten a 0 .,a 1 , ... Jan rc~el, dan heet r(z) een 

re~":l pol7,1noom . 
.,.,, _ _,,_ ----------

Den waarden van t> waarvoor f(z) gelijk aan O wordt, heten de 
nulpunten van het polynoom. 

Het vr•aagstuk, waarmee we ons bezig houden, is het probleem 

van de ligging van de nulpunten van f(z) in het complexe z-vlak, en 

behoort dus tot de meetkunde van de nulpunten van de polynomen van 
een complexe veranderlijke. Het bestuderen van de ligging van deze 

nulpunten gebeurt meestal met behulp van beschouwingen en methoden 
ontleend aan de theorie van de analytische functies. In wat volgt 
zullen we slechts gebruik maken van de meest eenvoudige opPraties 1 

die we met complexe getallen kunnen uitvoeren. 

De meeste resultaten van de bedoelde theorie ziJn z.g. separa­

tiestellingen, beweringen die bedoelen aan te geven of en hoeveel 

nulpunten van zekere f(z) liggen in een of ander gebied van het com­

plexe vlak. Separati8ste111ngen betr~ffende de re~le nulpunten van 

re~le polynomen ziJn er vele; de meest bekende is wel de stelling 

van Rolle, die zegt, dat tussen twee re~le nulpunten van f(z) min­

stens een nulpunt van f'(z) ligt. 

2. Nadat in het begin van de 19e eeuw de complexe getallen·geadop­
teerd waren, ontstond er e~n stroom van OQderzoekingen over de lig­

g1ng van de nulpunten van polynomen in het complexe vlak. Aan het 

begin van deze ontwikkeling staat de z.g. evenwichtsstellin~ van 
Gauss, late:r door Lucas (1879) geformuleerd als een resultaat om­
trent de ligging van de nulpunten van f'(z), indien die van de nul­
punten van f(z) bekend is. Deze stE.:11ing luidt: 

Elke convexe veelhoek, die de nulpuntcn van f(z) insluit, 
.. ij4 

sluit ook a 11.e nulpmten ';Sn t.f:~,z) in. 
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De bovengenoemde stelling lean als volgt warden ge!ntePpretec~rd: 
zij f(z) het polynoom 

m1 m2 mp 
(z-z'l) (z-z2 ) ••. (z-zp) , n=Lmj, 

dan zijn de nulpunten van f' (z), die g~~n nulpunten van f(z) zijn, de 
nulpunten van de functie 

F(z) 
m. 

_L 
z-z j 

Nu is 
J2_ m. 

FfzT = 2 __ _ J 
j=='l z-zj 

m 
Het getal __ J_ kan warden voorgesteld door een vector, die de richting 

z-z. 
J 

heeft van zJ naar z, en waarvan de lengte gelijk in a~~ mj maal het 
omgekeerde van de afstand van z. tot z. Beschouw nu __ J_ als de kracht 

J z-z. 
waarmee een vaste massa mj in zj eP-n eenheidsmassa in zJafstoot, waar-
bij de wet van de afstoting de wet van de omgekeerde afstand volgt. 
F(z)" stelt dan de resulterende kracht voor. D(~ punten z, waarvoor FTzY, 
en dus ook F(z), gelijk aan nul wordt, ziJn de evcnwichtsposities van 
het geschetste centrale krachtenveld. Deze punten z kunnen niet buiten 

een convexe veelhoek, die de punten z'1,z 2 , •.• ,zp insluit, liggen. Nog 
andere physische interpretaties zijn mogelijk. Zie b.v. O.D. Kellogg, 

Potential Theory, Berlijn 1929, p.'10; en L.M. Milne-Thomson, Theoretic­
al Hydrodynamics, Londen '1938, p.'197. 

Een meetkundige interpretati~ is vervat in de volgende stelling: 
De nulpunten van de functie 

F(z) = t 1 
z-z. 

J 

zLJn de brandpunten van de kromme van de klasse p-'1, die elk lijnseg­

ment zjzk raakt in een punt, dat hRt lijnsegment verdeelt in de verhou­

ding mj:mk. 
Een bijzonder geval van bovengenoemdc stelling is de volgende be-

wering: m m m 
Is f(z)=(z-z 1 ) "'(z-z 2 ) 2 (z-z3 )'3, dan zi.Jn de nulpunten van f 1 (z)., 

die g~~n nulpunten van f(z) zijn, de brandpunten van de ellips~ die 

raa 1{t aan de lijnsegmenten (z 1 .,z2 ),(z2 ,z3 ) ~ (z3 Jz'1) in punten, die 
deze segmenten opvolgend verd~len in de verhouding m'1:m2 , m2 :m3 ~ 

m3 :m'1. 

3. In de stelling van Gauss-Lucas ziJn de nulpunten zj van f(z) onaf­
hankelijke parameters. Als men nu bepaalde eisen oplegt aan de zj, aan 
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kan men verwachten, dat het gebied van de nulpunten van f'(z) ver­
kleind wordt. Veronderstel bijv., dat f(z) een re~el polynoom is, en 
dat dus de niet-re~le nulpunten voorkomen in geconjugeerde imaginaire 
paren. Construeer dan de cirkels met middellijnen de lijnsegmenten, 
die deze paren van toegevoegde nulpunten verbinden. Deze cirkels he­

ten cirkels van Jensen, genoemd naar de auteur van de volgende stel­

ling (1913): 
Elk niet-reeel nulpunt van een re~el polynoom ligt binnen of op 

minstens een van de cirkels van Jensen. 

4. Men kan het aanvankelijk gestelde probleem omkeren: indien de lig­
ging van de nulpunten van f(z) gegeven is, kan dan de ligging van de 
nulpunten van de primitieve functie worden aangegeven? Over de oplos­
sing van dit probleem is heel weinig bekend. Zie bijv. het boek van 
J.L. Walsh: The location of critical points of analytic and harmonic 
functions, Am.Math.Soc.Coll. Publ., Vol.34 (1950). 

Wel kan men de volgende omkering geven van de stelling van Jen­
sen. Zij f(z) een reeel polynoom. Laten a+ib {b~O) twee geconjugeerde 
complexe nulpunten zijn. Zij Ha,b de orthogonale hyperbool, die de 
punten a~ib tot toppen heeft. Dan geldt: 

In het gesloten binnengebicd van elke Ha,b van een re~el poly­
noom ligt minstens een paar toegevoegd complexe wortels van de reele 

primitieve f f(~)d( + C(C re~el). 
0 

5. In wezen zijn de stelJ.ingen van Gauss-Lucas en Jensen resultaten 
betreffende de nulpunten van de functie 

m 
F(z) = ~ 

j=1 

Beschouw nu de uitdrukking 

waarbij 

,n 
F ( z ) = /_ m j f / z ) , 

j=1 

en waarbiJ mj complex is met 

.,,u ~ a rg mj ~ _µ + )' < ... u +-rr ( j=1, 2, ... ,n). 

Nu geldt de volgende generalisatie: 
Zi,j K een convex gebied, waa rin a lle nulpunten a jk en a lle po'lrt;,l/l< 

b .k van elke f j ( z) liggen. ZiJ ~- een punt van waaruit K gez1en .Ji~,~:~r~·;~; 
o~der een hoek kleiner dan ¢ = ~+t. Dan is F( ~):;,lo (Mort>is ~aroen). ':. ::'{;: 
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6. De belangrijkste resultaten van de theorie van de meetkunde der 

nulpunten van polynomen zijn sameng~bracht door Morris Marden in diens 

werk: Geometry of the Zeros of Polynomials in a Complex Variable, New 
York (1949). Dit bo2k bevat tevens een uitgebreide bibliografie, die 

vrijwel alle publicati8s opsomt vc~schenen tot en met 1946. 


