
STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAA YESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

zw 1960 - 008 

Voordracht in de serie "Actualiteiten" 

P.C. Baayen 

29 oktober 1960 

Ringen van continue functies 

1960 



Voordracht in de serie "Actuali tei terrr 1 

door 

P .C. Baayen 

29 oktober 1960 

Ringen van continue functies 

zw 1960-008 

1. Het doel van deze voordracht is een bespreking van het onlangs 
verschenen boek nRings of continuous functions" door L. Gillman en 
M. Jerison. Dit boek behandelt de verschillende betrekkingen die be­
staan tussen de topologische structuur van een ruimte X, en de alge­
bra!sche eigenschappen van de ringen C(X) en c•(x), waar C(X) bestaat 
uit alle continue reeelwaardige functies op X, terwijl c•(x) wordt 
gevormd door alle begrensde continue reele functies. 

De verschillende onderwerpen, die in dit boek aan de orde komen, 
kunnen uiteraard niet allen even uitvoerig worden besproken. Slechts 
een tweetal ervan, n.l. de (inmiddels klassieke) theorie van Gelfand 
en Kolmogoroff over de maximale idealen van C(X) en c~(X), en de 
theorie van de reeelcompacte ruimten, die door Hewitt begonnen is, 
zullen daarom iets vollediger warden belicht. 

2. Zij X een willekeurige topologische ruimte. De verzameling C(X) der 
continue reeelwaardige functies op X wordt tot een ring door de ge­
bruikelijke definities: (f+g)(x) = f(x)+g(x); (f.g)(x)=f(x).g(x). Zij 

x* de ruimte die uit X ontstaat door identificatie van punten x,y met 
f(x)=f(y) voor alle f e. C(X). Dan is C(X)=C(X*), en bovendien is x• 
een volledig reguliere Hausdorff-ruimte. In het vervolg wordt daarom 
steeds aangenomen dat de beschouwde ruimten allen volledig regulie~ 
zijn. 

Zij verderm de verzameling van alle maximale idealen in C(X). 

Als p e..X, dan is de verzameling van alle f 1c.C(X) met f(p)=O een maxi­
maal ideaal in 'b't, aangeduid met MP. Dergelijke maximale idealen heten 
~efixeerd. Als M E. m , en er is geen p a X zodat M=Mp, dan heet M 
zwevend, De afbeelding p ~ MP is dus een afbeelding van X op de ver­
zamel1ng fl van alle gefixeerde idealen in m. Omdat X volledig regu­
lier is, is deze afbeelding eeneenduidig. 

Als X compact is., dan is ieder maximaal ideaal gefixeerd; dan is 
dus p ..... MP een 1-1-afbeelding van X op m . 

Z i J ve rd er E ( f ) = { M E. m., : f e M } , v oo r f E. C ( X) . Ied ere E ( f ) is 
dus een deelverzameling van 111, • Een deelverzameling van };n heet gesloten 
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als hij verkregen kan worden als doorsnede van verzamelingen E(f}. 
Dan blijkt hierdoor in Jrrt, een topologie gedefinieerd te zijnj en 
wel is 1n, in deze topologie, een compacte Hausdorff-ruimte. 

Stelling. In de topologische ruimte mis de verzameling It van alle 
gefixeerde idealen overal dicht; en de afbeelding p-,. MP van X op ,1"C 

is een topologische afbeelding. 

I.h,b. geldt dus (Gelfand-Kolmogoroff, 1939): als X compact is, dan 

is X homeomorph met m. Twee compacte ruimten X,Y zijn dus dan en 
slechts dan homeomorph, als hun ringen van continue functies C(X), 
C(Y) isomorph zijn. 

Als X niet compact is, dan ism dus te beschouwen als een com-.., 
pactificatie van X. En wel blijkt dit in principe de Stone-Cech 
compactificatie van X te zijn. 

V 

Van de Stone-Cech compactificatie wordt in het boek van Gillman 
en Jerison zeer veel gebruik gemaakt; op zeker drie verschillende 
wijzen wordt hij ingevoerd. Deze compactificatie, gewoonlijk aange­
duid met f'X, en die bestaat voor iedere volledig reguliere ruimte 
X, is volledig vastgelegd (d.w.z. op een topologische afbeelding na) 
door elk van de volgende (equivalente) eigenschappen: 

(I) Iedere continue afbeelding ~ van X in een compacte ruimte 
Y kan continu voortgezet warden tot een afbeelding ~ van 

px in Y. 

(II) Iedere f «. C *( X) heeft een continue voortzetting rl8 e. C ( p X) 

(waar c-(x) de deelring van C(X) is die bestaat uit alle begrensde 
f&.C(X)). 

Als we het verband tussen m. en fS X expliciet willen aangeven, 
is het nuttig, de volgende notatie te gebruiken: voor f ~ C(X) zij 
Z(f) = { x : f(x) = O}. Verder zij de afsluiting in p X van een ver­
zameling A aangegeven met c\5 X A. Tenslotte zij 
MP= { r, c(x) : pe.c]JX Z(f)} , voor p ~ f.>X. Dan geldt 
Stellins; ( Gelfand-Kolmogorof f): voor iedere p &. /3 X is MP een maxi­
ma al ideaal in C (X); en wel is de p-+- MP een topologische afbeel­
ding van p X .£E_ m . 

Als pe.X, dan is blijkbaar Mp= Mp; d.w.z. p-+Mp (pe.faX) is 
een voortzetting van de bovenbeschreven afbeelding p __.,. MP ( p e. X). 

Verder geldt., dat C ({' X) isomor:1h is met C •(x). Omdat /S X com­
pact is, is px homeomorph met de ruimte der maximale idealen van 

* c(p X}; en dus is p X ook homeomorph met de ruimte 11"!. van de maxi-
male idealen van c "'(x). I .h, b. zijn dus 1l'l, en mi+ topologisch equi-
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valent. 

3. Eigenschap (II) van de Stone-Cech compactificatie van X zegt dat 
X C 11t--ingebed is in ~ X. Een ruimte X heet nl. c-it• -ingebed in een ruimte 
Y, als X een deelruimte is van Y, terwijl c*(X)={f)X: f E.C*(Y)}; en 
een deelruimte X van Y hect C-ingebed in Y als C(X)={fjX:fE.C(Y)} . 
Als X C-ingebed is in Y, dan is X ook C.., -ingebed in Y; maar het om­
gekeerde geldt niet slgemeen. 

Aan de mogelijkheden tot C-inbedding of c*--inbedding van een 
ruimte X in een prettiger ruimte Y wordt in het boek van Gillman en 
Jerison vrij veel aandacht bestecd. Voor c*-inbedding is de Stone-.,, 
Cech compactificatie van groot belanc: niet alleen is X altijd, zoals 
boven opgemerkt is, c*-ingcbed in r-, Xj omgekeerd geldt ook: als X 
* C -ingebed is in Y, en X is dicht in Y, dan is X c:. Ye. /3 X. 

Maar voor het bestuderen van C-inbedding is ~X niet zo geschikt. 
Immers, p Xis compact; iedere continue functi0. op~ Xis dus be­
grensd; en geen onbegrensde f e.. c (X) kan dus continu worden voortgezet 
tot een functie in C ( 13 X). 

Er blijkt echter eon soort ruimte te zijn, die t.o.v. C-inbed­
ding dezelfde rol speelt als de compacte ruimten t.o.v. c*-inbedding; 
en dit zijn de reeclcompacte Euimten. 

4. Voordat we do recclcompacte ruimten kunnen definieren moeten we 
nog enige aandacht geven aan de maximAlc ~dealen in C(X). Deze zijn 
reeds geclassificeerd in ~wevende en ~efixeerde maximale idealen; 
maar er is ook een andere indcling, die van belang blijkt te zijn, 
en wel naari de eigonschappen van de rostklassenlichamen C(X)/M. 

Als M een maximaal ideaal is, dan ic, zoals bekend, C(X)M een 
lichaam; bovendien laat de ordening van C(X) zich overdragen naar 
C(X)/M, en wel blijkt dst C(X)/M altijd J.ineair geordend is. Als we 
met M(f) de restklasse mod. M van een element ft C(X) aanduiden, dan 
is de ordening van C(X)/M vastgcl8gd door: M(f) "O dan en slechts 
dan als er een g l!I O in C (X) is met f ?:': g (mod M). 

Bovendien bevat c(x)/M altijd een copiA van het lichaam R der 
reele getallen, nl. de restklassen M(::..;-) voor r a. R., waar r de functie 
in C(x) is met r(x) = r, voor alle x .. :. X. 

Nu zijn er twee mogelijkheden: (1) C(X)/M bestaat juist uit deze 
restklassen M(r), d,w.z. C(X)/M~R; dan heet het maximale ideaal M 
een reeel ideaal. En (2): cCc)/M is niet isomorph met R; in dit ge­
val heet M een hyper-r_eeel_ ~~XiJ'!laal_ 1:deaal. 

Het is vrij eenvoudig aan te tonen dat ieder gefixeerd maximaal 
ideaal een re~el ideaal is. Als nu ook het omgekeerde geldt, d.w.z. 



als ieder reeel ideaal een gefixeerd ideaal is, dan heet de ruimte 
re~elcompact (Hewitt, 1948). 

Een ruime categorie re~elcompacte ruimten wordt gegarandeerd 
door de volgende stelling. 

Stelling, Iedere Lindel5ff ruimtc ls re~elcompact. 

I.h.b. is iedere ruimte met een aftelbare basis van open verzame­

lingen re~el-compact, dus b.v. ledere separabele metrische ruimte. 

Evenals voor compacts ruimten geldt hier: twee re&elcompacte 

ruimten X,Y zijn dan en slechts dan topologisch equivalent als 
C(X)~C(Y). 

V 

De plaats van de compactificatiestelling van Stone-Cech wordt 

in de theorie van de re~elcompacte ruimten ingenomen door de re~el­
compactificatiestelling van Hewitt en Nachbin: 

Stelling. Bij iedere volledig regulicre ruimte Xis er een reeel­
compactificatie vX (d.w.z. een reeelcompacte ruimte vX waarin X 

dicht is) die (op topologische equivalentie na) ondubbelzinnig 

bepaald is door elk van de volGende (equivalente) eigenschappen: 

(I*) Iedere continue afbeelding ~ van X in een refelcompacte 
ruimte Y kan continu warden voortgezet tot een afbeelding 

t 0 van v X in Y. 

(II~) Icd ere f e. C ( x) heeft een continue voortzetting f '!;I(. C ( v X) 

(i.e. Xis C-ingebed in 1>X). 

Aangezien X overal dicht is in v X, en verder, volgens (II..,), C­
inge bed in '/J X, dus ook C * -inge bed in v X, kunnen we v X z6 kiezen 

dat X c. vX c (3 X. Inderdaad wordt tJ X gewoonlijk geconstrueerd als 

deelruimte van (9 X. Wanneer we de met ~ X topologtsch equivalente 

rulrnte m. van a11e maxJ.male idea1c-:n van C(X) beschouwenJ dan is v X 

topologisch oqu1valent met de deelruimte van m die bestaat uit alle 
re~le maximale idealen. 

M.a.w. de afbeelding p~MP = {fsC(X) : pec\,;x Z(f)} beeldt 

{' X topologisch Df op de ruimte &?t van EJ lle maxima le idea len van 

C(X); beeldt 1J X af op de deelru:1-mte bestaande uit alle re~le maxi­
male idealen vnn C(X); en beeldt X af op de deelruimte van alle 

gefixeerd~ maximale idealen van C(X). 

Parallel met het feit dat C(fo X) ~ c*(X) is de eigenschap: 
C ( v X) z C ( X) • Parallel met de 'l\ychonof f products telling voor com­

pacte ruimten is de stelling dat een willekeurig product van re~el­
compacte ruimten weer re~elcompact is. Ook is bv. iedere gesloten 



deelverzameling van een re~elcompacte rulmte weer re~elcompact. 

Interessant is ook het volgende resultaat: als X reHelcompact 

is, dan bestaat de doorsnede van alle zwevende maximale idealen in 
C(X) juist uit alle continue functies met compacte drag8r. (In een 

willekeurige ruimte X geldt, dat de doorsnede van alle zwevende 

maximale idealen in C (X) juist bcstaat uit alle functies die O zijn 

in de verte). 

Ook de volgcnde stclling van Shirota (1952) is van belang 

(Gillman en Jerison wijden er een apart hoofdstuk aan): als aan een 

(uiterst zwakke) voorwnarde betrcffende de cardinaalgetallen van de 

beschouwdc ruimten is voldaan 3 dan zijn do reeelcompacte ruimten 

juist die ruimten die een uniforme structuur toelaten waarin ze vol­

led ig zj_ jn. 

5. Het voorgaande belicht, zoals gezegd, slechts enkele van de on­

derwerpen die in 11 Rings of continuous functions 11 behandeld worden. 

Zo worden ook de restklassenlichamen C(X)/M, voor hyperrG~le M, uit­

voerig bestudeerd. Deze lichamen zijn niet-archimedisch geordend, 

zijn re~el-afgesloten, hebben over Reen transcendentiegraad die 

tenminste het cardinaalgetal van het continuum is, en bezitten vele 

merkwaardige eigenschappen. 

Behalve cle maxima le idealen van C(X) en C 11-(X) warden ook, al­

gemener, de priemidealen in dezc ringen onderzocht. Een van de lang­

ste hoofdstukken (hoofdstuk 14) is aan dit onderzoek gewijd. 

De theorie van de ro~elcompncte ruimten wordt toegepast voor 

verzameling-theoretische onderzockingen betrcffende transfiniete 

cardinaalgetallenJ terwijl naar aanleiding van de hyperre~le rest­

klasscnlichamen, C(X)/MJ en van de priemideaal-theorie, ook enige 
ordeningstypcn van abstracte verzamelingen onderzocht worden. 

Het laatste hoofdstuk, tenslotte, geeft een uiteenzetting van 

de dimc::nsiethr,orie van Kstetov., cHe het mogc.:;lijk maakt de (Lebesgue-) 

dimensie van esn volledig reguliere ruimte X te bepalen uit de alge­

braische structuur van C(X). 
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