
STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAA VESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

zw 1963 - 008 

Disjuncte onen en gesloten verzamelingen in het complement van 

een discrete ruimte in zijn Cech-Stone compactificatie 

P.C. Baayen en A.B. Paalman - de Miranda 



STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

AFDELING ZUIVERE WISKUNDE 

zw 1963-008 

Disjunete open en gesloten verzamelingen in het complement 
y 

van een diserete ruimte in zijn Cech-Stone compactificatie 

door 

P.C. Baayen en A.B. Paalman - de Miranda 

Zij N een discrete verzameling met machtigheid jN I= k 0 
y 

en ,N de Cech-St~e compactificatie van N. 

Dah bevat ~N\N 2 ° paarsgewijs disjuncte open en gesloten 
verzamelingen: 
zie Gillman and Jerison: Rings of continuous functions 

p. 97. 

St~lling: Zij D een discrete verzameling met l D 1 = d • Jt: 0 

en ~D de Cech-Stone compactificatie van D. 
~D\D bevat dan en slechts dan m paarsgewijs di~uncte 
open en gesloten deelverzamelingen als O < !!!.~ d • 

Bewi,js: 
Stel D1 c D. Dan is ~D = D1 u D\D1 en D1 11 D\D1 = ¢. 
Iedere verzameling van de vorm D°' met Doc c: D is dus open 
en gesloten in p D. 
Stel nu A open en gesloten in pD. 
Dan 1s Ar, D = n1 I _J__en FD = D1 u D\D1. 
Daar D1 c: A = A en D\D1 <= pD\A = P,D\A is A = D1 . 
We zullen nu bewijzen dat de verzamelingen van de vorm D1 
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met D1 c D een basis voor de open verzamelingen van ~D 
vormen. 
Stel O open in p D en x t. 0. Dan is er, daar (3 D een compac te 
Hausdorff ruimte is, een open verzameling V met x, V c:: Ve O. 
Zij nu Vn D = D1 ; dan xG.D1 c::vco. 

Stel nu A open en gesloten in pD\D; dan is A= O\D met 
0 open in (!D. 

Daar de D« met D~e Deen basis voor de open verzamelingen 
van (SD vormen is O =U D met D,...c D. 

ol. 0(. .... 

Dus A =( U Dot )\D= U ( Do< \.D). 
C( 0( -

Daar A compact is en n~,n open in ~D\D is Ate schrijven 
- - - n als A = Do< \ D u ... u Dot.\ D = D13 \ D met D~ = U Dot • 

1 n ,- ,. i = 1 i 

Iedere open en gesloten verzameling in ~D\D is dus van de 

vorm D~\D en omgekeerd is ook iedere verzameling D()(\D 
open en gesloten in ~ D\D. 

We zullen nu bewijzen dat 

dan als j Dct n D~ j < )t0 ~ 

= ¢ dan en slechts 

Immers stel DocA D~ = Dd dan D ~ = D()( \ DI u D ! 

en D p = D,s \ DI u D ! 
= ¢ ~ DI c D #- I DJ' I < Jf 0 Dus De£\ D" D~\.D 

~D\D bevat dus ~ paarsgewijs disjuncte open en gesloten 
deelverzamelingen dan en slechts dan als er een verzame­
ling K van deelverzamelingen van D bestaat met 

)Kl =!£en )D()I.. n D13 j < ~ voor D(l(,D(3 ~ K • 

Stel nu K een dergelijke verzameling en .!!}_ > 9.., dan is ook 

I K I l = m al s K' == { DO( I D°' tt K I De< l ~ R-0 } • 

Stel nu K" = K• als U D = D , anders 
D.c:1.~' °' 

met D* 
°'1 

= D u D '\ U D« 
o<1 D c.K 1 . 

01. 
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K" is dan een verzameling van 

JK" I = ,!!!, I DO< n Dfl I< X-0 -$ min 

deelverzamelingen van D met 

{Jn,.,l,fnA.l) en U Doi.= D • 
..,. r-- DE.K" 

°' 
Een <lergelijke verdeling van Dis dan en slechts dan 

Ito 
mogelijk als m I- d : zie Bachman,. Transfinite Zahl en p. 149. -~-
Dus d < .!!! ~ d o . 

Jt; 
Als .!!! , d dan ism~ d en bestaat er dus een de~elijke 
verdeling K" en dus zeker een verdeling K. 

q.e.d. 


