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Wiskundige grondslagen van het mixen van cocktails 

en het kneden van dee~ 

Bij het mixen van een nMart ini n wordt een beker met 

inhoud 1 eerst gevuld tot twee derde met gin en da:o. ver­

der a.angevuld met vermouth ( een derde;, fig o 1 ) ,, Daarna 

wordt de bel:er gesloten en enkele keren geschudo Algemeen 

wordt verwacht dat na een voldoend groat aantal keren 

schudden iedere slok een mengsel van cao twee derde g~n en 

\.-·~~--4 
l E vermouth' 

E' (gin) 

j 

een derde vermouth bevat C Wij zul1en onderzoeken 1.n we1ke mate voor deze 

verwacht i:ng een wiskundige grondslag bestaat c 

Om het probleem precies te kunnen formuleren vereenvcud1gen wij de 

situatie; wij veronderstellen dat een schudding T bi.nnen de beke:r Xie~ 

der molekuul vloeistof van zijn oorsprcnkelijke p1aat s x xansport.eert 

naar een plaats Tx. die alleen afhankelijk is van Xo Verd.er ver,::;,nder= 

stellen wij dat iedere schudding hetzelfde effect heeft figo 2 1 o 



Bij een serie van schuddingen doorloopt d ,.rn ieder mole= 

kuul,,uitgaande van ziJnoorspronkelijke plae.ts x~ achter= 
" 2 3 

eenvolgens de pla.at sen :x ,, Tx" TTx = Tcx i TT x "" T xi , ,, , e 

Tnx ("" baan van x ender de t,ransformat,ie T in x), 

Om de vermeng:ing te beschrijven. die door T :in X 

bewerkt wordt ~ moeten wiJ van iedere nwillekeurige;; dud= 

verzameling F (va.n plaatsen) in X a&ngeven~ hoeveel van 

z1jn volcunen v(F) wordt opgevuld door mclekulen vermouth,, 
fig,, 2 

kcmende van plaatser in c.e ieelverzameling E, c!P rest, van v(F) wo:rdt 

da:n opgevu1d door mo.:..eku.len gin t komende van plaar,sen in de resterende 

dee1verza.meling E" c l1oa0Wc wiJ bekijken het volledig o:cigineel 

en de twee gedeelten ervan® bestaande uit vermouth resp, 

gin (fig, 3) 

' T- FfiE = ix~E ; Tx ~F~ 

fig, 3 

Om zinvol1e uitspraken te kunnen doen verondersteTlen w:ij dat 1e­

dere van de bekeken verza.rnelingen een 11 volumen'1 heeft ( "' mee-cbaa:r is) 

en dat de molekulen, die na uit.oefening van T :in F terecbt komen 

oorspror-ke1ijk een verzarr,eling van het.zelfde "·volumen 11 opvu.1den aJs F', 

Wij W)rden dus geleid tot de beschouwing van een spec:iaal stelsel R 

van deelverzamelin[en die 11meet'baar'1 zijn en eeri Hmaar:," v (gedefini~ 

eerd op R) met bepe.al.de eigenschappen (b,v. AiB~ R r:f.' Af\.B ~R~ 

A ·..:B.t:R; X ~R; v(X) ,:; :: :·, Het drietal (XiRiv) beet een. maatruimte. 

Verd.er word.en wij 2;e1eid tot de veronderste 7 11 ng dat bet volledig ori­

~inee1 'f F van een meetbare verzameling F \J"':', r.ieetbaar is tm,a,w, 

dat de transformat:ie T '1meetbaar" is) en dat v.(T~'Fi = ,, 1F" • .. • \ ! voor alle 

r:ieetbare verzamelingen F ge1dt (m,a-w, cu.:. T 11maat-invariant" is 

t~.o v~ v),., 

Een herhaalde t oepassing van de la.at st genoemde relaties leidt tot 

de relaties 



TkxeF}E.R 1 voor alle FE.R 

J 

Het relatieve aandeel van vennouth respo gin in F na een toepassi:ng 

van Tis dan (voor v(F) > 0) 

a 

v(T= 1:F l'tE) 
v(F) resp, 

( -1 
vT Ff'\'E',; 

v(F) 

en na k toepassingen van T (= ~en toepassing van~) 

respo 

Verwacht wordt dat deze q_uotienten tot v(E 

naderen. 

'1 

( = 3) respo v(E , / _2 1, 1,·:::c ' ?/ 
J 

Definitie o E.en meetbare maat=invariante t:ransformatie T in een maat= 

ruimte (XiJR®v) met v(X) = 1 heet sterk vennengend indien voor ieder 

paar Ei!F E':R geldt 

lim v(T-kF nE) = v(F) 0 E 0 

k+oc 

Als de werking van T op ieder punt in X niet expliciet bekend is 

kan geen uitspraak over vermengings=eigenschappen van deze speciale 

transformatie T warden gedaano Wel zijn er stellingen die uitdrukken 

dat in een zekere (topologische) zin de meeste transformaties ver= 

mengend zijno 

Wij geven nu een voorbeeld van een sterk vermengende tr·ansfo:rmatie 

in het eenheidsvierkant Xo 

DoOX' een affine transformatie 

(samendrukking in ve:rticale 

:richting en ui trekking in 

horizontale richting) 

wordt X eerst getransfor­

meerd i· ee:n rechthoek van 

lengte 2 en hoogt e ~, 

X 



< 

daarna word.t de rechter helft ( van lengte 1 en hoogte ~) afgesneden 

en boven de linker helft geplaatst ( figo 4) o Deze transformatie T 

herinnert aan bet kneden van deeg en is om deze reden ook bakkers= 

transformatie genoemdo Analytisch is T gegeven d.oor 

' 0 

voor O < x < = 0 =< y < = 2~ 

voor f ,:;, x < .. ~ 0 ,::, y < 

Bij een gedetailleerde uitwerking moet als stelsel van meetbare 

verzamelingen hier warden bekeken de er-algebra van Borel~verzamelingen 

en als maa:t v de twee=dimensionale Lebesque=maat, Het kan echter wor= 

den aangetoond dat iedere Borel~verzameling in een zekere zin kan war= 

den benaderd door eindige verenigingen van assen para1lele recbthoekeno 

Bij het onderzoek of T al dan nie-r, meetbaar maat~invariant en sterk 

vermengend is~ is het om deze reden voldoende zich tot een onderzoek 

van de werking van Top assen J_)arallele rechthoeken te beperken. 

Wij merken op dat T het eenheidsvierkant X omkeerbaar eenduidig 

op zich af'beeldt ( ieder punt (x~y) heeft maar een origineel punt 

T= 1 ( x ~y) wiens beeldpunt het is) c Om t e onderzoeken of T meet baar en 
< 

maat=invariant is bepalen wij het volledig origineel T='F van een assen 

parallele rechthoek 

F = A X B = A X B VA X B O 1 2,., 

waar A x B in de onderste helft van X 

ligt en Ax B2 in de bovenste helft 

(fig. 5). Stel a® b 1 en b2 zijn de 

lengten van de intervallen A~ B., en 

B2 resp, Dan geldt 

-- -----.., 

Als een vereniging van ',ree recbthceken is T= F weer meet.baarc DLLo T 

is meetbaarc Verder geldt 

= a(b +b,,.. 
c; 



Dus Tis maat-invarianto Op een soortgelijke manier kan worden aan= 

getoond da:t ook TF meetbaar is voor alle F€ Ro Volgens de onL°keer= 

baarheid van T geldt dan 

< 

v(F) = v(T= 1TF) = v(TF) 

voor alle Fe Ro 

Het bewijs van de uitspraak dat T sterk vermengend is efat enkele 

voorbereidingeno Wij verdelPn eerst X in 4 congru.ente vierkanten met 

zijden=lengte ¾o Ieder dergelijk vierkant is gekenmerkt doer een paar 

(t.:1 ,n1 ) van cijfers e.: 1 ~ r1 1 ® die de waarden 

0 of 1 kunnen aannemeni als het in de lin= 

ker helft van X ligt is,het eerste cijfert 

s 1~ gelijk aan O, als het in de rechter 

helft van X ligt ~ is het eerste cij fer® e" ~ 
!J 

gelijk aan 1, als het in de onderste helf'+; 

van X ligt is het tweede cijfer. n1 i gelijk 

aan 0~ als het in de bovenste helft van X 

ligt is n gelijk aan 1 ( figc 6) c 

0 
o,o) 

0 

Dezelfde verdelingsprocedure passen wij opnieuw op ieder van dez,e 

vierkanten toe door O achterhet eers;te cijfer te plaatsen al:e het 

nieuwe vierkant ( e:: 1 e2 , n1 n2 ) in de linker 

helft van het oude vierka.nt lie;t ( anders 

een ) ~ en door een O achter het tweede 

cijfer te zetten als bet nieuwe vierkant 
0 

in de onderste helft van het oude vier= 00 

kant ligt (anders een 1) (fig,. 7) o Jv u-ti~~ 7 
Door deze procedure n keer toe te passen overdekken wij 

2n . . , 
een rooster van 2 congruente vierkanten 

(e 1 s 2 oco E, n,n2 coon) van zijden= ., n ,1 n 
lengte 2=nc Ieder vierkant 1s gekenmerkt 

( 010 ;O 
door twee ri,jen van n djfers £, en n, 

]. 1 

die de waarden Oen 1 mogen aannemen;, 
0 

zijn zijde in horbontale richting is 

de e: -helft ven de e ,=helft van o o c 
n n=i 

van de s 1=helft van het eenheidsinterval;i 

X door 



zijn zijde in verticale richting is de n =helft van de n .. =helft 
n n= 

van coo van de n,=helft van het eenheidsintervalo Wij gebruiken 
ii 

deze not at ie ook voor rechthoeken zoals ( 1 ;O ) ( figo 8 c 

Wij onderzoeken nu water gebeurt als wij T toepassen op 

een van deze vierkanten of rechthoeken 

bcvo (e: £\:::)~ 11 1 11.;)o Door de horizontale 
'--• LI •--

uitrekking wordt de lengte van de hori= 

zontale zijde van ieder vierkantje ver= 

dubbeld~ maar aan de onderlinge positie 

wordt niets veranderdc Door de verticale 

samendrukking wordt de hoogte van ieder 

vierkantje gehalveert® maar wordt weer 

niets aan de onderlinge positie ver= 

anderdo AJ.s de rechterhelft van de re= 

sulterende rechthoek ( vari. lengte 2 en 

hoogte f) boven de linkerhelft ver= 

plaatst wordt krijgt een vierkantje fig, 9 

(oe:2 , n;nc1) de gedaante van een rechthoek (e:2 ; On 1n2 )~ en een vierkantje 

(1E2 , n1n,c:) de gedaante van een rechthoek (e:2 , 1n 1ri2 ) (figo 9L 

Herhaling van deze redenering 1eidt tot 

( een rechthoek waarvan de borizontale zijde lengte \ .heeft} 

(twee dis~junc'te rechthoeken waarvan de horizontale ZJ.Jden lengt.e ' 

hebben) o 



Iedere verdere toepassing van T verdubbelt het aantal van zulke recht= 

hoeken en halveert hun hoogteo 

Over het algemeen geldt 

0 0 C:, 

u 
E:+oooE:+' n p n , 

0 6 t: 

{ • c n+p 

In de laat:ste regel staat aan de rechterkant een vereniging van 2P dis= 

juncte rechthoeken waarvan de horizontale zijden lengte hebben 

( e: o o o 1e: +i nemen onafhankelijk van elkaar de waarden O en n+p n 
Een analogi; redenering leidt tot 

E: " n' 

{ een rechthoek met hoogte 1 ) o 

n) = fn 
n ' n 

Bij het verifieren van de vergelijking 

£ , 
n 

O C r:, 

lim v(T-kF nE) = v(F) 0 v(E) voor alle rechthoeken E®F 
k-;-oo 

aan c 

is het mogelijk zich te beperken tot roostervierkanten E~F (de reden 

is dat iedere rechthoek de vereniging is van aftelbaar veel rooster= 

vierkanten) o Wij mogen dus veronderstellen 

0 0 0 £ ' n• 

Omdat k toch naar 00 loopt ku.nnen WJ.J: ons beperken tot de oesch0uwing 

van kijs die grater zijn dan m+n~ 



0 

k = m + n + P& p ~ 1 

v(T-kF (1E) = v(T=(m+n+p)F l'\E) = 

= v(t1+p [T-(m+n+p)F N]) = 

= v( T-mF n ~+pE) 

(wij gebruiken het feit dat wegens de omkeerbaarheid van T geldt. 

Tn+p(A l't!B) = ~+p A nTn+pB) o T-~ is 
-2m een rechthoek met lengte 2 en hoogte 1o 

~+pE is de vereniging van 2P disjuncte 

rechthoeken met lengte 1 en hoogte 2-2n=p 0 

De doorsnede T-~/\Tn+pE is dan een 

vereniging van 2P disjuncte rechthoekjes 

van lengte 2-2m en hoogte 2-2n-p (figo 10)o 

Dus 

= v(F) • v(E) voor k > m+no 

Hieruit volgt de bewering. 

Voor• een diepere studie van deze prJblemen wordt als lectuur 

aanbevoleni 

Halmos, PoR.:· Lectures on ergodic theory 5 Publfoations of the 

mathematical society of Japan 3, Tokyo ;956 (Chelsea 0 

New York) o 

(dit boekje heeft de spreker ook bij het kiezen en uitwerken van dit 

elementaire onderwerp geinspireerd)c Verder 

Zaanen, AoC.; An introduction to the theory of integration~ North 

Holland 1 Amsterdam 19580 

(dit boek bevat ook een inleiding in de maat-theorie waarvan in de 

ergodentheorie intensief gebruik wordt gemaakt)o 



Een overzicht van de nieuwste ontwikkelingen in de ergodentheorie 

geven 

Jacobs, Ko~ Neuere Methoden · und Ergebnisse der Ergodentbeorie, 

Springer~ Berlin 19600 

Jacobs, Kog Einige neuere Ergebnisse der Ergodentheorie~ 

Jahresbericht do DMV ,El (1965) 143-182c 




