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Een stelling van Petr ui t de getallentheorie. 

De volgende stelling is door K. Petr af'geleid: 
Is Deen natuurlijk getal, geen quadraat, dan heeft van het stelsel 
verge lijkingen: 

2 2 
(1) D1u - D2 v = e, 

waarbij n1 en D2 alle mogelijke na.tuurlijke getallen doorlopen, zodat 

D1 D2 == D en "I>1 < n2 , en e telkens de waarden 1, -1, 2, -2 doorloopt, be­

halve voor D1= 1, waarvoor de waarde e = 1 uitgesloten is, een en 

slechts e.en vergelijking een oplossing in natuu •. 'l ijke · g-e tallen u, v, 
waarvoor ge ldt: 

(2) (u,~ ) = (v,D1 ) = 1. 

(Door (a,b) wordt de g.g.d. van a en b aangeduid). 
Deze stelling is een gevolg van de volgende bekende stelling uit 

de getallentheorie: 

Voor e 1k natuurlijk getal D, dat geen q_ua.draat is, is de vergelijking 

van Pell: 
2 2 

X - Dy = 1 

in natuurlijke getallen oplosbaar. 
Petr heeft zijn stelling bewezen :ioot behulp van de kettingbreuk­

ontwikkeling van '{ii. (Casopis pro pestovani matematiky a £ysiky, J?raag 

1927, blz. 57). 

Het bewijs, dat hier gegeven zal worden, is afkomstig van$. Lu­

belski. 
Onder een integriteitsgebied verstaat men een verzameling elemen­

ten met de volgende eigenschap~en: 
1. aan twee elementen a en b is eenduidig toegevoegd een eloment 

a+ b, de som,en een element ab, het product. 
2. {a+b)+ c =a+ (b+c). 

3. a+ b = b + a . 
.... 

4. bij a en b is steeds een element x te vinden, zodat a + x = b .. 

5. (ab)c = a(bc). 

6. ab = ba. 

7. a(b+c)= ab+ ac. 
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Uit 1, 2, 3, 4 volgt, dat de verzruneling t.o.v. de optelling 
een commutatieve groep is. Hieruit volgt: 

Er is een en slechts een nulelement O met de eigenschap, dat 
a+ O = a voor iedere a. Bij ieder element a behoort ~en en slechts 
eeri tegenges~elde -a, zodat -a + a = O. 

De a:ftrekking is eenduidig, d.w.z. er is bij gegeven a en b 
slechts ein element x, waarvoor a+ x = b, n.l. x =-a+ b. We noemen 
x het verschil van b en a; we schrijven x = b - a.· 

We kunnen nu bewijzen dat a O = 0 voor iedere a: 

a O = a ( O + O )= aO + aO 

en a O = a O + 0 

Uit de eenduidigheid van de a:ftrekking volgt dus, dat aO = o. 
Voor een integriteitsgebied moeten nu verder nog de volgende 

eigenschappen gelden: 

8. Er is tenminste een van O verschill~nd elen:ent. 
9. Uit a b = ac en a½: 0 volgt b = c. 

Deling door een van O verschillend element is, indien mogelijk, 

eenduidig. Is d = ab en a-aj:: O, dan schrijven we b = 1 . Men noemt a a 
een deler van d. 

Van belang is de volgende stelli:ng: 
Is I een integriteitsgebied en J een deelverzameling van I, die ten 
minste een van O verschillend element bevat en met a en book hun ver­
schil en hun product bevat, dan is J t.o.v. op-telling en vermenigvul-­
diging in I weer een integriteitsgebied. 

Bewijs: J bevat een element a en dus ook a - a= O. Met een element b 
bevat J dus ook het tege ngestelde ... b = 0 - b.. Met a en b bev.at J dus 
de soma+ b =a~ (-b}. Dat J aan de eigenschappen van een integri­
teitsgebied voldoet, is dan duidelijk. 

Van bijzonder belang zijn integriteitsgebieden met een eenelement. 
Een element e is eenelement, als voor iedere a geldt, dat ea = e,,. 

Een integriteitsgebied heeft ten hoogste een eenelement. Geldt 
n.l. voor iedere a, dat ea= eta= a, dan geldt dit dus ook voor een 
van O verschillende a; uit de eenduidigheid van de deling door een 
van O verschillend element volgt dan e. = e•. Is ea~ a voqr zeker van 
0 verschillend element a, dan is e eenelement. Voor een willekeurig 
element b geldt n. 1-. {be)a = b( ea):;: ba; ui t de eenduidigheid van de 

deling door a volgt dan be= b. 
We zullen nu eenheden definieren in een integriteitsgebied met 

eenelement. Onder een eenhe id verstaat men een deler van het eeneleme1,.·,; 

Ieder integriteitsgebied met eenelenent heeft ten minste een eenheid, 

n* 1. het eenelement zelf. 

·~· 
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Is e het eenelement, teen ee:nheid, dan noemen we f het inverse 
element van t , geschreven t-1. 

Nu ge1d-t de volgende stelling: 

In een integriteitsgebied I met een eenelement vormen de eenheden een 

commutatieve groep t.o.v. de vermenigvuldiging. 
De vermenigvuldiging van eenheden is n.l. associatief en commu­

-tatief. Onder de eenheden komt het eenelement van I voor, dat ook een•· 
element is voor de vermenigvuldiging van de ~enheden. Bij iedere een­

heid behoort een inverse eenheid. We moeten nu nog aanton0n, dat het 
product van -twee eenheden weer een een~eid is. Dat is ook gemakkelijk 

in te zien. Bij het product van twee eenneden behoort n. l. a.ls invers 

element het product van de inversen der factoren. Het product is dus 
ook eer. eenheid. 

Hiermee is aa.ngetoond, dat de eenheden t. o. v. de vermenigvuldigi1~·: 

een oommutatieve groep vormen. 

Hee£t ieder van O verschillend eleiront een invers, dan is deling 

door een van O verschillend element steeds mogelijk en hebbe n we een 

lichaa.m. Is omgekeerd deling door een van O verschillend element s'"teed ·~ 

mogelijk, dan is er een eenelement en heeft ieder van O verschillend 

element een invers. 
Zij Deen natuurlijk getal, dat geen quadraat is. We beschouwen 

nu de verzamel.ing G [\In] , be staande uit de getallen a1 + 92 V'n, waarin 

a, en a1 gehele rationale getallen. G [ Vn] is een deelverzame ling van hot 

lichaam van de reele getallen, die net de getallen o<. enr3 ook ex-~ 
en O((?> bevat en zeker een van O verschillend geta.l bevat, is dus een 

integri tei tsgebied, en wel een integri teitsgebied met een eenelement 1 

want het getal 1 behoort er toe. . 

Is Cl( = a1 + a2 yn, waarin a 1 en a 2 gehele rationale getallen, dan 
verstaat men onder het geconjugeerde getal ~ het getal a1 - a 2f!)• Nu 
zijn o( + a en Cl(~ gehele rationale getallen. Het is ook duidelijk, dat 

o< + {:. = oi + ~ en ~ =<X f-> • 

Stelling: G [ VD] bevat een geta.l t , grater dan 1,. zodat de getallen ,.. 

± c.. n, waarin n de gehele rationale g.etallen doorl'oopt, juist ·ai1e · e en­

heden van G f VD]zijn. 
13ewije: Neem aa.n, dat o< een eenheid is. Zij ~-1 = ~ • Uit ct f = 1 volgt 

nu ~ 1> = 1. Dus: ( <x ~ }(? f }= 1. Hi.:,r zijn be~de factorAn g:rele 
:rationale getallen. Dus t:I.. ~ = 1 of o( o(. = -1. Dan is dus oZ = o< o:f 

- -I (;)( =. - ex. • 
Uit de oplosbaarheid van de vergelijking van Pell volgt het be· 

staan in G f Vn]van een eenheid, die grater dan l is. 
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Immers X 2 _ 'r"-y2 l . u, = , WA~rin x any natuurlijke get11.llen. Dus: 

(x + y yn)(x - y fi5)= 1. 
...-·- ... 

x + y V D is dus e1rnheid cm x + y ~i"D> 1. Zij , ... ,, -
"·""""' -

n.1 en n2 gchcle rs.tion~J.c gct 0 .llr'n, ecn e nhcid, grater da.n 1. Dan 

zijn n1 en a 2 posi tief. 
, . . .. 1 - -1 

Do.~ : ... > 1 is, 1.s 1mrners O < °' < 1. Is (:J. = c< , dan is dust 
,,..f ~,.- I 

0-< (:x -ci = e,,: _,..:;.:; = 2a2 V D. Dus: a.> C. 
~ -- ,r- ..,.,,., -J 't,.' -

Dan 1s verder: n.1= u + n. 2 V D = ,:x + n.2 V D > O. Is d. = - C>( 
-1 -

d~n is: O< cl-. - o< = oJ.. + ol.. .: 2 ~ • Dus: n1 > O. Dan is oak; 

O< ,.;[ 1 + n1= - ct + ~= ~vn. Dus: az > O. 

Zij "< ee n ecnheid, ~ > 1. Opdn. t de cenheid ...:i = A-1 + n.2 \j D tussen 

l en "fj ligt, is nu noodzakelijk, dat O < R.1 < 'fi en O -<.. ~ 2 < '1 • Er kun­

nen dus slechts eindig VEHil ecnheden tussen l on 'l"l liggcn. Er is dus 

ecn kloinste eenhe id, die groter d~1.n 1 is. Dezc noemcn we a • Het is 

duidi.::lijk, dat o.llo getallen + .£..,. , wru1rin n de gnholt>. rrttionn.le ge-

tallen doorloopt, eenhcden zijn. 
N . 1 < <! < e'- , °" :!. .,, U l.S: c.. · <.. <..- ""' • • • • , • 

Zij ~ weer c:::.u eonhcdd, groter drm 1. Er zijn slcchts cindig veel c :r: 

hcden tussen 1 en-~ • Er is dus ei:.,n n2.tuurlijk gctnl n, zod~t: 
1\ 'rl+-1 

t ~T{<.£. 

Dan is: 1 ~ 'l'l < c. • 
'Tl 

c"" 
~ is weer een eenhcid. Dnrir er tussen 1 enc. geon e0nhr1dGn zijn, 

c ~ ~ is dus _ = 1, dus 1) = c • 
l-r' l 

Is <'; een 
> -I 

eenhcid, wan.rvoor O < 1'> < l geldt, dan is S > 1 en 
;,- -I '11 dus = E. ) , wnarin n eon natuurlijk getal. Dus: ~ = .€·'" • 

D8.!1r l = l 
6 

, is dus iedore pas. eenheid een macht van €.. • 
..,.711 J!jcn 

neg. oenheid is hot tegengestelde van con pos. ecnheid, dus van con 

m2cht van t,. • Hiermee is de stelling bewezen. 

Nu komt het bewijs van de stelling van Petr: 

I. We bewijzen eerst, dat ten minste cen vnn do vergelijkingen (1) in 

natuurlijk getallcn oplosba-1,r is, die voldoen A.an ( 2). De verge lijking 

x 2- Dy 2 = 1 is in natuurlijkc: getallen oplosbartr. . 

Zij w de kleinst mogelijke natuurlijke wa.ardo voor y, t de bijbc:­

horende wa~rde voor x. Nu is: 
2 2 

t - D w = 
2 

t - 1 = 

(t+l)(t-1)= 

1 

Dw2 
2 

Dw • 

t+l en t-1 hebben g~en gemoensch~ppelijke priemfactoren, behalve even­

tueel een factor 2. Van de priemfactoren van w wardt dus ten hoogste 

een factor 2 over beide factoren t + l en t - 1 verdeeld. Dan is dus: 
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waarin a = 0 o:f a = l; I\ 1 , 12' 1 v1 , v2 natuurlijke getallen, zodat 

n; n; =Den 2av1 v2 = w.Nu is: 
a I 2 I ·2 

2=2 (D 1 v1 -~v2). 

Daar D geen quadraat is, zijn D~ en 

deze twee getallen noemen we nu n1 , 

I 12 verschillend. Het kleinste 

het groat ste n2 • Dan is: 
2 2 

D 1 u - D 2 v = e , 

waarin e = 1, -1, 2 of -2; u en v zijn de getallen v1 en v2. 

2 De 2mogelijkheid Tut= 1 1 -e = 1 is uitgesloten. In dat geval zou 

u - Dv = 1 zijn, waarin 2 u v = w, dus v<. w. Daar w de kleins-te 

t 1 . "k d . d 1· "k· 2 D 2 1 . . d"t na uur iJ e waar e voor yin e verge 1J ing x - y = 1s, 1s 1 · 

onmogelijk. 

Hiermee is de oplosbaarheid van een van# de vergelijkingen (1) ir.. 

natuurlijke getallen aangetoond. Nu moet nog bewezen worden, dat bij 

geschikte keuze aan (2) voldaan is. Is a.an (2) niet voldaan, dan moe-: 

!el== ? zijn en (u,D.2 )= 2 o:f (v ,D1 )= 2. In (3) is dan a = 0 en 

( '1 ,n2 )= 2 •f ( v2 ,D~ )= 2. Laat aan ( 3) voldaan zijn door: 

Nu 

a= O, D~ =Ll1, D~ =6i,, v1 = w1 , v2 = w2 , waarbij (w1 ,4.i.)= 2 of 

(w.2,, 11 1 )= 2. 

Zij ( w1, /jl.. )= 2. We voeren dan in: 

/J. = 2 !J., ' E .. it1 -
= ½w1 • I .l--- 2 < ' w1 

41 w~ 
- 2 

ist t + 1 = = 2 Jj I W1 

!J 
2 ~,. 2 

t 1 = w2 :::: 2 w2 l 

41 D1 = t::, 1 b.:t D 2 -= ' w1 w2 = w1w2= w • 

Aan (3) is dus ook voldaan door: 
I - I 

a = 1, n1 = 6., , D 2= Ll 1 , v 1 = w 1 , v 2 = w2 .. 

Ook als (w2 ,6 1 )= 2, is aan (3) te voldoen met a= 1. Uit a= 1 volgt 

onmiddellijk, dat lei= 1 en dat dus aa.n (2) voldaan is. Bij geschik-te 

keuze is dus steeds a.an (2) voldaan. 

II. Alle eenheden van G [ VD] kunnen worden voorgesteld door ±:. £.Tl. • 

Nu is t + w VD zo' n eenheid, die groter dan 1 is •. Dus 

t + w fn =t l , waarin g een natuurl i.jk getal. 

Laat de natuurli;ke get 1, len t' , w' nu een willekeurige oplossir.r­

van de vergelijking x •Dy = 1 vormen~ 
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Dan is:, 
I l \r:: ,R 

t + w VD=£ , 

waarin h weer een natuurlijk getal. Zij d = (g 1 h). De getallentheorie 

leer-tons, dater dan twee gehele rationale getallen a en b zijn, zo­
dat d = g a + h b. 

Zij ed.= T + W Vn. 
Daar t:.d > 1 is, zijn T en W positief. -Nu is: 

Dan is: 
Dus: 

\r:::. \ r:;:, a , , \ r:: b 
T + W y JJ = (t + w V D) (t + w V D) 

Vr- ,--..a, ,r=b 
T - w D = (t - w y D) (t - w VD) 

2 . 2 2 2 a 12.. 2 b 
T - D W = (t - D w ) (t - D w1 ) = 1. 

T, W voldoet dus aan de vergelijking van Pell. 

Nu is d ~ g, dus T + w(n -~ t + w '{ii. Dan moet T-&t en W~w zijn. 
w is de kleinste natuurlijke waarde voor y in de vergelijking van :PelJ. 

dus W = w. Dan is T = t en dus d = g. Dus g is deler van h. 
Zij n een natuurlijk getal. 

(t + w YD) n = t n + w n \{n, 
walrin tn en wn natuurlijke getallen. 

(t - w\'D)n = tn- wn VD 
Dus: 

2 2 2 2 n 
t n - D w n = ( t - D w ) = 1. 

tn, wn vormen dus een oplossing van de vergelijking van Pell. 

We krijgen zo alle oplossingen. Gaan we uit van ee~ willekeurige 
oplossing t 1 , w 1 , dan is n. l. t 1 + w 'YD =l h = (t+w '{n)i , waarin 
h .een natuurlijk getal is, want we hebben gezien, dat g deler van g 

his" 

III. 
2 2 r.::: 

D1 u+~v+2uvVD 
= 

;::: 

=--------,------- = 
2 

= (t+l)+(t-1)+ 2 w VD = t + w {n. 
2 

Voor ieder natuurlijk getal m is dus: 

( VD1 u + YD2 v)2m = tn, + wm '{n. 
\ ~ 

Beschouw nu een willekeurige vergelijking ui t he t stelsel ( 1) 

en neem aan, dat deze een oplossing heeft, die voldoet aan {2): 
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2 . 2 
d 1 x 1 - d 2 x 2 = e 1 , (xi,d (x 2,d 1)= 1. 

d 1a t= D, 0 < d 1 < d 2 , \ e 1\ = l of 1 / = 2, 

wa~rin r ens natuurlijke getallen. 

Nu is: 

Dan is: 

Neem n oneven aan. Dan is: 

=fn:u +Vnv t 1 n 2 n 
waarin u en v natuurlijke getallen, 

n n 
(~)n= 2 b ~, 

wa.arin b = 0 voor jeJ = l 

b = n2l voor \el= 2 

Dus: YDiu +VD;v 
= n n 

2b~ 



Stel: 
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l e l l D l = A1 B1 

\e1ID2=i-2 B2 
J e I d 1 = a~ b1 

I 8 \ d2 = a'-2 12 9 

-8-

w~'1.rin A1 ,· A2 , B1 , ~ , a 1 , ~ , b1 , b2 ootuurlijke getallen en B1 t B2 
b 1, b 2 quadraatvrij. 

(Een quadraatvrij natuurlijk gctal is ecn natuurlijk getal, dat 

door geen quadraat > 1 deelbaar is). Dan is: 

2 b ( a 1 x 1 ~ + 82 x2 ~ )= A 1 un VB 1+ ½ b Y'i; • 
!fo is: ,_ 1. 2 (~DiA~~j 

A1 A2 B1 ~ = \e1 I D , dus B1 Bfs geen qua.draa~, dus 

B 1 =F' ~ • Dan is: Bi = b1 en B2 = b 2 

of Bi = b2 en B2 = b 1 • 

Dus: 2b (~ 
I 

xi_, V"i; + 91.1. xi:t Vi;)= A1 un y;; + ½ 1i} V½. t 

waarin 
it = 1, i2 = 2 

of it = 2 , i2 = 1 • 
2 

Daar Aj deler is van le1 I D1 , is A 1 deler van D, • Evenzo is A2 

dclor JQ, a1 deler van d1, 8'2 deler van <'2. Uit (u,D2)= (v,Di )= 

(~ ,d2 )=- (x2 , ~ )= 1 volgt dus (u,A2 )= (v,A1)= (xt ,9e)=(X:2,81 )= 1. 

Zijn D1 en ~ bei.de o'neven, dan zijn dus ook ~ en Az. beide on-

even. 
Nu is: 2b xi= A1un 

b 
= A2 vn • A.~-~ aw:. U.,1; ,G't',,trlf\ a-

' 2 a• xi_ 1, I 11 l .~ J.ee.Uao.ti, tiM-t 2·i. 
Zijn D1 en ~ beide even, dan zijn, da.ar 

'!!..:.! ~ n-2 
<n.~ I n-1 n <e) 2 ·--

Un = D1 
l, u + D ;. D 2 u V + ••. +n ~ .1. UV 

1 

'l\. - I 'It-~ n-2 2 '!1.- l n-1 
vn = 1)2 

-y:- vn + (~) D2T D1 V u + •.• +n DJ T V u , 
·Tt- • b 

u n en vn beide deelbaar door 2 T dus door 2 

Is D.i_ oneven, n2 even, dan is u oneven, da.ar (u, D2)= 1, en dus 

n1 u2 - ~ v-4= e oneven, dus le I = 1, dan is dus b = 0~ Als D1 even en 

D0 oneven is, is eveneens b = O. 
~ b 

Steeds zijn un en v n dus door " deelbaar. 
b I b ' 

Zij: u.n=2 un ,vn=2 'h. 

Dan is: ~f xi, = A1 u~ , ai.t xi.1 = A2 Vn,1 
• 

We zullen nu aantonen, dat \e 11 = \el is. 
2 2 I '21 

\e1l D = {e1{D1-l0 1ID2 = A1 B1,A2 B2 = 
\e f 2n = !el d1 .je/ d2 = al b1.a1 b2 = 

Dus: \e1 ! a1 ~ = I e J A1 A2• 
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Is D oneven, dan ~ij n A1 , A2 , 9i, a2 eok oneven; het zi Jn immers deler:2l 

vo.n D. Dan is le1 l=l8\. Is D = 2 (mod 4), dan is vnnde D_i_ 

en n2 er een even, het andcre oneven; hetzelfde geldt voor 8et 

('!l en <½• Dan is I e1 I= le I = 1. Is D = 4 (mod 8), dan kunnen :I\ en D;~ 

niat beide even zijn. Dan zou n. l. D1 = D? = 2 (mod 4) zijn. u 
d t . . d D~ 2 2- ( ) ~n v oneven zou en moe en z1Jn, zou an 1 u-- n2 v-= O mod 4 , 

niet kan. Van de getallen D1 en n2 is er dus weer 66:n even, het 

cneven, en hetzelfde geldt weer voor d1 end2• Dus )e1/=!ei= 1. 

We hebben nu nog het geval D = 0 (mod 8) te beschouwcn. Zij (e,~ 

DBn is (D1 , D2 )= 2, dus: 

D1 = 2 ( mod 4) , D2 = 0 ( mod 4) 

.,f D1 = 0 ( mod 4) , D2 = 2 ( mod 4) • 

Neem het geval, dat n. = 2 (mod 4) is. Daar u en v oneven z1Jn, is 
- l '!!i.::.! ,.b 

u de eerste term door geen hogere macht van 2 dan 2 1 = ,:,, n 
alle andere termen zijn door hogcre machten van 2 deelbaar. Jn vn iR 

de laatste· term door gecm hogere macht dan 2.t deelbaar, alle andere 
D ( b+l) ( 2b+l) 2t D .. termen door hogere machten. us: ~,2 = vn, = . an z1Jn 

t~ en v~ oneven. 
Hetzel£de vind t men natuurlijk in het gevA.l, da.t D2 = 2 ( mod 4) 

ts, Uit a.. x. = A_ u' , a. x. = A,.., v1 volgt nu, dat a., a?. niet m1:.;E.::::· 
··i1 11 --1 n 11 11 c n J. _ 

:f::-1.::::·toren 2 bevat dan ~ A2 • 

Ui t I~ I 91. ~ ~ 2 ~ A2 vclgt. dan, dat J 8:ii = 2 is. La.at nu 
7Em z1Jn, dat l 8:i_l = 2 is .. Dan is (<½_ ,d2 )= 2. ~ en x2 zijn oneven. 

?:en vindt nu op dezelide wijze, dat le/ = 2 is. 

Voor D = 0 (mod 8) is dus l6i\ = je I = 2 of !6:r_ l = le/ = 1. Steeds 

j_s dus \e1/= leJ 9 Hieruit volgt a 1 a 2 = \ A2• 
. A, )l A1 Neem A1 > a. aan. Dan is (A a . ) • (A a ) is deler van x. , 

c, 1' ii . 1 f i, 1, 

want A1 is deler van~ ~i 
I I 

a- A1 
1.., a i::: ~-:----'""~ A 

(A1 ,ai) i2 (A1 ,a. 1 · 2 • 

JJaar A1 > "-· , vol~t hieruit: i, ( { Al ~, ¾,~ 
Dan zou dus ook (:is_ , 8i ) > 1 zijn. 

I ~ < 
i\?.;.,1.r echter (x. ,a. )= 1, is dus A1 ·= 

1, 1,t . . 
= A1 , 8:i. = A 2 .. H1el'.'U1 t 

2. 
en D1 < n2 , is dus d1 = Il:J. 

Nu is: 

• 

• A_<. 
a .• Eveneens 1s: -~ = ai • 
~ ~ 

volgt : d. = 11. , d. = D.., • 
i, -1 i,_ c.. 

' d2 = D2. 
We tonen nu nog aan, dat e1 = e is. 



-10-
Dus: 2 v2)n 22b 

(dl xi x2 (Dl u - D2 = - d ) 
2 2 

en ::::: 22b 
el • 

Daar n oneven is, zijn e1 en e dus beide pos. of beide neg.; daar 

i e1 \=!el , is dus e1 = e • Kunnen we aRntonen, dat n oneven meet zijn, 

c.e.n is hiermee bewez,en, dat slechts een van de vergelijkingen (1) een 

cpiossing in natuurlijke getallen heeft, die aan (2) voldoet. 

Voor even n is: 

r---. 1r:-' 
V <l1 x1 + ·v d2x2 yr; 

= ti + Wl D V1eJJ 1m 2n • 

Voor le1I= 1 moet dns di= q2 zijn1 waarin q een natuurlijk ge-
. 2 .1 . 

-taL Dan 1s D = q d..; , t.l.n= q x- , x. = qw.1. • Daar (x1. ,d1. )= 1 is . 
.,_,_ 2 l I 1 .l. 2 n A- I 

i.s dus q = 1. Dan is d1= 1, d 2= D, x1= tin' x2 = w½n ,. Dus: 
d 2 d 2 t 2 D 2 1 D ·t•··k . t b .. d 1 t •;1.= 1x1 - 2x2 ::::: ½n - w ½n = • 1. 2 a~. nie ; J.J 1 = moe 

e1 ~ 1 zijn. Voor I e1 j = 2 moet di, = 2 q ziJn. 

2 
D = 2 q d. , t1 = q x. , x. = 2 q w.l.n • 

11. 2n 1 1 l.t. . 2 

I)it is onmogelijk, want (x. ,d. )= 1. n moet dus oneven zijn, wanrmeo 
l,1. 11 

h:•1-~ bewijs voltooid is. 

Hieronder volgen enige o:plossingen: 

D Dl D2 e u V 

2 1 2 -1 1 1 
3 1 3 -2. 1 1 
5 1 5 -1 2 1 
6 2 3 -1 1 1 
7 1 7 2 3 1 
8 2 4 -2 1 1 

10 1 10 -1 3 1 
11 1 11 -2 3 1 
12 

.., 
4 -1 l 1 ) 

13 1 13 -1 18 5 
14 2 7 1 2 1 
15 3 5 -2 l 1 
17 1 17 -1 4 1 
18 2 9 -1 2 l 
19 1 19 -2 13 3 
20 4 5 -1 1 1 
21 3 7 -1 3 2 
22 2 11 -1 7 3 
23 1 23 2 5 1 
24 4 6 -2 1 1 
26 1 26 -1 5 1 

27 l 27 -2 5 1 
28 4 7 1 4 3 


