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Het maxi111aliseren van e17n functie in een zek~r con~ex.Jt,e,bied 

door 
Constance van Eeden 

Voordracht 1n de ser1e Actualiteiten 

29 maart 1958 

We beschouwen eerst (aan de hand van een voorbeeld) een spe­
ciaal geval van het te behandelen probleem. 

Laten 9-1 en 9-a onderling onafh:inkelijke binomiaal verdeelde :sto­

chastische grootheden voorstellen met 

( 1) 

Laat verder bekend zljn dat de kansen 81 en 8& voldoen aan de on­
gelijkheid 

( 2) 

Gevraagd wordt op grond van deze gegevens de aannemelijkste schat­

tingen t 1 en t:t van 0, en 8;;, te bepalen. 
Dit probleem komt neer op het maximaliseren van de aannemelijk­
heidsfunctie 

(3) 
:I, 

L ('Cl''"'~) d,ef _I) a..._ ln_ 't,. + ( tn.,i. - O.;,) ln.(1 -"t._)\ 
.. ., I l 

in het gebied 

(4) , dus 
0 t 

Dit probleem kan op de volgende manieren gegeneraliseerd worden: 

't', 

1. door meer dan twee parameters te beschouwen, dus b. v. ~ ( .fc>2) 

pirameters, die voldoen aan de ongel1jkheden 

1) Stochastische grootheden warden onderscheiden van getallen 
(b.v. van de waarde die zij bij een experiment aannemen) 
door hun symbolen te onderstrepen. 
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( 5) e, a . . . ~ e-l, 
2. door niet alleen (zoals in (5)) een volledige, maar ook 

een onvolledige ordering van0,) ... ,et te beschouwen. Dus b.v. 3 
parameters, die voldoen aan de ongelijkheden 

(6) 

3. door bovendien ongelijkheden van de vorm c., ~ 9;. ~ d,.. 

te beschouwen, 

4. door parameters van andere verdelingen te beschouwen, b.v, 

a, het gemiddelde van een normale verdeling, 
b. de variantie van een normale verdeling, 
c, de parameter van een exponentiSle verdeling, 
d, de parameter van een Poisson-verdeling, 
e. de lengte van het interval van een homogene verdeling, 

Dit algemene probleem kan als volgt geformuleerd word&n. Laten 
?S,, ... , ~t-. onderling onafhankelijk stochastische grootheden voor­

stellen en laten x. ( ~= 1 .... ,'l'l..._) onderling onafhankelijke waarnemin-
.... ,lf 

gen van~" zijn (L:1, . ... -ft). Laat verder> voor iedere.1.=1, ... ,-l.de verde":' . 
ling van ~Leen onbekende parameter el bevatten en laten de para­
meters e, •... , e~ VO ldoen aan 

{
1. een aantal niet strijdige ongelijkheden van de vorm e .. j efl 

(7) 2. een aantal, met (7;1) niet strijdige1 ongelijkheden van 

de vorm c._ i e..: ~ d .... 

aevraagd wordt op grond van deze gegevens de aannemelijkste schat­

tingent,, ... ,t-tc van 0P .. ,, 8~ te bepalen. 
De ongelijkheden (7;1) kan men schrijven in de vorm 

(8) (4,-t ==I, ••. 1 l), 

waarbij 

(9) 

1 . cl, . = - Ol · • .. ,t -a,,.c. , 

2. «,. . =O, +1 of -1 voor ieder paar (-1.. ,t), .«..,,. 

3. «.. . =1 dan en slechts dan als B;., en 0t· voldoen aan de .«..,;r 
ongelijkheid 0~ ~ 0t. 
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Het interval [ ci. d..J geven 
nemelijkheidsfunctie voor 
probleem komt dan neer op 

we aan met ~ ... en •L ... (i::) stelt de aan­
de ,t 6 steekproef voor (.i.=1, .. .,{.). Het 
het maximaliseren van de functie 

( 10) 
~ 

cl.if "' L = L(i:11 ••• ,t~) = f- L .. (-t ... ) 
. ~::;1 

in het gebied 

(11) 
1) eltf { « .. ,;I- ( 1::;_ - -r:¼) ~ o, 

-c .. e: ":J., 
(L,-} =I, ... , -k). 

We zullen nu voorwaarden geven waaronder dit maximum bestaat 
en uniek is; verder beschrijven we een methode met behulp waarvan 
dit maximum gevonden kan worden. 
Laat, voor een deelverzameling M van de getallen{,, ... ,-l\, 

(12) ~ d.e.~ n 
M = , "j./.. 

"'-E.M 

(13) 

dan onderstellen we dat de volgende voorwaarde vervuld is 

Voorwai:Jrde A : De functie LM (~) is 1 voor iedere M ~ "jM :t,. o, 

streng unimodaal in ~M, d.w.z. 
1, LM (!;)be zit een uniek maximum in ~M z dat bere ikt wordt i...!:.L 

stel, het punt I\J'M > 

2.LM(:S) is fa. monotoon stijgend voor 'S cc.11)-M, 

L b. monotoon da len::1 voor 1; "> vl'1.' 

Als voorwaarde A vervuld is dan geldt 
Ste 11 ing 1 : De func tie L(,:;,, ... ,'t.f.) be zit e en uniek maximum in het 

5ebied "D. 

Het punt waar di t maximum bere1 ict wordt geven we aan met t,, . .. , -t~. 

Voor de ongelijkheden -c. ~ 't..1.. ( d. w. z. ex. .• =I ) kan men de volgende 
~ ~ ~t 

twee gevallen onderscheiden: . 
1. er is een .{. waarvoor beide ongelijkheden 't._ fi ,:;..._ en -c:~ ~-ct 

gelden. De ongelijkheid ,:i "a't¾ volgt dan uit deze twee ongelijk­

heden. 
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2. er is geen .fi. waarvoor beide ongelijkheden 't.,-:a,:;~ en,:~ ~-ct 
gelden. 

De ongelijkheden t .. ~tt waarvoor 1 geldt noemen we de niet-essen­
ti~le ongelijkheden; de andere noemen we de essenti~le ongelijk-
heden. Bi j een vol ledige ordening ( ,: 1 ~ • • • ~ -c-l ) b. v. zi jn de on-

ge 11 jkheden --c~ • ,:i- voor t >.i..+1 de niet-essentune ongelijkheden 
en --c., -&.-i:: ... ;., zijn de essentHlle. 
De essentHne onge 11 jkheden geven we aan met "R,1 > ••• >1t4 en de bi j"'R.>. 

behorende indices .i- en t geven we aan met .i.>. en t>.· 
Dan geldt· 

Stelling 2: Als n' het gebied is dat verkregen wordt uit 1) 

door een essenti~le ongelijkheid, stel ""RA , weg te laten en als 
(t:, .... t~) het punt voorstelt waar L zijn maximum bereikt inn' 
dan is 

( 14 ) { 1, tL"' t~ ( i "' ,, ... , -l) a ls ( t: > ••• , t~) e: T) 1 

2. t.,>.. = t.h. a ls ( t; , . . . 1 t~) 4= n . 

Deze stelling brengt het probleem terug tot de volgende twee pro­
b lem<::n: 

":. het maximaliseren van L in een gebied met -6-1 essentUHe 
ongelijkheden, 

2. het maximaliseren van L in de doorsnede van n met de 

diagonaal 't',.>. = 'th , dus het maximaliseren van de functie 

( 15) L L 0 c-c._) + L{ .. 1 (-c.,) 
""GE. .,,, t.>. 1 "b.J ),. 

..ei. ,,;. .i..,., {. =Pt). 

in een gebied met hoogstens .6-1 essentHHe ongelijkheden. Om het 
eerste probleem op te lossen kan men weer stelling 2 toepassen door 
een essenti~le ongelijkheid van :o' weg te laten. Voor het tweede 
probleem past men stelling 2 toe door een essenti~le ongelijkheid 
van de doorsnede van]) met de diagonaal ~i = ~~ weg te laten • 

.I. ..... 

Door herhaald toepassen van stelling 2 komt men dus tot het pro-
bleem van het maximaliseren van de functie 

( 16) 

in een gebied zonder essentiSle ongelijkheden, dus in bet gebied 
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(17) 

waarbij M., ... ,MNdeelverzamElingen vanl1, ... ,-R:.\ zijn met 
N 

11. ll~, M11 ={1, ... ,-l} > 

2. M')," M14 = o voor ieder paar ( Y , p. ) met 'll:f= p,. 

3. ~M =o voor iedere v. 
\I 

(18) 

De functie (16) bereikt zijn maximum in het gebied G-N ln het punt 
( '\)"11 , ••• ) I\J'M ) ( zie voorwaarde R ) • 

' N 

Voor de co~rdinaten van het punt waar L zijn maximum inn 
bereikt ( dus voort,, ... , t-k) kan ook een expliciete uitdrukking ge­

geven worden. Laat 

(19) 

f s .. cl.~F A. V ~ti\ Oli,(. =l1. 

\ i:_ c:hf .i u ~ti-\~ .. ,} -11 

en laat, voor een deelverzameling M van l i, ... , -l1, 

(20) 
{ 

s <½f u s. 
M - .i.1:M .._ > 

dan is 

( 21) 

Bij een volledige ordening b.v. bestaat s .. uit de getallen ,, ... .;. 

en T,1. uit de getallen .i., ... , -l . Dus als 

cl.er 

{
"(,' = ~~/( .i.1 

def . , 
"'-:t.= ~A.., 

(22) 

i E. M 

dan bestaat SM, uit de getallen 1 , ... , "• en TM uit de getallen 

""'-, ... , -l • In dit geval is dus 
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(23) t ... = max min { '1)-r. I "c~ i3,. ,(, ~ "i:.,\. 
'I:.:!. '<.1 ,-,:.iv···, "C.,\ 

Verder gelden nog de volgende stellingen 

Stelling J : f~ls ( -L,i ) een paar is met 

( 24) '-•t ... - 1-'. { 
1, (X .. ::,. I , ft). ~ '1J'. 

2 • o(.,o =CX.-n 
4.-,"1'\. t)Ti., voor iedere -t met t =t=-..L.,5k-4=- 1 

dan bereikt L ziJn maximum in "b voor -r. = ,:: .. 
- ... i 

Bij een volledige ordening geldt (24;2) voor ieder paar 
i == -i... + 1; dus in dit geval geldt 

(25) voor iedere .I.. met I\J. ~ ,v . 
., '-+I' 

Stelling 4 : A1s (l,t) een paar is met 

( 26) 
f 1 • Q(_~,t = Q I 'lJ,;_ ~ r\_T t I 

l 2. cc.., ~ d..., voor :itc.,c1ere-"'-. met t. .,.;,. 
... ,,,,. -Jr,">\. 

dan bereikt L zijn maximum ln n ~ 'ti ~ 1'..,. 

( .i. ,i ) met 

Door toep• ssing van stelling 3 brengt men het probleem terug 

tot t maximaliseren van een sam van~ -1 termen met hoogst~ns 

~ -1 essentiSle ongelijkhe n. Op grand van stelling 4 kan men de 

ongl;lijkr:i,dd 'Ti ~ ,:l toevoegen, waardoor het prob leem overgant in 

het maximaliseren van L in een kleiner gebied. 
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