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Puzzle en spel vanuit hoger standpunt belicht 

Het hogere standpunt van waaruit puzzle en spel vallen te 
belichten, is de wiskunde. Een boek als dat van Rouse Ball 
(6] doet zien hoeveel er op dit gebied is gedaan in de loop 
der eeuwen. 

Een werkelijk algemeen gezichtspunt is er natuurlijk niet. 
In deze voordracht zullen we enkele typische gevallen bespre­
ken, om verschillende soorten van wiskundige hulpmiddelen te 
kunnen ontmoeten. 

Het begrip"puzzle" is vaag, want eigenlijk is elk wiskundig 
probleem een puzzle. Wij zullen onder puzzle een mathematisch 
probleem verstaan dat door vorm en graad van moeilijkheid 
aan niet-wiskundigen kan worden voorgelegd, en we zijn alleen 
geinteresseerd in gevallen waarin de wiskunde een fraaie op­
lossing levert. 

1.1. De 15-puzzle. In een 4 x 4 bakje bevinden zich 15 genum­
merde 1 x 1-vierk~ntjes en een 1 x 1 gat. Door schuiven kan 
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men de volgorde veranderen. Welke situaties zijn bereikbaar? 

Het antwoord luidt (voor twee situaties waarbij zich het gat 
op dezelfde plaats bevindt): situatie Bis dan en slechts 

dan vanuit situatie A bereikbaar a.ls Been even permutatie 
van A is. (Zie bijv. Rouse Ball [6]). 

1.2. Dominostenen op schaakbord. Kan een 8 .x 8 schaakbord, 

nadat twee overstaande hoekvelden zijn weggenomen., door 31 

dominostenen (elk 1 x 2) worden overdekt? Dit bekende pro­
bleem dient hier als voorbereiding tot 

1.3. Kist gevuld met balken. a, b, c, k zijn gehele getallen. 

We hebben een kist met afmetingen ax bx c, en balkjes met 
afmetingen 1 x 1 x k. Kan de kist met zulke balkjes gevuld 

worden? Antwoord: nodig en voldoende is dat k deelbaar is 
op een der getallen a, b, c. Dat k deelbaar is op het product 

is nodig (wegens het volume), maar niet voldoende. Dat de 
eerstgenoemde voorwaarde voldoende is, is duidelijk (even­
w1Jdige ligging). We geven een bewijs dat de voorwaarde vol­
doende is; dat bewijs gebrulkt oomplexe getallen, en in het 
bijzonder het volgende feit: Als ken m geheel zijn, en 

21t" in/k 
e , 

dan geldt: S s O dan en slechts dan als m een k-voud is. m 

Algemener: Als p, q, r gehele getallen zijn, p deelbaar op 
q, q deelbaar op r, dan geldt: de kist is dan en slechts dan 
te vullen als hij triviaal te vullen is. Onder triviale vul­
ling wordt verstaan een manier waarbij alle ribben p parallel 
zijn, alle ribben q parallel, alle ribben r parallel. (Onlangs 

als opgave en oplossing gepubliceerd in Matematikai Lapok.) 

1.4. Solitaire. Er is een tweedimensionaal rooster gegeven met 
zekere begrenzingen die voor ons momenteel onbelangrijk zijn. 

Op een aantal der roosterpunten staa.n pionnetjes. Een 11 zet" 



wordt als volgt uitgevoerd. Staa~ een p1on a tuasen een 
pion bffl een lege plaets g (e., b, g vormen 1'irie ope6nvolg~n­

de punten van een 1~oosterli,jn) dan mag a over' b heenapr1ngen 

naar g., waarna b m,)et worden weggenc;1Den. 0(1 vra&g !s cf t~i t 
een gegeven situatie A een &.nder(t_,8, Ls te b•r•Ucen, Nodig 
hiervoor is het ove!"eer15ter:imet1 van twee 1nvar1ar.ten; op 

grond daarvan kan de verzameling van alle pos1tiea in 16 
klassen worden ingedeeld, z6 dat men nooi t ui t ,,.n kla:ru!le 
in een andere kan komen. (Zte [3) 1 pp. 127··145). len elegan­
te formulering kan worden gegeven met behulp ,,1.n htt aind11e 
lichaa.m met 4 el'=menten. D~ze elementtm lcu.nnen we vc10:Nitel­

len als O, 1, x., X·-t-1 ~ en. we hebben zowitl x2 -~· :a:. • 1 ala 
2 1 + x • x. De 1nvar1anten zijn 

en 

waa:rbij gel!lomneerd wordt over alle piorn1en; {k,l) i1Jn de 

coordinaten van een pi.on. 

t ache SR l n. De iaeeete twee-~raoonaapelen 
zijn van het volgende type (z.ie [4)., [1]). ZiJ Geen eindige 

geor1dnteerde graph, waarin geen g&sl.oten geor1ent•erde 
oyclen optreden, en waarvan i:!i4n der punten, genaa.md P0 , 

de eigensche.p heeft dat het vanult elk ander punt t& be­
reiken 1B door eenaantal stappen langs ribben 1n overeen­
stemming met de oriei. tat ie. 

Twee spelers, A en B spelen het volgende spel: Er wordt in 
een of ender punt van de graph een pion geplaatat. De 

spelers doen om de beurt een i.et (A begint). Sen "zet ,. 

bestaat uit t:,et schui ven van de pion van zijn po.st tie P 

naar een andere, Q. waarbij alleen Q's zijn toegelaten z6 
dat PQ een georienteerde ribbe van de graph is. Degene die 

P bereikt teett gewonnen. 
0 
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De volgende stelling geld.t: De punten van de graph kunnen 
in twee categoriegn Wen V worden ingedeeld z6 dat 

10 P0 t. W. 

20 Als P£V dan is er een Q. £ W z6 dat PQ 

een georienteerde ribbe is. 
30 Als P ~ W dan is er geen Q. e. w z6 dat PQ 

een georienteerde ribbe is. 

Er is slechts een dergelijke splitsing in klassen Ven W 
mogelijk. 

Op grond van deze stelling kan de verzameling van alle 

spelposities in winst- en verliesposities warden ingedeeld: 
wie aan zet is als de pion op een V staat, kan winnen door 

hem naar een W te schuiven. 

We geven enkele voorbeelden. 

2.1. Nim (zie bijv. [6)) en variaties van nim (zie bijv., 
voor een paar minder voor de hand liggende, [2]). 
2. 2. Spel van Wythoff ( zie [ 6]): Pos i ties zijn (m, n) (m ~ 0, 

n~ O, men n geheel), als zet is mogelijk: verkleinen van 
een der componenten, of van beide, maar dan van elk met 

eenzelfde bedrag. P0 = (0,0). 

De winstposities zijn 
2 2 

([n,w]., [n,w ]) en ([n,w ], [n,w]).. 

waarin w = ~ (1 + VS). Dit berust erop dater tussen twee 
opvolgende gehele getallen ~ O steeds precies een getal 

ligt dat een der gedaanten n~, n~ + n heeft. 

De moderne speltheorie (zie bijv. [4]), die een geheel 
ander karakter heeft dan de bovengenoemde theorie van 

mathematische spelen, komt in deze voordracht niet of nauwe­

lijks ter sprake. 
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