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zw 1957-010 

Transformat:1.e van een som van exponentHHe termen 

C.G. Lekkerkerker 

Door Prof. Van Dantzig werd de ~olgende vraag gesteld: 
is het rnogeliJk de reeksen 

oo r;:;---~~ 
2--- I/ .. "'· + v'-.. , -y I; n .;_ \f"\ 

__ e cos n x 
n-·1 

voor te stellen door een som van K -funct1es? 
0 

In het volgendc zullen we deze vraag bevestigend beantwoorden 
(z1e formulea (3) en (5)). Daarbi,J zullen we gebruik maken van 

de formule van Poi.sson 

(1) 
It},.' 

j g( t) 

en van de volgende formule voor- K0 {z) (zie b.v. Erdely1, Higher 

transcendental functions II, p.82): 

(2) K0 (z)"" J00e-z t:h v dv (Re z >O). 
0 

Substitutie van t= K sh v geeft 
r~ r ) 

f (x.,y) = K / e-K y ch v + ii<; \x-2nm sh v ch v dv, 
m . 

wa t we ooi-c kunnen m:::hr1.)ven a ls 
,,-<>9 

( ) = _ ..J!._ / e- KY ch v+iK (x-2-rrm)sh v dv. 
rm x,y ;:,y J 

-«~ 

We, stellen nu 

r = K Vy2 + (x-2-rr·m) 2, 

1'\Y '"" r cos f , I{ (x-21nn) = r ain 'f . 

Wegens t:-y > O kunnen w€i nemen I fl"' ½11· • We hebben 

Ky ch v ... it, {x-2Tr m) ch v 

w r ch v cos tp - i r sh v sin 'f' = r( ch v ch 1 yJ -sh v eh 1 p) 

• r ch(v-ip) .. 
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Verder 1a ch v 1n d,, strook be~rensd door de rechten 
• '~ ,f 

Im V m Dus .ls 

:-.:: - ,, y 
V dv. 

Gebruik r'.1akend v::n· (2) vinden we dun de vc,lgende formule: 

{ \ -zt.,;;·:· -·~;r,,'J 3 j.,!f 
K ,.., \ z i "'" E" ~ \ 1 ,,.,-;;- +· o ( \ z I ·· · ·-· ) ~ , - ;.-,q < a rg z .:.. ~ • 

<J l, c::.::, J C. c::. 

De termen van de rPeka in het rechterlid van (3) nederen dus 
exponentH;el tot o. Uit (j) kunnen W£ een analoog resultaat 

·" c·· 
afleiden voor de r-eeka met - '" - • 

We laten Gaartoe K vari@ren in het eomplexe vlak. We 
hebben 

u ,' ~··;::;---... --~ .... -~ .. -· ,-. ( ... ~ ' I'") 

oy K0 (KVy'::+(x-2nm),:::) = K0
1 (K\/y"+(x-211m).::.) 

~--·' , ... ,, .... 
en l<o'(z)=e-z {- \/~ + 0( lzl-j/c). ~)us, als x en y 

en K variee~t in een tegrensd deel van het halfvlek 
dan :l.s 

,-,nY_ 2 
1i;/"+(x-2mn) 

vast ziJn 

De reeks in het rechtcrlid vnn (3) convergee~t dus uniform in 

I\ a ls '" va r'leert 1n ee!"l begrensd dee 1 van het ha lf'vla k Re K ;;; 0, 

en stelt daar een analytische functie van K voor. We laten nu 
l( .in het vierde kwadrant bewegen m• ar een punt vnn de nega­

tlef 1maginairc as, dat we voor- zullen stellen door -it,. 
' 5 ,,-~--~ 

Voor n 1, K _g~at dan '/n.;.+ ,, 2 over 1r: Vn - 1, en voor n :!ii! K ;--:~ 
in -1 V r, -n , We vinden zo 

(4) 

, -····,-.-·-- /····•----; 
,--- e +iy \/~c::-1.12,.."' ,- -y\/n2- n:-2 
L__ , .. o,, nx + L... e cos nx 

n~K n>K 

. 1 !\' y 
= -·te 

We kunnen dit antwoord nog verder herleider:. Uit de defini ties 

van Y f,z) en K (z) vooR gehele n, nl n · n • ' • 

Yn ( z ) = d-. l im ~ J J ~, ( z ) - ( -1 ) n J ( z } l , 
,1t. _...., 0 ... l 1,+t -n-t f 

~(z) = ½(-1)n 11m {Jr (z)-I, (z)} 
i---:,,-O l -n-t r,+L 

= -½in 11m : ~J + .(1.z)-i 211 +2 L J (iz)J 
• ,.,, '- t n t -n-t 
~ ·-··• ...... , 
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) )=- Km C()S t 
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H" s (try sin t)~ sin t dt 
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= - sin( 

tie over• nt 

nx, 
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Daar voor een willekeurige 

functie F(v) geldt: 

op intervallen continu differentieerbare 

a +1 

r_ _r· 
ffi= - 0-,.') -

2nimv 
0 F(v)dv == ½ { F ( a ) + F ( a +'1 ) } (a reeel) 

a 

is de laatste uitdrukking gelijk aan 

-2 {F(O) + 2 F('1) + ••• + 2 F([K']) 

met F(v) = cos xv sin(y \/K' 2-v2 ). Daarmee is (6) opnieuwe bewezen. 


