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ZW 1957-010

Transformatie van een som van exponenti¥le termen

door
C.G. Lekkerkerker

Door Prof., Van Dantzig werd de volgende vraag gesteld:
1s het mogelijk de reeksen

i oV V2 & K2

N=

cos n X (x,y, K >0)
voor te stellen door een som van Ko—functies?

In het volgende zullen we deze vraag bevestigend beantwoorden
(zie formules (3) en (5)). Daarbiy zullen we gebruik maken van

de formule van Poisson
~ O

(M) j;:r g(n) = Z§i. '/ g(t) e"2Timt gp
=-O0 Mm—0q ~co

en van de volgende formule voor Ko(z) (zie b.v. Erdélyi, Higher
transcendental functions II, p.82):

[ v
-2 ¢h
(2) Ko(z) = g(' e > Voav (Re z »>0).
We beschouwen eerst/h vengenoemde reeks met +‘<2. Passen
we (1) toe met g(t)ne—y\’t FRHITX 420 vinden we
oo /22 e BB
§L~ e-y\ nTEAT s nx x—ée"“y+§ ELM e~¥inT+ K +inx
N="1 Dz - O
Ky o0
="V 3 D (x,y)
M = O
met -0 x./v 2 2 .
-y W + W +itx-27 Iimt
£ (X,¥) = / eV VT - at.

—n

Substitutie van t= K sh v geeft

N2
fm(x’y) oK J/ e~F ¥ ch v + 1K (x-2mm)sh v o dv,

o PR

wat we ook kunnen schrijven als

L
K - Ky ch v+ik (x-27wm)sh v
£.(x,y) = - 5%. fe ¥ ( ) dv

- Ny

We stellen nu

r o= w\/§2 + (x»?wrm)e,

Ky = T cos ¢ , K (x-2mm) = r 8in ¢ .

Wegens Ky> 0O kunnen we nemen |¢l<37 . We hebben
Kychv «1ix (x-2wm) ch v
=rchvcosg -irsh v sing = r(ch vch ip-sh v sh 1¢p)
= r ch(v-ig@).



D

Verder 18 ch v in de strook begrensd door de rechten
Im v = 0,4 exponentiecel kleln voor [v! s po. Dus 1s

" b eh(v-1g) ® -r ch
- . < / -r cn{v-1 .2 - ch v
fm(x,y) -5y ) € ¥ ay= = e dv.
- o oo

Gebrulk makend van (2) vinden we dus de volgende formule:

o ;2 2 ) N e et
(3) ;éw e YV TR e nx = te” MY g% > K (K‘¢y2+(x—2nm)2).
n=1 IMes ey

Voor grote waarden van z hebben we (zie Erdélyi,l.c.,p.B86)

-2 e =372 T
Ko(z)me {\/2% + 0(iz] 3/ )}, - —3-g<arg z‘:%’-— .
De termen van de reeks 1in het rechterlid van (3) naderen dus
exponenti&el tot 0. Uit (3) kunnen we een analoog resultaat
afleiden voor de reeks met —’<2.
We laten daartoe ¥ varléren in het complexe vlak, We

hebben

gl KO(K\/§2+(X-217m)2) = KO’(K\/y2+(x—21rm)2) . *Jizmwmw*mg
Vy©+(x-2m)

en Kb'(z):e’z {-\/g% + 0(324'3/2). Dus, als x en y vast zijn
en K varieert 1n een begrensd deel van het halfvlak Re W 2 O,
dan 1s

5%-KO(KW/y§+(x~2 m)g) = O(m_B/E) Voor m-— oo,
De reeks in het rechterlid van (3) convergeert dus uniform in
K als K varleert in een begrensd deel van het halfvlak Re K 20,
en stelt daar een enalytlische functie van 1\ voor, We laten nu
K 1in het vierde kwadrant bewegen naar een punt van de nega-
tief imaginaire as, dat we voor zullen stellen door -1,
Voor n oz K gaat dan \/n§+ K2 over in Vn:~v< en voor ng K
in -1V x“-n®, We vinden zo

Tz . JE R
(3) S e MYV TN oo nx s S e"y& N eos nx
n&K n>u
O U ——
ARy ST o - 2
= e - m{;ﬁa 5= K (-1 Vy“+(x-2m)").

We kunnen dit antwoord nog verder herleiden. Uit de definities
van Yn(z) en Kn(z) voor gehele n, nl.

O R S LA R COL SNC

n 1 B
Koz) = 3(-1)7 2 {1 (o)1, (=) =

n 1 2n+2
= -31" 1lim -E{Jn+t.(iz)—1 . tJ_n_&(iz)}

£ -0



volgt

K, (z) = 41" {“‘TY (iz) - w1 Jn(iz)}

Door in (4) 1inks en rechts het imaginaire deel te nemen krij-
gen we dus

(4a) E: Re eV \//n - R CO3 NX=-% cO8 Ky +
n=1 ' - ~ /"2 o 2
o> =Y (K Vy©Te(x-2wm)F),
[ m;—-:-c(, 2 0
(<]

(40) 5 sin(y \/Ke—ng) cos nx=-4sin Ky -
oD “'2"'" —
+g > S%-JO(K\/y +(x- 27rm))

Mz - o

Formule (4a) geeft het volgende resultaat voor de in de

aanvang genoemde reeks met - K'Q:
oo AV
(5) > eV V-5 s nx=-% cos xy+
n=1 iKJ
oD /"“?"“"‘“’“““—"* L = Tﬁ
t 5 P -,3%‘ Y (xVy +(X"2“Tﬂ)2) > sin(y VK tos nx ,
M=- oo n=1

waarbilj de laatste ultdrukking het mi minteken of het plusteken _
/ 2 2 of -—-—1\/ 2-—n2.

heeft al naargelang we nemen \/n " _i y
-3/2

De termen in de verkregen oneindige reeks zijn van de orde m

Als nevenresultaat hebben we een formule voor een zekere
oneindige som van Jo—functies gekregen. We geven hler nog een
direct bewijs van deze formule en schrijven hem daartoe als volgt:

oo — ’
QAP ol K VyEulrmm)®)--2 v SOV <%n%)eos nx,

waarbij we afspreken, dat in het rechterlid de term met n=0 en
de term met n=K (indien voorkomend) half geteld worden (overi-
gens 1is de term met n=w gelijk aan 0). We maken gebruik van de
volgende formule (zie Erdélyi, l.c., p.82):

=
T ( »/;2_ 72)= / e7cos t cos( ¥ sin t)at (Re(+7)>0).
0

Vullen we in ;'{ = Ky, n=ix (x-2wm), dan vinden we door
een genvoudlge substitutle:

T s
— Jo( K \/y +(x-21rm)2)=_f e—2TT1 Km cos t

0
jelrx cos t sin(ky sin t)K sin t dt

K
- f ezwimv. e-—ixv sin(y V Ke-ve)dv.

Sommatie over m levert



i K
A (o) 4
> =23, K\/:y F(x- grm)E)__ S / 2mimy  -1XV oy Vw2 v2)av
ri==oo ™ K nETes T
. ——
=2 ,,______.; /egﬂimv cos XV Sin(y v Y‘E*V2)dv
M=~ G0 |
1 K7
o3 f - jf
=-2 2; sf + f ]
m=mee by BCERTS

Daar voor een willekeurige op intervallen continu differenticerbare
functie F(v) geldt:

oo a+1 ) .
Z [ e231:Lmv F(v)dv = & \{LF(a) + F(a+’1)} (a regel)
M= - 0O -

a

is de laatste uitdrukking gelljk aan
-Q{F(O) +2F(1) + ... + 2 F(TKT)

met F(v) = cos xv sin(y \/h“g—vg). Daarmee 1s (6) opnieuwe bewezen.



