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Over de problemen rond de verdeling van rechthoeken in onge1ijke 
vierkanten 
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. Vele der bekende mathematiache puzzels en spelletjes, door o:ns 
recreatie-wiakunde genoemd, hebben triviale op1ossingen. Vaak is dit 
echter niet het geval en blijkt bij de analyse van de opgave een moei­
lijk probleem de grondslag te zijn; een ware uitdaging voor de 
wiskundige. Bij het probleem dat wij thane willen bespreken was dit 
ook zo. De vraag is of een rechthoek, i.h.b. een vierkant,·in incon-
,gruente vierkanten kan worden verdeeld. Naast deze zijn dan direct 
vele andere vragen te atellen zoals bv.: ''Wat is het minimum aantal 
incongruente ·vierkanten nodig om een rechthoek samen te atellen ?" enz. 

Eeri eerate behandeling van dit probleem vinden we in 1903. 
M.Dehn [1] toont dan aan dat de verhouding van de rechthoekszijden van 
een in v.ierkanten verdeelde rechthoek rationaal. moet zijn en dat tevene 
de verhouding van deze zijden en de zijden van de gebruikte vierkanten 
(= elementen van de verdeling) rationaal moet zijn. Hierbij zien wij 
reeds de belangrijkste moeilijkheid nl. dat naast het metrische pro­
bleem nog het topologische probleem is op te lossen hoe de vierkanten 
aan elkaar sluiten. 

In 1925 werd door Z.Moron [2] het eerate voorbeeld gevonden van 
een rechthoek verdeeld in (negen) ongelijke vierkanten. In 1930 vinden 
we nog een opmerking van Lusin gec·iteerd waarin de onmogelijkheid een 
vierkant in ongelijke vierkanten te verdelen zeer waarschijnlijk ge­
noemd wordt. Het duurt tot 1939 voor het tegendeel wordt aangetoond 
door R.Sprague [3] . die_· een voorbeeld gee ft van een vierkant verdeeld in 
55 ongelijke vierkante~. 

We geven nu en~ge d~finities waarna we de problemen kunnen noemen 
die one interesseren. 

(Def.1) Een verdeling van een rechthoek in vierkanten heet perfect als 
alle elementen verschillend zijn. Anders heet de verdeling 
imperfect. Niet triviaal imperfect heet de verdeling als er 
wel gelij~e elementen zijn maar deze geen zijde gemeen hebben. 
(Dit ~ag ook niet door een triviale verplaatsing te bereiken 
zijn.) 

(Def.2) Een verdeling heet samengesteld als door verwijderen van enkele 
(niet alle) zijden van vierkanten een verdeling van de oor­
spronkelijke rechthoek in rechthoeken ontstaat. Is dit niet 
het geval dan heet de verdeling enkelvoudig. 

We onderzoeken de volgende problemen: 

(1.1) Bepaal -N 1 = minimum aantal vierkanten nodig om een rechthoek 
perfect te verdelen. 

(1.2) Bepaal N2 = minimum aantal vierkanten nodig om een vierkant 
perfect te verdelen. 

(1.3) Bepaal N3 = minimum aantal vierkanten nodig om een vierkant 
enkelvoudig te verdelen. 

(1.4) Bepaal N~ = minimum aantal vierkanten nodig om een vierkant 
perfect en enkelvoudig te verdelen. 

(1.5) Welke rechthoeken zijn perfect in vierkanten te verdelen? 

De problemen (1.2) en (1.4) zijn nog onopgelost. 
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2. We geven nu een achets van de verraaaende oplos~ing van het 
·prc;,bleem, gevonden door R.L.Brooks, C.A.B.Smith, A.H.~tone en W.T.Tutte 
in 1940 [4]. Zij brachten de verdeling van de rechthoek in verband 
met een electrisch.netwerk. · Hoe we dit verband duidelijk kunnen zien 
is door C.J.Bouwkamp beschreven [5]. Laten.we veronderstellen dat de 
verdeling in vierkanten is aa~gebracht op een rechthoekige dunne·me­
talen plaat. We ve-ronderstellen dat de onder- en bovenzijde van het 
vierkant electroden zijn van perfect geleidend materiaal. Als tussen 
deze electroden een potentiaalverschil V bestaat zal ~r een electrische 
stroom I doer de plaat lopen. Door een geschikte keuze van de eenheden 
kunnen we I= horizontale rechthoekszijde nemen. De stroomlijnen 
lopen nu verticaal, de equipotentiaallijnen horizoJJ.taal. Ala we oneindig 
dunne aneden aanbrengen in de plaat langs de verticale segmenten ver­
andert er niets· aan de stroom4 'Elk vie.t"kantje is nu op te vatten ala 
een draad waar een stroom door loopt. De draden vormen een electrisch 
netwerk. BekijkeA we bv. de rechthoek (Moron) 
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waarvoor door C.J.Bouwkamp [5] de volgende code is ingevoerd: 
(18, 15)(7,8)(14,4)( 10, 1 )(9), dan is hiervan door d.e sneden het vo;gende 
netwerk gemaakt 

8 

33 

Door onze eenheden keuze blijken 
alle "draden 11" de weer stand 1 te 
hebben. 
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We brengen nog een draad aan waarin we de stroombron ~pgenomen denken. 
zo•is aan een verdeling van een rechthosk inn v~crkanten een planair 
netwerk van n+1 draden toegevoegd. Hebben we omgekeerd een planair 
netwerk van n+1 draden en brengen we in een der takk:en een stroombron 
aan dan beantwoordt hieraan een verdeling van een. rechthoek in vier­
kanten. De zijden van de vierkanten d.w.z. de ~tromen in de takken 
zijn nu met behulp van de wetten van Kirchhoff eenvoudig te berekenen. 

In de electriciteitsleer kennen we een zekere dualiteit bij ver­
wieaeling van etroom en spanning. Voor onze verdeling in vierkanten 
vinden we dit terug ala we de stroom nu horizontaal laten lopen •. Het 
net (na afsluiting) dat we vinden is het duale van het oorspronkelijke 
( duaal = hoekpunten in mazen .van h.et oorapronkelijke; toegevoegde 
draden, en alleen deze, snijden·elkaar). 

Willen we nu alle rechthoeken vinden die perfect of niet-triviaal 
imperfect in N vierkanten kunnen worden verdeeld dan moeten we dus alle 
netwerken zoeken met N takken zonder in serie of parallel lopende 
draden. We moge:n zelfs veronderstellen dat dit geldt voor ~et afge­
sloten netwerk ·(N+1. ta.kken). Van duale netwerken kunnen we er een 
weglaten. 

~. Stelling: N1 = 9. 

Bewijs: Voor een planair netwerk met K hoekpunten, T takken en M 
mazen geldt volgens de polyederstelling van Euler: K + M = T + 2. 
Da.ar in ieder hoekpunt minstens 3 takken samen komen is 3K~ 2T. 
Voor het duale netwerk geldt K' = M, M' =Ken T' = T waaruit we af-
leiden 1 2 

. . J T + 2 ·~ C:fC,M) " 3 T 

Hieruit vinden we ienvoudig dat alle planaire netwerken met ten hoogste 
10 takken de volgende zijn: 

a b C 

d e f 
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Van de meesten zien we direct dat de b~behorende vierka.nten-verdelingen 
een vierkant met zijde O (nulatroom) bezit of triviaal-imperfeot is 
(gelijke stromen). Alleen f levert een verdeling in 9 vierkanten. 
Een daarvan is imperfect. Twee zijn perfect. Een daarvan is rf!!leds 
genoemd. De andere is (36,33)(5,28)(25,9,2)(7)(16) gevonden door 
Brooks c.s. 

4. l'e hebben gezien dat N'1 door expliciet ui trekenen van alle mogel:ljk­
heden is gevonden. Dit is ook voor N, het geval en zo zullen ook N'1 
en N .\ bepaald warden. We zullen hierove.r direct ineer zeggen doch eerst 
het existentieprobleem {1.5) b~spreken. 
Hiervoor geldt de 
stelling: Alle rechthoeken met zijden die een rationale verhouding 

hebben zijn perfect in vierkanten te verdelen. 

• 

Het bewijs berust op een hulpstellin.g die beweert dat een vierkant op 
oneindig veel manieren perfect in vierkanten kan worden verdeeld zodanig 
dat ieder tweetal verdelingen geen enkel element gemeen heeft. Ret 
bewijs is door Sprague [6] gevonden en gebruikt de theorie van Brooks 
c.s. niet. 

5. In bet geci teerde artikel [5] van C.J .Bouwkamp zijn alle vierka.nten~ 
verdelingen van orde ~ 13 bepaald. Hieruit bleek: 
Stelling N, = 13, nl. door het voorbeeld 

(12,11)(1,3,7)(11,2)(5)(2,5)(4,1)(3). 

De bereKeningen zijn vaak bet eenvoudigst uit te voeren door direct de 
vergelijkingen van Kirchhoff op te lossen. Systema.tisch kan het als 
volgt geschieden. A.an bet afgesloten netwerk voegen we een matrix A 
toe door de hoekpuhten P te nummeren en te definieren 
a = aantal takk.en dat in P samenkomt. rr r 
ars ={ 0 a.ls Pr en P8 niet verbonden 

-1 als P en P wel verbonden. r s 

We zien dan: 

(5.1) det A = O, alle 1 ° cofactoren hebben dezelfde waarde C. 
C is de complexiteit van het net d.i. het aantal 11volledige 
bomen 11 in het netwerk. (Een volledige boom is een samenhangend 
netwerk dat alle hoe~punten van het oorspronkelijke netwerk bevat 
en een deel van de taklten en geen gesloten circuit bevat.) 
Laat in de tak die P en P. verbindt een stroombron geplaatst 

X y 
zijn. Definieer [xy,rs] = cofactor van a ·in de cofactor van 

ys 
a • Het is nu eenvoudig na te rekenen dat als we van P naar 
xr r 

P een stroom [xy,rsJ aannemen de stromen aan de wetten van 
8 

Kirchhoff voldoen. · 
(5.2) Als we normeren door de halve omtrek van de rechthoek gelijk aan 

de complexiteit te nemen en de totale stroom gelijk aan de hori­
zontale rechthoekszijde dan is de stroom in de tak PP precies . r s 
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[xy,rs]. Hieruit blijkt op triviale wijze dat de rechthoeke• 
zijden en alle vierkanten rationale verhoudingen hebben. 
We kunnen met bovenstaande methode, uitgaande van een netwerk 
alle bijbehorende ~ierkanten-verdelingen uitrekenen. Door de 
publicaties V9.n Brooks c.s. en B·ouwkamp en door het in 1948 door 
T.H.Willcocks [?] gevonden vierkant 
(55,39,81)(16,9,14)(4,5)(3,1)(20)(56,16)(38)(30,51)(64,31,29) 
(8,43)(2,35)(33) 
was de stand van probleem (1.2): 

(5.3) 13 < N2 "- 24. 
Door een voorbeeld van Brooks (1950), cf. [8], was de stand van. 
probleem. (1.4) geworden 

(5.4) 13 < N,. -' 38. ' 

6. Onlangs hee:f't one puzzelt.je weer een schat van nieuwe problemen aan 
ons voorgelegd namelijk toen men ging proberen om de 2 openstaande vra­
gen met behulp van Alectronische rekenmachines op te lossen ... · We noemen 
er enkele: · 
(6.1) Gegeven een netwerk. Gevraagd een matrixmethode zoals in 5. ge­

noemd die zo snel mogelijk alle bijbehorende vierkanten-verdelir:gen 
oplevert. 

(6.2) Ale de machine de stromen hee:f't berekend hoe mo6t hij dan de 
codering vinden, d.w.z. de groepjes bij elkaar zetten. 

(6.3) Moeten we de machine netwerken geven of kan hij die zelf (allemaal) 
construeren (en dan van dualen er een weglaten). 

Vooral (6.3) was een zeer lastig probleem. Het bleek nl. erg moeilijk 
te zijn om aan de matrix Ate zien of een netwerk planair is. 
Bovendien was dit tijdrovend. 

Deze problemln zijn nu ook opgelost en wel door C.J.Bouwkamp, 
A.J.W.Duijvestijn en P.Medema·. De door hun gevonden methoden zijn nog 
niet gepubliceerd. De eerste resultaten zijn in tab6lvorm [9] enige 
weken geleden verschenen. Hierin staan alle enkelvoudige verdelingen 
van rechthoeken in ten hoogste 15 vierkanten. Ee~ nevenresultaat was 

(6.4) (November 1960) In (5.3) en (5.4) kan 13 door 15 worden vervangen. 

Het probleem (1.2) zal vermoedelijk binnenkort door dezel:f'de heren 
geheel opgelost zij~ met behulp van de nieuwe zeer snelle rekenmachine 
van het Phil~ps· Rekencentrum. 
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