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1. De volgend~ overweging is het uitgangspunt van de meet­
kunde der getallen. Zij f(x1 , .•• ,xn) een reele functie 
van n verander>lijken ( n ~ 2) en }L een posi tief geta 1. 

Laat K de verzameling der punten X=(x1 , ••. ,xn) € Rn zijn, 
waarvoor /r(x1 , •.. ,xn)\ <)-l. Dan kan de vr>aag of er ge­
hele getallen u1 ., ... ,un zijn met lf(u1 , ••• ,un)l<;t- ook 
aldus geformulee~d worden: bevat K ecn roosterpunt 

U= ( u 1 , ..• , un)? 

Veelal is f een homogene funct1e (van positieve 
grnad). Dan is 0==(0., ..• ,0) een tr"iviale oplossing en 
vragen we uitsluitend naar roosterpunten u/0 in K. 

We beperken ons in het volgende tot het geval dat 
Keen convex lichaam is. We geven het volume van Kaan 
met V(K) en noemen K 0-symmetrisch, als het punt O mid­
delpunt van K is. De fundamentelc stelling is hier de 
bekende 

Hoofdstelling van Minkowski. Als K begrensd, convex en 
0-symmetrisch is en V(K) > 2n, dan beva t K een rooster­

punt u/o. 
In dcze stelling kan de voorwaa rde V( K) > 211 niet 

verzwakt warden, zoals blijkt, als we voor K de kubus: 

Ix~ c 1 (1=1, ... ,n) nemen. Toch heeft reeds M1nkowsk1 
een essenti0le verscherptng van zijn hoofdstelling gege­
ven. Om deze te formuleren voeren we eerst enkele be­
grippen en notaties in. We behandelen daarbij de punten 
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xE R als vectoren en noemcn b.v. x afhankelijk van een stel-
1 n t ( 1 ) ( k) 1 "l t 11 cl se pun en x , ... .,x ., as er rec e ge a enoc:.1 , ••. , k 

zijn met 

( '1 ) 

De verzameling der punten x die afhankelijk 
~ t ('1) (k) d ' i d geven pun en x , ... , x , . 1. n e vorm 

zijn., Gtellen we voor door R(x( 1 ) , ... ,x(k)) 

z1.Jn van k ge­
(1) te schrijven 

( voor k=O al le en 

het punt 0). Verder geven we, ~ls Keen (O-symmetrisch, con­
vex) lichaam en /\::,. 0 is., met r\ K aan de verzameling der pun­
tE:n i\ x met x E K_; voor ;\ 1 > i\. 1s i\. 1 K ') ?--. K. We kiezen nu op­

volgend positieve getallen A1 , ... ,~n en roosterpunten 
u( 1 ), •.. ,u(n), en wel als volgt (K is de afsluiting van K): 

(2) punt u( 1 )fo bevat; algemener {
\ = kleinste positieve getGl., woarvoor ?t1R" een rooster-

~i = kleinste positieve getal, woarvoor A.Keen rooster-
(1),,L (1) (i-1) 1 . 

1... punt u "f- R ( u , •.. , u ) beva t ( 1 '!::: 1. ~ n) . 
D8t er getallen ~i en roosterpunten u(i) met de boven­

genoemdc eigenschap bestaan, volgt uit de overweging dat 0 

middclpunt van het c onvexe lie ha am K is en da t r- K voor vol­

d oend grote A dus de kubus l x. I ,,;; -1 ( 1=1, •.. , n) beva t. Men 
( . ) l 

mGrlw op, dat u 1 juist op de ri:.incl van ,1 .K ligt. De punten 

u(i), of liever (met r-:t oog op de 0-symme~rie van K) de 

puntenparen +u(i) ziJn door hct bovenstaande voorschrift 

niet noodzakelijk eenduidig bepaald. Echter wel de getallen 

~-; want A. is niets anders dan het kleinste positicve ge-
l l 

tal, zod8nig dat A1R tenminste 1 onafhankelijke roosterpun-

ten b2vat. We noernen de door (2) gedcfinieerde getallen A1 
de suocessievc minima van K. Hct is duidelijk dat 

( 3) 

De bedoelde verscherping van de hoofdstelling luidt nu: 

Tweede stelling van Minkowski. Als Keen begrensd 1 convex en 

0-symmet risch lie ha am is, en a ls de getr:1 l len t1. i ( '1 ~ i ~ n) 

gedefinieerd zijn door (2), dan gcldt 

( 4 ) (1 1 r\. 0 • • • ;\ V ( K) ~ 2n • 
c n 
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Gebruiken we (3)., dan leidt (4) tot X~ V(K)=V("1K)~2n, 
wat aequivalent is met de bewering van de hoofdstelling, 
Hct bewijs van de tweede stelling van Minkowski ( zie t1, 2]) 
ligt veel dieper dan dat van de hoofdstelling en maakt op 
essentiele punten gebruik van de convexiteit, Veel gemakke­
lijker is het een ondergrens voor het linkerlid van (4) te 
vinden. Daartoe merken we op dat de punten A1- 1u(1), ••• ,i\n-1u{n) 
alle tot K behoren. Dan bevat K hct 2n-eder met hoekpunten 
+A -1u(i) en is dus 
- i 

V(K) ~ 2n (n!~,,,;,2 ... ?in)-1 • \aet(u( 1 ), ••. ,u(n))\ • 

( (1) {n)) Verder is det u , •.. ,u een van nul verschillend geheel 
getal, We vinden dus 

(5) 

2. We gaan thans over tot de bespreking van een door Mahler [3] 
aangegeven methode om aan een gegeven convex lichaam, of 
ook een gegeven stelsel convexe lichamen,een nieuw convex 
lichaam, het z.g. samengestelde (compound) convexe lichaam 
toe te voegen. Daarbij gaat het er vooral om ongelijkheden 
af te leiden voor de diverse daarbij optredende successieve 
minima. Zoals Mahler aangeeft, kan men uit zijn resultaten 
door specialisatie een nieuw bewijs halen van het transfer­
principe van Chintsjin (Uebertragungsprinzip van Khint­
chine). In het algemeen is het samengestelde convexe 
lichaam van hogere dimensie. 

Zij peen natuurlijk getal < n. Laten x{i)=(x11 , ••. ,xn1 ) 
(i-1, ... ,p) p punten in Rn zijn. Aan elk st~lsel {~i van p 
indices ')) 1 ~-v2, ... ,))p met 1~).)1<v2 < •.. <))p~n voegen we toe 
de determinant x1 } =X,, ,, , gegeven door 

1.,V V1ll2•••))p 

(6) 
x)) 1 • • . x)) 1 
. 1 . . . p. 
x)) p· •. xv P 

1 p 
I 
; 

In totaa 1 zijn er N= (~) stelsels {'))5 en determina~ten x t'V! • 
We rangschikken z0 in de een of andere volgorde en geven ze 

in die volgorde aan door J 1 ,, .• ,l N. Met de p punten 
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x( 1 ), .•. ,x(p) laten we nu corresponderen het punt 

i =( r-p.,. ~~N) in RN. We noemcn f het samengestelde punt der 

punten x( 1 en geven het aan met~ =[x( 1>, ... ,x(P)J. 

Als 2~PEn-2, c.1an voldoen de determinanten x{-'l)i aan 

zekere homogenc algebraische vergelijkingen, Het punt i 
ligt daa rom op e0n zekere algebra :tsche va rit5tei t ..0.. ( n, p) c. RN, 
die een kegel is met top in 0. Deze vari~teit zal in het 
volgende geen rol spelen. 

Belangrijk is dat met een affiene transformatie van Rn, 
werkend op de punten x(i); een affiene transformatie van het 

samengestelde punt~ in RN correspondeert. Zij eens A=(a 1 j) 
een affiene transformatie van R . Men verifieert gemakkelijk 
dat voor willekeurige punten x(~) de coordinaten van het sa­

mengestelde punt I= [Ax( 1 ), ... ,Ax(P)J gegeven worden door 

( 7) x[ .>~ "" L{))t de t ( a).)ij,lj) X {_µ} 

We geven met A(p) aan de Nx N-motrix met elementen 

at'\)Hrr: +det(a'l>iJ-lj) en noemen A(p) de Pde samengestelde 

matrix van A. Uit de determinantenleer is bekend dat 

( 8) J 
P _ Np _ ( n-1) - n - p-1 

Laten nu gegeven zijn p begrensde, gesloten, convexe, 

O-symmetrische lichamen K13 .,.{K in R .. Zij Z de verzame-
[ (1) (pJ P_ n (1) . ) ling der punten x , .. , .,x J in RN met x E K1 ( 1=1, •.• ,p . 

Dan heet het convex omhulsel van 2 (i.e. de kleinste ge­

sloten convexe verzameling die~ bevat)_in RN het samenge­
stelde convexe lichaam van de lichamon K1 , aangegeven met 

K= f K1 , ••• , K ] • Ingeva 1 de p c onvexe lichamen K1 identiek 

zijn:; stel I{~ =K, schrijvcn we Jf=K( P), en noemen we 'Jf, het 
do -

p samengestelde convexe lichaam van K. 
We la ten zien dat J[ een begrensd, gesloten, convex, 

O-symmetrisch lichaam in RN is. Het is duidelijk dat 1f be­
grensd, gesloten en convex is. Orndat bijv. K1 O-symmetrisch 
is en [-x( 1 },x( 2 )_, ... ,x(P)J = -[x('1),x( 2 ), .. _,x(P)J, is 

L, en dus ;ff, ook 0-synunetrisch. Als verder e('1), •.. ,e(n) 

de eenheidspunten (ide coordinaat '1 en overige 0) in Rn zijn 



en elkder lichamen K. de.punten +Se('1)~···,+6e(n() bevat() 
l - - '\l) \i. 

(cS > 0), dan bevat J{ de 2N punten +cS P c{-v} = +cSP[ e 1 , ... Je P ]. 

Imme rs voor elk s te lse 1 {v~ is cS e "fv1) een punt va 11 Ki 

(i=1.,, ..• ,p), Nu heeft ci"l,),l 66n coordinaat 1, ter\lcJiJl de overi­

ge O zijn, m.a ,1·J. de puntcm c::{.i~ zijn de eenheidspunten in RN. 

Uit een en and er volgt dat 7{, een omgeving van O bevat. Dus 

is Jf een lichaam. 

3. We leiden nu enige stellingen over het volume en de successie­

ve minima van { af, in geval de lichamen K1 identiek zijn, We 

hebben daarbij nodig de eigenschap dat een willekeurig be­

grensd, convex, 0-symmetrisch lichaam Kin R in te sluiten n 
is tus sen twee e llips oiden E en A E om O, wa a rbi.3 A een con-

s tante is die alleen van n afhangt. Men kan deze eigenschap 

als volgt inzien: als Ede ellipso!de in Kismet maximaal 

volume en ;\ voldoende c::~root is, d2n bevat het convex omhulsel 

van E en een willekeurig randpuni;; van 'A E een ellipsoide met 

volume> V(E), zodat de randpunten van AE buiten K liggen. 

Men kan bewijzen dat men kan nemen ;\ = R. 
Voor de volumina V(K) en V(t) in R11 resp. RN geldt nu: 

Stelling 1. Er zijn twee positieve constanten c 1 en c 2 , die 

alleen van n en p afhangen, zodan dat 

( 9) 

B:~wijs. Zi,j Gn de eenheidfJbol in Rn. Zij verder E een ellip~• 

sofde or:1 O rnet Er;. Ks vflE 9 en ziJ A een affiene transfor'ma tie 

v;::rn Rn met E=l\Gn. Zi.j tenslotte r 11 (p)= [G 11] (p) en l= [E} (p). 
Dan is t==A(P)r (p) wevens (8) rJus l:1 , -~ 

V(l)V(E) 

wa3 ij het rechterl1d alluen van n en p afhangt. Verder ligt 
L l 

V(K) "in tussen V(E) en n211V(E), en is t£J{,f.n 2·Pe, zodat 

V('J{) inligt tussen V(~) en n·}pN V(l). Daaruit volgt de stel­

ling. 

We beschouwen vervolgens de successieve minima van -:Jf, 
stel y 1 , •.. , f'rr Dus .?k is het l{leinste positteve getal, waar­

voor /--k "fl tenminste k ona fhankelijke roosterpunten in RN beva t 
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(k=1, •.• ,N). We beschouwen ook de successieve minima 

~1 , ... ,~n van Ken voeren in de producten 

M '" I ::: Ii)) ?t. 'IJ ••• A 
i))J 1 2 ))p 

We rangschikken de grootheden M {v~ naar opklimmende grootte 
en geven ze in die volgorde aan door M1 , .•. ,M11 • Er geldt 

Stelling 2. Er is een positieve constante c3 , die alleen van 

n en p afhangt, zodanig dat 

Bewijs, Krachtens de definitie van successieve minima is er 

een stelsel van n onafhankelijke roosterpunten u( 1 ),, .. ,u0)£Rn, 

zodanig 1tf ~.( tJ1) op de fJnt]' van rt1 K ligt, De samengestelde 
punten u =LU , ••• ,u P zijn r--.:iosterpuntE::n in RN.DaarbiJ 

geldt U {~} =iiA (p) E., {ll1 voor allc systemcn i'vi , als A een af­

fiene transformatie in R is met u(i)=Ae(i) (1~1, ..• ,n). Dus 

zijn de punten ul~ onafh~nkelijk (zie punt 2, eind). 

Wegens u(i\:- A_,K(i=1, •. ..,n) is voor alle systemen i))} 
J. 

hl r 7 [ ] (?) M v i:u\;K, ...... A.)JK.=i\\l .... A)) k ';:-:I ~-,l:1f'. 
, '? -· 1 p 't"j 

Als nu M{~} bij de hierboven ingevoerde rangschikking de index 

k gekregen heeft, dan li~gen tem,1inste k punten utvi in M{'u! 'J{ . 
Dit wil Juist zeggen datf'-k~ Mk(k:::::1, ..• ,N). 

Hieruit kunnen we het eerste deel van (10) als volgt af­

leiden. Uit (4) en (5), toegepast op K resp.1[, volgt <::let 

T) 

We hebben (rt,11\0• • .r\ )L==M,1Mr)•, .MK' 
I C::. rJ I ;:... .I 

dan vinden we dus dat 

l'l - -n 'P 

Pei ssen 
\ 

we stelling 1 tori, 

Wegens fk ~ Mk ( k=1,, .•• ,N) volgt hierui t )lk ~ c3 Mk( k=1, .•• ,N). 
Dearmee is de stelling bowezen. 
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4. We geven thans de toepassing op het transferprincipe van 

Chintsjin. vk beschouwen eerst een willekeurige n X n-ma­

trix A=(a. ) met determinant 1 en de pde samengestelde 
matrix 1 JA(p)= a~k) . ZiJ K het parallelotoop in Rn en 

Q het parallelotoop in RN' bepaald door 
n 

( 11) K: I 1:-1 a 1 J x J t ~ 1 ( i= 1 , ••• , n) , 

Q : \ f a ~ k ) f k i ~ 1 ( h= 1 , ••• , N ) • I k=1 ) 

Zij ~ = [K] (p). Er zijn twee vaste positieve constanten 

c',c 11 met c'Q~ J[ ~c 11 Q. Want dit geldt als A de eenheids­
matrix is, en de ongelijkheden bliJven gelden bij affiene 

transformatie. La ten nu A. 1= A., A. 2 ., .•• , ;t. n de successieve 

minima van K zijn, en j'- 1 , ... ,.J-N die van 1{. En ziJ y.. 
het eerste successieve minimum van Q. 

Vo~ren we de grootheden Mk in zoals hierboven, dan 
geldt M1:xA1J2 ••• rtp~ i\ 1P=AP (zie:: (3)). Verder is V(K)=2n_; 

wegens (4), (3) en (5) hebben we dus 

M <. 1 
1 = A A 

p+1 • • · n 

n-p ~ 

(;\ A ..., )- n=-::r,.,_(n'.-i)n-1 
' 2 3 · · ,(\ .._ (\. , n 

Vervolgens is, op grond van (10), c3M1~y-1~ M1 . Tenslotte 

volgt ui t c 'Q s '}[_ S. c 11 0, da t z?r Y~.r-1 ~ ~ y. Di t voe rt ons 
tot de volgende 

Stelling 3, ZiJn de parallelotopen Ken Q gedefinieerd 

door (11) en heeft A=(a 1 j) determinant 1, can ziJn de 
eerstE:; successieve minima ;\. en }L van K resp. Q verbonden 

door de 

(12) 

ongeliJkheden 
1 

A~ c4yP , 

waarbij de constanten c4 en c5 alle~n van n en p afhangen. 

Om nu tot het transferprincipe VGn Chintsjin te komen, 
nemen we p=n-1 en bescl1ouwen we een getal t > 0 en een 

stelsel van p=n-1 reele getallen o<1 , ... ,o(p' die onafhanke­
lijk zijn over de ring van de gehele getallen. De volgende 

ma tr-ices horen dan bij elkaa r: 



,, 
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tP tPe< 
p \ ( t-P - ·- - - t o< 1 p I 

I t ~( -t,t ·t /\ B "' - , 

' t . t \-· to<p 
\ 

waarbij alleen in de hoofddiogonaal en in de eerste rij, 

resp. kolom elementen /o staan. Dan is B de pde samengestelde 

matrix van A en orngekeerd. We beschouwen getallen J3 ~ 0 met 

cle eic;enschap clat nan het stelsel ongelij'kheden 

(I) ( 1= ,.l, ••. ., P) 

biJ onbepaald toenemende i voldaan is voor oneindig veel ver­

schillcnde stellen gehele getallen u 0 ,u1j •• ,,up, en daarnaast 

geta1J.2n J'"~ 0 zoclanig dat a::rn 

- 1;tJ: 
(II) \v 00<'.1-v1!~"?, P (i=1, .. ,,p) >, \v 0 !<S.17, 

voot" -rz. • C/,) voldr::ian is voor one ind veel stellen gehele getal-

len v 0 ,v1,,.,; 
Uit de hoofdstelling van Minkowski, toegepast op een 

parallelotoop in R03 valt af te lciden dat zeker de tallen 

fo=O, resp.J-=0 de genoerncJe e chappcn bezitten, Maar voor 

bepaalde stellen f~J is het mogelijk dat de ge1102mde e n-

schsppen voor grotere waarden van Jen f 
lc1t (zie [Lt]): 

lclen. Daa rbl ,J 

Stelling 4. Als het stelsel (II) one veel oplossingen 

toelaat voo1:a een zekerc wasrcle vr-:n j'?;.. 0, dan laat (I) onein-

d veel oploi::rninge,1 toe_, c1ls fa<[ . ,.\l:3 omgekee (I) on--

e1x,c1 veel oplo:3s ingen toe la at voor een .f ~ O, cJan (II) voor 

I,.<: 2 p • 
I P - +( p--1) f~ 
BewiJS. Oriderstel dat (II), voor zekere waarc'ien van n en ,X ,, 

r c ~ ecn oplossing1 ueeft. tJe bepalen t zoclanig dat t- )n =t n - 'P 
p+1 1-+~ (.. (, 

Dus t = '1, 7 • Dan heeft het lichaam 

(13) 

eerste minimum Ii.~ t-P 12 · Wegens stelling 3 heeft dan het 
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li.chaam 

(1l+) jtP(cx1x1+ ••• +~xp+x 0 )\~ -1, Jt-1x1\ ~ 1 (i=1, •. .,p) 

eer:Jte minimumy~ c 1+(t-P·i)P. Dan heeft (I}, bij weglating 
van factoren c 4 , een oplossing met 

1 ( ) t ) .:l -1. t 
} ~ty,..__.{P , }- p+~ == t-~,r~t- p+11?_p=1?, p 

Dus kunrien we nemen _fo~ J-·. La ten v;c 11,, onbepaald toenemen, dan 
vinden we het eerste d~el van de stelling. 

Laat nu omgekeerd (I) een oplossing hebben voor zekere 

!,en p .,we bep.a1en t z6 clat t- 1 ! =tp{-(p+f}. Dan is 

tl~+ 1"" l p,-'1+,fi en heeft het lichaam { 1i+) eerste minimum 

rl. s t- 1 t , Dul heeft het lichc:am { 13) eerste minimum 

_µ.lf:cu(t-'1 ~ )P •/~e vinclen dat (II) een oplossing heeft met 
· l p -1 1 p • 1 

~ "" t r}' "-' t ~ ! P ~ ~ P + P fa , 

- 1±.J: - p+1 1 -( '1+ ~) 
~ p ;;= t-~ t p i p ;, i -15 

We moeten dus f zo 
p 

zen dat ('1+[){P+f-.:&)<P+fa., ofvvel 

• Daaruit vinden we het tweede deel van de }< 2 r 
r,+(p-1)fa 

st.elluig. 

5. De vraag doet zich voor of er anal beGtaan van de ste in-

gen 1 en 2, inr:::eval de lichamen K .. niet idcntiek ziJ'n. In . , ,, l 

plaats van het middelste lid van (9) moeten we·~an beschouwen 
de ui td rukl<:ing 

(15) 

Mahler [5] lant aan de hand van het 
n z.. \x,\ ~ 1 { ·1,.. •• .,p--1) , 

j=1 u 

stelsel lichamen 
1 n- 1 n 1 

: ~ Z. \ x . / +a - l x I ~ 1 
.:::1 J='1 J n 

~a> O) gemal{kelijlc zier.1 di:it er e,een bovengrens voor 'r bestaat. 

Wel kan men Dantonen [6] Jat er slgemeen een positieve 

ondergrens voor de uitdrukking Tis, en evenzo dat het tweede 

deel van de ongelijkheid (10) algemeen 3eldt. Dit berust op 
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een generalisatie von de in punt 2 afgeleide eigenschap dat 

de N samengestelde punten die gevormd kunnen worden uit n 

onafhankelijke punten u(i) onafhankelijk zijn, Als 

{,r'-} = l fl 1 ., •, •, )Lp~ e"n {)) 1 ::z { 'll 1 , ..• , ))p~ twee indicessyste-
men zijn (met 1 ~)) 1 < v2 .•. ~ ))p ~ n), dan zullen we schrijven 

{fl}~ t))~ 
als J-1-i ~ ~ 1 voor i=:1, ••. ,P. De N indicessystemen {))} zulle~ 
we, in een of andere volgorde; aangeven met l ")) ('1)s, ... ,[') )1 • 
Er geldt nu de volgende 

Hulpstelling. Laten gegeven zijn p systemen van n onafhanke­
lijke punten x(i,'1), ••. 1x(i,n) in R (i=1, •• ,,p). Dan zijn 

. l k) n 
er N ind1cessystemen {jt } = lf'-'1k'' ''')4pk} (1 ~.flik~ n 
voor alle i en k; k=1, ••. .,N), zodanig dat ( ) (}J-p) 

1. de N samcngestelde punten ~\µC~)} ... [x}"lk ,~ •. ~x k] 
;n(~Y? ZiJ{'n (~)rhankelijk. l 

2 • if S < )) J v o or k= 1 , , •• , N • 

Voor het bewijs van deze hulpstellingJ door volledige 

inductie rn:iar p, z1J verwezen naar [6]. 
We bewijzen nu 

Stelling 5. De uitdrukking T, gegeven door (15), heeft cen 
positieve ondergrens. 

Bewijs. Laten A. 1 , ... ,~- de successieve minima van K1 zijn 
en laten x(i, 1 ): •.. .,x(i}R) n onafhankelijke roosterpunten in 

Rn zijn., zodanig dat x(i,j) op de rand van A1 .K. ligt 
J J J. 

(j=1, ... ,n; i=1,., .,p). Voor een willekeurig indicessysteem 

S µ,} stellen we Lr 1 = ~ 1)1 rt 2 u ••• ii., • We mogen zondet" 
I; 1..}'-s 1 .r 2 P .,JJ-p 
beperking aannemen dat de volgorde van de lichamen Ki z6 ge-
kozen is dat het product 

L =lT{\J} Lf'l>} 

over a lle systemen t))} = f)) ( k)} ten hoogste gelijk is aan 
het geometrisch gemiddelde: 

n N/n _ ( f ]" i\ )N/n 
L ~ ( 1r L { .- · j '\ ) - i=1 J"= 1 i J. • 

j= 1 J , J , • • · ; S ' 

We nemen nu N indicessystemen {f-(k) J met de in de hulpstel­
ling genoemde eigenschappen. Dan zijn de N punten i ~fo(k,J 
onafhankelijk. Bovendien zijn het roosterpunten. De punten 
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Toep• ssing van (4) op de lichamen K1 geeft dus, wegens N/n=P/p, 

0N P / 
T ~ ~! . i~ (~i1 ~ 12· •. Ain V(Ki))-P p ~ 2N-pN/N! 

Daarmee is de stelling bewezen. 

Stelling 6. Loten de systemen f~} z6 gerangschikt zijn, dat 

de rij dE:r producten L{'l> (i{)} niet-dalend is, en schrijf 

L\)) (k)} ""Mk (k::::1, ••. ,N). Laten pi.1 , •. • ,yN de successieve 

minima vcJn )[ ziJn. Dan geldt 

( 16 ) jl k ~ Mk ( k= 1 , • • • , N ) • 

BewiJs. 
Voor· de 

Kies weer de indicessystemen f,µ. (k)J zoals hierboven. 

puntcn ~ {;/k'iJ, geleverd cJoor c\e hulpstelling, gelclt 

Verder ziJn dezc punten roosterpunten en onafhankelijk. Daar­

uit volgt de stelling. 

Uit de beschouwingen van deze paragraaf volgt ook dater 

en analogon is V8n het eerste dcel van de ongeliJkheid (10). 

Zwakkere resultaten werden verkregen door Rogers [7] ·. 

6. Tot slot ver-melden we et,n vergaancie generalisatie die Mahler 

[8} gegeven heeft van de beschouwingen onder 2 en 3. Laten 
p,n en N natuurliJko getallen zijn. Mahler beschouwt nu een 

afbcelding, d rrnn elk stelsel van p punten x('l), ... ,x(p) 

in R11 een purJt ~ == [ x( 1 ), .•. ,x(P)J in RN toevoegt en die aan 
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de volgende eisen voldoet: 
1. het beeldI?unt [x( 1 )_, •.. .,x(p)J is lineair in elk der 

punten x(i) afzonderlijk. 

2. onder de beeldpunten [x('1) ., •.. ,x(p)] 

(x('1), •.. ,x(p)E R ) komen N onafhankelijke punten in 
n 

RN voor. 

3. aan elke niet-singuliere lineaire transformatie A van 

Rn beantwoordt een lineaire transformatie A~ van RN 
zodanig dat 

[Ax('1)_, .. ,,Ax(P)J =< A~[x(-1), ••. ,x(P)]. 

4. er is een constante P met }aet A~j = !aet Alp • 

5. a ls de pun ten x ( i) ( 1'=1,.,., p) rationale coordina ten 
hebben, dan ook het taegevoegde punt [x( 1 ), ... .,x(p)J 
in RN. 

Bij deze eieen kan het volgende aangetekend worden. Zij 
f een afbeelding die aan de eisen 1 en 2 voldoet, anders ge­
zegd een multilineaire afbeelding van het cartesisch product 
R P=R x: R x . , . x R in RN, zodanig dat RN voortgebracht wordt n n n n 
door het volledige beeld f(R P). Men kan RP op natuurlijke 

n ,1 n 
wijze inbedden in het tensorproduct Rn[P..1.= Rn@Rn® ••• @Rn --

te beschrijven als een euclidische ruimte met basis 
f (1'1)/v\ (i2),'\A Iv\ (iP)} 
1e 16/ e ~.•'Ve ( 1 < i 1 < n , ••• , 1 .::::: i < n ) - - met de 

--- - - p-.; 
volgende eigenschap: elke afbeelding f die aan 1 en 2 voldoet, 
is uit te breiden tot een lineaire afbeelding r* van RnLP] op 
RN. Ook bepaalt elke niet-singuliere transformatie A van Rn 
een lineaire transformatie A[P] van RnLP} . Daarbij 1s, zoals 
men gemakkelijk inziet, de afbeelding A-ii. A [P] een geheel 

rationale representatie van de transformatiegroep van Rn in 
Rn [PJ van de graad p. 

Laat i een willekeurig punt vnn Rn[p] zijn. De eis 3 1m­
pliceert dat, voor alle A, de beelden van de punten [ en 
A [P] ! ( ~ G Rn[P]) bij de afbeelding f verbonden zijn door 
een eenduidige (en dan vanzelf lineaire} transformatie A~; 
daarbij moet voor A* dus gelden 

f ~ A LP] 1 = A* f )/( I . 
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Dit is dan en slechts dan het geval als de nulruimte van f~ 

in R [p] invariant is voor alle (z.g. bisymmetrische) trans­
f0rm~ties A(p)_ Daarbij is RN isomorf met de factorgroep van 

R [p] naar een invariante deelruimte. 
n * De elementen van de matrix A hangen linear af van die 

van A[pJ. Uit het voorgaande volgt nu dat A ~A* een geheel 

rationale representatie van de graad p van de transformatie­

groep van Rn in RN is_. Daaruit valt 4 af te leiden, met 
P=pN/n. 

De els 5 houdt in dat de roosterpunten in Rn afgebeeld 
warden in een deelrooster van eindige index van het rooster 

der punten in RN metals co~rdinaten veelvouden van een vast 
rationaal getal. 

Mal1ler kan uit de eisen 1-5 gemakkeliJk generalisaties 

van de stellingen 1 en 2 afleiden. We besluiten met het stel­
len van het volgende 

Probleem, Is het mogcliJk de stellingen 5 en 6 te generalise­

ren voor het hier beschouwde geval? 
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