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over 

DEELBAARHEIDSEIGENSCHAPPEN 

in de serie ;;Elementaire onderwerpen van hoger standpunt uit 11 ~ 

Bij het bestuderen van de deelbaarheidseigenschappen van de 
geheel rationale getallen kunnen we ons af vragen van welke speciale 
eigenschappen van de geheel rationale getallen be:paal,de deel baar­
heidseigenschappen een consequentie zijn. 

Men kan de eigenschappen van de geheel rationale getallen bij­
voorbeeld in twee groepen verdelen: 

· 18 • De eigensohappen, die voortvloeien uit de som.- en productie­
relaties, welke tussen de geheel rationale getallen bestaan. 

2e. De eigenschappen, die slechts bew·ezen kunnen warden als men, 
behalve van die som- en productierelaties ook gebru.ik maakt van de 

orderelaties tussen de geheel rationale getallen. 
We kunnen nu vragen welke deelbaarheidseigenschappen tot de 

e _,_'ste groep behoren. 

Wij beschouwen daarom een verzameling van elementen waartussen 
wel som- en productierelaties zijn gedefinieerd maar geen orderela­
ties en willen proberen hoever we in zo'n verzameling kunnen komen 
met de deelbaarheidseigenschappen. 

Zij R een integri tei tsgebied, d. w. z. e.en verzameling van elemen­

ten a,b,o, •.• met de volgende eigenschappen: 

R. 1 .. Aan ieder geordend elementenpaar a, b zijn twee elementen . · 
c =a+ bend= a.b' toegevoegd, resp. de som en het 

product van a en b. 
2. a+ b = b + a, a.b = b.a. 
3. a +(b + c) =(a+ b)+ c =a+ b + c 1 a{bc) = (ab)c = abc. 

4. (a+ b)(c +-d)= ao +ad+ be+ bd. 
5. Er is een nulelement O met de eigenschap, data+ 0 = a Y•Qr: 

alle a. 
6., Eij ieder element a hoort een element -a, zodanig, dat 

a +(-a)= 0. 
7. Er is een eenheidselement e met de eigenschap, dat a.e = a 

voor alle a. 
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Er geen , d.w.z. uit ab= 0 volgt 
ot b = O. 

deze eigenschappen volgen een aantal andere 

R. 9. Er is mea.r e~n nulelement O. 
10. Bij der element a hoort maar ten tegenegesteld elem-.n:t 

-a. 

11. Voor alle a en b hee:f"t a+ xi::. b precies ee:n oplossifii 
X :::: b +(-a). 

12. Voor alle a geldt a.O = O. 
13. Er is maar ~en eenheidselement e. 
14. Voor a.lle a en b heeft ax= b hoogstens 

x, indien a I- o. 

definieren nu: Een element a heet deelbaar op een element b 
ale er een element c beata.at, zodanig, ac = b. achrljven alb .. 

De el en, die deel baar zijn op e noemen we de een.heden -van 
R en duiden we a.an met e 1, e2 ,.... • 

De elementen, die men krijgt door een element a met 
te vermenigvuldigen noemen 'He de geassocieerden van a. 

hebben de volgende eigenschappenc 

D. 1. aJ'b ~ ac1 be .. 
2.. ac~ be :;,. a j b .. 

3. a.j b, ~ c 7 al c. 
4. afb, c\d:? acf bd. 
5. alb, ale~ at xb + ye. 
6. atO voor a.lle a. 
7. efa, e1fa, e2f a, ••• voor alle a. 
8. a,a, e1ala, e2ala, ••• voor alle a. 

"de noe:men a ,en b congruent modulo m als m\ a-b. We sch.rijven: 
mod in. 

De congruentie is ref'lexief, symmetrisch en transitief. 
De verza.meling van alle elementen van R, die congruent zijn 

een gegeven element a modulo m. noemen we de restklasae van a ,modulo 
Door de congruentie modulo m wordt R verdeeld in restklassen 

modulo m. Ieder element ligt namelijk in zo I n restklasse, terw:tjl 

restk.lassen, die een element gemeen heboen, geheel sam.emr'illlen: 

Kiezen we uit elke restkla.sae nodulo m een vertegenwoordiger 
dan krijgen we, wa.t we noemen, een volledig restsysteem. :modulo m •. 

We leggen R nu de beperking op, dat voor ieder elementmlo ~ 
.rQ.stkl.Qsse,n modulo m. eindig is. We duiden dat aantal a.an met N(m) .. 

ge:Ldt: 

~~e.~.la:y 1. H(m .. n)-= N(m} •. N(n)" 
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Bij de behandeling van de congruenties ve.n de geheel. ratiOtJ.llle 
gotallen komt men tot een drietal beroemde stellingen, namelijk dl• 
itan Euler, Ferm.at en Wilson. De vraag ia nu: Gelden deze stell:i.ng~ 
ook in ons integriteitsgebied R? ,, ··--.. * 

Het antwoord is beveatigend, mi ts wij echter geschikte definitiN·: 
kiezen voor de begrippen relatie:f priem en priemelem.ent .. 

Wij noemen a en b relatief priem indien er twee elementen :x: en, 
y te vinden zijn, zodanig dat a x + b y = e. We sohrijven a".., b. 

Dan hebben we de eigenscha.ppen: 
0. 1 .. au be :-, a U b en ai I c. 

2.. a l} b en a 1J c ""5> a 1..J be .. 

3. a/be sn aL· b ~ ajc. 
4. au m ~ a+ m :xlJm voor iedere x. 

De laa.tste eigenschap houdt in: A.ls 66n element van een restklas­
se modulo m relatief priem i.s met m, dan geldt hetzel:fde voor all& 
el.0:.,11::mten van die restklasse. 

Nemem. we alleen die restklassen, waarvoor dit het geval ia en 
kiezen we uit elk van die rcstklassen een vertegenwoordiger, dan 
}o::-ijgen vire, wat we nosmen, een gercduceerd restsy-steem. modulo m.. 

Het aantal van die restklassen, dat is dus ook het aantal ela-
menten van ieder gereduceerd restsysteem, duiden we aa.n met !f' {m.). 

De.n geld:t: 

§.1..e.~_l_inu 2. '{ {nm)= 'f {m) .. Y (n) indien m V n. 

Stel1:._!p.JLl. a'f(m)= e mod m indien av m. (Euler). 

We noemen een element peen priemelement als 'f(p)= N(p)- 1. 
Reserveren we de letter p voor priemelementen, dan volgt uit 0.3 

P. 1. pjab en pl a.¢, p\b. 

Verder krijgen v,e a.ls bijzonder geval v-an stelling 3: 

P .. 2. aN(p)-1-= e mod p indien p} a. (Fermat). 

Tenslotte geldt ook 
St 11. · n .1 Als r r een gereduceerd restsysteem. modu.lt,:." 
-- ~ .f g "t • P .. • · ' Ii ( p )-1 , · ... 

p vormen, dan is 

(Wilson}. · 

Van de fu.nctiea N{m.) en f (m) kunnen we nog enige andore eigen- :'._{;t 

schappen aantonen .. 
We ~chrijven 

e + e ;• 2 e 

e + e + e = 3 e 
e + e + 
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We kunnen nu twee gevallen onderscheiden: 

18 • Ne= 0 voor zekere N / o. In dat geval is het kleinste na­
tuurlijk getal N, waarvoor dit geldt een priemgetal P. We 
noemen Pde karakteristiek van R. 

2@. ~Ne I O voor alle N. In dat geval zeggen we dat de karakteris-. 
tiek van R nul is. 

Nu geldt: 
ptelling 5. Als R de karakteristiek P hezft, dan is N(a) voor 

ieder element a van Reen macht van P, en een analoge stelling: 
S_telling 6. Als R de kar'akteristiek nul heeft en a lPe, waarbij P 

een natuurlijk priemgetal voorstelt, dan is N(a) een macht van P. 
Als bijzonder geval krijgen we, dat voor een natuurlijk p~iem­

getal P geldt: N(Pe)= PK • 

. Zou hetzelfde gelden voor ieder natuurlijk getal, dan zou vol­
gen, dat K altijd dezelfde waarde zou moeten hebben. Dat is niet het 
geval hetgeen blijkt als we voor R nemen de verzameling van alle ra­
tion.ale getallen r.a.et een zuivere macht van Pin de noemer. Dan is 

namelijk N(P)= 1 terwijl voor ieder ander natuurlijk priemgetal Q 

blijft gelden N(Q)= Q. 
Wel kunnen we gemakkelijk aantonen: 
Stelling 7: Is M(a) het kleinste natuurlijk getal, waarvoor geldt 

ajT,i(a).e, dan is M(a) jN(a) en N(a) i {m(a)1K voor zekere K. (Dat M(a) 

bestaat is evident). 


