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Over een probleem betreffende symmetrische

matrices.,

door
H.J.A.Dupare,C.G,Lekkerkerker en Dr W,Peremans.

Aan de afdeling zuivere wiskunde werden twee vermoede stellingen
voorgelegd. In dit rapport worden van de eerste stelling drie bewij-
zen gegeven; het tweede vermoeden wordt door tegenvoorbeelden weer-
legd,

Een symmetrische matrix (Cjk) van de orde n, waarvan de elemen-
ten complexe getallen zijn (cjk=ajk+lbjk’ 85y en bjk re€el) heet
positief, als de gquadratische vorm, behorende bhij de maitrix (ajk) der

reéle delen positief semi-definiet is, dus

1
a.kx.xk:Q 0
\k:l J J
voor <lle reile (x1§.°,,xn).
Vermoeden I.
Als van een wositieve matrix C:(cjk) de determinant =0 is, bestaat

een stelsel redle getallen A1,...,;Xn, die niet alle =0 zijn, zodat
n x
Z;;Cjk x = O voor J=1,sv.,ne

Vermecaen tl.

Een positvieve matrix van rang r is op één <n slechts één manier te
schrijven als ce som ven r positieve matrices van rang 1.
Bij de bewijzen van vermoeden I wordt de volgende hulipstelling gebruikt.

Hulpstelling 1.

- _ ; . .

Laten A’(ajk) en B“bjk) ma:rlces Zlié van de orde n, ajk complex,
bjk regel, det bjk#O. Noem A =B‘AB=(ajk) (Als D een matrix is, noemen
we de getransponeerde matrix D'). Als er een stelsel getallen./M1,...vN

Ny

bestaat die niet alle =0 zijn, waarvoor
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n_ x .
a, 0 VYoovr =N
n’ die niet alle =0 zijn,

n“

waarvoor E ajk;xk=0 voor j=1,...,n en wel voldoen } 2:: bmk/“k
k=

voor m=1,...,n. Als //A1,...,//An reéel 21Jn kunnen.:k1,.u., A

ook reéel worden gekozen.

s ¥ _
Bewijss aJk = 9 " bla 1mPplr Qus Z bljalmbm#/»4k’o dus

k’m;:l

dan is er een stelsel getallen :X1,...,:A

n

:: le KomeT %1m mk/ﬁ‘k*o voor j=1,...,n. Omdat det b, k#O volgt
.
hieruit é;;;alm.mktfnk"o voor 1l=1,.,.4,n. Dus voldoet ). S-.bmk "

voor m=1,...,n inderdaad aan de vereisten. Verder zijn de >\ niet
alle =0, omdat anders uit det bmk#O zou volgen dat alle//wkzo zouden
zijn.

Eerste bewiijs van vermoeden I (Dr W.Peremans).

Hulpstelling 2. Als bij een reele symmetrische matrix (ajk) van orde
n een positief semi-definiete quadratische vorm behoort, is ajj:;O
voor j=1,...,n. Als akk=0 daﬁ is ajk=akj=O VOOr J=1,4040 40

Bewijs: Substitueer in 2 a1 %Xy gj=1 en x1=0 voor 1#j dan

k,l=1

33 dus a33>‘0. Als aj.=0 substitueren we

X3=¥ 11 X"Vpr % =0 voor 1£j, l#k, dan gaat de vorm over in

ga~* deme vorm over in a,

2ajky1y2+akky22. Dlt is een positief seml—deflnlete quadratische

vorm ip Yyq en ¥o. Als akk~0 geeft substitutie van y1=yé=1, dat ajgzo
en y1ﬁfy§b1, cat a;. $O0, dus ajkzq. Als akk# 0, (dus akk> 0) dan geat

door substitutie van y1="akk'y2=a§k-de vorm over in 'akkajkz en dit

is g2lleen é,o als ajk=o.

Omdat det cjkzOg bestaan er in ieder ge?alﬂcomplexe getallen
Mireeey My, die niet alle =0 zijn, zodat %E;:Cjk/“kzo voor
j=14¢¢0n. Als de verhoudingen der /}A's a}le regel zijn, gaan deze
door vermenigvuldiging met een geschikt gekozen complex getal #£O in
reéle getallen over die ook aan de gevraagde relatie voldoen. We kun-
nen dus veronderstellen dat de verhoudingen der ‘)A's niet alle

re€el zijn. Zonder beperking der algeme.nheid mogen we veromderstellen

dat ﬁ%%% niet reéel is.
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Noem /MJm/dJ+i/A&“ (/AJ en Ml" reéle getallen, j=1,...,n). Dan is

/“/“R 1/\f\ #0.De volgende matrix T= (X, i) 18 dan reéel en heeft een

deterwiucat #0: b
/t, /M, 0 ......0

N A

i 0....0

N\ \ '
\ Al 1
O\ Y : 1
[N oY
1 \
\
X )

\

¥ !
v §
] i
: '
M }4 0. 0

Noem nu D=T'CT=(djk) dan is d § f1 “13 1n S s

n
a =15"ﬁ1" l.] lm/wm en d, ..}::~ 67(13 lm/\ Qus 4;,+1d o=

=§; (%f" clm]Am).:O voor 3:1,...,n.

Uit d11+id12=0}volgt, daar d,,=d,,, direct d,,= -d,,. De matrix
d21+ld22=0

der reéle delen van (dj ) bepaalt een positief semi-definiete quadra-

tische vorm, dus volgens hulpstelling 2 is R3

dyq= =dpp, is RA 4= -Rdy,, _

nu dat ook b‘\d. .—.ﬁdjfo voor j=1,...,n. Maar dan geeft d,,+id;,=0

11_O, Rdgz}, 0, maar omdat

dus Rdﬂzﬁdez:(). Uit hulpstelling 2 volgt

dat ook ‘sz.‘-'ld 5=0, dus 4, 1_d32—0 voor j=1,s..,n. Omdat d31-—0 is, is

¥ *
(/4l ,...,}“n) =(1,0,...,0) een stelsel geuallen Waarvoor 2_.1 dgk/uk =Q,

t
Volgens hulpstelling 1 geldt voor ! kaA /Am , dat .m., - ij)‘m =0
voor j=1,...,n waarmee de stelling bewezen is. (Ve hadden op dezelfde

"
s . f "__
wijze kunnen aantonen dat — ij//lm =0.)

Tweede bewijs van vermoeden I (H.J.A,Duparc).

Door een re&le transformatie is het stee.s mogelijk de vorm

n "
a__X X_ op de diagonaalgedaante 2 Xr te brengen, waarbij
T 5= rs'rs ol

wegens het semi-definiet zijn dezer vorm geldt AL 2 0 voor alle r. Wij
nummeren de variabelen zo, dat A1>O,...,Ak> 054 4=++.=A =0. Hierbij
is k<n, De reéle niet- singuliere transformatie transformeert de matrix
(brs) , dus ook de matrix (crs) tot een matrix (Brs) resp. (Crs)=

=(Ar Srs"'lBrs) . Bewijzen wij nu de stelling voor de getransformeerde
matrix dan-vindt men daarvoor reé&le coé&fficiénten U1""’Un met de ge-
wenste eigenschap en op grond van hulpstelling 1 vindt men dan reéle

oo?fi‘iciij:nten Lqpeeeyy, met de verlangde eigenschap voor de oorspronke=
lijke matriz (c ).
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Omdat de determinant van (C.g) nul is, bestaan er in ieder geval

complexe getallen V +iW

h
zs:%r (VS+iWS) Crs=o (I‘=1 ge e ,n) ]

g2 +0y VL +1W  (niet alle nul) waarvoor geldt

aus
(1) b) - )
‘ b ne WSBI'S+VI'AI‘=O (I‘=1,...,n) )

en

n

S=
Hieruit wolgt

n 5 n n 5
:‘—- Vr AI‘=Z:; v WS:BI'S : VSWI‘BI‘S Z:: WI‘ AI"
hdus
n

2 2
%_. (V& +W, )Ar=0,

waaruit wegens A1>(D,...,Ak;>0, volgt V,=W,=..,=V, =W, =0, Was nu k=n,
dan waren alle V1+iW1,...,Vh+iWn nul in strijd met de onderstelling
dienaangaande,

Dus k <n. Voor alle r=1,...,n is dus VA=W A =0, De relaties
(1) en (2) luiden dan

n n
(3) L VB0 ; z;: VB, =0,
S=k+1 S8=K+

Qwaarbij wegens k {n er tenminste &én der getallen LVPPFRRRIY

Vk+1""’vn van nul verschilt., Is dat een der getallen Wk+1""'wn dan

is het stel (W1""’Wn) het gezochte stel; is dat een der getallen

VipqresesVy, dan is het stel (V1,..,Vh) het gezochte stel.
Opmerkingen.
19, Uitgaande van een stel complexe getallen U1""'Un’ die niet

door vermenigvuldiging met een geschikte factor alle reel te maken
zijn, vindt men zelfs twee oplossingen, n.l, (V1,...,Vh) en (W1""’Wn)
van het gestelde probleecmn.

2%, Wij zien op grond van (1), (2) en (3) dat het punt (V1""Vn)

(en het punt (W1”"'Wn) eveneens) van elk der beide hyperquadrieken
n

n
E:::::: AreXpg=0 i g;;;;;;BrerXs=o
y 8=

r,s=1



3%, Het is dlrecb duidelijk dat ieder re&el punt (V1,...,V ),

dat voldoet aan Z::?;Us ps=0 (r=1,...,n), dubbelpunt is van de beide

~in 20 genoemde hyperquadricken.

Derde bewijs van vermoeden I (C.G.Lekkerkerker).
n

We schrijven ZI,T. y.=(X,Y).

= 373
Hulpstelling 3. Zijn A en B twee re&le, symmetrische matrices van orde

r, en is A positief definiet, dan bestaat er een matrix T, zodat T'AT
de eenheidsmatrix van orde r en T'BT ecen diagonaalmatrix van orde r is,.
Bew1gs, Zij X de vector (x1,...,x ) en zij A= (a J) . Dan is (AX,X)=
JE;%;; aka TS 3 cen positief definiete quadratlsche vorm, te schrijven

gals som van r quadraten. Er bestaat dus cen matrix Us= (u 3)",met

E‘de‘l: U %O zodat door de substitutie X=UY, volult geschreven

Zf;:uiqyj (k=14244.4,47), die quadratische vorm overgaat 1n.§ Y.
J=
D.w.z. (AX,X)=(AUY,UY)=(U'AUY,Y) is identiek met (Y,Y). Dus U'AU is

2
J

eenheidsmatrix,

Zij U'BU=C, Dan is C redel en symmetrisch, heeft dus rele eigen=
waarden, en bezit een orthonormaal stelsel van eigenvectoren. Er be-
staat dus cen orthogonale matrix V, zodat V'CV cen diagonaalmatrix is.

De matrix T=UV voldoct dan aan de vraag.

Hulpstelling 4. Er is een niet singuliere matrix T, zodat een matrix
%A de

overgaat in T'AT doordat men cerst de k rij vermcerdert met ‘h-maal

;de kolom,

de jde rij en daarna de kd kolom met A —maal de J
Het gaat nu om het bewijs van de volgende stelling:

Zij C= (akj+ib .) een matrix van orde n, det C=0, By OB B'yy

kj
regel (kj=1,...,n), A= (akj)3 semi-positief definiet, Dan bestaan er

n reéle getallen .A1""';An’ niet alle nul, zodat geldt:

8}
gkj(ak:j‘flbkj) =O (k=1'o-n,n)c

Bewijss Zij r de rang van A. Er bestaat dan een reéle, niet-singuliere
matrix T1, zodat T1'AT1=A1 een diagonaalmatrix is met alleen op de
eerste r plaatsen van de hoofddiagonaal een élement £ 0, Zij B= (ka)
T, kan z6 bepaald worden, dat het gedeelte van de matrix T,'BIT, dat tot
de laatste n=r rijen en kolommen behoort, cen diagonaalmatrix is met op

de eersie g plcatsen van de hoofddiagonaal een element QT£O (T =1,404,8)
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en op de laatste t plaatsen van de hoofddiagonaal nullen (r+s+t=n).
i ' =B = (AT
z2ij T, BT1-B1—-.(bkj )Y
VAR {3 een der gctallen 1,...,r en O cen der getallen 1,...,S.

- : /
We verminderen nu in de matrix B, de SDde kolom met . »@,HG_)? maa.l

-
de de de

rij met _.L. A maal de TM+a

F 4T

rij. Wegens de symmetrie is bp,*uo- =b,“,03g_,. Door dit voor alle paren

de 4+9- "~ kolom en daarna de 33
g’,O‘ te doen, zien we, op grond van hulpstelling 4, in dat er een reéle
i t - - ] ny\

matrix T, bestaat, zodat T,'T,'AT,T,=T,'AT,=A, en T,'B,T,=B,= (bkj )Y,
I W

waarbi] A1 en B2 gymmetrisch zijn en ‘QVP'“"" ’Z"'”‘Ef’ =0 voor f:h...,r;
¢=1'.-.’So

Op dezelfde manier zicn we in, dat er een niet-singuliere matrix
Ty bestaat, zodat voor T;'B,T 3 By= by s "' ), ‘bovendien geldt, dat in elk
der laatste t rijen (on kolommen) ten hoogste &&n der eerste r elementen

] 15 ! T =

van nul verschilt. Zij T3 A1 3 A3.

Tenslotte bestaat er,lettend op de ecerste r rijen en kolommen van

A3

' - .
zodat CIJ3 A3T3 en T4 B3T4 de volgende gedaante hebben:
Q0= ~=~==Q¢0-0

en 183, op grond van hulpstelling 3 een niet-singuliere matrix T4,

' \
' T o 9\\\\ é\\\\o
\\ \ 1 \ \ \\\ ‘ \C\e
NEEEN H
0 \\ \ ‘ 1 \\Q\ E O
I\\ N \\ \ ) NN :
1 N N H
: \\ ! : en : N |\\ ] .
) N h X . NN !
AN Q \ NI I
(' \ \\ v I“ \\%‘ '
\ \ \ \O 0 uuuuuu O SO""O
N IS L RO OP OOy PP R eieercens areseen
| N0 A ¢ o\h_.._kh..q;o.“ol
O == Q ‘0 Q\\\ \ \:\ '

1 \\\ S \

0-0C 0~~~ -0 D---0

We laten nu zien dat er een geheel getal T is, zodat 1 £ T g 1,

F.(. =0 (in het bijzonder is dus t=0 uitgesloten). Is dat zo en stellen
we T_T1’I.‘2T3T4, dan komt er in de matrix T'CT een rij (en kolom voor, i
die uit louter nullen bestaat. Voor T'Cf.}.‘ is dan de bewering van de stel-

ding juist, en wegens hulpstelling 1 dan ook voor C.



Stel eens, dat gcen der Cy gelijk aan nul is en zZij )\ﬂ""‘kn
een stel van n getallen zodat z:f::.R.dkj=O voor k=1,...,n, als
(dka)/ de matrix T!'CT is. Beschouw1ng van de laatste t rijen leert:
«\—...- At_o Let men op de eerste r rijen, dan volgt, dat ook geldt:
)\=...=.X%=O, Km= X"ﬁ=...=\m”“_0=o. Op de overige rijen lettende ziet
men dat ook de overige getallen A}gelijk aan nul zijn. Er volgt zo een

tegenspraak met het feit dat det C=0 is, Hiermec is de stelling volle~

dig bewezen.,

Opmerkingen: Uit het bovenstaande vloeien nog de volgende consequenties
voort: |

1, De matrix A is niet positief definiet. Want n-r=s+t 2t 3 1.

%. Z2ij t het aantal elementen C‘ in de matrix T'BT, dat gelijk aan nul
is. Dan is Ty 21; elk stel re&le of comploxe getallen "\\(3 Tyevngn),

waarvoor geldt i X (a +ib, ) =0 (k=1,...,n) ontstaat door lineaire
kj ? t 1

kj
combinatie met reele resp. complexc coéfficiénten uit to bepaalde reéle

stellen (zie hulpstelling 1).

Tegenvoorbeeld tegen vermoeden II, Allercerst tegen het bestaan

van de gevraagde splitsing. (Dr W,Percemans)

Neem de matrix (1 é) en stel dat

; (385 G (i =5)

een splitsing van de verlangde soort is.
De redle delen moeten een positief semi-definiete matrix bepalen
roor elk der matrices, In de hoofddiagonaal moeten elementen 20 staan,

dus RX:O. Dan is ook ?R(l =0, Schrijf het dus nu zos

1 i) _[a+id ic) + 1-(a+ib) i-ic
i O/ 7| ic id, i-ic ~id} "’

waarin a,b,c,d redl zijn. We gebruiken nu dat de rang =1 is. Dus

(1) (a+ib) id+c2=0
—id+(a+ib) id+c2m20+1=0
Door aftrekken vindt men
=id=20+1=0
dus d=9

c=3%,
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Substitueert men d=0 in (1), dan vindt men c=0, Dit geeft een tegenspraak,
Dat, als er een splitsing van de geweﬁste soort bestaat, deze niet
eenduidig is, blijkt uit het volgende voorbecld (H.J.A.Duparc).
De matrix (; 2) is positief en heeft de rang 2. Deze is inder-

daad splitsbaar in 2 positieve matrices van de rang 1,

1 2 1 2 0 O
(2 6)‘_‘(2 4)*(0 2)’
maar er zijn gemakkelijk andere splitsingen te geven. Immers stel
(2 &)= (2 202 + (3220 E202)
waarbij de tweede matrix de rang 1 bezit, zodat men heeft
2=a(6-4b+1°) ,

'dus voor iedere b geldt bovenstaande splitsing met an—gwg-—g.. Wegens
b ~4b+
2

_ ¢ . A . PRI
a= z;:;;g:; $1 is de tweede matrix ook positief,



