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H.J.A.Duparc,c.G.Lekkerkerker en Dr W.Peremans. 

Aan de afdeling zuivere wiskunde werden twee vermoede stellingen 
voorgelegd. In dit ra~port worden van de eerste stelling drie bewij­
zen gegeven; het tweede vermoeden wordt door tegenvoorbeelden weer­
legd. 

Een syrrunetrische matrix (cjk) van de orde 

ten complexe getallen zijn (cjk=ajk+ibjk' ajk 

positief, als de quauratische vorm, behorende 

reele delen positief semi-definiet is, dus 
,,, ) 

~ajkxjxk = 0 

voor ~lle re~le (x1 .•.. ,xn) • 

.Y.,ermo e de11)~ .• 

n, 

en 

bij 

waarvan de elemen-

bjk reeel) heet 

de matrix (ajk) der 

Als van een ::)osi tieve matrix C=( cjk) de ae-terminant =0 is, bestaat 

een stelsel r.c-;i-;ie getallen A 1 , ••• , An, die niet alle =0 zijn, zodat 

'-Te"'' r10 C:· i-1 r.i . .., ·,-1 -~~~-=..;;:l.~-·J -:. . .:_. 

i: c 'k).k = 0 voor -j=1, ••• ,n. 
k:: l J 

Een poei tj_r-nre !:'1.-i-trix van rang r is op een SJn slechts een manier te 

schrijvi:m a.l,J 6f) a,:,~n ,ren r posi tieve matrices van rang 1. 

Bij de bewi.jzerJ van ve.rrnoeden I wordt de voigende '.'.lulpstelling gebrujkt. 

Hul:estelling 1 • 

Laten A=(ajk) 

b~k re~el, det 

en B~(b.k) matrices ziJn van de orde n, a.k complex, 
J * * J 

bjilO• Noem A =B 1AB=(ajk) (Als Deen matrix is, noemen 

we de getransponeerde matrix D•). Als er een stelsel getallen )'A1., ••• ,J1r: 
bestaat die niet alle =0 zijn, waarvoor 
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11 ~ 

~ dlk/r~!} Vo(H' r: l),, 'J 11J 

zijn, 
t'\ 

d.1.n is er e~n st els el getallen A 1, •.• , ).n, · die niet alle =0 

waarvoor La 'k Ak=O voor j=1, ••• ,n en wel voldoen A = ~ bml(Nq, 
h :;I J ' 

voor m=1, ••• ,n. Als ~ 1,. ··•,/"n reeel zijn, kunnen 
m k==1 SJ 

) 1 , •.• , .An dus 

oak reeel worden gekozen. 
n n 

Bewijs: a;k = C b1 jalmbmk, dus / · b1 jalmbmk M k=O dus 
n 11 1,m.:::.I k),mFI J 
~ b1 . ) a1mbmk/k=0 voor j=1,, •. ,n. Omdat a.et b.k/o, volgt 

I-:: 1 J k, 111::: 1 J n 

hierui t / n a1 bmk fv\ k=O voor l= 1, .... , n. Dus vol do et Am::: ~ bmk Mk 
k,rn:::1 m / k-= 1 -J 

voor m=1, ••• , n inderdaad aan de vereisten. Verder zijn de Am niet .. 

alle =0, omdat anders uit det bmk/0 zou volgen dat alle/k=O zouden 

zijn. 

Eerste bewi.js van vermoeden I (Dr 1N.Peremans). 

Hulpstelling 2. Als bij een reele symmetrische matrix (ajk) van orde 

n een posi tief semi-definiete quadra tische vorm behoort, is aj j 2. 0 

voor j=1, ••. ,n. Als ¾:k=O, dan is a.k=91r.=O voor j=1, ••• ,n. 
n J J 

BeW<ijs~ Substitueer in >== aklxkxl x~::::1 en x1=0 voor 1/j dan 
k1l ::1 _J 

ga..., 4~ fl.cr-::o vor.,,-., over in aj j, dus aj j ~ O. Als aj j=O substi tueren we 

x.=y1 , xk=y2 , x1=0 voor 1/j, 1/k, dan gaat de vorm over in 
J . 

2ajky1y2+akky22 • Dit is een positief semi-definiete g_uadratische 

vorm i~ y 1 en y 2 , Als akk=O, 

en y 1 ~"'."Y£k1, c.at a 1k ~o, dus .. . 

geeft substitutie van y 1 =y2 = 1, da t ajkGO 

a .k=?.· Als akk/ O, ( dus akk> 0) dan gaat 
J . .. 

door su b~ti tuti e 1mn y 1 =-~k, y 2=a jk. de . . .· . 2 
vorm over :i.:n -akkajk en dit 

is alieen 2 0 als a.k=O. 
J . 

Omdat det cjk=O, bestaan er in ieder geval complexe getallen ,., 
die niet alle =0 

j=1, ••• ,n. Als de verhoudingen 

door vermenigvu.ldiging met een 

zijn 1 zodat L. c .k Mk=O voor 
- k=:1 J / 

der )A's alle reeel zijn, gaan deze 

geschikt gekozen complex getal /0 in 

reele getallen over die ook aan de gevraagde rolatie voldoen. We kun­

nen dus veronderstellen dat de verhoudingen der y•s niet alle 

reeel zijn. Zonder beperking der algeme~nheid mogen we veromderstellen 

dat If: niet reeel is. 
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matrix 

en. j=1, •.• ,n) .. Dan is 

(o<jk) is dan relel en heeft een 

// it o _ _ . ·~ • 0 

.I"; ,ri; 0 . C. - ~ •• Q 

I O -~---0 
' \ 

0 I' ', ! 

I ' ' ~ ' ' • 

' 0 

der reele delen van ( djk) bepaal t een posi tief sem.1-definiete quadra• 

tische vorm, dus volgens hulpstelling 2 is ~:111 > O, ~d22 ~ O, maar omdat 

d11 = -d22 , is ~d 11= -~122 , dus !Rd:; 1~d22=0. Uit hulpstelling 2 volgt 

nu dat ook Q"\dj 1= Oi,dj 2=0 voor j=1,. •• ,n. Maar dan geeft dj 1+idj 2=0 

dat ook 'ld.q=dd. 2=0, dus d. 1=d. 2=0 voor j=1, ••• ,n. Omdat d. 1=0 is, is 
* 6~ J J J r,J * (Ji1 , ••• , Fr)=( 1, 0, ••• , 0) een stelsel getallen wa.arvoor C. djk .Mk =O. * k-1 I 

Volgens hulpstelling 1 geldt voor ,;~10< mk j\= fm', dat ~ Cjm rm.•=• 
voor j=1, ••• ,n waarmee de stelling bewezen is. OVe hadden op dezelfde 

ti 

wijze kunnen aantonen dat ~=l Cjmfm"=O.) 

Tweede °l)e'!ij s van vermoe den I (H.J. A. Duparc) • 

Door een reele transformatie is het steeis mogelijk de vorm 
h . ~ 2 
~ arsxrxs op de diagonaalgedaante r:::;_Ar;_ te brengen, waarbij 
~ r=1 
wegens het se:mi-definiet zijn dezer vcrm geldt Ar~ 0 voor alle r. Wij . . 

nu.m.ro.eren de variabelen zo, dat A1 )-o, ..• ,Ak)O;Ak+1= ••• ;;::~=0. Hierbij 

is k ~ n. De reele niet- singuliere transform.a tie transformeert de matrix 

(br8 ), dua ook de matrix (cr8 ) tot een matrix (Br 9 ) resp. (Cr 8):::: 

=(~ S rs +iBr8 ) • Bewijzen v1ij nu de stelling voor de getransformeerde 

matrix dan·vindt men daarvoor re~le coefficicnten u1, •.. ,un met de ge­

weµste eigenschap en op grand van hulpstelling 1 vindt men dan reele 

oo~fi'::..c::..~uten ~ 1, ••• , '¾i met de verlangde eigcmschap voor de oorspronke­

lijke matrix. ( or8 ) .. 
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Omdat de determinant van (Cr 8 ) nul is, bestaan er in ieder geval 

complexe getallen v1+iW1 ,, ••• , Vn+iWn (niet alle nul) waarvoor geldt 
h 
~ ( V +iW ) C =0 (r=1, ••• ,n) , S=1 s s rs 

dus 
n 

( 1) -~ W B +V A =0 (r= 1, •.• , n) , s,;f s rs r r 

en 

n 
( 2) C VsBrs+WrAr=O ( r= 1 , ••• , n) , 

s=1 
Hierui t volgt 

11 11 

C .... Vr2Ar=I : 
r=1 r, s=1 

h n 
V W B == -~ Wr2Ar' s r rs '--'--

r=1 
~dus 

n ¼~1= (vr2+wr2)Ar=O, 

waaruit wegens A1 ) o, ... •~-c )'o, volgt V1=W1= ••• =Vk=Wk=O. Was nu k=n, 

dan waren alle v1+iW1, •.• ,vn+iWn nul in strijd met de onderstelling 

dienaangaande. 

Dus k<n. Voor alle r=1, •.• ,n is dus VrAr=WrAr=O. De relaties 

(1) en (2) luiden dan 

n 
(3) 

S=k+1 
W B =0 s rs 

! 
waarbij wegens k <n er tenrn.inste een der getallen Wk+ 1 , ••• ,Wn, 

Vk+ 1, •.• ,vn van nul verschilt. Is dat een der getallen Wk+ 1, ••• ,wn dan 

is het stel (w1, ••• ,Wn) het gezochte stel; is dat een der getallen 

Vk+ 1, ••• ,vn, dan is het stel (v1, .• ,Vn) het gezochte stel. 

Opmerkingen. 

1°. Uitgaande van een stel complexe getallen u1, ••• ,un, die niet 

door vermenigvuldiging met een geschikt8 factor alle reeel te maken 

zijn, vindt men zelf s twee oplossingen, n. l. ( V 1' . .. , Vn) en (W 1, ••. , Wn) 

van het gestelde problccm. 

2°. Wij zien op grond van (1), (2) en (3) dat het punt (V1 ••• ,vn) 

(en het punt (W 1, •.. ,Wn) eveneens) van elk 
11 

der beide hyperquadrieken 

n 



3°. Het is direct duidelijk dat ieder re~el punt (V1, •.• , Vn), 
n 

dat voldoet aan r-.:__ U Cr 8 =0 (r=1, .••• ,n), dubbelpunt is van de beide 
~s 

in 2° genoemde hyperquadricke~. 

Derde bewijs van vermoeden I (C.G.Lekkerkerker). 
V\ 

We schrijven 5~r x .y .=(X, Y). 
J=l J J 

Hulpstelling 3. Zijn A en B twee reele, sym.m.etrische matrices van ord.e 

r, en is A positief definiet, dan bestaat er een matrix T, zodat ~•AT 

de eenheidsmatrix van order en T'BT een diagonaalmatrix van order is. 

Bewij'st 
r 

Zij X de vector (x1, •.. ,xr) en zij ~~ (akj) • Dan is (AX,X)= 

J,j=f oen positief definiete quadratische vorm, te schrijven 

aals som van r quadraten. Er bestaat dus een matrix U= (uk .) ·· ,met 
~ . J 

det U /o, zodat door de substitutie X=UY, voluit geschreven 

""' xk=1"=T'\:jYj (k=1,2, ••• ,r), die quadratische vorm overgaat 

D.w.z. (AX,X)=(AUY,UY)=(U'AUY,Y) is identiek met (Y,Y). Dus 

eenheidsmatrix. 

... 2 
in r=_yJ .• 

j = 1 
U'AU is 

Zij U1 BU=C, Dan is C reeel en sym.m.etr~sch, heeft dus reele eigen­

waarden, en bezit een orthonormaal stelsel van eigenvectoren. Er be­

staat 0.11.s con oitthogonale matrix V, zodat V1 CV een diagonaalmatrix is. 

De matrix T=UV voldoct dan aan de vraa[, 

Hulpstelling 4. Er is oen niet singuliere matrix T, zodat een matrix 

\A overgaat in T 'AT doordat men eerst de kde rij vermeerdert met 1\-ma.a.1 

de jde rij en daarna de kde kolom met ~-maal de jde kolom. 

Het gaat nu om het bewijs van de voigende stelling: 

Zij C::::i (akj+ibk} een matrix van orde n, det C=O, akj en a'kj 

reeel (k;j=1, ••• ,n), A= (akj)'; semi-positief definiet. Dan bestaan er 

n reele getallen A. 1, ••• , ~n' nict alle nul, zodat geldt: 
n 

; =~)._j (akj+ibkj) =0 (k::::1, •• ,. ,n). 

Bewijs, Zij r de rang van A. Er bestaat dan een reele, niet-singuliere 

matrix T1, zodat T1 1AT 1=A1 een diagonaalmatrix is met alleen op d.e 

eerste r plaatsen van de hoofddiagonaal een element .J O. Zij B= (bkjf,; 

T1 kan z6 bepaald warden, dat het gedeelto van de matrix T1 1 BT 1 dat tot 

de laatste n-r rijen en kolommen behoort, een diagonaalmatrix is met op 

de eerfr~e ·a plc..3.tsen van de hoofddiagonaal een element blT,Jo (0-=1, ••• , s) 
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en op de laatste t plaatsen van de hoofddiagonaal nullen (r+s+t=n). 

Zij f een der gotallen 1, ••• , r en ·a- een der getallen 1, ••• , s. 

We vermindcron nu in de matrix de I tJ 
B1 de f kolom met ;g; . --o--"t+a-,~ maal 

de · de tt. + er- kolom en ds1arna de fde rij met '},_<T . .J,,.f,••"" maal de 't+<r de 

rij. Wegens de symmetrie is bp,-'!-+O- =blt+trjf • Door dit voor alle paren 

f,cr- te doen, zien we, op grand van hulpstelling 4, in dater een reele 

i~ I/ 
waarbij A1 en B2 symmetrisch zijn en. vf_,'1+&- = 

0-=1, ••• ,s. 

Op dezelfde manier zion we in, dater een niet-singuliere matrix 

T3 bestaat, zodat voor T3 'B2T3=B3= · ( bkj "'); :bovcmdien geldt, dat in elk 

der laatste t rijen (en kolommen) ten hoogste een der eerste r elementen 

Tenslotte bestaat er,lettend op de eerste r rijen en kolommen van 

fJ en B3, op grond van hulpstelling 3 een niet-singuliere matrix T4, 

zodat T3 •A3T3 en T4 •B3T4 de volgende gedaante hebben: 

I 
\ 

0 
I ' 
1 
\ 
I 

I 
I 
I 

I 
0 

0 --------• 
' \ 

\,. ' 
'\ ,, 

\ 

\ 

'I 

' ' 

\ 

\ 

Q 
\.. 

' ' - -· - - .... 

' '\ 

'\ 
\ 

' 
' ' ,, 

-'o 

\ 

.\ 

I 
l 

1 

I 

'o 
'O 

en 

We laten nu zien dater een geheel 

0: 0 - .... - - ... - 0 . C o - -o 
I\ '- 'i- f' ', : 

0 , '- ! , ', 'o 
I ' ' ; ' 'C , , <~a~, I ,s 

' .k:' 
' I ' • 

I " \, ' , I 
'\ \ \ ; t 

I , \~ ~ t 

o- - _ - - - - 0 5: 0 - - 0 
·· c\"o"~·· :.: .:.··.:: .. .:.:· :..· :. .. o.:-6·::·;: .:c5 .. 

Q \ , I : t I 
..._ \ ' , : I ! 

I , \ \ ,, I \, t 

o ·- o C-l: o - - -- - o O - ~ - C 

getal r is, zodat 1 ~ c:- ~ t, 

t~ =0 (in het bijzonder is dus t=O uitgesloten). 'I$ dat zo en stellen 

we T=T 1T2T3T4, dan komt er in de matrix T1 CT een rij (en kolonv voor, 

die uit louter nullen bestaat. Voor T 1 CT is dan de bewering van de stel­

ling juist, en wegens hulpstelling 1 dan ook voor c. 



Stel eens, dat geen der ct gelijk aan nul is en zij A,, ..• , A,, 
,.., 

een sto: van n 6etallen zodat /; ;_ Ajc\:j=O voor k=1, ••• ,n, als 
J=i 

.(<\j)) de matrix T 1 CT is. Beschouwing van de laatste t rijen leert: 

)._,=•·•= At=O. Let men op de eerste r rijen, dan volgt, dat ook geldt: 

A.,=•.•= A't=O, ·A,..= .)..ll ... ,=• •• =~n .. tt-,)=0. Op de overige rijen lettende ziet 

~en dat ook de overige getallen AJgelijk aan nul zijn. Er volgt zo een 

tegenspraak met het feit dat det C=O is. Hiermee is de stelling volle­

dig bewezen. 

0_£_merkingen: Uit het bovenstaande vloeien nog de volgende consequenties 

-voort: 

1. De matrix A is niet ::posi tief definiet .. Want n-r=s+t , t , 1 .• 

~. Zij t 0 het aantal elementen C',t in de matrix T'M, dat gelijk aan nul. 

is. Dan is t 0 ~ 1; nelk stel reele of complex~. gctallen A/ j=1, •• • ,n) t 

waarvoor geldt ~..., 1, ).j (akj+ibkj) =0 (k=1, ••• ,n), ontstaat door lineaire 

combinatie met reele resp. complexc co~ffici~nten uit t 0 bepaalde reele 

stellen (zie hulpstelling 1). 

To,g;envooi"".)eeld te_gen vermoeden II. Allereerst tegen het bestaan 

van de gevraagde splitsing. (Dr W.Peremans) 

Neem de matrix (i 5) en stel dat 

(I 1)=(~ r, \+ ()-- ex o 0 ~} i-(3 
i-0) 
- ,r 

een splitsing van de verlangde soort is. 

De reele delen moeten een positief semi-definiete matrix bepalen 

.roor elk der matrices, In de hoofddiagonaal moeten elementen t O staan, 

dus 0<.0=0. Dan is ook ~ ~ =0. Schrijf het dus nu zo: 

(l 6) = (a!ib 
l.C 

;c) + (1-:-(~+ib) 
id 1-10 

i-ic) 
-id • 

waarin a,b,c,d re~l zijn. We gcbruiken nu dat de rang =1 is. Dus 

( 1) (a+ib)id+c2=0 

-id+(a+ib)id+c2-2c+1=0 

Door aftrekken vindt men 

due 

•id-2o+1=0 

a=='O 
o=½:. 
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Substitueert men d=O in ( 1), dan vindt men c=O. Dit geef't een tegenspr~ .. 

ne.t, als er een splitsing van de gewenste soort bestaat, deze niet 

eenduidig is, blijkt uit het volgende voorbeeld (H.J.A.Duparc). 

De matrix (J ~) is positief en heeft de rang 2. Deze is inder­

daad splitsbaar in 2 positieve matrices van de rang 1, 

maar er zijn gemakkelijk andere splitsingen ·te' geven. Immers stel 

( 21 2) (a ab21 + ( 1-a 2-ab2) 
6 = ab ab) 2-ab 6-ab 

waarbij de tweede matrix de rang 1 bczit, zodat men heeft 

2=a(6-4b+b2), 

idus voor iedere b geldt bovenstaande splitsing met a 2 • Wegens 
- b2~4b+6, 

a= (b-:) 2+2 ~1 is de tweede matrix ook positief, 


