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A. §’!~ In het rapport ZW 1962-010 van het Mathematisch Centrum
is de volgende stelling genoemd

Stelling 1: Als (Xa) een familie van topologische
: aeAh
ruimten is, en X= T X, is het topologisch product,
aeh

dan geldt
wx)s X,

dan en slechts dan als

W(X,)sX voor alle a€Ah
l{alwx) > 2}l s X



We bewijzen nu

Stelling 2: Als X = 1 X,, dan geldt

ach
W(X)m X,

dan en slechts dan als voldean 1s aan ten minste éédn
der volgende twee voorwaarden

1.

2.

Bewijs:

I‘

II.

w(xa)z X voor alle ael
[{a lw(x)>2}] = x

Va eA: w(Xa)ﬁ X
VH' < N:Jach: N'< w(}{&);fl w
[{alw@x)>2}] %

Zij w(X)= N.
Uit stelling 1 volgt: {w(xa)gx voor alle aed

| {alw(x,)> 2}]s X
Indien nu
Ha]w(xa)> 2}‘«'7{, dus § X' voor zekere X'< X
en

1 %% X: YVaceh W(Xa)gﬂ“ ,

dan volgt, indien X* = max (X', %"), op grond
van stelling 1: w(X)iMi<}{;

contradioctie.

Indien omgekeerd aan 1. en 2 voldaan is, dan is,
op grond van stelling 1: w(X)gX.

Als nu
w(X)<X, dus ¢ X' voor zekere X'< X ,



_3..
dan is op grond van stelling 1

Vach: w(X,)e W H
Hagw(xa)>2}l s N

contradictie,

In het rapport ZW 1962-010 van het Mathematisch Centrum

is de volgende (dear iets anders geformuleerde) stel-
ling bewezen:

Stelling 3: Als (xa) een familie volledig reguliere
aeh ;
T,-ruimten is, en X = ™ X, is het
ael

topologisch product, dan geldt P(X)g](,
dan en slechts dan als

{P(Xa)g?( voor alle a<€ A
ja £ 2
We bewijzen nu

Stelling 4:

Z2ij X= TT Xa s, alle Xa (a€ A) volledig
aéA
regulier T1.
I . 21} X een niet-limietkardinaalgetal.
Dan geldt P(X) =X,
dan en slechts dan als aan ten minste één der
volgende voorwaarden is voldaan
14V ae€ A P(Xa) X
Jaeh : g}){a) N
1A)¢ 2
2.V agh : Q(Xa) <N
yo=2%

T
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II. 2i3) X een limietkardinaalgetal
Dan geldt P(x)= X

dan en slechts dan als aan ten minste één der vol-
gende voorwaarden 1s voldaan

1. VaéA:P(X)..
&V‘K<N 3a6A°?< <px,) g X
g2

Vaen : P(Xa)é.-f(
[A] =X of = 2%

Bewijs:
Opmerking: In het bewijs wordt de continuumhypothese
gebrulkt.

I. a. Uit 1. en/of 2. volgt p(X)gX(stelling 3)
Als nu 'p(x)<}(, dan is ?(X);){' voor zekere X'e X
en dus (stelling 3):

P(X )‘-k '<?r voor alle a A
|A]<2 < 2 X
contradictie.

b. Uit P(X) = X volgt P(X )<7(voor alle a¢ A
|AJ<2 (stelling 3)

Als nu noch aan 1. noch ,aan 2. is voldaan, volgt
(indien men stelt X 2ﬁ5

(x, )4?( voor alle a €A

|A,<2 , dussx¥ =2,

maar dan 1s op grond van stelling 3
PXIEN' < ]r

contradictie.
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II. a. Uit 1 en/of 2. volgt p(X),ﬁ,N(stelling 3)
Als nu P(X).( N, dan is P(X)ugﬁ" voor zekere X'< i

en dus (stelling 3):
[ P(X ) e X voor alle a & A
-8
1 e 2
b. Uit P(X) = N volgt ”p(xa)éh’voor alle acA
jaj< 2% (stelling 3)
Als nu ndch aan 1. noch aan 2. is voldaan, volgt
{3 a'ex: Vaeh : px g
[Al< X, dus<X™ voor zekere X "< X;
stelt men x* = max (x',x"), dan volgt
Vaen : p( )1§JKw
( P
Al g2
en dus, op grond van stelling 3

pLO) £ X <.

In het rapport ZW 1962-010 van het Mathematisch Centrum

is de ruimte f0,1§v voor elk ordinaalgetal v gedefinieerd.
We bewijzen nu de volgende stelling over het gewicht van
deze ruimte:

Stelling: Als/u. =5 (%) het eerste ordinaalgetal is van de
getalklasse waarvan X het kardinaalgetal is,
dan geldt:

1. w({O,’l{ﬁ)
2. w({0,1" )

](l
2¥ yoor Ygp+1, fvi= X

i

il

Bewijs:

A ={a\a=(ai) , a.=0 of 1 en L(a 1O</u,:ai=o voor i%® io)
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of (310‘{7& :oay= 1 voor { 2 ¢, ):H

Dan tonen we aan, dat de familie van verzamelingen
i : .
{x%aqﬁx a,;:azg (aqa A, 5.2¢§3A)
een basis 1s voor de topologie van{O,’T}/f‘

Zij n.l. © een open verzameling in {O,ﬂ}"‘; z.b.d.a. zij
- - (1) (2)} .

indten B{Mo({")  en v(?) - VIS 1aat dan 1 de
I<m i
eerst index zijn, waarvoor b(g);é b(g), dan is dus 105(L )a o,

b(g)zﬂ, (0]
j'O

(1) eb(1)b(2) = @ dan en slechts dan als

b Q) =1, bi(g) 0 voor i>io+’l

, dan b 6
(11) Als O (1), (2) # @, kies dan o (M (2)

L. Als © (1) =@, dan bestaat er een 11</z-zodanig, dat
b b

1 1 ;
bi: ) = 0, b11=’1 en bi( )= 1, by= 0 voor 1>1, ;

dan is © # @ en er bestaat een a&cAN®o
Dus:

< 6 »
PEO (1), (1) (2)

waarin 6 € B (omdat b(q)é: A)
b(q)a

Als © y = g , dan bestaat er een i, <Hs zodanig, dat

%

bp (2



-7 -
- (2) _ _ (2) .
biq- O,b11 =1 en bi—ﬂ, bi =0 voor i>» 1

dan is O (1) £ @ , en er bestaat een a «A {16 (1)
b b b b

Dus:

b
€8 ,(2) < (1), (2)

waarin
e (2) € B (omdat b(e)é:A)
ab

Indi 16 ls 6 P
Indien zowe L), £ @ als o (2) # f

kies dan

a, < o nNA ena, &9 " A;
17 (Mg 2% Tpp2) 7

dan volgt

be 6 < ©
ap < % (M, (2)
waarin o &« B
2,2,
Dus is B inderdaad een basis voor de topolégile in {0,1
Daar lB' =N volgt '

w( {0,147y £ K

f/‘

En dus, omdat

X ‘{o,ﬁﬁlg A

volgt: w( (O,’Ifﬁ) = X.
2, a. 213 V=4 +1. A+
Laat B een basis zijn voor de topologle in {0,1}

Daar elke verzameling

4 = = =4f
{x,:&(a, a (ai)i?“m, a; =0 of 1, a/,L
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open 1s, en bovendien een grootste element heeft

(n.1l. a'= (a]) met al = a, voor i«<m,a' = 0),
i i‘/‘“" i i Ak »
volgt, voor elke
a=(a,) met a _ =0

de eXistentie van een © &B, waarvan a het grootste
element is; derhalve 1is

en dus, daar dit voor iledere basis geldt:

w( {o,17# H);?x ;

daar echter anderzijds

w( {o,1]* +");~’{o,1§"”l 2F
is dus X
w({o, 7 # *1)= 2
b.Voor v,g/we, [¥l=X is (rapport ZW 1962-010)
¥ X
plio, " ) =2,
dus
X
w({o,'lfv y*2

en dus ook

x
w({o,nfv Y =2 .



