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Over gewicht en dichtheid yan het product van topologische ruimten; 

en over het gewicht van de ftiimte { o, 1 } "' . 

door 

M.A. Maurice 

A. §1. In het rapport ZW 1962-010 van het Mathematisch Centrum 
is de volgende stelling genoemd 

Stelling 1: Als (X) een familie van topologische 
a a e A 

ru1mten is, en x~ 1r X is het topologisch product, 
at! A a 

dan geldt 

W(X) ~ ,c I 

dan en slechts dan als 
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We bewijzen nu 

Stelling 2; Als X ... 1f X , 1.ian geldt 
a<.A a 

w(x) .. )(, 

dan en alechts dan ale voldaan 1a aan ten minste 4~n 
der volgende twee voorwaarden 

1. w(Xa) l X voor alle a~ A 

l{a lw(Xa)> 2}1. X 

Bewijs: 

I. Zij w(X)• X. 
Uit stelling 1 volgt: 

Indien nu 

{ 
w(X8 hX voor alle a • A 

I { ajw(x8 )> 2 JI~ 7( 

\f alw(Xa)> 2}l<X., dus ~ X 1 voor ~ekere X'<X 

en 

dan volgt., 1.ndien ~ = ma.x (Jl 1 , X "), op grond 

van stalling 1: w(X) ~/(.'if.<)(; 

contradiotie. 

II. Indien oragekeerd aan 1. en 2 voldean is, dan is, 
op grond van stelling 1: w(X) i ]('. 

Als nu 
w(X)<i(., dus : X' vocr zekere 7'' < 7(, 



- 3 -

dan is op grond van stelling 1 

2 In het rapport ZW 1962-010 van het Mathematisch Centrum 
is de volgende (dc,ar iets anders geformuleerde) stel­
ling bewezen: 

Stelling 3: Als (Xa) een familie volledig reguliere 
a eA 

T1-ruimten is, en X. = 7T X is het 
at':A a 

topologiscr. product., dan geldt p(X) ~JV., 
dan en slechts dan als 

We bewijzen riu 

Stelling 4: 

f p(Xa) ~ 'I( voor alle a.1: A 

IAl ti 2" 

Zij X= TT X , alle Xa (a~ A) volledig 
a Ei A a 

regulier T1 • 

I . Zij )teen niet-limietkardinaalgetal. 
Dan geldt p(X) -:: X , 

dan en slechts dan als aan ten minste een der 
volgende voorwaarden is voldaan 

1-f·V a<i A : p(Xa) -& X 
l; a~~ A : f(Xa) = ,k 

IA)~ 2 ~ 

2. V a <e. A : f (Xa) '$ N 
jA/ = 2 k . 
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II. Zij 'X een limietkardinaalgetal 
Dan geldt p(X)= }( 

dan en slechts dan als aan ten minste een der vol­
gende voorwaarden is voldaan 

1.(Va~A: p(xa)~X 
\ YK'<l'( :3aE-A :N'<p(Xa)~.'k 

\A\ i 1 ~ 
2. V a~ A : r<xa) ~ '/( 

I Al = )( of = 2x 

Bewijs: 

Opmerkin~: In het bewijs wordt de continuumhypothese 
gebruikt. 

I. a. Uit 1. en/of 2. volgt p(X)~i((stelling 3) 

Als nu p(X) <X, dan is p(X) ~ft'' voor zekere }( 'c:. 'X 
en dus (stelling 3): 

A 

contradictie. 

b. Uit p(x) = )( volgt P(X )jN voor alle ad A 
a H 

IAJ -;i 2 ( stelling 3) 

Als nu noch aan 1. noch aan 2. is voldaan, volgt 
' ' ( indien men stel t N =2.J() 

r(X )~ '](' voor alle a• A 
a If.' k' 

jAJ < 2 , dus ~ 'J( = 2 , 

maar dan is op grond van stelling 3 

p(X) ~ iY I < Jr 

contradictie. 
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II. a. Uit 1 en/of 2. volgt p(X)~N (stelling 3) 

Als nu p(X) < ]\(, dan is f (X)i, fr I voor zekere ~- 1<. ,?it· 

en dus (stelling 3): 

/ p(Xa)--;; ]'( '<. ]t voor alle a .lf; A 

\ !Al "-;'. 2 Jt;· " < J( 

b. Uit p(X) = tr,· volgt/p<xa)-1.?(voor alle a~A 

\ !Ah 2~ (stelling 3) 

Als nu n~ch aan 1. noch aan 2. is voldaan, volgt 

{ 
_;1 ?< 1 < Jt' : V a :Iii A : p ( X a)~ l( 1 

f Al<')(,·, dus 'i-7'n voor zekere Jr, n< 'J{; 

stelt men JC£ = max (~ 1 ,Jrn), dan volgt 

{
Val:A: pc~) ~.t"' 

I Al ?.: 2 k"' 

en dus, op grond van stelling 3 

p (X) ~ f(~<.](.. 

B. In het rapport ZW 1962-010 van het Mathematisch Centrum 
is de ruimte f 0,1S~ voor elk ordinaalgetal V gedefinieerd. 

We bewijzen nu de volgende stelling over het gewicht van 
deze ruimte: 

Stelling: Als f =f(~) het eerste ordinaalgetal is van de 
getalklasse waarvan X het kardinaalgetal is, 

dan geldt: 

1. w({o.,1f;) =K;,r· 
2. w({o,1i ) = 2 voor V;;,.P-+1., ill/='/'( 

Bewijs: 

1. Zij 

A ={ala=(ai) . ., a1=0 of 1 en [Gili0<f:a1:;=0 voor i~ 10 ) 
i iy 
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of (3 i 0y& : a 1 = 1 voor l ~ i., ,] \ 
Dan tonen we aan, dat de familie van verzamelingen 

{ x \ a1 <.. x < 82 ( ( a1 6 A, a2 ~A) 

een basis is voor de topologie van { 0, 1]~ 
Zij n.l. 9 een open verzameling in {o,1];; z.b.d.a.· zij 

9=9 b ( 1 ) b ( 2) == { b I b ( 1 ) < b < b ( 2) I ; 
indien b( 1 )=(bf1 )) en b( 2 ) = (bl2 )) , laat 

1 <r (2) (2) i<'.r 
eerst index zijn, waarvoor bi ~ b 1 ; dan is 
b~ 2 )=1. 

J.o 

(i) e (1 ) (2 ) = ¢ dan en slechts dan als 
b b 

b ( 1 ) -1 b ( 2 ) 0 i > 1 +1 1 - , 1 = voor --::::: 0 

dan i 0 de 

dus bi1 )=0, 
0 

~- Als eb( 1 )b =¢, dan bestaat er een 11 <;~-zodanig, dat 

b ( 1 ) = o, b 1 =1 en b. ( 1 )= 1, b.= O voor i >11 _. 
11 1 1 1 

dan is e ( ) I,. ¢ en er bestaat een a'- An e (2) 
bb 2 bb 

Dus: 

b4f. eb(1)a C: eb(1)b(2) 
, 

waarin e ( 1 ) ti!:- B ( omda t b ( 1 ) E:: A) 
b a 

,'f Als e (2 ) = ¢ , dan bestaat er een 11 ~r, zodanig, da t 
J·· bb 
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Dus: 

b 6 e (2 ) <: e ( 1 ) ( 2 ) 
ab b b 

waarin 

Indien zowel e (1 ) ~ ¢ als 9 ( 2 ) ~ ¢, 
b b bb 

kies dan 

a1 ~ 9 ( 1 ) I\ A en a2 6 9 ( 2 ) fl A; 
b b bb 

dan volgt 

waarin 

Dus is B inderdaad een basis voor de topolagie in {o,1JI' 
Daar f Bl = '/'( volgt 

r w( { 0.,1f ) :sf 'I< 
En dus., omdat 

volgt: 

2. a. Zij ~ =J" +1. { lf+1 
Laat Been basis zijn voor de topologie in O,~ 
Daar elke verzameling 

{ .x.:Jx< a, a= (a1 ). , a1 =0 of 1, aJt· =- 1 f 
1~+1 
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open is, en bovendien een grootste element heeft 

(n.1. a'== (a1) met ai ""a1 voor i~.,af1 • O), 
i <ti• +1 

volgt, voor elke 

a=(a1 ) met ar. cO 
1 y +1 

de existentie van een e -'i B, waarvan a het grootste 
element is; derhalve is 

If I X I Bf ~ 2 =2 ; 

en dus, daar dit voor iedere basis geldt: 

:k 
w( { o, 1~ )' +1 ) ~ 2 ; 

daar echter anderzijds 

is dus ')(, 
w( {o, 11"" +1 )= 2 

X 
= 2., 

b. Voor V~.¢.. +2, /YI= Jt' is (rapport ZW 1962-010) 
7 "I X 

p({o,1J ) -- 2 , 
dus 

VI X. 
w( {o., 1? ) > 2 ., 

""· 

en dus ook 

V :,c 
w( { O, 1J ) == 2 


