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Twee gehele rationale vormen van dezelfde graad in hetzij evenveel
cogrediénte variabelen, hetzij evenveel contragredi&nte variabelen, wor-
*en gelijksoortig genoemd.

Twee gehele rationale vormen van dezelfde graad, de ene in een aan-
&al cogrediénte, de andere in evenveel contragrediénte variabelen, noe-
men we gelijksoortig-duaal.

Wij schrijven een p-aire vorm van de n® graad in de gedaante

7
{(k)z Z af}k‘__ X, )\'}'kk mCQ_IDC) R . _ “

kaarbij in het laatste 1id de symbolische notatie is toegepast. De gelijk-
soortig-duale vorm schrijven we in de gedaante

SD.{M ) = ZO(‘J’{" (,(‘;ec‘.uk... -— (0( M,)ﬂf

In beide symbolische uitdrukkingen verstaat men onder (rts) de vorm

Z"LS

& In het vervolg zullen wij het aantal coéfficiénten van de p-aire
vorm van de n® graad aanduiden wet N. Men heeft dan pd=:<ﬂé;T:’)‘
Men noemt twee gelijksoortig--duale vormen fx (a’ x) en CPxﬁxu')q%
apolair als (axx) =0 . De voorwaarde voor het apolair zijn is dus
bilineair in de cogfflciénten'van fen @.
Fen niet-symbolische methode om de uitdrukking (akq)? die men wel
met (fﬁQN*aangeeft, te berekenen, wordt ons door de formule |

(8= == D" ({e)

gegeven, waarin

/a az
2) = Zi Ex du,
. (,:r./

Immers men heeft
,14‘\‘ / ; w/ {(ﬂ ')C)’H(O(‘Arl) } = I?‘}; (a‘ Q() (a .'M.) l(o(/

‘ men op het gevonden resultaat de operator D voldoende vaax toe i
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San verkrijgt men de gewenste foruule.
Jit het bilineair karakter van de uitdrulkiing (:Ecﬁ)‘\T volgt nogs

o5o2oh vora apolair met een aantal gelijksoortige ermee duale voruen,
N3 L cile vorm ook apolair met elke lineaire combinatie dier voricen.

et N-k gelijksoortige iineair onafhankelijke vormen zijn in het al-
geuech kK geliljkseortig--dvale vormen apolair,

Tocr het geval men te doen heeft men twee voruen f—(a‘x)n en ¢r=(xu’

v ongelijke graad beiden in evenveel varlabelen, zegt men dat f en P
=poiair zijn, als

. , e ' b,

11)’ (&&)M(QQ) =0 {X} Al mS

N >
(2) (alu)m (O(M')V'mwn»n:-:oi {M}_ 5 PRI ”m L 7

In het eerste geval heeft men

J / ]

. S m
(3)  (&/w) T alal al =0
1 2 e IV -

waarin elk der getallen i1, 1oy ee-y in_m'elk der wacrden 1, 2, ..., P
kan aanneuwen en omgekeerd volgt uit (3), geldiz voor al die waerden der
indices, de betrekking (1). Analoog is (2)aequivalent mot
(CLIO()ﬂ Wc'q 0/4.2 o 'O(C,m_?g 2

waarin ieder der optredende indices wederom de waarden 1, ..., P kan
aannemen. ;
Stelling., Is een vorm.fz(a'x)n apolair met een echte n® macht van een
vorm (pu'), dan ligt het punt p op f.
) Imuers men heeft dan (a'p)P=0
EStellln@. Is een vorm f=(a'x)® apolalr met een echte kx° macht van een
vorm (pu'), dan is het punt p een (n-k+1)-voudig punt van £(x)=0.

Tmmers men heeft in dit geval (a'p)k (a'x)n"k N Of§x7r

Na deze inleidende beschouw1nven stellen w13 ons de vraag waar het

ons thans om te doen iss:
Als gegeven is een willekeurige p-aire vogm (a'x)% ig het dan moge-
1ijk door een projectieve transformatie X =7 «. X, deze vorm over te

J:/ 4 S
roeren in een vorm van de gedaante (A'X)n waarin de co&fficidnten A. kl s
. . [ S

e

voorgeschreven zijn%?
Het is duldellgk dat men om dit doel te bereiken, de coef11c1enten

ij zo moet klezen, dat aan een aantal betrekkingen voldaan is. Het aaﬁuﬂf
tal voorgeschreven coéfficiénten Aikl mag derhalve (in het algameen)ﬂ_x

o« v

niet groter zijn den het aantal co&fficiénten e. i3 Deze opmewklng echter:f

M”ch ey et een definitief antwoord op de vraag, zoalﬂ ﬂ's de voigcnmbi

adea za] bllgken., \ : : o
In het blna;re gebled beschouwe mﬁn de cublscheVOfm (a' x)“ e atel}ﬁf
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nen zich de vraag of het mogelijk is deze door een projectiéve transfor-.
ratie over te voeren in de gedaante X3 + Xg. Hiertoe moet men aan de 4
cuEfriciénten eij 4 voorwaarden opleggen, zodat men in het slgemeen ver-
machten kan dat de gevraagzde transformatie mogelijk is. Men kan dan in
het algemeen de vorn (a'x)°> in de canonische gedaante X% +AXg overvoereii.
Hoewel men ook 4 voorwaarden in de e,. krijgt, als men onze vorm -
)* in de gedaante X% + X%X2 wenst te %ren gen, is het duidelijk dat
deza voorwaarden voor de e, - strijdig moeten zijn, want de vereiste
- vorm heeft een dubbele wortel X1=O, terwijl de willekeurige vorm deze
niet behoeft te bezitten en een projectieve transformatie dubbele wor-
- tels in dubbele wortels overvoert.
Men had zich in het bovenstaande ook de vraag kunnen stellen of er
getallen € 5 bestaan (i, j = 1, 2), met

-

3’ (/L JC)3*~ Z(Z € J) resp. (t_;i €¢:: ’f) ) i ;‘i (’9‘\] X ))

"'! ey
Het is in deze vorm dat wij het onderzoek willen vervolgen.
; In 1904 merkte de schaakmeester E.Lasker op, dat de algemene ter-
%naire biguadratische vorm, die 15 coéfficiénten bezit, niet in de

gedaante Z ( )L/

L::[

“te brengen is, hoewel de laatste uitdrukking 15 onbekende coéfficiénten
;eij bevat. Blijkbaar zijn in het algemeen de betrekkingen waarult die ‘
;coéffioiénten eij moeten worden bepaald, strijdig.

In 1918 heeft E.K.7akeford een eenvoudig theorema gegeven, waar:iee
men kan uitmaken of een bepaalde vorm als canonische vorm voor zeXler
“type van vormen kan optreden. Dit theoreﬁa, bekend als theorema van
?Lasker—ﬁakeford, luidt als volgts
g Een vorm F(X,m) = F(X1,;.E,Xk, mj,..u,mr)

'in k variabelen X1,...,Xk)
Els mogelijk als canonische vorm van een vorm f(x) als er niet steeds een

die r parameters Mygees,yi, bevaf

;met f(x) gellaksoort1g~duale vormCP(u) bestaat, die apolair is met alle
vormen 2F 53” (k=1,4..,k; f =1yae.,T). | ‘
K D‘x 2D mF :
: Bestaat zo'n duale vorm ?(u) wel steeds, dan is F niet een canonlsohe
' gedaante van f(x).

A 313 dit theorema is het nlet nodig dat de grootheden X1, eo ey Xk ,
Lineair zijn in de oorspronkelijke variabelen x1,..v,xp. Wi onderstellenﬁ
Jlechts dat elk der X van een- gedaante €\ ijees XlXJ.,a is. et eantal
dor porometers e wardt‘hlerb‘g > N-r ondcrsteld. In het veolgende zullen wlj
allie coefflclenten € 130i_ op een of andere wijze aftecller en ze dan ‘ 
ﬁkomkﬂr.aangeven mnet e Y ‘

813 het bew13s beschouwen de identiteit
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-]p‘{.ﬁr ) = F(x> “97'?)

i izu Ae coéfficiénten van f(x) resp. by, by, ..., by, dan levert deze

-

t dentiteit, na uitdrukken van de grootheden X in de grootheden e en x

gvfrj'v(e;“?fme) (Vveit, o, M)

Zijn deve betrekkingen oplosbaar in de grootheden ey en m

i

o wier asnta.
M wij > N onderstelden, dan is F een canonische vorm van f3; zijn ze in
s1et algemeen niet oplosbaar, dan aiet. In het laatste geval zijn de

Functies 8y niet onafhankellgk d.w.z. er bestaat cen functie G, zodanig
dat

ﬁ ™ s p
C4) (gv)= o {er, mef

In het eerste geval is er geen functie G, zodanig dat G(g,) identieXk
nul is. Geldt echter (4), dan heeft men voor alle optredende waarden van

?\ en (:)

29y Noode »
Ve Jv 2ey VRIS éjy e

Deze relaties kunnen wij op de volgende wijze interpreteren. De groot-
heden g, = b, zijn de coéfficiénten van de vorm fj vat nu, afgezien van
zekere getallen~factoren, de grootheden e i op als coéfficiénten

b v :
van een met f gelijksoortig duale vorm gﬂ J dan leren de relaties (5) ons,

dat ‘
o of of
C(J apolair is met alle = en alle S $

A f

dus <

C;D is apolair met alle o en alle - 3

als 7:)2/\ bmf)
‘ 7713 zien dus, dat zo'n vorm g@ steeds bestaat, F niet canonisch is
voor f en dat als (p niet steeds bestaat F canonisch is voor f.
De stelling van Lasker-Takeford is dus bewezen, zodra wij aantonen,
dat een vorm ({) , die apolair is met alle vormen 3: , apolair is auet

aF C)EA
alle ~— en omgekeerd,
S X,
Nu heeft men in symbolische notatie Le =2 el,’lJ’“
xixj.‘.. Is ¢ apolair met alle %{— , dan is wegens
oF  _F ax.~ . OF
S— -~ a 3; D{L‘ YI’ L]
aak,df.,. xk agwy4‘{“’ ESXJT v

: Cf zek:cr qyold.lr met al.x,e é k ‘ . Is omgekeerd Cf?apolair met alle
i e T , ' .

Qf“' o

.
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N ~—
> F . . OF :
T , dan is ¢ apolair met \S?« + XjXse.. voor alleiw, 1, §,..-
e Xk
R v,gan de definitie van apolarltelt van duale vormen van ongelijke
s Uin casu 7’en §¥? ) is q>apola1r met alle :l: » Hiermce is hewt
oX.¢ bxk

ieorvena volledig bewezen.
Wil goven thans enige toepassingen.
fn het hinaire gebied bezit eclke vorm (a'x)? een canonische gedaante
— /\-
F = f?’ka” , waarin )( E’y, x ¢ ., 7ij bepalen de minimale waarde
c ¢ z/ J
L= ~/
“van k.
Wij beschouwen daartoe de duale binaire vorm ¢= (xu')® en onderzoe-
ken of deze zo te bepalen-is, dat deze apolair is met elk der vormen

Fr—
?)F‘ = 7 >( dus met een echte (n—1)€ macht., Cm dit te beoordelen
DX

?lossen wij het duale vraagstuk op en vragen of er cen binaire vorm
B = (b'x)" bestaat, die apolair is met elk der echte (n-1)° machten
U?“1, d,w.z. die in elk der door U =0 aangegeven punten dubbelpunten
bezit. Het is duidelijk dat steeds een vorm B te vinden is, die in. [§ i
gegeven punten dubbelpunten (= dubbele WOrtels) bezit, maar niect steeds
een die in L§] + 1 punten dubbelpunten bezit, Dus het gezachte kleinste
aantal k is gelijk aan [51 + 1, Elke binaire quadratische (cubische)
vorm is dus te schrijven als de som van twee quadraten {derde machten).

In het p-aire gebied kunnen wij een analoge stelling formulcr@n.

Een p-aire vorm f van de graad n is te schrijven als son F—;LX van
k (maar in het algemeen niet als som van k-1) n® machten als er in het
p-aire gebied wel een hyperoppervliak van de graad n bestaat dat in k-1

}willekeurig voorgeschreven punten dubbelpunten (kegelpunten, ...) bezit;

maar geen zo'n oppervlak dat in k zulke punten dubbelpunten bez1t
Volgens het theorema van Lasker-Wakeford is hct voldoende het mini-
male getal k te bepalen, waarvoor ecen duale vorm ¢ nict steeds bestaat
die apolair is met elk der k uitdrukkingen E%; = A;X’m ! , dus die
: QX;

k gegeven rechten tot dubbelrechten bezit en om dit uit te maken zoeken
wij het minimale getal k waarvoor een vorm B = (b'x)" niet steeds be-

~staat, die in k gegeven punten dubbelpuntcn bezit. |

Voorbeelden. ‘

Er bestaat steeds een kegelsnede, die in twee gegeven punten dubbel-
punten bezit (n.l. de dubbelgetelde verbindingslijn dier wvunten) maar i'
niet steeds een, dle in drie gegeven punten dubbelpunten bezit, Dérhal?dﬁ:
is elke ternalre quadratlsch vorm te schrijven als som van temminste 3 ,ﬁf
quadraten. Lo

Fur bcstaat steeds een cublsche vlakke kromme, die in drie gegeven
Duntbn dibbelpunten bezit {n.l, ae cubische kromme die onteard is in de
drlG verblnulngﬁreéhten é1er punten) maar niet steeds oen, dle in 4 '
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nr

Cgeven  punten dubbdelpunten bezit, Dus de ternaire cubische vorm is te
sl

et
it}

[N

nrijven als som van tenminste 4 derde machten.

i bestaat een vierde graads vlakke kromme, die in 5 gegeven punten
dubbelipunten bezit {n.l. de dubbelgetelde kegelsnede door die ounten), .
Laar in hev algemeen geen die in 6 gegeven punten dubbelpunten bezit,
Jerhslve is ledere ternairc biquadratische vorm te schrijven als een
som van tenminste 6 vierde machten.

Op analoge wijze blijkt dat de ternaire vorm van de 5 graad te
schrijven is als som van tenminste 7 vijfde machten.

Er bestaat een quadratisch opvervlak in de driedimensionale ruimte,
dat dubbelvunten heeft in 3 gegeven nunten (n.l. het duhbelgetelde vlak
erdoor), maar geen dat dubbelpunten bezit in 4 gegeven punten. Derhalve
is iedere quaternaire quadratische vorm te schrijver als een som van
tenminste 4 gquadraten. ' .

Er bestaat een cubisch oppervlak, dat dubbelpunten bezit in 4 gege-
ven punten, maar gecen dat dubbelpunten heeft in 5 gegeven punten, waar-
uit volgt dat de quaternaire cubische vorm te schrijven is als som van
tenminste 5 derde machten,

Verder blijkt direct: De p-aire quadratische vorm is te'schrijven
als‘som van tenminste p quadraten,

Een andcr type canonische gedaante leiden wij af voor de ternaire
vorm.(a'x)4. Deze is n.l. te brengen in de gedaante F=Q1Q2—Q§, waarin
Qi’ Q2 en Q3 quadratisch zijn in de variabelen X4y X, €1 x3. Hiertoe
onderzoeke men of er niet steecds een duale vorm.CP:(cxu‘)4 bestaat, die
apolair met elk der vormen {{Z (i=1, 2, 3}, dus met Q,,Q, en Q3. In
het geval dat Qi=x§ (i 1,2,3) levert dit op dat alle co&fficiénten
{Zijki vanynul zijn, dus F is canonisch voor f. Evenzo blijkt de cano-

: 2 2 2 ..
nische vorm Q1 + Q2 + Q3 mogelijk voor £,

Als voorbeeld van canonische vormen et parameters m feven wij nogs

De binaire vornm (a'x)4 is te gchrijvcn in de gedaante F=X +§mX2Y2+Y4jF'
4 < { oo . N JF ”
- > = (& t - XL / A — et
Een duale vorm q> (=xut) C X, Uy ,apolair met %, 5y B 5o

dus met 4X3+12mXY2, 12mXX2+4Y3 en 6X2Y2 zal in het geval X=X4;Y=X2 apo-
lair moeten zijn met 4x%+12mx1xg; 12mx§x2+4xé; 6x§xg, dus alle co&ffi-
cinten w, (i= 0,1,2,3,4) van@blijken nul te zijn. )

' wiite Lmc ek o

Een ternaire cubische vorm (a'x)3 bezit de canonische gedaante
F:X% + X% + Xg + 6mK1X2X3. Immers de duale vorm ¢= (Ru')3 apolair met
. 2F T o LY =
alle & en gy, dus (nits. 8’ £ k1)heeft.;h; . 0 fXy39=0 voor het
zeval Xizxi genomen wordt en bestaat dus niet steeds, ‘

In 1924 gaf Turnbull vqor de quaternaire cubische vorm bechalve de

canonische voorstell%?g ,E'X%} ook nog de voorstellingon
3 o E=e ' s
f Xi + 2 ky (Q‘ (93091:_273;4):
=y L=‘/5-H: : RN

waarin de uitdrukkingen Ki en'f.}i resp. lineair em quadratisch zijn in de¢



grootheden x. ,

Tenslotte geven we nog een generalisatie van de stelling van
nasker-Yakeford,

Zijn f en g twee gelijksoortige vormen, dan zijn F=F(X,m) resp.
@¢=G(¥X,m) hiervoor canonische vormen als er niet een stel getallen 7n;)a
(niet beide nul) en een met f gelijksoortig duale vorm ¥ bestaan, waar-
voor ?>apolair is met alle optredende afgeleide vormen

DOVFENG ) 3 PR G
oX - S

Het bewijs verlooptanaloog aan dat van de niet gegeneraliseerde
stelling. Zijn av en b, (v=1,,..,N) de coéfficiénten van f resp. g dan
moet voor alle 7, 7. (niet beide nul) het stelsel

')‘q\).g 2,4, = {'\} (€,57)

oplosbaar zijn, Hierin is wederom iedere X=X(x,e). Dit is slechts dan
niet het geval als er tenminste één stel fk,)'}‘? (niet beide nul) be-
staat, zodanig dat H(h,,...,hg) =0 %e,m} , dus

N . .
S dH DA, > dH A,

==

Vo A, %e 0 5 vo 2R

dus een met £ duale vornm A met (afgemen van getallen factoren\cooffl—
1 F22,9)

ciénten gelijk aan ;f v=1,...,N), die apolair is met alle |
e

SO r“"hzg)
, dus als in het voorafgaande met alle
Bfn; B/x,Fﬁ-%zg) DIN F%—).;S)
3 X ? D or)
Voorbeeld. f en g zijn kegelsneden, men wenst ze in de canonische
vorm F= %’){ 2 resp, - / = Z_ ?»'z, )( te brengen., Men zoeke dus een vorm
L' e B

P= xu' )2 en een stel getallen 9\,)? (niet beide nul), zodanigfdat;‘;
o ’ .
3‘0 apolair is met alle ,b/\} ML ' 2(AF 25 , in casu met de zes
X dm
vormen | . .
[ (’} +) /m >X :’) 7\2 /)”LYL‘E /( :'-/12’,3)‘

Is A+ r>\ my # 0 voor i=1,2,3, dan is elke cofficidnt &, van cp gelijk
aan nul, Is daarentegen een der uitdrukkingen ’\ + ) m, = O b.v. '
N+ \ oMy = 0, dan vindt men ¢4, = 0, ng =0 (k 1,2 3), terwijl we-
gens ?( # 0 dan uit de apolariteit van c,() en N\ m1X§ volgt OsH—O dus

ook dan is ¢p= 0.

Hierbij is werkelijk gebruik gemaakt van het felt dat er geen
“‘,,AQ (beide ongelijk nul) bestaan met )+, m,;=0 voor meer dan één
waarde van i, want dan bestaat de apolaire vorm voor zo'n stel /\,,2
wel en 18 (de gezochte voorstelling niet canonisch. In dit geval z:Ljn g
echter twee der co'e*f_fici'e‘nten‘m gelijk, zodat dan van P en G zekere
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vrojectieve simultane invariant nul is, die voor f en g in het algemeen

niet nul

sesdiik is.

Ook
dezelfde
Het
meer dan
gedaante

behoeft te zijn, zodat dan de omzetting in het algemeen onmo-

in het geval, dat een der coéfficiénteh m nul is, blijkt om
redenen de canonische voorstelling niet te bestaan,

is duidelijk dat dit theorema m.m. eveneens geldt, als men

twee gelijksoortige vormen in een voorgeschreven canonische

wenst te brengen.,
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