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· Een integraalvoorstelling van eitx log x 

door Dr W. Peremans 

In dit rapport wordt de formule 
8 itx log x ·=/'f(u) 6 ixy (u) du 

voor positieve ree"J.e ten x bewezen~ hierin is 
00 

<p<.u)= k / eitue log s ds 

en 
y<u)= t log u. 

Het is hiertoe voldoende de formule 

2'71 -eo . 
( 1 ) 8 itx log x _ 1 .r8 ixold<:J../:-il,or- +itt logC.d ~ 
te bewijzen, want hieruit voigt door de substituties 

ol. = t log u en l = us 
de gewenste formule. 
Om (1) te bewijzen beschouwen we de uitdrukki~en, die utt 
bet rechterlid van (1) ontsta~ door daarinj te vervangen 

100 (0 -tP 
resp. door O en ./c:,; wij tone.n aan da_t de beide laatste uit-
dru.k.kingen bestaan en een som hebben, die gelijk ia aan 

•t 1 ,.. l . 0 
el. x 0 c x.,. Wij behandelen eerst de:.integraal j_q:., • 
We bewij zen eerst dat voor yaste R en S)O en· -RE:: o1. ~ S de 
integraal . ' 

( 2) 1K ei(t~ log~ - C(t) d t 
vool' K ~ co uniform in°' convergeert. 
Stel 17 = tE_ logt; ... o- l, 0( it 

d-., · .> t > 
dan is "7 = t log£, + t ·-o< < O, als ~ < e • 

i ... t 
1.±ti K)~-i;-,. dan is voor 4? x d~ ~linctie 
'r}= t t.. log t- r;,<.£.,. mo.cotoon stijgend en als we£. = 1;Q(11) 

I 
stellen, is ook de functie tf(l')) monotoon'.stijgend1 zodat men 

beeft, J""° · <; o.s ,J \ . I/ C 0~ ( -t l. -1., t'., - d l,) d £, \ = ll:K"'K-;;K""f 1~, ~~j:;:'1;:."..:: < 

< . ·"t"·::e~·,·i<f··.:;-·:··(1.·· < · t ,I),~+ t- $ !I 

.aan.ge~iel'.l de inte~aAd ~lzbet ~!'oduot is van een posit"i"eve 
monotoon dalende fwlet1~ •~ -~ Ret laatste lid nadert 
YQOr K • oo tot cul,. ·eo<t~t d.e tnteg.raal 

I< f lfl:Oa( t t .log£.- fl(. f, )~ t, 
0 
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en evenzo de inteJraal 
J 1<sin(tl logt,-od.Jdl, 

0 

dus ook de integraal ( 2) uniform in o/.. convergeert voor K-4 <YO • 

Hieruit volgt dat 
)/'9 ixctdctJ':i(i t log t - ex~) d L 

gelijk is a~ K -

~ j eixcx'dOl j ei( t llog l- o<e) d l . 
/(• co 7l P .{} 

en dat hetieifde resultaat geldt alsj wordt vervamgen door 
1,S • -R 

0 

Men beeft K . K o 
/_(}eixctdd. J ei(tl logl- o<.E.)dl= J 8 itC.,logl.dl, j eiol(x-t)6. 

-R o o -R 

= if ~itl l;~ ~1 _ eiR(L -x)) d t, • 1) 

0 

Het reele deel biervan is . 
K . f sin ~ t ~ lo€ ~-+Rl ... F.:x:L - ~in( t; log C,) _ ~ t.. 

! -K 

en het imaginaire deel 

/ co B ( t 't,log ~l : ~08 ( t Oos t, t rue; ,-RxL ; E,. 

WiJ beschouwenx;~rst het r:~ie deel, waarvo~l1we in plaats van 
j schrij ven J en J · i De integraal S is gelijk 
o o X+1 D 
aan :,c+1 , 

( 3 ) J !'in( t I, log E..) £:o;(Rl - R:ic) -1} _ d l,+ 

0 .x:,-1 l, . 
J cos(t c, log l) sin. (Rt -Rx) d >-

+ .f-x c,. 
·- D ' '.) 

De tweede term. is geli:ik .aan 
;x:-1-'f . 

( 4) ~,oos( tx lo~ x) J sin. R~ l:. -x) a,t + 
X·t.1 (') l -x 

+f cos(t l log l )- 9ps( t x log x) s:th (R~ -Rx} d ~ .. 
J l ... X 

0 

De eerste term hierin is gelijk aan 
' 1l • 

cos(t x log x}_l si~w dw 

en nadert voor R• ao tot rr cos ( tx log x) • In de twee de term 
van ( 4) is de integ:ram1 net product van een begrensde inte­
greerbare funotie eh ij'..e .alternerende functie s·1n R(L -x) en 
nadert, aa.¥1gez•i.,en het i.n.tegratieinterval onafnankelijk v:an 
R is, tot nul ale 1i~c.o. 2> 
Voetnoten zie bovenaan pag. 3. 
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Voetnoten bij PM· 2. 

Het is duidelijk dat de la.atste overgang ook geoorloofd is 
voor het geva.l £. = x, want de laatete integrand nadert voor 
l-+ x tot een eindige waarde. 

2, Zie J. Wolff, Fourier'sche Reihen, pag. 1. 

Hiermede is formule (4),. dus de tweede term 
bepandeld. De eerste term van (3) is gelijk 

sin(t x log x) 
-· ~ . 

x+1 

j cos (R l., - Rx) -1 dt,+ 
O l- X 

X-+1. 

van formule (3) 

aan 

+ J sin(ttlogC..) - sin(t x log_&_ cos R(l,- x) al+ 
Q _X+.1 [. - X 

_ J sin(t llogl) - sin (t ,x log x) al, .. 
Q t., - X 

De derde term, onafbankelijk van R, is be~rensd; de tweede 
term nadert voor R--->oo tot nul (zie noot 21); de eE;rste tez:m 
is gelijk aan 

, 'R. 

e in ( t x. log x) f coe<.cJ.· -=-1 dti..J = a in ( t 
R -~)C W 

aat1gezien j = o ( de integrand is een 
-fl.X 

Het laatste !.id van t6) is gelijk aan 

R 
x log x) L oos,y:1d\./ 

oneven funct ie van W)~ 

R . 
ain(t x log x) j co~w~ du + sin (t x log x). log x. 

Rx 
Hierin is de laatste 1ierm, onafhankelijk van R. be§Eensd; 
de eerste term nadert v:oor R• CD tot nul,, aangezien~ co~ w ct.J 
bestaat. Hiermode is de gebele uitdrukking (3) behandeld~ 
Thans beschouwen we 

(?) t~i.n (t(logl+Rl:.l:~ x) - ein (tbogl:.l dl,, 
~1 . 

We splitsen deze integraal in twee term~n; door de substitutie 
\7i = t l log l (waa.rin ~ = t (log£. +1 )> 0 voor i ~ x+1 > 1, zo, 
dat v1 monotoon stijgend is en dus een monotoon stijgende 

omke:it;! ~ !' <;, ~'bezit) gaat de tweede term over in 

=r.<~ ie.~(v"·) • :tJ {log~· (v~) + 9 f . 
en dit .. ,co~nvergeeirt voo.r l • ~. tot een eindige waarde ona:f.hanke"-·•:·• 

lij.k van R,., a.angezien de integrand bet product is van een po­
si tieve monotoon da.lende functie en de oscil1erende functie 
sin v1 • 
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De eerste term waarin we (7) spliteen gaat door de substitutie 
v2 = t ~log~+ :Ee( -Rx (waa.rin ~,. = t log(+ t + R) ~ 

wegens ()1 , zodat v2 monotoon stijgend is en ~us een monotoon 

etijgende omkering! = " 2 (v2) bezit ) over in 
t1<1.,1<+RK.Jbc: · J sin v2 d v-2 
f ( X t~ R.,j,c~ ,;;Tl;{)2 ( ~ 2) -X} _ f . ._._t,_l_O_g_<p_2.._( V_2_) ___ +_t _+_R'.J •. 

en dit convergeert voor K~ tot een eind:i,ge waarde, waarvan de,,,. 
modulus kleiner is dan 2 ,.. hetgeen tot nul 

t log (x + 1) + t + R 
nadert voor R~(X). Hiermede is bewezen,.dat 

K 

lim lim J sin(~ l logt, + RC.: -·Rx) ... sin(tt_ logl) 
R-.o0 f.(• c» 

£.,- X 
C1 

bestaat en gelijk is aan 
;c--,.., 

?rcos(t x log 

+ sin(t x log 

x) _ / sin(t f_ log t,) - sln(tx 

o co t..-x 
x) .log x -J Sin(t f.. logt'.. ) 

X+I l - X 

log x) 

Geheel analoog vindt men dat 

lim lim ·f oos(t llBgi.) - oos(tt. logt. + Rl.-Rx) 
R""' (2:) k, CD tf . . 

0 c..., - X 

best.eat en gelijk is a.an 
-'1:1- f 

Tsti:i(tx log x) + J oos(t l log l) - oos(t x log x) ~d ~·. + 

0 ao t.-x 
.. cos(tx log x) ~ log x + j oos(t t, 10~ t,) d~ • 

Xtl L, - X 

Thane ga.an wij om (1) te bewijzen de uitdrtikking beschouwent 
die uit het reohterlid van (1) ontstaat door daarin J~te ve~vAn~ 
gen door lim f .s' • · -oo 

I-uo 
Wegens de uni!drtne convergentie van (2) voor K-.a> dienen we de 

integraal 

1 f< 8 1t f. log~ (e-i s({, - x) _ 11 d t, 

o -(. - X 

te besohouwen. Hie:rvan besebo-\lwen we wederom het reele en imagi-" 
naire gedeelte en bij de behendeling van elk va.n · be.ide splitsen 
we jk in J-;n fx • . De integra.len rleveren geheel. analoog aan . ~ ~· . 
net bovenateande voor R - oo ' 
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,A. .... 

+J sin(tl,logt.,) .P" sin(t x log x) ii/..;.-.,. 
7T oos(t x log x) ""S • 

o f_,-)C 
- ain(tx log x)p log x 

voor bet reele deel/~~ cos(t £ log t) _ coa(t x log x) ., 
7rein(tx log x) - . . ~f--t 

0 . l - X 

+ cos(tx log x), log x 
voor het imaginaire deel.. J< 

Er rest ons thans dus slechts ( te be.achou.wen. Analoog -1. +-1 

a.an bet voorafgaa.nde splitsen we hiervan weer af de term 
K J ,1n(t [, loe: t ) l . 1- _ d ., die voor K • (/) convergee.rt tot 

'lt1-I 5 X 

..f-stnJ t l J.gg' l de, en b ij bet imaginaire deel de term 
i<+• J< ( _,:- X 

- f oos(t l. logl.) d l, die .voor K ... oo oonvergeert tot 
~ .. , ? - X 

ICXI .- J. ~os(t_t._log l) ~ ~~==:::i:::::::.::-~-...,.-- _ d~, Door optelling der gevonden resul-" .. ' s • ~ 
taten ziet men, dat formule (1) bewezen is, zod~a is aangetoond, 
dat K 

J·. ~~~ctt.. ;~g- t. :- ~ l ~ .e;:,c;~ 
lim lim ------------ di:-
.$ .. ~ 1<-,ao ><+1 . L ..; X ~ 

pestaat en gelijk aa,n ml is. 
Wij bewijzen dit voor bet geval dat in de teller van de integrand 
de sinus genomen wordt. Het aiadere ge·val verloopt analoog. 

Stelt men· v3 = v3(t.) = tl.,logl- sl! + S x, 
dv. S - t 

dan is ~:;: t log t ~ t - s ~Q • ale t ~ ~ ~ . 

Voor K1 > e 4-1 en t.. ~ K1 is v3 een monotoon sti.jgende functie van 

t.,, duel= ~ 3 (v3) ie ook een monotoon stijg~nde functie van v3 • 

Voor K2) K1 heeft men 
J{!l. J sin(t~ logl- Sl, + S 

t_, - X 
k, 

A.angezien· in de laatste integraal de 

lO@¥lJ ( v 3) +t~~. 

integrand bestaat uit het 
product van een po$it1.eve monotoon dale..ndefunctie en sin v3 , 
convergeert bet rec-hte,rlid, dus het linker lid voor K2 • CQ • 

Wij kiezen thane bet. g~tl Kt, o,at groter is -dan e $;:/=t , zo · 
klein dat v3·(K1) < v3(e · · ·) + , ; ,. Het rechterlid van (8) is 

in absolute waa.rde dan .te~ hoogst-e gelijlt ean de .absolute waar­
de van een integraal, · d'ie uit cit reohterlid ontstaat d-oor de 
bove.ngrens te vervangen· door de ondergren~,, vermeerdert met 1r • 
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Wij kunnen deze sohatting ook met h.e~ -li.tlkerlid van (8) uit• 
voeren. Men vindt dan dat de convergent&.,. integra.al 

ex,, J sin(tl, logL, - S l+ Sx) 
~-~ ~ -,- ~---x e 

absoluut genomen ten hoogste gelijk is aan 
><., L lsin(t ~ logl, ~ st + Sx)l· 

' ' d l , 
~ l - X e 

waarin x3 bepaald wordt·door v3(K3) 

Wij bepalen de lengte h van het integratielnterval K3-
in (9) •. Door reeksontwikkeling van ti., 1.ogi, vindt- men 

.. .5'-t. J-t- th2 
V3 ( e --r- + h) = V3 ( e ~ ) + ---.------' . 2( e ¥+~h) .. 

waarin O ,~<-1. Dan geldt voor. h 

= 3 'Ir 
-2-(·e---\-..e ... +--~-h-. ,--- T"·' 1 ' • 

v,. ~f>,+ J J!.. rr•;J" + 37r t ~ '/- , 

dus h= -"----~---------- ·<--
t 

. I .i'-t I f 7T' + V {-1r~..,.. 31rte -r-
<. --------------, t 

De integraal (9) is dernalve ten hoogste gelijk aan 

f- ,r+/ f:'+ n-t e ~ • ....... . 
t ( e -r- •x) 

en dit nadert tot nul ·ala $-.a;, • Er rest ons tha~s nog om te 
besch~~en de in~egraal · 

l e ein(t l log~ - S 4 + S:1<) , d t,, 

l (_, - X 

Stel v 4= v 4ct: ·) = st - Sx -t c,log t.,, 5 _ t 

da.n ~s dv4 = s - t - t log l > 0 ala ~ <.e f • 
ell ; .. 

~ -t< 

Vo.or K4 < e tenl~K4, ~s v 4(~) een monotoon .stijgende functiei. 

I 
'111,J,,. • , . ', 

·' 



Voor x5 < K4 heeft men · 
/("I • 

dl= j sin(t_ !,logG..- S~+ Sx) 

(1.0 f - X 

= : 51<•;-•vi;-;I,, . sin v 4 ~v A • 
s"s--s~-,1y&,{'j'4 (v4) - xj fs -t - t logep4(v4)} 

Wij onderzoeken in ho~verre de noemer ~ (v4) = °\f(l,) 
integrand in het recbterlid ~an (10) monatoon afhangt 

due van l, Da.artoe onde~.zoeken -wij van deze funotie 
'f ( l) = ( £, ... x)_(S - t - t log~ ) 
de afgeleide 

in de 

van v4 

, .> -t~logL+ (S - 2t)l + tx tx 
1-J-' ( '-) • ------------ = -tlog!+ S -2t +-;:- ~ . l. L, 

Deze functie 'o/'UJ is· monotoon dalend, wa.nt hear afgeleide 
" f 'f<l>=..,.. -rr (x +~) . 

is negatief. ioor t. = x + 1 heeft men 
tx 

o/ 1 
( X + 1) = - t log ( X + 1 ) + S - 2t + ---

. . ,J-t X + 1 
voor voldoende grote S ·; voor l = e -r-daarentegen is 

, . .1-t . . -$# 

'-p ( e "'t) = .-t + t· X e -,-< · 0 
voor voldoende grote S. Daar'f'( l ) monotoon dalend is bezit 

'f1(~d~s e~n ~~ eleohts een nulpunt at gelegen_tuaeen x + 1 
en e • Op het i,iterval (x + 1, a) ~s de ~ 7tie o/ ( l..,) derhal­
ve monotoon stijgend en op bet interval (a,e 'i.!) is deze. funotie 
monotoon dalend. 

Vervangen we in (10) de grens K5 doo~ x + 1 en K4 door a, 
dan. ~s d~ beseho~wde 1.nte_gra.alt. aosoluut genomen, ten hoogste 
gelijk atitl ··· · " .. ': eri dit nactert tot nul ~oor S • tP • 

S··- t :- t ~og(x + 1) . 
Kies thane x4 ~o dat 

i-1 
v4(K4).)1?iS.x(a, v4(e"'t) •+). 
Dan oonoludeert men uit formule (10) op a.naloge wijze als hier­
boven uit formule (8) dat de integraal 

',- l' 
..l -r 

/ 
sin(t ~ log£. - st,,.~ Sx) 

t_, ~t:., 
a. . - X. 

a.bsoluu.t genomen ten hoogste gelijk is aan 
J-t .· 

e -r . . .. 

._ 1 ) J lein(t4 los~. _~ s~_+_ Sx)f. at, 
k6 ( • x . .t- r 3 

waarin ¼ bep~ld wordt door v 4 (~6) =. v 4 ( e -r ) - 2 ?C 
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Wij bepalen de lengte k van het integratieinterval 
.I- 't 

e"""r" - K6 in (11). Door reeksontwikkeling van tl,logE, vindt m0~l 
.t-i .f-t tk2 

v 4 ( e --t-_ k) = v 4 ( e -r-) + ,S' -t- , 

2( e -r-_ ff'k) 

waarin O t:..-(;r'<.1. Dan geldt voor k 
tk2 ~ 

= --·'17-', -------2(e.S~c -frk) . 2 I 1· 
!. .f-t 

dus _ .!. 1r iJ+ • ~1~ + 3Tc t .e_ -t-

k = --~----------------t 
De integraal (11) is derhalve ten hoogste gelijk aan 

... / .1-t'1· Al .St ; 

L ~ e ~ -<. _·v_ .... ~;-_, _--" __ ~_------===.-
- J,( L - :X:. .J..::..t_ ✓ .)il' .LL 1 

o e~ -.x:- 7e. t 

en dit nadert tot nul, ala S ""?OO ... 

Hiermede is op grond van de opmerking io het raioderr van p~g. 

5 de formule (1) volled±g bewezen. 


