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door Dr W. Peremans

In dit repport wordt de formule
glitx log x =Bf(§’(u)elxv(u) du

voor pos.xtlgge re€le t en x bewezens hierin is

(p(u)_ 27r J Jitus log & 4

yr(u)= t log u.
Het is hiertoe voldoende de formule

1tx log x_ 1 ixe -1&3 +1t2, loga
(1) =27 g O 0%
te bewijzen, want hieruit volgt door de substituties

A=t log u en£= us

de gewenste formule, 4

Om (1) te bewijzen beschouwen we de uitdrukkiroxtgen, die uit
het rechterlid van (1) ontstaan door daarinj te vervangen
resp. doorj enj 3 wij tonen aan dat de belde laatste uit-
drukkingen bestaan en een som hebben, die gelijk is aan
eitx log x! Wij behandelen eerst de: integraal_f .
We bewuzen eerst dat voor vaste R en 850 en -Réo(LS de
1ntegraal

(2) l i(t& log£ o(é,) da

voor K—eo uniform ino convergeert. _

Stel M = $& logé ~ A&, x =t
: L) ; > 2 o T

dan is =t logé,+ t --o(=0, alsf)? € .

—x

b, (]
M

418 Kye Tt , dan 15 vootr & > K de Tindtie
M= t & logt ~ £, monotoon stijgend en als we i = w(n)

stellen, is ook de functie ) monotoon: stlggend, zodat men
B

heef M cos n o(o]
i,"({ c0S. ('t‘ & fﬂja O(éa)dgws - ‘ KpogK“O(K ‘ ‘LL foq ('o(r')—r t - (x\
e R . 2
é"iZ’OQK«--f-m t logK +t-5

aangezien de integrand?i'nqhet product is van een positieve
monotoon dalende functie en 008, Het laatste 1id nesdert
voor K- tot nul, zodat de integraal

j‘fo.oa( ti_lagé.-- «€ )4 &,
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en evenzo de intezraal
j Sin(t€ log £ ~ef)al.,
dus ook de integraal (2) uniform in « convergeert voor K-o°,
Hieruit volgt dat
j eixonddlei(‘t&logg- an,)d ¢
geli;jk is aan,

1 ixddo(-/ 1(t£,logf‘\. d‘%’)da

K=2co

en dat hetzdlfde resultaat geldt alsf wordt vervamgen door

L.

Men heeft Q
do(j i(té log& o(i)da f 1tﬁlogﬁd&j ei"‘(x"é‘)d,,

~R

elt«i 1og& (1 - iBR(E =Xy 42 1)

— i 2‘- 3[ - »
O .

Het reecle deel hiervan is

Jsin (t &log&#R& - Rx) = sin(talogé) ;E,

€ -x

en het imaginaire deel

!KGOB(télog 2‘2), - cos (t&log&+ RERx), dﬁ-

X
Wi;; beschouwen gffrst het rkegle deel, waarvopr,we in plaats van
jschrlgven f f "+« De integrasl f is gelijk

xX+1

aan xX+1

(3) f sin(tf logt. )2{30]5{(36\ Rx) =1 -d &4—
O Xl A
R f cos(t&10g&) sin (RE -Rx) a 2.

E-x

~ 0
De tweede term is gell;}k .aan

(a) ~cog(tx log x)f sin R(£. =x) &t +
_‘j cos(t2 log )= cos(t x 1og X)  g44 (R¢ -Rx) 4¢..
£ = x
0
De eerste term hierin is gelijk aan
cos(t x log x} [ &= dw

en nadert voor R»aahtgt 7 Eos(tx log x). In de tweede term
van (4) is de integrand het product van een begrensde inte-
greerbare funotie en de alternerende functie sin R(E -x) en
nadert, aangezien het integratieinterval onafnankelljk van
R is, tot nul als R—> oo . 2)

Voetnoten zie bovenaan pag. 3.
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Voetnoten bij pag. 2.

"

Het is duidelijk dat de laatste overgang ook geoorloofd is
veor het geval EL: x, want de leatste integrand nadert voor
£ — x tot een eindige waarde.

23 Zie J. Wolff, PFourier'sche Reihen , pag. 1.

Hiermede is formule (4), dus de tweede term ven formule (3)
behandeld. De eersig)(term van (3) is gelijk aan
) 1

J cos(RE - Rx) -1 at+

sj:n(t x log x)

. o E\-‘ X
+J sin(tZ1logt) - sin(t x log X)  ,og R(Z - x) b 4
(5) 0 X +1 é-. - X
] _jsin(tilogi)-sin (t_x log x) acé.
o &= x

De derde term, onafhankelijk van R, is begrensd; de tweede
term nadert voor R—- o tot nul (zie noot 2 ); de eerste term
is gelijk aan

R R

t6) sin (t x log x) j 9-9-9-‘-‘—"-"—;0:-1 dw = sin(t x log x) 99—?—(‘—‘}5111\./’
R Zkx ;
aangezien _JM =@® (de integrand is een oneven funf:tie van ).

Het laatste lid van {6) is gelijk aan

gin(t x log x) JR—:-C-—%B—’- dw + sin (t x log x). log x.
Hierin is de laatste term, onafheankelijk wan R, begrensd;
de eerste term nadert voor R-etot nul, aangezienfi-c—qf-}-t“—f A
bestaat. Hiermede is de gehele uitdrukking (3) behandeld:
Thans beschouwen we

) [Ksin (t & logl + .R&é = i x) - sin (% E. 10.5‘&1 ae.

o+ ,
We splitsen deze integraal in twee termen; door de substitutie
v, = t¢ logé (waerin g—Z—’ = t(logé +1))> O voor ﬁ > x+1 >1, zo=
dat v, monotoon stijgend is en dus een monotoon stijgende
omkerirg ¥ = Li}’l (v,) bezit) gact de tweede term over in

i ginv, d v, '

%-t(xr:)&r@;‘(vl') - X} { log ‘f':‘-(vi) "'-T}

(44

en dit convergeert voor K-'e tot een eindige waarde onafhanke+
lijk van R, aangezien de integrand het product is van een po-
sitieve monotoon dalende functie en de oscillerende functie
sin Ve '
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De eerste term waarin we (7) splltsen gaat door de substitutie
Vy = t«‘:log&.+ Rz -Rx (waarin 3—- t logé +t + R) ©
wegens E,/‘l y zodat Vo monotoon stlggend is en dus een monotoon

stijgende omkering$, =@, (v2) bezit ) over in
{:K[ogK-e-RK-R;c :

sin vy d Vo
Chenyingons 1P2002) X [T TOEGo(v,) + T + Ty .
en dit convergeert voor K-« tot een eindige waasrde, waarvan de

modulus kleiner is dan , 2 » hetgeen tot nul
t log (x+1) + 5t +R

nadert voor R-+o . Hiermede is bewezen,dat
K

lim 1lim / sin(tﬁ logé + RE - BRx) - sin(té logé.)

Rse® Koo ﬁ,— N

8

bestaat eg gelijk is aan
b eal

Treos(t x log x) - / Sin(télogi) - sin(tx log x) d.§.+
o 2 - X o
+ s8in(t x log x).log x -f 8in(tz logé ) | d§ .
X#t a -x

Geheel analoog vindt men dat

fcos(t £logl ) - cos(té logé + RE -Rx)

lim lim v
R K»c® dé
0 £ - x

bestaat en gelijk is aan

X+1
Tein(tx log x) +/cos(tilog&) - gos(t x log x) aE

+

o %] &- X ’ ’

~ cog(tx log x) . log x + j cos(t&log&) as .
X+ E=-x

Thans gaan wij om (1) te bewijzen de uitdrukking beschouweng

die uit het rechterlld van (1) ontstaat door daarin f te vervan-
gen door }3{2 f ,

Wegens de uniforme convergentie van (2) voor Ko dienen we de
integraal

Ko
) j 91t&logg, (o1 S(E - x) _ N ad
o | £ - %

te beschouwen. Hiervan beschouwen we wederom het reéle en imagi-
naire gedeelte en bi;; de behandeling van elk van beide splitsen
we f in fz en f De integralen fm leveren geheel analoog aan
het’ bovensteende voor R - o




sin(t£ logl ) - sin(t x log x)
Tcos(t x log x) +f - ‘+‘

g T x

- 8in(tx log x). log x

voor het reele deel en cos(t . logl) - cos(t x log x)

7rein(tx log x) ~- : e d?f."-l?
S ' £ - x | '
+ cos(tx log x), log x ‘
~voor het imaginaire deel. K

Er rest ons thans dus slechts J te beschouwen. Analoog
ean het voorafgaande splitsen we hiervan weer af de term

.@..QL.&.L_&Z:.LI t‘ g df, die voor K- convergeert tot
Kl - X
sin(té logs ) ‘s : c s
~ : aéen bij het imaginaire deel de term
£ = x

X+t .

K

cos(;é‘.,logi.) d &, die voor K- oo convergeert tot

- X

f 008(1"& 10&&.}_ _d&, Door optelling der gevonden resul-
PR ) ’ ’ o
taten ziet men, dat formule (1) bewezen is, zodra is aesngetoond,
dat K ' ’ o

jggg(‘ia logl - g2+ 8x)
lim lim

e ke 7 £ =X
bestaat en gelijk san ml is.
Wij bewijzen dit voor het geval dat in de teller van de integrand
de sinus genomen wordt. Het andere geval verloopt analoog.

Stelt men v3..v(£,) = t& logé - SZ:'&Sx,
dv 3
dan is —p—=t logl+ t - 520, alsa.._e“‘“t"""

o

Yoor K1>ex’3 en«‘laK,l ig v

%

; een monotoon stijgende functie van

£, dusﬁ:kpB(v3) is ook een monotoon stijgende functie van £

Voor Kz) K heeft men
£ K, ok, ~Skyx S

Kq
(8) j s:.n('t:Ll logé ~ S+ 8 x) % =J gin v3 av .
K &-x t K, agH;~ Jx{‘P3(V3) - X {t ngP3(V3)+t'S}}
Aangezien in de laatste integraal de integrand bestaat uit het
product ven een positieve monotoon dalende functie en sin v3,
convergeert het rechterlid, dus het linkerlid voor I€2t-> ca,
Wij kiezen thans het getgl K1., dat groter is dan e =3 y 20
klein dat vy(K)< vyle ™ ') + % . Het rechterlid van (8) is
in a,bsolute waarde dan ten hoogste gelijk asn de absolute wear-
de van een integra=zl, die uit dit rechterlid ontstaat door de

bovengrens te vervangen door de ondergrens, vermeerdert met 7 .
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Wij kunnen deze schatting ook met het linkerlid van (8) uit-
voeren. Men vindt dan dat de convergents. integraal

j sin(té logs -'S£,+ Sx) a
4 T i

e

absoluut genomen ten hoogste gelijk is aan
K

j lsin(t 4 Logd - 8¢ + sx)|
4, . d

- ¢

et (‘:»-x ,(—f

(9)

waarin K, bepaald wordt door v.(XK,) = v.(e ¢ ) +...3..._77'. .
3 373 3 > ¢
Wij bepalen de lengte h van het integratieinterval K3- e ¢
in (9). Door reeksontwikkeling van t & logé vindt men
.S'—t. 5’ £ £he
vy (e 7 +h)==v(e ) +. —?

2( ef":&hﬁ"h)
waarin O < %1, Dan geldt voor h

th? 77'
2(6 e +}%\ ’ S'-t 7
I.‘
;,-94-‘\/ ‘ﬁ’ +3Tte
dus h= : i oem
%
S-¢
é.7r+]/—’~7r*-r 3mee €
< & AR .
De integraal (9) is derhalve ten hoogste gelijk aan
37
—;—-:—-f-/'-—w +37rte ¢
t(e"”'-&-x)

en dit nadert tot nul als S—ow . Er rest ons thans nog om te
besoho_g‘en de integraal

sin(t € logf - SE€ + Sx)
11 & - x |

Stel v,= v4(£) = 8¢ -~ 8x -t £ log &, e
dan t8 34 =5 -t -t logd > Oalsd<e ° .
d e,

Voor K {e 2 en£4K¢ is v4(£\,) een monotoon stijgende functie,

¥ S




Yoor K5< K, heeft men

4
K
7 sin(t & logl - 8§+ Sx)
( — d& =
10 - X
Ks sk-sp-entp sin v, dv4

Sx-c/g.g{LP4(V4) - X} {S -t ~ % log(,q4(v4)75
Wij onderzoeken in hoeverre de noemer ¥ (v4) = \ij(c‘:‘) in de
integrand in het rechterlid van (10) monctoon afhangt van v 4

dus van ¢, Dasrtoe onderzocken wij van deze functie
V(L) = (4-x)(8 - t -t logs)
de afgeleide
-ts logl+ (S -~ 28) & + tx tx
‘:V"( 5‘7) = ~ z = ~tlogl+ S =2t + -C-:-
Deze functie W(L) is monotoon dalend, want hear afgeleide
YL )= - -—-r(xﬂf,) |
is negatief,. %oor £, = x + 1 heeft men
Y (x + 1) = -t log (x+1) + 8 -2t +
S-¢ X + 1
¥ daarentegen is

$x

20
voor voldoende grote S voori: e
L}f(e_?") -—-t+txe'£"ﬁ"(go

voor voldoende grote S, Daa.r\}"(a) monotoon dalend is bezit
VACA ) dus €én en slechts één nulpunt a , gelegen tussen x + 1
en e . Qp het interval (x + 1, a) is de fuggtie?’(&) derhal-
ve monotoon stijgend en op het interval (a,e ) 1s deze functie
monotoon dalend. _ '

Vervangen we in (10) de grens Ky door x + 1 en K, door a,
dan is de bescho%wde integraal, ebsoluut genomen, ten hoogste

gelijk aan —— e gr dit nadert tot nul toor S-w, .,
S=t -1 J._og(x + 1)

Xies thans K4 zo dat

EORE
V4(K4)> max(a, v4(e ) - - )
Dan concludeert men uit formule (10) op analoge wijze als hier-

boven uit formule (8) dat de integraal
_)_'T'

gin(t & logft - Sé, + Sx) ,
-~ a4,
a ) Z, - X
absoluut genomen ‘ten hocgste gelijk is aan
11) ‘/fsin(t.ilogé, - Sé',-t- Sx)’ i,

é 3
waarin K. bepaald wordt door v4(K6) = v4(e f ) - 7'7("
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Wij bepalen de lengte k van het integratieinterval
e = - K6 in (11). Door reeksontwikkeling van té;logé, vindt mea

(5 = v 0Ty
v,(e - k) =v,(e + -
4 4 2(@7—.--19‘1{) '
waarin 0 <J%1. Dan geldt voor k
'bk2 3
= =T
2(e % - 0K) 2 —
Y/ -2 7
dus - 2y Lt IR a3t e T sl
2 4 < L e ¥
k = o . Z‘ (3
t

De integraal (11) is derhalve ten hoogste gelijk aan

Y T w/”’rr 2
2 L

Mg -~ * e Bl x - \/
en dit nadert tot nmul, als S—» ..

Hiermede is op grond van de opmerking in het midden van pag.
5 de formule (1) volledig bewezen.




