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~ 1.. Jnleiding. 

Een Bessel functie v8.n do. orde \J is elke o)lossing y - C\) (x):p.0 

van de differentiaalvergelijldng vaD Be:~:sel v2m C::e orde )J : 
( ) 2 0 ') 

1 x y 1: + xy' + ( xc.. - )) c:.) y "'' O. 

Behandeld warden hier 

a) De reele nulpunten van de Bessel functies. (Er Z:iJn er oneindig 

veel als Cy (x) reeel is voor reele x; hun asymptotische afstand is TI). 

b) Het asymptotisch gedrag der Bessel functies voor grote reele x 
(.,\ls C )J ( x) re eel is voor re ele x ~an oscilleert C )II ( x) voor grate x 
met een amplitude evenredig met x-TI). 

r) De niet reele nul~Junten van de Bessel functies (Plaats en aantal 

:i.n .11Gt bijzonder als C v (x) reeel is voor reele x). 

Gevrnonlijl{ word.en de c'.:'.:enoemde ondervrn:r:pen alleen behandeld voor 

7,e1,,1· speciale Bes:::1el functies, zoals ,}v (x). De afloidingen berusten 

1Jan vaak op een speciale integ:r·_,,al of reeks voor de speciale Bessel 

functie die onder de loupe genomen wordt. 

In deze voordracht zal ste,3c1s een of andere vorm van de differentiaal­

vergelijking ( 1) als ui·cg&ngspunt warden g,nomen. ConclL1Si8s ui t de 

dif;~,.~rC;ntiaalvergelijkinc; zijn geldig voor alle BGss0l functies) en 

ni8t all08n voor spuciale Bessel functies, waarvoor oen mooie intograal­

voorst0lling bustaat. 

S2 _,, . Reii._le nulpunte:p. 

Uit (1) volgt dat 
.l 

u = x 2 C~ (x) voldout aan 

(2) UI! + 1 2 ° ~ i 1+( 4 - )) )x-"- 1 u = O. 

.'oar groto x g'-'l dt a.us bijna u 11 + u == O. Nun kan a.us vcrwachten dat 

ri voor grotu x zich ongovucr g~draagt als A sin (x+f). Tot op welko 

hoogtu is dit juist? 

Du functiG v = sin k(x- ~) voldo'-'t aan 
2 

( 3) V 11 + k V = 0. 
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Uit (2) en (3) volgt: 
·i n f 1 k2 ( 1 ) 2) -2 l u·v .... uv =-1 - + --) x-ruv, 

(4) [uiv - uv•]: ~. ~ f{1-k2 + (1 _))x-2{ u(x) ,.1in 1d x- c< ) dx ( 0 < J( <; (J ) . 

Laat u roeel zi:in v9or x > O. 

a) Voor O _<. k = k 1 (_ 1 b0staat x 1 zo groot dat 

1 . 2 ( 1 . 2 ) -2 ) 
-K, + 1 - V X 0 voor x~ x 1 ) O. 

lif01c;mt m,m nu in(~-) k = k .. , o<. );x1 , . .::,n 
I :v 

u t0nminstc; 0 ~n nulpunt hG,;.;ft tusDc::n ,.:>( 

volg0nde posi tievu nuli:mnt-::n van C ·/ (x) 

dubb,;.;l\:.; nulpunt(jn ni<..:t kunnun voorkomcn 

(J = c;< + TT/k 1 dan blijkt dat 

0n (::S • Do afstand tusscn . .-:p­
is < 7T /k1 als x -~ x 1• Daa:i;-

( buhalvG voor x = 0) en •P--
ho:pingspunt0n van rml~J1.mt,;.;n h0l0maal nj_ut 1 kan men d'-' ~)os1ti0v0 nul­

puntun van Cy ( x) ran,Sschikkcn naar opklimm'-'ndu groottL:: C>\ 1 < (:.X 2 ~ ••• • • 

. :u h'-'bben: 
7T 

d.. n + 1 - o( n < k 1 vo or D( n ~ x 1 ( k 1 ) • 

) Op soortgulijkG wijze vindt men o.ls k 2 > 1 

o( n+ 1 - C,~ n 

Hi'-"ruit volgt 
lim 'X 

n+1 

-1L 
k 2 

- -<n==Tr. 
Zond0r vc0l mo0itG volgt uit db 

1
dufi1(1t·)tia van x 1 en x 2 dat 

cx'. - n 1T -1- X + (' -· • n · n 

~ 3. Asyrn.ntotisch godrag. _,_ 

Laat u = x-ilc y (x) r...,G\Jl zijn voor x)' 0 9 u cm u. 1 kunn,.,n nict togo-

lijk nul zijn als x> o. St1,;l nu 
( 5) U = P 3 int) U I c:- r COS fi ( X ) ()) • 

f" (x)) 0 is 00IDJ.duidig bs;:paald· (') hL:1..:ft 0en continu0 afgvl,.dd...;. 

f) (x) is 1:.hmduidig bo:paald als W<J zijn wo.ara(j in GQil 11ill,_1,·0urig :9unt 

) ., k · · a t f} (x) coY.Jtinue is. Dctn heeft ook 0 (x) een x ~ iezen en eisen, a 
0 

continue afgcleide. Uit (2) vQlt:t~ 

( 6) J_( \l 2 .1) x-2 '"'l. n ("\ ·.,.) = :J J' - il J. l,) c.. V .,. 
,, 1 0 

t,i 1 = 1 + l( y L - 4) x-'- ( cos 2 (:J -1 ) 

d h · · t f d t ''] ( x) x -., Pen limiet Zonder moei te lei t men ierui a a :; . -
,:-
Li als 

x -> iYv , en 
0 (x) 

C n·c -1) = X + 0 + l./ X 

of preciezer 
(_:1 (x) = X + r + ½(J) 2_ ~)x-1+ (J (x-2). 

Men vindt tevens dat p (x) ...--:> A> 0 als x -" .:,{) , en 

o(x) =A+ ff (x-2 ). 
I 



', 

-3-

Tenslotte 

a.ls x -..4>e-x.l • 

Men vindt hier nogrriaals dat C )) (x) oneindi2; veel pocdtieve nul:punten 

heeft met a~3yinptotische af stand TT • 

§ 4. Niet re~le nuluunt~n. 

Lemma. Als w(z) een anal;vtioche fu.nc tie l. c• 
,:, , on ·wr::.! ste:llen z i'P 

-· re , 
clan wordt 

\ v7( z)/ 2 ::: f(r 1 Cf'); 
en deze f voldoet aan 

'.;) 2 

·-:) r -•~ 
' ,. I 

== 

waar in w ' == vv ' ( z ) , ·w 1; == 

; Im 1~ z 2w n + zw ''} w, 

w"(z). 

~Fu geldt voor de Bessel functie w = Cy ( z) bli,jkens ( 1 ) 

2 ,. I ( , 2 2) z w " + zw = )/ ..,. z w? 
zodat voor 

( 7) 
-~ 2 

..!J__f~, 

() r .) f' 

f \c ( .\!' ~ .,a·t = . v /., 1 , ge .L l 

= (2r sin 2f) )f. 

Integreert men ( 7) over (:) en r: ) -::: tJ O ~ 

dun 'blijkt 

(8) f(r0 , &· 0 )- f(r0 , 1:) 1 ) + f(r 1 , 9 1 ) - f(r 1 , (:,: 0 ) .::--- o 

O s..t) <_O (F '.)<' ✓ vo or , 0 -..... o 1 '-: 2 , · " r O -<.... r 1 • 

Uit (8) kan men a.a. afleiden 

"''a) Als,?( 0 > O zo io dat \c ·y(x)\ ~l C-:,,. (o<. 0 )\ voor x _,)·~<c (in het 

bi,jsonder als ",( 0 een nulpunt is van C •,(z)) 1 dan heeft CY,(z) geen 

niet reele nulpunten met Rez .::::o bui ten de cirkel r = ex· 0 • 

Is CV ( z) re eel voor z == x > O c1an heeft C r1 ( z;) een kleinste nul}'Junt 

o( ,'J ':),, 0. Er kun:nen 0.fan hoogoteno eindig veel niet reele nulpun ten zijn 

in Rez, >,. •· 
b) Als (3 ,1 :; O z o is ua t ) C ;; ( i y) I ~ \ C 1 ( i /~' 0 ) \ vo or y .{... /3 0 ( in het 

bijzonder als irl 0 een nulpunt is van C v(z)), a~n heeft C y(z) geen 

niet zui ver imaginaire nulpunten met Imz > 0 binnen q.e cirkel r = 0 0 • 

c) Toepassing o-o_ J )L...lz..J. ·1v (z) heeft voor Y)· -1 geen niet reele 

nulpunten. Voor )) < .-1 kan men een cirkel of ringvormig gebied aangeven 

waarbinnen alle niet reele nulpunten liggen. 

8 ~. Kleinste 12osi tieve nul12unt van /u 
c) ~-

Noem het \-,J. VoorV)_-1 is ){y 
nue functie van Y . .\ls }J J -1 aan '"{ y 

( t v Iv -:> 1 ) • 

( j{) • 

een monotoon toenemende conti­

-'), 0, en al s )) ->C'f'() d:lll -::ir:) _._. t.)(i 
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Voor )) tussen twee opvolgende negatieve gehele ,:;etE;l lJ.m -1.::-1 

'{.; E:veneens een T11.onotoon tornemende functie van Y ; v -) 
} i. 

·1) ~/ -k-1 en ·-/ -, -,.✓ 1 ·, . 1 {J V -. , k a s ", .. - ~c • 

c 6 G b t · ' "l 1 - ·y ·i r 1 

en - 1..: is 

0 als 

'f . , e oor e van n:t.e·c .L~.£?--~-P:::~1J:..P.unt~n van z j_~\,...'0 .. • 

Wy = z-\J ~' ( z) is een gehele functie van .. z; de nu.lpunten van w 

7;ijn continue ':t~ncties van Y . Als Y varieert kan een reeel nu.lpunt 

van w slechts dan overgaan in een niet reeel nulpunt als het een muJ,ti­

plici tei t >;- 2 heeft 9 :Lm,ners c.e niet reele nul:punten Immen in toegevoegd 

com pl exe par en voor. !re ervou clige nul1mnten korri.en alle en voor in z=O, 

en nlleen als Y == -k (1::: = 1, 2, •.• ). Voor ~ ::: -1<: heeft w een 2k-voudig 

nul;}unt in z:::O. Als - 1_;:-1 <' V < -k heeft v, geen nul}'.iunt in z=O ( in het. 

bij zonder dus gecn meervoudig nulpunt). Als )) dichtbij -lr ligt ( )) < -k) 
\ V 
dan ligt o 'V dicht bij j k. Waar zijn. -10 2k nul:i)unten dan gebleven, die 

w voor Y = -1{ not; hag in z=O? Die zijn van de reel2 as afgegaan toen 

)) kleiner wera. dan -k. Als Y 1i -k-1 dan trekl{en de 2k niet reele 

nulpunten van ·11 z:Lch v,eer samen op z=O i tezamen met )' y • Voor Y ;;:: -k-1 

hef)l:t Vi dan een (2k+2)voudig nulpunt in z=O. 

:uaar a.e nulpunt en van ·_; j) ( z) zowel symin.ctr:Lsch liggen t. o. v. de re~le 

F.:tls t. o. v. de imo.ginaire as, en aaar er· ten hooe;ste twer-; zui vor ima­

ginaire nulpunten kunnen zijn, zullen er ::_)T(•cios tvrne zui ver imaginaire 

nulpunten zijn als -21? .. <' }) <._ -2p+1 ( p == 1, 2, •.• ) 1 en geen enltel als 

-2p-'1 \- )) < -?.p 
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