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§1. Inleidine.
Fen Bessel functie van de orde ¥ ig elke onlossing y
van de differentiaalvergelijking van Bessel ven de orde )
) B ' 2 2
(1 x“yi+ xy'+ (x°=V %)y = 0.
Behandeld worden hier

C\) (X)'fi’o

i

e

a) De re&le nulpunten van de Bessel functies. (Fir zijn er oneindig
veel als C})(X) reéel is voor reé€le x; hun asymdptotische afstand is TT).
b) Het asymototisch gedrag der Bessel functies voor grote re&le x
(4ls Cy (x) re&el is voor reéle x dan oscilleert C, (x) voor grote x
met een amplitude evenredig met x™ 7).

o) De niet reéle nulounten van de Bessel functies (Plaats en aantal
in het bijzonder als C (x) regel is voor reéle x).

Gewoonliik worden de genoemde onderwerpen alleen behandeld voor
zaeer gpeciale Bessel functies, zoals L7v (x). De afleidingen berusten
den veak op een gpeciale integrial of recks voor de speciale Bessel
Tunctie die onder de loupe genomen wordt. .
In deze voordracht zal stesds een of andere vorm van de differentiaal-

xvergelijking (1) als uitgangspunt worden g:nomen. Conclusies uit de
difrerentiaalvergelijking zijn geldig voor alle Bessel functies, en
niet alleen voor spuciale Bessel functies, waarvoor cen mooie integraal-

voorstcelling bestaat.

§ 2. Recle nulpuntene.

Uit (1) volgt dat u = (x) voldoct aan
(2) u' o+ { 1+(~ ~>92)x
Joor grote x geldt dus blgna u' o+ u = O. Men kan dus verwachten dat
4 voor grote x zich ongevecr gedraagt als A sin (x+ 9 ). Tot op welke

l\)lt—‘

- .

f\,__)

hoogte 1s dit Jjuist?
D¢ functie v = sin k{(x= %) voldout aan
(3) "+ kv = 0.



—_—D
Uit (2) en (3) volgts .. .
LY = uv" = __é 1=k + (?i_ —})2)}(—.2 } uv,

| T I S -
(4) [u‘v - uV'-lO( = f 11=k" + (3: -V )x 2} u(x) sin k(x-«)dx (0 <a<p).
Laat u re€el ziijn VOQI'M(X/\ 0.

a) Voor O0<k = k,< 1 bestaat X, 20 groot dat

21 2y -

1=k, "+ (—dr--v )x 2>O voor x) X, O.
Neemt men nu in (4) k = Ky &« pxqoon g = + TT/k1 dan blijkt dat .
u tenminste ¢ln nulpunt heoeft tussen X en (3. Do afstand tussen.wep—
volgende positieve nulmunten van C .),(x) is < T?'/k1 als x 2 Xqe Daaxr
dubbole nulpunten nict kunnen voorkomen (behalve voor x = 0) en ep-—.
hovingspunten van nulnunten helemaal nict, kan men de vositicve nule—
punten van OV (x) rangschikken naar opklimmende groottus o\'.l < X 5 Laeoss
e hebbens

. T
A g =X, < “E; voor & Y X1<k1).
M)  Op soortgelijke wijze vindt men als k> 1
- A L S
O(n+‘l AL ;) voor O(n/ X2(k2).
Hicruit volgt v
PO n+1 n .
Zonder vecl mocite volgt ult de dufinitie van X, on X, dat
A = T+ 4 o). ' i
n ' n

§3. Asymptotisch gcdrag. R
Laat u = x°C y(x) roel zijn voor x» 0, u ¢n u' kunnen niet tego-

1lijk nul zijn als x> 0. Stcl nu
(5) u = f sint/ , u' = ¢ cos 1/ (z>»0).
3 p(x)> 0 is comduidig bepaald: (Jhuoft cen continuc afgeleide.
©(x) is ecnduidig bepaald als we zijn waarde in cen willokeurig nunt
x,> 0 kiezen en eisen, dat © (x) continue is. Dan heeft ook & (x) een

continue afgeleide. Uit (2) veolat:

§' = 1 + —?5())2- %)x—z(cos 2o =1)

. -
Zonder moeite leidt men hieruit af dat P(x) - x —> een limiet v als

e (x)

of preciezer
2 (x)

Men vindt tevens dat

+ O+ Uix

il
™

+ 8+ 3w - Z)X"1+ U (x=2).

i
™

IO(X) —> A >0 als x =20 , en
f;)(x) _A o+ D (70,



-3
Tenslotte

Cy(x) = Ax “gsin(x +§ )+ 3( V - ~)Ax
als x ~po0 .

Ni
nan

cos(x + ¢ )+ 0)(x~

Men vindt hier nogmaals dat C))(X) oneindig veel vositieve nulvunten
heeft met asymptotische afstand 1T .

§ 4. Niet re&le nulounten.

Lemma. Als w(z) een znalvtische functie ig, en we stellen z = re
dan wordt ‘W<7>’2

= f(I‘, (f) )s
en deze f voldoet aan

il

2 g 2 . ~ s
- & Im 2w + Z"f i
= 1 W'y ow,

]
Wa rin w' o= w'(z), w¥ = w'(z).
Ny geldt voor de Bessel functie w = C, (z) blijkens (1)
2 2 2
2w’ o+ ozw' = (VT - 27w,
zodat voor o
£ = oy (5)] b
) 2f
(7) —— = (271 sin 26 )f.
dr A

: -’ D <)oo N .
Integreert men (7) over & en r: DN\v)O s oS J1:> ~5 O<-TO§3F$ r1,
dan blijkt
(8)  f(ry, © )-— ( O'rfj1) + £(ry, 0 ,) = £(r,, ¥y) >0
voor 0O ¢ 0 ( , 0 < ro< r4-

Uit (8) kan men oc.a. afleiden
Ma) Als X O)’ 0 zo is dat }va(x)\ 2| o, (a(o)\ VOOr X X (in het
bijzonder als O(O een nulpunt is van Cy (z)), dan heeft C,, (z) geen
niet reéle nulpunten met Rez >0 buiten de cirkel r = CKO'
Is C))(z) regel voor z = x>0 dan heeft Cy (z) een kleinste nulpunt
o(of),o, Er kunnen dan hoogotens eindig veel niet re&le nulpunten zijn
in Rez > 0,
b)  Ale B30 50 is dat |Cy(iy)] 310, (1£,)) voor y £ /¥, (in het
bijzonder als i(&o een nulpunt is van C ,(z)), den heeft C ., (z) geen
niet zuiver imaginaire nulpunten met Imz 20 binnen de cirkel r = /30.
¢) Toepassing op [uA( ) - 7y (z) heeft voor ) -1 geen niet reé&le
nulpunten. Voor < ~1 kan men een cirkel of ringvormig gebied aangeven

waarbinnen alle niet reéle nulpunten liggen.

§3ﬁ Kleinste positieve nulpunt vun.fju (z). .
Noem het 7Y, . Voor Y > -1 is ){ een monotoon toenemende conti-

nue functie venV . Als Y W -1 dan Y, ™ 0, en als Y ->evdan E | X

/v == 1).




-l
Voor VY tussen tvee opvolgende negatieve gehele
Yy eveneens een monotoon toenemende functie van ¥ 5 V. -2 0 als
N/ -5 Y N ‘
oy =k=1 en Yy T Voals ¥ T -k,

. .. -y
& 6. Geboorte van niet refle nulpuntern van g ‘/; (z).

Wy = z-v gz (z) is een gehele functie van z: de nulpunten van w
zijn continue functies van ¥ . 2le J varieert kan een reéel nulpunt
van w slechts dan overgaan in een niet reé€el nulnunt als het een multi-
pliciteit 2?2 heeft, immners de niet reéle nulpunten komen in toegevoegd
coinlexe paren voor. !Teervoudige nulvunten komen alleen voor in z=0,
en alleen als Y = «k (Iz = 1,2,...). Voor W = ~k hLeeft w een 2k-voudig
nulnunt in z=0. Alg ~t=1< Yy < =k heelt w geen nulpunt in z= (in het.
bijzonder dus geen meervoudig nulpunt). Als Y dichtbij -k ligt ( ¥ < =k)
dan ligt X&, dicht bij H’k. Waar zijn.%e 2k nulnunten dan gebleven, die
w voor ¥ = =k nogz had in z=0? Die zijn van de re&ls as afgegaan toen
Y kleiner werd dan -k. Als Y/, -k-1 dan trekken de 2k niet reéle
nulpunten van  zich weer samen op z=0, tezamen met Tfy . Voor Y = -k-1

heeit w dan een (2k+2)voudig nulpunt in z=0.

Dazxy de nulpunten wvan .Ju (z) zowel symmetrisch liggen t.o.v. de reéle
zls t.o.v. de imaginaire as, en daar er Ten hoogste twees rulver ima-
ginaire nulpunten kunnen zijn, zullen er nrocies twee zulver imaginaire
nulpunten zijn als -2p.¢ Y  =-2p+1 (p = 1,2....), en geen enkel als

-

~2p-1\ Y < =2p
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