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Volume va,n een fil.f geknotte kulm.a in RnJ 
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1. Zij V(t) het volumG va.n lioh~ in~' bepaald door 
( 1 ) {o ~ x1 -c::::::.1 (i • 1, ., .., 1 n) 

0 ~ x1 + ~ + • • .. + ,xn <::::.. t ( O ~ t .c:::- n) • 

bepalen langs meetku.ndige weg de :tu.notie V(t). La.ten Zen W de 
k-u.bus reap., het vlak zi.jn, waarvan de vergelijking in ( 1 ) op~achreven ie., 
(2) Triviaal is O ....:::: V(t) ~ V(Z) = 1 .. 

Op grond van S1fflll'l,etrieoverwegingen geldtt 
(3) V(t) + V(n-t) = V(Z) = 1., 

Zij S de verzamelins; van 41e hoekpunte. P vm d• kubus z, 41• a.an 4•­
zelldle ka.nt van W ligg11n a.ls de oor~prong o. Zij v(P) de 1:nhou4 van de 
pyraide met top ao •n hoekp,m:t P, met reehten 4oor P evenwij4ig aan 4• 
coordinaa:tafiuten al• ribben en met grondvlak in W. V er4er bepalen we II als 
l? ••n hoekpunt van Z is, de funcrtiea k(P) en 4(P) a.ls volgt: 
k(P) • aantal eoordinaten V'&n P, dat gelijk aan 1 is 
d(P) J +1 &111 k(P) nen ia 

•1-1 al.s k(P) oneven is. 
We b,n111ohouwsn nu de '\rolgende eoa, 

(4} L d(P) v(P). 

Pt'S 
Bet is een som V1!Ln :met teken voorziene vol'Wllina van delen van de bij O be- ·· 
horende pyrwnide .. Letten w• nu op een ;punt Q van die pyramide; we onO.er­
siaillen dat Q inwendig punt is 'V"Q die pyramid& en dat geen enkele ooo:r• 
dins.at van Q gelijk aa.n 1 is ( d4uu, onderstelling is niet essentiiel, was.r 
het hier o:m volumebeschouwingen gut). La.ten r oo5rdinaten van Q g:roter 
ia.n 1 si;Jn; no<H1)3akelijk ie o < r -C::::::::t. Het pun:t Q l1gt in 1 pyrei4e, 
waarbi;J k(P) • o, in het algmeen in(;) pyram.iden, WSJi!lirbia k(P) • m ta. 

k(P) = a, dan is d(P) • (-1)m. Met aantal keren, flat Qin d• •om (4) 
vertepnwoordigd is, is dus geli'k a.an 

'1/l 
L (-1 )m.(') I 
~ m 

de!'le u:l:tdl'Ukkins; is voor r • O gel13k a.an 1, overis;ene geli~k a.an o. 
Contlu•itu te ui1Ub."ukld.!iii (4) is a•li3k $an T(1). fer b•rekening van de 
som. in (4) :merken w• op, da;t e:r <!) pur.t:len 1 in S liurva:t zi;Jn, waanoor 
k(:P} • m. :De bi~ so•n punt b•herende pyram.14• hee:ft ribbe t-m. omdat de 
uiieit.ul•n van. so'n ri'bb• cowd.1.11.a.atsom m. resp. t hel:iben; het volu:m.e Yan 



(5) 

We m.erken 

gee:f't., 

-2-

n) it-m)n .. 
n! 

, da:t ala t een geheeJ. getal is, ter.m. met bijdrage nul. 

2 • .li'leidiy van een in-teS!:!!;lToora'tellin,a vanV~t). 
gebru.ike.n de volgemle fol."!nules uit ae :functiatheorie1 

Is a een positieve conatante, 4an geldti 

(6) ~1T1 / a+1:. -1-n y 1 
111;.111 ., e dy = "'n1" 9 

. a-ioo 

(n een natulll'lijk getal). 

kan tlei:ze form.ules bewijzen door besch.ou.wing van 4e gesloten weg L,, 
'bestam.nle ui 't het lijnaep.ent, da.:t a-iR en a+iR verbin\l:t, en de l:inker­

heltt c1 van de eirkel. m.&t a. to-t middel.pu.nt en R tot sb'aal; en evenzo 
~, bea1iaande ui t 4a:t 1ijnsepen:t en de rechterhel:ft c2 van die c:irk:el 

(ll > a) .. Daar eY' 'begrenstt 118 voor Re y ~ a. geldt :nu 

.r 
J 
t,. 

-y . lim. . 1 } 1 1 1· n 
e dy • R~i:o i?-rri = ~ . - "'• 

~ ~ 
Door een eemroud:ige substitu:tie vol.gt td:t (6) en (7) t 

f a+:i::,o.. . . . .. ·-f !t ( t-m.)n als m <:. t 
(8} ih, 7-1-n e(t-m)y 41' 

a-ioo O al.s • > t, 
te:rwijl voor .. tie int•~ (8) ook plijk a.an aul ia. 
W,e nbstitu.•ren nu {8) in de uitd.rukking (5), die ei1enlijk ,ee,n dg•llroke 

b1.neai~eatwi.kke1ing is. In de eoa,. die 4- entstaat, •ocen nisti.g •• 
s~tievari&bel.e vaa e tot 11 :la-ta lop•, om,4at n ~tis en de oi~koaen-

i• t:•m•• pl.i~k .- •111 11iJn.. We kri~pn iant 

n f a:+100 
J,(t) ~ ~ ~ . (-1)m(!) 7-1-n 6 (t-m)yay 

•-ioD 



a+it:,D 
• ,k f 8t;y(1-;-7)n ., 

a-ico 
In plaata Tant voeren we in dese integraal. liner een e.n4ere para­

meter in; de keuse zal later gerechn-aardigd worden. Eu wel stellen wes 

.._ b\/i+n 
• • 2 Y• 

We Tinden da:ru a+it,D i _.i 

(9) T(t) • i,;r' / eib7 Vti(e :,v-_y .-.-Y)n 

a-ioo 
Krachtena het gedrag Tan de integrantl in (9) 111 het geoorloo:f'tl de inte­
gT&tieweg te vervorm.en, dat hij la:nga de i:m.aginaire as loopt aet een in­
stulping naar reohts om de oorsprong. Door de sub ti tu tie 7 • % pa't 

( 9) over ina +or, 

( ,o) .o, u ,.~ J .1,,...c•1:1~,... ~-
-ao 

3. Bestud.etlY van T(t) voor 11--+ &ID• 

We denken b vast (met het oog hierop is de parameter t door b ver­
vangen) en la.ten n tot oo naderen. Zij e.. > o. 
Voor O < x ~1 is sin x ~ z.4 

X • 1 -r+'m'••• 
een al~ernarende reeks, wa.a.:rvan. de term.en m.ono~oon 1ot m11 &tne.m.en, das 

2 4 Is~%/· si~ x < 1 _ f- + m <1 _ ~2. 

Voor x > 1 is zeker f 81! x J < ½ • 
We tispal.en. nu eersi. een posi'tie:f' ge..:L c,. zodat pl4ts 

0 ) t, J:-~ 4T < i, .- ;c2 < ~ 
C J 

en da.arna een natuurlijk ge't&l 80• "'8,UITOOr geld-ts 

. ¼ <,§, Vn > •• <;>• < ~ (n .> no> 
02.Jl 

<1 - 17n> < i a c .. :> no> 
\<~7~)n - .-fr I< ,We Toor 0~O'~c, • > Do• 

De Toorlaatste repl is te b..,_ka1:iall.igaa wecms 
/} ,l- 11 le2 e, 

..,Urn (1 - "ii) -= .- r · < ,mf 
"•~ ID . 

4e 1.aa•ste (aet O ~ v ~ c) v.olgt ui t 
- - 2 · · 12· 

(·Ma viva n 1 t=_ )n-l. - r;v • . «?!f!iflrlt ) • ( 1 - l' rt" + • • • --? e 

Er geldt dan: 



(11) 

< 

{< 

1-

"n j 

1 
Ill!! -n 

l 
I ( V 

C ! \ (•~1"fP}D ... 
0 

11 
) -

• (1 -

\ ll 

/< 

-

• 

+ 2 

1 <1 - ,. 

over v•O integreren, ma.ar 
door ••n ---r-••= 'J11!1U!lr beneden vermijd•n~ de 

dit niets uit. 



Conclusie .. :Bij vaste b 1s 

(12) lim •(b ~ + n) = 1 1r+~bv - J..v-2 av. 
ll~P'O ff ~ ~ I 8 E) I:). v• 

'!..~ 

lfoemen we het reehterli4 :f(b)t dan is de a:f'geleidei 

f +oO 1 2 . +t:iD 1 
f'(b) = 11'k- i eibv,.- 7f' ff ,. 2~ f .,1bv - ¾--2 dT ., 

-~ --2 ·.;+dJ . . 

= 21,.- e- J e - ¾<v-31b}2 i!v"' 

-co 

3b2 +ob 
1 - 7r" J . 1 2 1 ,r:-

:z: ;2 rr e e- tr" dv m: ~ V 6 fl 
-~ 

Bij het bepalen van deze afgeleide hebben we geen last van de oor­
eprong, want die omzeilen we; hei. dil'feren'tiiren onder het integl."Ulteken 
vind:t sijn rechwaardigin.g in de uniforme 4itterenti'ierbaa.rhei4 Tan le 
integrand oTar een eindig en de ex:ponentiil.e afname van de int~gra.nd en 
haar a.fg91eide voor v-, .;t ao • In de fenn.ule voor f • (b} :aoge we wel ru•­

tig over de oormprong heen ini:a.egt>eren. 

Toor b=O is het rechterlid van (12) gelijk ae.n de helf't van hat re-
1 2 

-~ 1 -..;.,:rr i i aiuu. van i' e b · n T:ii:0" dus geii~k aan .. Toor wi11ekeurip b irindetn 

we voor het rechterl.id van {12) t 

(13) f(b) ,. t + lb ~~ '\[ 6 'ri 
0 

De integraal. in (1.3) ie een oneven :f'unetie VaL bJ voor 1r·.-·-;.;;·-&> en 
b = + v0 vinden we resp .. :f'(- oo) == O,. f'(~) = 1. 

We ktulnen ons relin11taa.t al.a volgt inte::rpreteren. ala we ffen de 
lichaam.sdiagonaal. van de kubus, die door O ga.at? door l voorstellen en 
het middelpunt van de kubua7 n.l .. het punt (i, t ..... ,l), 4a:t op l l1gt 

door 14; de l.engte van l is gel.ijk a.an \l'n. Toor n -":I> .PO nader"t het vol:wae 
V ( t) tot O of 1 , aJ. nas.r gel&11& t < J of' ~ > y is, ini.iien het veraohil 
van 't met ~ sterker oneindig wor4t ilan Ynf het volu:ae l'(t) :nad111rt tot i 
als pnoeem.d irersohil zwaltker onein4ig worit du Vii; het na4en -tot .-n 

( ) 2t-n andere waarde, gel.eve.rd door form.ule 1 l als ~ tot een eindige waarcle 
b nadert. In het laatsite gffal ia tn-ens ie afstand tussen 1f en I ei:ndig. 


