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Volume ven een afgeknotte kubus in R}
asymptotisch gedrag.

door
C.G.Iekkerkerker.,

1, 213 V(%) het volume van het lichasem in R n? bepasld door
{1) Q“Xi ¢1 (131’ w s e ’n)
+xz+...+xnét (0 <+ =n).
We bapalen langs meetkundige weg de functie V(t). Iaten % en W de
kubus resp. het vlek zijn, wasrvan de vergelijking in (1) opgeschreven is,

(2) Trivieal is 0 = V(%) =v(z2) = 1.,
Op grond ven symmetrieoverwegingen geldtb:
(3) V(t) + V(n~t) = V(2) = 1,

213 8 de verzameling van die hoekpunten P van de kubus Z, die sen de~
zelfde kant ven W liggen als de oorsprong 0. Zij v(P) de inhoud van de
Pyremide met top zo'n hoekpunt P, met rechten door P evenwijdig san de
cobrdinsatassen als ribben en met grondvliek in W, Verder bepalen we, als
P een hoekpunt van Z is, de functies k(P) en 4(P) als volgt:

k(P) = santal cobrdinaten van P, dat gelijk aan 1 is
a(?) u{ +1 als k(P) even is
~1 als k(P) oneven is,
We beschouwen nu de volgende som?

(4) Z: a{P) v(p).
PES

Het is een som van met teken voorziene volumina van delen ven de bij 0O be~
horende pyramide, Letten we nu op een punt Q van die pyramide; we onder-
stellen dat Q inwendig punt is van die pyramide en dat geen enkele cobr-
dineat van Q gelijk san 1 is (deze onderstelling is niet essentidel, waar
het hier om volumebeschouwingen gaat). lLaten r ecdrdinaten van @ groter
den 1 zijn; noodzakelijk is 0 =r =t. Het punt Q ligt in 1 pyramide,
waarbij k(P) = O, in het algemeen in (1) pyramiden, wearbij k(P) = m is,
Is k(P) = m, dan is 4(P) = (~1)®, Het mt&l keren, det Q in de som (4)
vertegenwoordigd is, is dus gelijk aan

- mr

3=
deze uitdrukking is voor r = 0 gelijk aen 1, overigens gelijk aan O.
Conclusie: de uitdrukking (4) is gelijk san V(%). Ter berekening van de
gom in (4) merken we op, dat er (f;) punten P in S bevat zijn, waarvoor
k{P) = m. De bij zo'n punt behorende pyramide heeft ribbe t-m, omdet de
uiteinden van zo'n ribbe codrdinesstsom m resp. t hebbeni het volume ven
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zo'n pyrsmide is dan ook bekend, We vinden dus:
n
(5) V(%) =§f(-ﬂm<§;} {em) |
n=0 n!

We merken op, dat als t een geheel getal is, de term m=t bijdrage nul
geeft,

2, Afleiding van een integraalvoorstelling van V(t).
We gebruiken de volgende formules uit de functietheorie:
Is a een positieve constante, dan geldt:

a+iw
1
(6) -l=n _y 1
m ol 00 5 e dy = -y i)
a+ico
1 -1-n -y
(7) =T s ¥y e Yad8y = 0, (n een natuurlijk getal).
8~100

Men kean deze formules bewijzen door beschouwing van de gesloten weg I."
bestaande uit het lijnsegment, dat s-~iR en a+iR verbindt, en de linker-
helft 61 van de cirkel met 2 tot middelpunt en R tot straal: en evenzo
Le, bestaande uit dat lijnsegment en de rechterhelft 6‘2 van die cirkel
(R>a). Daar e begrensd is voor Re y = a, geldt mu

a+ic®

1 ~l=n _y lim i 1
TI YW = pw T =z ./
a-1igp L1 I.1

= residu van y~ 2 &¥ in 0 = '%T ;

daar e v begrensd is voor Re y = a is

; +io® ] ]

o B lim
?ﬂi/?f *eVay = gLk =m/=°-

a1 I, T

Door een eenvoudige substitutie vo].%t uit (6) en (7):
a+iw (t-m)" alsm <t

. 1 ~t=n _(t-m)y n!
(8) THT y e ay

a~1i00 Calsa >1%,

terwijl voor m=t de integrael (8) ook gelijk asn nul is.

We substitueren nu (8) in de uitdrukking (5), die eigenlijk een afgebroken
binomivmontwikkeling is, In de som, die dan ontstaat, mogen we rustig de
sommatievarisbele van O tot n laten lopen, omdat n 2 t is en de bijkomen—
de termen gelijk san nul zijn, We krijgen dani

n a+ico
) = oy 2 f (=123 v (P mTgy

By



a+iod n
1 ty_~1-n ~1)B (M ™Y
WA ==
g~ipo
1 g+iom o=
‘ ty¢l-e *\n dy
= T f e (—=—)" =%
g=ivo
In pleats van % voeren we in deze integraal liever een andere para-
meter iny de keuze zal later gerechitvaardigd worden. En wel stellen we:

We vinden ﬁanz
a+in
3Y_ Y
(9) V(0 =gz [ BV RE=E oy 4L

a=ioo

Krachtens het gedrag van de inbegrand in (9) is het geoorloofd de inte-
gratieweg te vervormen, dat hij langs de imaginaire as loopt met een in-
stulping naar rechts om de oorsprong. Door de subititutie y = 2iy gaat

v a
{(9) over ins +aD
(10) v(%) = _2%1_/ eibv($i§ ':r,ﬁ_zz.n)n %~
-0

3. Bestudering van V(%) voor @ —> ==,
We denken b vast (met het oog hierop is de parameter t door b ver=
wvangen) en laten n tot oo naderen. Zij &£ > 0,
Voor 0 <x =1 is gin x ] x2 IA,
X = -~ + Er iR
een alternerende reeks, waarvan ﬁe temeﬂ monotoon tot nul efnemen, dus
'sin X i” sin x

X <’“'5" fm <1 -

Voor x 2 1 is zeker ig‘%“"‘x"i <J£ .

We bepalen nu %rﬁt een positief ge;.a% c, zodat geldt:
L4
7 - Evz & - L
e ) = [e ﬂzv(m.a’?c<-.m’
en daerna een natuurlijk getal Dye Wearvoor geldd:

-<T%—. Vi Se, O = §  (» > ny)

n
(- 5 <& )= > %)
\( %, Vﬁ)ﬂ
v/ ViL
De voorlaatste ragal is te hawwksmm,gm wegens

/&Yn(" »T)nwﬁ 70 <m;

n-s00
da laatste {met 0 v = c) volgt uit

(ERED (L1 P &

Er geldt dans

-e I< THs voor Oswvfe, n > n,.
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(11) !fahiv {(21?3”7#;)5.. e %vgf%l< £ woorn > Bge

We geaan eerst de volgende integraal schatten:
Bewijs: a

(lian'ﬁ)n dv
| ‘, v‘

- — ~ sin v/yn sin v/in 1 2
§W3gmmo \v/\inf;;‘i en v => ¢ geldt K = n}*—ff'\,étg<1-’f'i~'

dus (sigv Iy - (1 - é)n < n+‘§n 2v (1 - ;;_)n_
Dus &
ﬁni?vfé\/i)n _e_t;_ <_/f(‘i$ véifﬁ)n v
c ¢
VE | e
<f 52%1-— Irzﬁ)n av = (1 -%)n“ﬁ =
e

2 .
= (1 - %}ﬂ‘l” - (g_)nﬂ < §.
Yervolgens schatten we

jr;\li:v;?\n _g_}_
We habbm%#(-@ en dus
/Tui:véﬁ}ngv; <f0‘z_ﬁ:)n%‘
Vo ‘a vn
_ v"n/ -
n
Ru volgt g@ﬁenjk
} ‘[‘ibv{ (&%)n-e'%’z}%i
<o [ enple ot g
42 fﬂ\(%)hréﬁlm

+af {!——,#)H*hz f{—-;!égﬁ

<2(e. TUE+_%-+W+W) =L .
Opmerking. Feitelijk mogen we niet over v=0 heen integreren, maar
moeten we dit punt door een instulping naar beneden vermijden., Voor de
schattingen maskt dit echter niets uit,

<%

M-

4!3‘

fe'%'z dv



Conclusie., Bij vaste b is

+o0
1 2
(12) %jiw ?'(E'@ +3) = g%-{f eV~ ¥ 9—;—.
- O

Noemen we het rechterlid £(b), dan is de afgeleide:

1 7 oy 2 1 ivv - 2
E - - . - e
£1(p) T4 ie 2] av Q-T-Ffe B av =
e OO s 0D

2

b 4 oD

- }-2- 1 2
”'2’31?'@ V 9"3(7“3:&’) av =

-0
2

2
- 3b +0 4 4 - 3B
-z-zlﬂ—-:& Tfe”ﬁ’ﬁvﬂ-é-:—r-m e 22':
o OO0

Bij het bepalen van deze afgeleide hebben we geen last van de oor-
sprong, want die omzeilen wes het differenti€ren onder het integraalteken
vindt 2ijn rechitvaardiging in de uniforme differentiBerbaarheid van de
integrand over een eindig en de exponentiéle afname van de integrand en
haar afgeleide voor v-—> + ce . In de formule voor £'(b) mogen we wel rus-
tig over de oorsprong heen integreren,

Yoor b=0 is het rechterlid van (12) gelijk aan de helft van het re-

1
sidu van d, e” B’ in v=0, dus gelijk aan . Voor willekeurige b vinden

we Voor hez rechterlid van (12):
? LY - %" | 1 vl3/2 u?
(13) f(b)ni'%b/'ﬁ 6T e dxxi-t-v_ﬁ__cf e du.
. De integraal in (13) is een oneven functie var b voor ¥ = =00 en
b = + o0 vinden we resp. f{-c0) = 0, £lco) = 1.

We kunnen ons resultaat als volgt interpreteren, als we even de
licheamsdiagonaal van de kubus, die door O geat, door 1 voorstellen en
het middelpunt ven de kubus, n.l. het punt (%, $ye..,8), dat op 1 ligt
door M; de lengte van 1 is gelijk aan \Fﬁ. Yoor n - oo nadert het volume
V(%) to% O of 1, al nsar gelang t+ < 7 of & >7 is, indien het verschil
van t met % sterker oneindig wordt den Vnj het volume V{t) nadert tot &
als genoemd verschil zwakker oneindig wordt dan /n3 het nadert tot een -
endere waasrde, geleverd door formule (13) als %%:9- tot een eindige waarde
b nadert. In het laatste gevel is tevens de afstand tussen W en M eindig.



