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Summary

The procedures suggested by De Wolff and Van Heerden for
random sampling in auditing.

In recent years two different methods were suggested for taking random
samples in typical auditing problems. In this paper these two methods are critical-
ly reviewed and compared.

In De Wolff’s method all large entries in a register are checked, whereas a
sample is taken from the smaller ones. V.an Heerden does not consider
the register as a population of entries, but, if all entries total up to B guilders,
as a population of B guilders. He selects guilders randomly and checks the entries
to which the selected guilders belong. Both authors only use probability state-
ments if no (severe) mistake is found in the sample. De Wolff uses confidence
intervals with a confidence-level 1-a for the fraction p of incorrect small entries
and states that, except for a probability o, B will not surpass the correct total
value with a fraction ¢. Van Heerden formulates his conclusions, using
the probability p(@) that no mistake will be found in the sample if a fraction
@ of B is incorrect.

In this paper (§ 3), it is shown that the intervals for p, if no mistake is
found, cannot be ordinary confidence intervals. However, it is possible to give
a somewhat unusual interpretation of De Wolff’s results and then it turns
out that his conclusions regarding o. and @ actually are rather pessimistic upper-
l[imits for the probability of a wrong statement and for the maximal fraction
of incorrect guilders respectively. ,

Very often, a priori information is present in auditing problems; § 4 shows
how to use this information in order to get shorter intervals for p or smaller
values for o. In § 5 a suggestion by V.an Heerden to find the optimal sample
size is discussed. The suggestion boils down to applying the minimax method to
the sum of the checking-costs nc, c being the costs of checking one entry, and the
expected loss if a sample of size n is taken and the fraction ¢ of incorrect guilders
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has a probability distribution G(¢). For a special case, the oprimql value of n

is proved to be either the largest integer, smaller than |

, O the

M~
bOle

ce
smallest integer, larger than this value. Table 5.111 gives these values of n and
the corresponding values of [ for some values of B/c and .

1. Inleiding

Sinds enige jaren 1s de vraag of bij accountantscontroles al dan niet steek-
proeven genomen mogen worden weer ultvoerig ter discussie gesteld. Er
werden o.a. twee steekproef-methoden beschreven, speciaal ontworpen ten
behoeve van de accountantscontroles, nl. door resp. P. de Wolff ([1] en
[2]) en door A. van Heerden [3].

Beide methoden hebben betrekking op de zogenaamde positieve controles,
dat zijn controles, waarbi] nagegaan wordt of het totaal opgegeven bedrag
volledig door boekingsbescheiden kan worden verantwoord. Om de gedachten
te bepalen kan men bijv. denken aan de controle van de lijst van door een
schadeverzekeringsmaatschappij in een bepaald jaar uitbetaalde schaden. Bij
de uitbetaling kan fraude gepleegd worden door het opvoeren van een hoger
bedrag op de ljst dan in werkelijkheid door schade-claims wordt gedekt.

De door De Wolff voorgestelde controlemethode is gebaseerd op het
aanwijzen van posten, terwijl de methode van Van Heer d e n het aanwijzen
van guldens als uitgangspunt heeft.

Zowel bij de methoden van De Wolff als bij de methode van V an
Heerden gaat men tot controle van alle posten over wanneer men in de
steekproef een (ernstige) fout vindt. Hoewel de methoden uiteraard ook van
toepassing zijn bij een andere handelwijze, zullen wij alleen dit belangrijke,
byjzondere geval beschouwen. De conclusies worden door De Wolff ge-
formuleerd in de vorm van betrouwbaarheidsintervallen en door Van He e r-
d e n met behulp van de fout van de tweede soort.

In § 2 wordt een beknopte beschrijving van beide methoden gegeven. De
derde paragraaf behandelt het voorwaardelijk opgeven van betrouwbaarheids-
intervallen en de vierde het verwerken van eventueel aanwezige a priori in-
formatie omtrent de onbekende fractie fouten. In § 5 wordt de bepaling van
de omvang van de steekproef besproken en § 6 bevat de conclusies.

2. Beschrijving van de methoden
2.1. De methode van D e Wolff

Wij beperken ons hier tot de in het eerste artikel beschreven procedure,
waarbyj de populatie van alle posten gesplitst wordt in twee lagen, een laag
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van de grote posten die alle gecontroleerd worden en een laag van kleine posten,
waaruit een steekproef genomen wordt. De 1n het tweede artikel behandelde
uitbreiding tot meer dan twee lagen leidt wel tot grotere besparingen, doch
verschilt voor onze bespreking niet essentieel van de oorspronkelijke versie.
Vindt men hetzij by de grote posten, hetzi) in de steekproef van de kleine
posten een (ernstige) fout, dan gaat men over tot het controleren van alle
posten, zodat slechts tot op een steekproet gebaseerde uitspraken wordt over-
gegaan, indien in ieder geval alle grote posten juist zijn en evenzo de kleine,
in de steekproef onderzochte posten. Zij f(x) de verdelingsdichtheid van de
posten in de te controleren populatie, F(x) de cumulatieve verdeling, x, de
grens waarboven alles gecontroleerd wordt, N het totale aantal posten en »n
de omvang van de steekproet uit de posten tussen o en x,. Het totale aantal
te controleren posten is dan n + N{l — F(x,)}. Wanneer men de controle-

kosten per post constant onderstelt en deze ¢ bedragen, dan zijn de totale
controlekosten K geljjk aan

K=1[n-+ N{l — F(x,)}].c. (2.1)

Het aantal fouten in de steekproetf uit de kleine posten wordt aangegeven
met k. Men eist nu dat in het geval, waarin men in de steekproef geen fouten
vindt, gezegd kan worden, dat behoudens een kans «, het totale niet gedekte

bedrag hoogstens geljjk 1s aan een fractie ¢ van het totaal opgegeven bedrag
B. Volgens de auteur kan dit als volgt worden bereikt.

Als men in de steekproef uit de kleine posten geen fouten vindt, dan ligt

de fractie p van niet (volledig) gedekte posten uit de populatie van posten
< x_, behoudens een kans « in het interval

0 p<=1—allm (2.2)

Wij onderstellen dat » voldoende klein is om de binomiale benadering van
de hypergeometrische verdeling te rechtvaardigen. Het totaal aantal onjuiste
posten < x, is dus, behoudens een kans «, =< NF(x,) (1 — «''") en aangezien
ondersteld is dat alleen fouten gemaakt kunnen worden door het opgeven

van te hoge bedragen, i1s het totale niet verantwoorde bedrag dus behoudens
een kans o in ieder geval

é Nxo F(xo) (1 T ml/n)-
Zorgt men nu dat voldaan 1s aan de betrekking
Nx, F(x,)) (1 — «¥/") < @B, (2.3)

dan zou aan de voorwaarde dat bij het niet vinden van een fout in de steekproef,
de totale fout behoudens een kans o hoogstens gelijk 1s aan een fractie ¢ van
het totaal bedrag B, zin voldaan.
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De vrijheid in de keuze van n en x, kan nu gebruikt worden om de totale
controlekosten K te minimaliseren onder de voorwaarde (2.3). Het probleem
(2.1) te minimaliseren onder de voorwaarde (2.3) kan men oplossen met
de methode van Lagrange.

2.2. De methode van Van Heerden

Van Heerden beschouwt de lijst met het totaal bedrag B niet als een
populatie bestaande uit N posten, maar als een populatie bestaande uit B
suldens. Er wordt een aselecte steekproef van n guldens genomen, nadat de
guldens, in volgorde van voorkomen op de lijst alle een nummer hebben ge-
kregen. Hij spreekt dan ook van de ,,guldenrangnummermethode’.

Aanvaardt men een lijst alleen in die gevallen waarin alle guldens in de
steekproef door stukken worden gedekt, dan bedraagt de kans 5 om de lijst
ten onrechte te accepteren, als er een fractie ¢ van het totaalbedrag B niet
gedekt 1s

plep) = (1 — @)™ (2.4)

Ook hier is ondersteld dat de steekproefomvang voldoende klein 1s om de
binomiale benadering te rechtvaardigen. Men kan nu n bepalen door een eis
van de volgende vorm: als er een fractie ¢ , of meer van B onjuist is, dan mag de

kans dat dit niet gemerkt wordt hoogstens 8, bedragen. De steekproefomvang
n moet dus zodanig zin, dat voldaan is aan

a— P)" = B, (2.5)

Deze methode om # te bepalen 1s nog min of meer subjectief doordat de grenzen

¢, en f, vrij willekeurig worden vastgelegd. Aan het eind van het artikel
geeft de auteur nog een andere wijze aan om rn te bepalen, welke op de zoge-
naamde minimax-methode neerkomt. In § 5 komen wij hierop terug.

3. Het voorwaardelijk opgeven van betrouwbaarheidsintervallen

B1j de methode van De W o lf{ wordt een interval opgegeven, waarin de
fractie p van onjuiste posten kleiner of gelijjk aan x, vermoedeljjk ligt, wanneer
er geen foute posten in de steekproef gevonden zijn. Deze voorwaardelijk
opgegeven intervallen, welke op de in de theorie der betrouwbaarheidsinter-
vallen gebruikelijke wijze worden afgeleid, zijn in werkelijkheid echter geen
gewone betrouwbaarheidsintervallen. Hierdoor zou verwarring kunnen ont-

staan, reden waarom wij verder op dit punt ingaan. Daarbij zal blijken, dat

de beschreven methode aan strengere eisen voldoet dan men op het eerste
gezicht zou denken.

Teneinde na te gaan wat er precies gebeurt kan men de situatie vanuit twee
standpunten bezien. Men kan
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a) de onbekende fractie p beschouwen als een onbekende constante,

b) de onbekende fractie p beschouwen als een stochastische grootheid met een
al dan niet bekende a priort verdeling.

Het eerste standpunt wordt nader onderzocht in deze paragraaf, het tweede
in § 4.

Stelt men zich op het onder a) genoemde standpunt, dan bezit p dus een
bepaalde, onbekende waarde p,. Vindt men in de steekproef k = 0, dan wordt
als bovengrens p* van het interval voor p opgegeven: p* = 1 — «!". Nu zijn er
twee mogelijkheden: ofwel p, = 1 — o'”, in welk geval iedere op deze wijze
gedane uitspraak juist is, ofwel p, > 1 — «'/", in welk geval alle in deze vorm
gedane uitspraken onjuist zyn. Het is derhalve niet geheel juist om de inter-
vallen (2.2) die dus alleen opgegeven worden voor k = 0, betrouwbaarheids-
intervallen met een onbetrouwbaarheid « te noemen. Bij de gebruikelijke
hantering van de methode der betrouwbaarheidsintervallen worden voor alle
mogelijke steekproefresultaten k, intervallen voor p, opgegeven. Is danin een
bepaald geval p, > 1 — «!", dan staan tegenover de onjuiste uitspraken bij
het steekproefresultaat k = 0O, juiste uitspraken voor andere waarden van k.
Kiest men de op te geven bovengrenzen p* als functie van «, n en k op de bjj
betrouwbaarheidsintervallen gebruikelijke wijze (zodat voor k >0, p* > 1 — /"
wordt), dan kan men stellen, dat de methode een onbetrouwbaarheid «
bezit, dat wil zeggen dat bij het gebruik van deze methode in een fractie «
van alle uitspraken een onjuiste uitspraak wordt gedaan.

Het voorwaardelyjk opgeven van betrouwbaarheidsintervallen met een ge-
kozen onbetrouwbaarheid « kan in dit geval echter gerechtvaardigd worden
door als populatie van uitspraken zowel de uitspraken bij & = 0 als die bij
k = 0 te beschouwen en dan 1n die gevallen, waarin een kX > 0 gevonden
wordt, bij het volledige onderzoek alle onjuiste posten te verbeteren, zodat
een populatie met p = O ontstaat. Voor een bepaalde p, > 0, wordt dan een
fractie 1 — (1 — p,)" van de populaties vervangen door foutloze populaties,
waardoor het opgegeven interval 0= p=1— oM™ de (nieuwe) werkelijke waar-
de van p inderdaad bevat. Er ontstaan alleen dan onjuiste uitspraken, wanneer
in de steekproef niets gevonden wordt, terwijl p, >1—«!/* is. De fractie on-
juiste uitspraken is dan 0, wanneer de vaste (maar onbekende) waarde p, van
p = 1—al"is en gelijk aan (1—p,)", wanneer geldt p, > 1 — o™, De on-
betrouwbaarheid van de methode bezit dan een bovengrens, welke gelyjk 1s
aan « en willekeurig dicht benaderd wordt voor waarden van p,, die rechts
liggen van 1 — «l/* en voldoende dicht bij 1 — a/™ (vgl. fig. 3.1).

Uit deze beschouwingen blijkt wel dat de bij deze methode behorende voor-
zorgen strenger zijn dan alleen het opgeven van « zou doen vermoeden. Want
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Fig. 3.1. Onbetrouwbaarheid bij de gewijzigde interpretatie van de methode van De Wolff

alleen als p, net iets groter dan 1 — a/" is, is de onbetrouwbaarheid bijna gelijk
aan «, terwijl deze in alle andere gevallen kleiner i1s. Bovendien wordt (vgl.
§ 2.1) voor 1edere niet (geheel) verantwoorde en niet ontdekte post nog reke-
ning gehouden met het maximaal mogelyjke niet gedekte bedrag x,, hetgeen
ook een uiterst voorzichtige aanname is. De voorwaarde, dat behoudens een
kans « het totale niet gedekte bedrag hoogstens een fractie ¢ van het totale

geboekte bedrag B bedraagt, 1s dus zowel wat « als wat ¢ betreft ruimschoots
vervuld.

4. Het gebruiken van a priori informatie

Onderstelt men dat p een a priori verdeling heeft met b.v. een continue
verdelingsfunctie!) G(p), dan kan men bij een gegeven steekproefresultaat &
de a posteriori verdeling van p berekenen met behulp van deregel van Ba y e s.
Aangezien de a posteriort verdelingsfunctie van p athangt van k, zullen wij
deze aangeven met G (p); g(p) resp. g,(p) stellen de bij G(p) en G ,(p) behorende
verdelingsdichtheden voor. Zij verder P [k = k | p] de voorwaardelijke kans
op k = k, wanneer p de waarde p bezit, dan 1s de a posteriori verdelings-
dichtheid g,(p) volgens de regel van Bayes

Pk = k | pl - g(p)

f;PUsmklp]g(p)dp'

Is g(p) bekend, dan kan met behulp van (4.1) een interval worden opgegeven
waarin p behoudens een kans « ligt. Het is dan eveneens mogelijk de onbe-
trouwbaarheid van de in § 2.1 beschreven methode te berekenen. Immers,

R el bk L o ey T s PR e T ETPRRLL S L P S T AN AP WL T S e T T ER—" e vra—y

(4.1)

') De onderstelling dat p een continue verdeling heeft is in het betoog niet essentieel en
kan op eenvoudige wijze door een andere onderstelling worden vervangen.
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onder de voorwaarde k£ = 0, wordt een onjuiste uitspraak gedaan, wanneer
p een waarde > 1 — ol/* bezit. De a priori kans hierop bedraagt

]

f (I — p)* g(p) dp

1 f’ I

Plp >1— a"rnk = 0]

Plk = 0] 1 * “ a
f (1 — p)" g(p)dp

()

et Ve ke o W i waad b b = 4 e omr T o - - -

Dit is dus de voorwaardelijke onbetrouwbaarheid voor al die controles
waarbij & = 0 gevonden wordt, een grootheid die geheel onbekend blyft
als niets bekend is over de a priori verdeling van p of als p geen a priori verdeling
bezit. '

De onvoorwaardelijke onbetrouwbaarheid van de methode, waarvoor In

§ 3 een bovengrens o is afgeleid, wordt gegeven door de fractie van onjuiste

uitspraken van het totale aantal uitspraken, welke fractie a priori een waarde
o* heeft, gelyjk aan

o = f (I —p)" g(pldp. (4.2)

lmcxlfn

Gemakkelijk is in te zien dat o* << o, terwijl het verschil tussen o en o*
groter wordt naarmate de a priori verdeling van p minder geconcentreerd
ligt in het gebied vlak rechts van het punt 1 — o/,

In werkelijkheid bestaan er bij accountantscontroles veel gevallen, waarin
a priori informatie in een min of meer vage vorm aanwezig is. Zo staat het
reeds bij voorbaat vast dat het in zeer veel gevallen vrijwel uitgesloten is dat
men een fraude van meer dan 19/ van het totaalbedrag heeft gepleegd. Con-
clusies in de vorm: behoudens een onbetrouwbaarheid van 0,01 1s de totale
fraude niet meer dan 1% van het gecontroleerde totaal, zijn in die gevallen
dan ook bijzonder onbevredigend, daar de marges nog zo groot zijn dat men
ze ook zonder het nemen van steekproeven wel had kunnen geven. Hetzij
een kleinere onbetrouwbaarheid, hetzij een lagere bovengrens van het betrouw-
baarheidsinterval, hetzij beide kunnen alleen verkregen worden door de reeds
aanwezige informatie in de uitspraken te betrekken. Vanzelfsprekend zal men
hierbij zeer voorzichtig te werk moeten gaan.

Op welke wijze dit soort informatie gebruikt kan worden om bij dezelide
bovengrens van het betrouwbaarheidsinterval te komen tot een kleinere on-
betrouwbaarheid van de methode is boven reeds aangegeven. Het ligt echter
meer voor de hand na te gaan wat bij een gegeven onbetrouwbaarheid o de
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invioed van de a priori informatie is op de bovengrens van het betrouwbaar-
heidsinterval. Wanneer de steekproef 0 fouten bevat, volgt de a posteriori ver-

delingsdichtheid van p uit (4.1) voor k = 0 en dan is dus a posteriori p=pt
behoudens een kans o« als voldaan is aan

f gp)dp = «. (4.3)

Nu ligt het voor de hand te onderstellen dat de a priori verdeling van
p behoort tot de klasse van de f-verdelingen, ofwel te onderstellen dat er een
positieve kans 4, is op p = 0, terwijl de overige waarden van p verdeeld zijn
volgens een p-verdeling. Daar de eerste situatie een bijzonder geval is van de
laatste, zullen wij alleen voor deze laatste de formules geven. Stel derhalve
dat de a priori verdeling van p de volgende vorm bezit

h,voor p =0

8(p) = (1 —+4,) . h(p) voor p = 0O, (4.4)
waarin
ny — . ,F(r_+._s ) rm S§—1
hp) = h(p; r, s) = ]—'(r)m T(S) (1 — p)*. (4.3)

(r >0,s > 0)
De a posterior: verdeling van p voor k = 0 wordt dan bepaald door

- d—p)elp)

gO(P) — | p (46)
| (1 — p) dG(p)
of uitgeschreven
h,
ey VOOr p = 0
R, + (L —h,) | (1 —p)" h(p; 1, 5) dp , _
g.p) = (4.7)
L—p)" (1 —h,)h
- (—=p)*( JMp) voor p = 0,
h, + (1 who)f — p)" h(p; r, S)dp
hetgeen na substitutie van (4.5) overgaat in

AL —= 0
F(r -+ s) F(n + S) T Yoo

I(s) "I+ n+s)

I'(n + s) (4.3)

n(p; r, n + s)
F(" N + S) P ———— voor p 5%~ 0.
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Zou men onderstellen dat A(p) j-vormig is (vgl. fig. 4.1) en bv. r = 1 kiezen,
dan worden de formules (4.8) vereenvoudigd tot

Fig. 4.1. j-vormige a priori-verdeling van p.

n, h(n 4+ s)
| T e 5: - = “hr; _]l_ S‘“ VOOI’p = ()
ho + (1 T ho) - -
1 1 S
(1 —h,). —— . h(p; 1, n + ) 42
(1 —h). — . 1l,n+ s \
n -4 s P s(1—h,).h(p;1,n+s)
B k) s hon + s
7 T n - S
Behoudens een kans « is p dus a posteriori = p*, wanneer
1
s(1 — h)
= A(p; 1, dp = «a,
p*
of
s(1 —h,)
N TV pRYES — g 4.10
hn s (1 — p*) o (4.10)

Voor gegeven waarden o, /4 ,, s en #n is p* hieruit numeriek te bepalen. Neemt
men aan dat de kansverdeling van p over het gehele gesloten interval [0, 1]
een j-vormige [S-verdeling heeft met r = 1, dan gaat (4.10) over in
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(1 — p*)'*% = o, (4.11)

In tal van situaties zal men de a priori verdeling niet exact kennen, doch
wel enig idee hebben over de vorm van de verdeling, dus de klasse waartoe
de verdeling behoort. Men kan dan de in deze paragraal besproken methoden
toepassen, rekening houdende met de ongunstigste situatie die zich in de
betreffende klasse kan voordoen.

5. De omvang van de te nemen steekproef

Bij de methode van De W ol f{ wordt de omvang van de steekproef be-
paald door de totale kosten K van de steekproef te minimaliseren onder de
voorwaarde dat in het ongunstigste geval (alle niet ontdekte fouten maximaal,
evenals de onbetrouwbaarheid) het niet gedekte bedrag behoudens een kans
o een fractie ¢ van het totale bedrag B vormt. Bij de methode van Van He e r-
d e n, zoals deze beschreven is in § 2.2 wordt niet geoptimaliseerd, doch worden
de waarden ¢, en f, in (2.5) min of meer willekeurig gekozen. Uit gegeven
waarden ¢, en f, volgt dan ondubbelzinnig de minimaal vereiste omvang
van de steekproetf. De door Van Heerden in zyn Tabel I opgegeven
waarden zijn niet alle correct. Tabel 5.1 bevat de kleinste gehele waarden van

n, waarvoor aan de ongelijkheid (2.5) voor de biybehorende waarden van ¢,
en f, 1s voldaan.

TABEL 5.1

. | e ' \ 72 ' _ s | .
Kleinste gehele waarden van n, waarvoor aan (1 — @,)" = B, voldaan is voor de opgegeven
waarden van @, en B,.

\M‘B ? - 0.05 0,02 0.01 0,001
Po Tl |
0,05 ‘ 59 ’ 77 90 ‘ 135
0.02 149 194 278 342
001 299 390 459 688
0,001 . 2995 * 3911 4603 , 6905

Heeft men eenmaal een bepaalde omvang van de steekproef gekozen, dan
1s het uiteraard niet alleen van belang te weten hoe groot S is voor een be-
paalde waarde ¢, van ¢, maar dan is men ook geinteresseerd in het verdere
verloop van § als functie van ¢. Voor de meest gebruikte waarde van n, nl.

n = 459 z1n 1n tabel 5.1I de 5’s opgegeven voor enkele karakteristieke waarden
van q.

Teneinde over een methode te beschikken, waarmee n op een meer objec-
tieve wijze bepaald kan worden, gebruikt Van Heerden een methode
die 1 enigszins andere bewoordingen op het volgende neerkomt.
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TABEL 5.11

Waarden van B{(¢,) voor n = 459 en verschillende ¢,

MM

Py Bl

0,001 | 0.63178
0,005 0,10019
0,01 0,00992
0,015 | 0.00097
0,02  0,000094
0,05 - 0,6.10 10

!
”mmmm

Laten de controlekosten ¢ per gecontroleerde eenheid bedragen, dan zijn
de totale controlekosten bij een steekproef van de omvang n gelijk aan ¢ njl}
Er ontstaat schade, wanneer ten onrechte geconcludeerd wordt dat er geen
fouten zijn. Bij een totale fout, gelijk aan een fractie ¢ van het bedrag B is de
kans hierop (I — ¢)". Laat de schade S bij het niet ontdekken van een derse-
lijke fout alleen athankelijk zijn van ¢ en gegeven worden door de fum;tie
S(¢), dan 1s de schadeverwachting bij het nemen van een steekproef van de
omvang n voor een vaste ¢ gelyk aan (1 — ¢)" S(¢). Onderstel verder dat
@ een stochastische grootheid is met een a priori verdelingsfunctie G(g). De

verwachting R van het totale risico, dus van kosten en schadeverwachtingen
tezamen bedraagt dan

R = | (1 — @)* S(¢) dG(¢) + ¢ n. (5.1)

In de meeste gevallen zal G(¢) niet of niet volledig bekend zijn. Men kan
nu, om er zeker van te zyn aan de veilige kant te zitten de zogenaamde n1ini-
maxmethode toepassen. Hierbij gaat men na voor welke verdelingsfunctie G(¢)
de risicoverwachting maximaal 1s, terwyjl vervolgens n zodanig gekozen wordt,
dat dit maximale risico zo klein mogeljk is.

Het maximum van R over alle verdelingsfuncties G(¢) wordt bereikt voor
de verdelingsfunctie I'(p), die een kans 1 geeft aan de waarde ¢y van ¢ waar-
voor (1 — @)" S(¢) maximaal is en een kans O aan alle andere waarden. De
maximale risicoverwachting Rps bedraagt dan

Ry = (1 — @) S(gm) + c n. (5.2)

Wij kiezen nu n zodanig dat Ry als functie van » minimaal is. Van Heer-
d e n stelt: . het ,,nut” van het vinden van een fout bij de accountantscontrole
is (maximaal) gelijk aan het bedrag van die fout”, en kiest derhalve

S(p) = ¢B. (5.3)

1) Daar men bij het aanwijzen van een bepaalde gulden overgaat tot het controleren van
de kleinste eenheid waartoe deze gulden behoort, bedragen de kosten alleen dan precies
¢ n, wanneer alle aangewezen guldens tot verschillende eenheden behoren.

I
tJ
LA
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Bij deze keuze van S(g) is (1 — @)" S(p) maximaal voor qpr = -

1 n B
. ) R — 4 C A.
n+ 1. n —+ 1

De bijbehorende, dus ongunstigste a priori verdeling van ¢ heeft de verdelings-
functie

zodat

Ray — (1 (5.4)

(5.5)

In de appendix wordt aangetoond, dat de gehele waarde n,, van a, welke
R minimaliseert, hetzij gelijk is aan de grootste gehele waarde kleiner of

gelyjk aan
B
v VE
ce

hetzij gelijk aan de kleinste gehele waarde > V.
Wanneer men de steekproefomvang bepaalt door het maximale verlies te
minimaliseren, dus uitgaande van formule (5.6) of, bij benadering van

z (5.7)

3
C e

(3.6)

dan kan men zich weer afvragen, hoe groot de kans § is om een lijst met een
fractie van 0,01 of meer fouten toch goed te keuren.

TABEL 5.I11
Waarden van n,, en 8 voor gegeven verhouding B/c en gegeven ¢,

B @,

c fmol 005 | 001 0,005 | 0001 | 0,0001
100.000 191 | 0,6.10-* | 0,147 0,384 0,826 | 0,981
200.000 271 | 0,9.10-¢ | 0,066 0,257 0,763 0,973
300.000 | 332 [ 04.107 | 0,036 0,189 0,717 | 0,967
400.000 | 383  0,3.10-8 | 0,021 0,147 0,682 | 0,962
500.000 | 428 | 0,3.10-° | 0,014 0,117 0,652 0,958

1.000.000 @ 606 | 0,3.10-* 0,002 0,048 0,545 | 0,941
2.000.000 | 1356 | 0,6.10-3° | 10~ 0,001 0,258 ! 0,873

Tabel 5.III bevat voor een aantal waarden van B/c de bijbehorende waarden
van n,,, £(0,05), £(0,01), 8(0,005), £(0,001) en B(0,0001). Bij de berekening is
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uitgegaan van formule (5.6), waarna de gevonden waarde van V werd afge-

rond naar het dichtst bij gelegen gehele getal; de waarden van f(¢) behoren
bij deze afgeronde waarden.

Men kan zich bij het bepalen van het maximum van de risicoverwachting
ook beperken tot een bepaalde klasse van a priori verdelingen, bijvoorbeeld
tot de klasse van a priori verdelingen, waarbij de kans op ¢ = 0 gelijk 1s aan h,.

De toegelaten verdelingstuncties G(¢) bezitten dan de vorm

ﬂ h, voor ¢ = 0
| (1 — h,) H(g) voor ¢ = 0,

waarin H(gp) weer een verdelingsfunctie is (met H(0) = 0).
De maximale risicoverwachting Rps" bij gegeven n bedraagt dan

Ry’ = (1 —hy) (I — om)* S(gm) + cn, (3.9)
of, als weer ondersteld wordt S(¢) = ¢B |

G(p) = (5.8)

o | . | I \"»"(1—h,)B .
Ry =0—h,)(0—oa)"ouB+cn=1{1-———r ) = 4 cn. (5.10)

n+ 1/ n41

De met (5.6) en (5.7) gelijkwaardige formules volgen dan uit deze formules,
door B te vervangen door (1 — £ ,). B. Zo gaat (5.7) over in

A d AT R EIah Fintd b TL L Lttt T B TR FTICETE I
LI [} Ei
( )
a
0 1
WA 1 TR 0 M L B L 1 — L AEE - ot bl i - o

. (5.11)
C €

?

welke formule overeenkomt met formule (F) van Van Heerden. Tabel
5.1I1 kan men blijjven gebruiken mits men overal B/c vervangt door

(1 S h‘a) B

kel T

C

Analoge transformaties ondergaan de formules, wanneer het door (5.3) ge-
geven verlies met een constante wordt vermenigvuldigd.

6. Conclusies

Aan de methode van D e W o lff zijn verschillende bezwaren verbonden.
In de eerste plaats is het voorwaardelijk opgeven van betrouwbaarheidsinter-
vallen theoretisch gezien onjuist. Dit bezwaar is echter te ondervangen door
een bijzondere, zij het enigszins ongebruikelijke interpretatie van de resultaten.
Praktisch gezien leidt de door de auteur gebruikte formulering in het algemeen
tot te grote marges omdat de onbetrouwbaarheid betrekking heeft op alle
uitspraken en de opgegeven intervallen te breed zin. Bovendien kan men
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Jlleen dan de kosten minimaliseren wanneer de frequentieverdeling van de
posten bekend 1s. Wanneer het geen bezwaar Is, d?_t een fractie % van alle
uitspraken onjuist kan zin en bovendien geen of vrijwel geen a priori infor-
matic omtrent de onbekende fractie aanwezig is, dan kunnen er situaties be-
staan. waarin de methode met de gewijzigde interpretatie met vrucht kan
worden toegepast; vergelijk [4].

Van Heerden concentreert de aandacht op de fout van de tweede
soort. dus op het ten onrechte accepteren van populaties met een bepaalde
fractie fouten. Dit leidt tot uitspraken, die in situaties, zoals deze bij accoun-
tantscontroles meestal voorkomen, zeer bevredigend zijn.

De formulering van Van Heerden is echter niet overal geheel juist,
doch de methode ondervindt daarvan geen schade (vgl. [3], blz. 464). Het
belangrijkste bezwaar dat tegen zijn methode kan worden aangevoerd is een
praktisch bezwaar, nl. dat er situaties bestaan, waarin het bijzonder moellyjk
kan zijn om de aselect aangewezen guldens op te zoeken. Een bijkomend
voordeel van de methode is dat behalve fouten in posten ook fouten in op-
tellingen en transporten worden gecontroleerd.

De door Van Heerden aangegeven methode om de steekproefomvang
n op een meer objectieve wijze te bepalen is een interessante toepassing van
de minimaxmethode, die in tegenstelling tot de meeste toepassingen op ,,sta-
tistische spelen™ niet tot een onbruikbaar pessimistische strategie leidt.

De vergelyking van beide methoden 1s echter met de boven gegeven con-
clusies niet volledig. Immers ook bij de methode van De W ol ff kan men
zijn aandacht richten op de fout van de tweede soort en dan nagaan bij welke
van de twee methoden deze het grootst is. Eenvoudigheidshalve onderstellen w1
dat de grote posten allemaal gecontroleerd worden en dat een steekproef van
de omvang n wordt genomen uit de posten van een bedrag = x,. Bij de methode
van D e Wo lff wordt de steekproef bepaald door aselect posten te kiezen en
b1} de methode van Van Heerden door dit te doen met guldens. In beide
gevallen worden posten gecontroleerd.

Is de fractie niet gedekte guldens weer @, dan is'de kans op een fout van
de tweede soort gelijk aan de kans geen enkele van de @B ongedekte guldens
in de steekproef aan te treffen. Deze kans hangt af van de frequentieverdeling
}r’a‘nde posten en van de wijze waarop de fouten zijn gemaakt, bv. hoofdzakelijk
In de grote posten of grotendeels in de kleine, door volledig ongedekte posten
Gp.tf: schrijven of door posten te hoog op te geven. Daar hierover a priori
weinig te zeggen valt, kan men de vergelijking beter maken door de ongunstig-

ste situaties die voor beide methoden op kunnen treden, met elkaar te verge-
lijken. " '

De ongunstigste situaties ontstaan wanneer bij een gegeven totale fout van
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@B guldens, de kans op het aanwijzen van een foute post zo klein mogelijk
is. Bij de methode van De W o 1ff is dit het geval wanneer het niet gedekte

bedrag @B zit in posten van de grootst mogelijke waarde en deze posten ge-

. .. @B ,
heel ongedekt zijn. Er zijn dan — ongedekte posten en bij een totaal aantal

X
. ' B
van N posten 1s de kans dat een aangewezen post ongedekt 1s dus il De

x N
ongunstigste situatie voor de methode van Van H e e r d e n ontstaat, wanneer
iedere post hetzij volledig gedekt is, hetzij in het geheel niet. Men trekt er dan
geen profljt van dat behalve de aangewezen gulden ook de andere tot de be-
treffende post behorende guldens gecontroleerd worden. De kans op het vinden
van een fout bij het aanwijzen van een gulden is dus o.

In de ongunstigste situatie loopt men bij de methode van Van Heerden

minder risico dan bij die van De W ol ff, wanneer geldt ¢ > 7 , of, met

B x N

Y = X, wanneer x, > X. Afgezien van het geval, waarin alle posten x, bedragen

1s de ongunstigste situatie voor de methode van Van Hee rd e n dus altijd
minder riskant dan de ongunstigste situatie voor de methode van De W o 1 f.
Hierbij moet wel opgemerkt worden dat de extreme situatie bij Van Hee r-
d en in meer gevallen optreedt dan de extreme situatie byy D e Wolff.
Maakt men de situatie minder extreem voor de methode van De Wolff
door nog wel uit te gaan van volledig foute en geheel juiste posten, maar

toe te laten dat er foute posten << x, z1jn, dan 1s de kans een foute post aan te

B
__(P-m-w—f, waarin X¥p de gemiddelde waarde van de
Xp N

niet gedekte posten is. Voor de methode van Van H e e rd e n bljft de situ-
atie extreem en dus is de kans op een fout van de tweede soort bij deze methode

4,

wijzen gemiddeld gelyjk aan

B
kleiner dan bij de methode van De Wolff, wanneer geldt ¢ > _?9 N’ of
k _’)CF

B . .
¥p >— = %. Met andere woorden: het aselect aanwijzen van posten geeft in

N
deze situatie gemiddeld een grotere kans een totaalfout @B te ontdekken dan
het aselect aanwijzen van guldens, wanneer de gemiddelde waarde van de niet
gedekte posten kleiner is dan de gemiddelde waarde van alle geboekte posten.
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(A.1)

3

minimaliseert. o
De gezochte waarde #n,, moet voldoen aan de ongeljjkheden

1., 2 n, -+ 2 H n, + 1 n, + 1

[

V

B / 1\ B ﬁ
e (1 I ) , — = 0. (A.3)
fh 1, n

' I \* 1 N
RBeschouwt men r, == ( ] — — als de nee term van een Irij, dan

n+ 1/ n -+ 1
kan voor (A.1) en (A.2) respectievelijk geschreven worden

|
|
A

(A.4)

C
n [’"- mt1l == E

CIk

ne — 1 — 1, = —. (A.5)

De rij t, 1s een dalende ri1j, waarvan de verschillen bij toenemende n kleiner

worden. De waarde n,, van »n is dus die waarde, waarvoor L o
. C . C

nog juist == 5 sent,, —1, ;= 3

Wi maken gebruik van de volgende twee eigenschappen:

1 l‘,n 7

1 7 1
(1 n) = voor n — o (A.6)
I, e

N
i

1 N1 1
(1 E— %) «], - VOOr n — 0. (A.7)

n e
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Door toepassing van (A.6) blijkt

n-4+1 E

ey

1 \**t 1 1 \*+2 1 | 1 \"*2/1 1 |
n—+1 7 n--2 n+1 "\ nt2 n n-+1 en(n+1)

(A.3)

In verband met (A.4) beschouwen wij nu de vergelijking

1 C
eV(V+1) B’

die als oplossing voor V heeft

v=VE L
C e

Volgens (A.4) en (A.8) is dus voor iedere gehele waarde #n = V aan (A.2)

voldaan. Wegens (A.3) moet n,, dus een geheel getal < [V] zijn, waarin [V]
het kleinste gehele getal = V is. Door toepassing van (A.7) blijkt

(1 1_)“"‘"“1 1 (1 . 1 )*” 1 >(1 1 )”(1 ] ) 1 A Q
~ n/ n n-+1 .n—}-l n-+1 " n+1@ >en(rz—|—wi"5'( )

Voor iedere gehele waarde = V is dus aan (A.3) voldaan, d.w.z. voor elke
gehele waarde = [V — 1]. Samen met (A.2) volgt hieruit n,, = [V — 1].

De gezochte waarde 1s dus ofwel [V], ofwel [V — 1] en wordt gevonden door

B

ce
waarden van V, 1ets groter of iets kleiner dan een geheel getal, wordt het
minimum voor het dichtstbijgelegen gehele getal bereikt. Bij andere waarden,
afhankelyk van B en ¢, behoeft dit niet te gelden. De verschillen zijn echter
voor relevante waarden van n dermate klein, dat men bij afronden naar het

dichtstbijgelegen getal in de praktyjk hoogstens een te verwaarlozen fout kan
maken.

+ 1 — & hetzij naar boven, hetzij naar beneden af te ronden. Voor
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