AFDELING MATHEMATISCHE STATISTIEK SD 114/78 - AUGUSTUS

C. VAN PUTTEN & |. VAN DER TWEEL

KANSMODELLEN BlJ MECHANISCHE VERWERKING
VAN BANKBILJETTEN




Prunted at the Mathematical Centre, 49, Z2e¢ Boethaavestraat, Amsitesrdam.

The Mathematical Centre, founded the 11-th of February 1946, is a non-
pro fAL anstitution aiming at the promotion of pwre mathematics and Lts
applications. It 48 sponsored by the Netherlands Govermment through zthe
Netnerlands Onganization fon the Advancement of Pure Research (Z.W.0).



%)

Kansmodellen bij mechanische verwerking van bankbiljetten
door

C. van Putten & I. van der Tweei

SAMENVATT ING

Als vervolg op een in de jaren 1967 en 1968 verricht en in het rapport
S388 van het Mathematisch Centrum beschreven onderzoek, wordt de invloed
van de bewaartijd van bankbiljetten op detectiekansen in verschillende si-
tuaties bestudeerd. Met behulp van het thans grotere aantal waarnemingen

wordt een nieuw mathematisch model voor de dagontvangsten ontworpen.

TREFWOORDEN: autoregressieve processen, simulatie.
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Een onderzoek van detectiekansen van nagemaakte bankbiljetten bij mecha-
nische verwerking, in opdracht van DE NEDERLANDSCHE BANK N.V.
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1. INLEIDING

Dit verslag geeft een overzicht van een onderzoek dat kan worden be-
schouwd als vervolg op een gedurende de jaren 1967 en 1968 verricht onder-
zoek naar detectiekansen van nagemaakte bankbiljetten bij mechanische ver-

werking, waarvan een beschrijving wordt gegeven in het rapport S388 wvan

het Mathematisch Centrum (in het vervolg kortweg aangegeven door S388) en
de brieven d.d. 6-2-1068 en 16-12-1968 van het Mathematisch Centrum aan
Ne Nederlandsche Bank N.V..

Het rapport en de brieven vormen het uitgangspunt van het huidige on-
derzoek; voor in het volgende niet gedefinieerde begrippen en notaties
wordt dan ook hiernaar verwezen.

In paragraaf 2 is de probleemstelling van 8588 overgenomen.

Het doel 1s, evenals vroeger, het bestuderen van detectiekansen onder
ulteenlopende omstandigheden, vooral als functie van het aantal bewaarda-
gen van door de Bank ontvangen biljetten (notatie van dit aantal: bw). Het
waarnemingsmateriaal is echter thans uitgebreider, aangezien nu ook de dag-
totalen van de ontvangsten beschikbaar zijn i.p.v. alleen de weektotalen.
Met behulp hiervan wordt in paragraaf 3 een nieuw mathematisch model wvoor
de dagontvangsten ontwikkeld.

In twee sterk vereenvoudigde situaties wordt geprobeerd een indruk te
krijgen van eigenschappen van detectiekansen; in de eerste situatie worden
deze kansen vangstkansen genoemd, in de tweede situatie spreken we over
‘alarmkansen . Een nauwkeurige beschrijving is te vinden in de paragrafen
4, 5 en 6. Aangezien een directe berekening van de detectiekansen op grond
van de structuur en de parameters van het model voor de dagontvangsten in-
gewikkeld is, wordt, evenals in S388, een methode gevolgd waarbij deze kan-
sen ten dele worden berekend en ten dele worden gesimuleerd.

In paragraaf 7 worden de modelveronderstellingen samengevat'waaronder
de ontworpen modellen een afspiegeling zouden kunnen zijn van de werkelijk-
heid.

Vergelijking van hier bepaalde detectiekansen met vroegere resultaten
1s niet zonder meer mogelijk, omdat deze zijn verkregen in niet geheel ge-—

l1jke situaties. Paragraaf 8 geeft enige verschilpunten aan.



De numerieke resultaten van de statistische analyse van de dagont-—
vangsten en het simulatieonderzoek van de detectiekansen zijn samengevat
1n paragraaf 9.

Appendix 1 bevat een korte statistische beschouwing over het auto-—

regressieve proces.

Tenslotte zijn de gebruikte computerprogramma's te vinden in appen-
dix 2.

2. DE PROBLEEMSTELLING

In de diverse kantoren van de Nederlandsche Bank komen dagelijks hon-
derdduizenden bankbiljetten over de balie binnen. Bij de mechanische ver-—

werking van deze stroom leest een optisch leesapparaat van elk binnenko-

mend biljet het nummer. Alle nummers van binnenkomende biljetten worden
op een journaalband opgeborgen. Bovendien wordt een volledige lijst bij-
gehouden van alle nummers van afgekeurde biljetten.

Alle zojuist mechanisch verwerkte biljetten worden in een kluis een
aantal dagen bewaard. Dit aantal bewaardagen, bw, wordt tevoren door de
Bank vastgesteld (op dit moment 10 dagen). Uiteraard bepaalt de beschik-

bare kluisruimte een bovengrens voor bw. Maar zoals wij zullen zien leidt

een te lage keuze van bw tot een onvoldoende mogelijkheid om falsificaten

te ontdekken.

Wanneer de biljetten niet op het ocog op echtheid worden bekeken,
kunnen wij voor de detectie van falsificaten bij mechanische verwerking
drie mogelijkheden onderscheiden:

a) Het falsificaat draagt een nummer dat (nog) nimmer is gébrﬁikt;de com-
' puter geeft een waarschuwingssignaal en noteert het nummer, waarna het -
bijbehorende biljet uit de ingelezen en gebundelde stapels kan worden

teruggezocht.
b) Het falsificaat draagt een nummer dat ooit gebruikt is maar behoort tot
J ~een reeds wegens veroudering afgekeurd biljet: de computer handelt zo-

als bij a).



c) Het falsificaat draagt een nummer dat tevens staat op een nog in de cir-

culatie aanwezig biljet: omdat elke‘journaalband vergeleken wordt met de
bw voorafgaande banden, wordt in dit geval alleen alarm geslagen als dit
bijbehorende echte biljet op dezelfde dag, in de laatste bw voorafgaan-

de dagen of 1n de eerste bw volgende dagen over de balie binnenkomt. Men
kan dan beide biljetten opzoeken en vergelijken. Het recherchewerk wordt

vereenvoudigd als van elke verwerkte bundel geboekt is, wanneer en door

wie deze ingeleverd is.

In dit verslag worden schattingen besproken van de detectiekansen vol-

gens mogelijkheid c). Het is nogal plausibel dat op falsificaten veelal be-

staande numn

lers worden aangebracht. In elk geval willen wij met deze onguns-
tigste mogelijkheid rekening houden, zolang over de motieven van nummerkeu-—

ze niets bekend is. Eventuele snellere detectie via a) en b) is dan een mee-—

valler.

3. EEN MATHEMATISCH MODEL VOOR DE DAGONTVANGSTEN

Wanneer we voor de dagontvangsten een wiskundig model willen opstellen,
zoeken we enerzijds naar een model dat de gegeven waarnemingen zo goed moge-
l1jk benadert, maar anderzijds een zo groot mogelijke eenvoud vertoont. B1]
gebrek aan gegevens over eventuele factoren die de dagontvangsten beinvloe-

den of eventuele wetten waaraan zij voldoen, vormen de tabellen van de dag-—

ontvangsten en de circulatie van het jaar 1976 (vrijwel) de enige bronnen
van informatie.

Om het model zo eenvoudig mogelijk te houden, zal worden gestreefd
naar zo welnig mogelijk parameters. Gelet op het aantal beschikbare waar-
nemingen 1s een groot aantal parameters toch nauwelijks aanvaardbaar.

Laten we als uitgangspunt nemen het rapport S388 en de in de inlei-
ding genoemde brieven en trachten m.b.v. het grotere aantal waarnemingen
dat thans beschikbaar 1s het daarin opgestelde model aan te passen en zo
mogelijk te verfijnen.

' Om de invloed van een varierende circulatie ult te schakelen, maken

we de modelveronderstelling:



 model

Ml: Voor de te berekenen grootheden zijn dagontvangsten en cirvéulatie niet

elk afzonderlijk van belang, doch slechts de dagfractie, d.w.z. de dag-

ontvangsten als fractie van de totale circulatie.

Een gevolg hiervan is, dat situaties waarin de circulatie verschillend 1S,

maar de dagfracties gelijk zijn, zullen worden weergegeven door hetzelfde

model.

We beginnen met de modelvorming van de coupure f 100. Bij een eerste

beschouwing van de waarnemingen, de dagfracties van het jaar 1976, valt op

overeenkomstige dagen van de weken (d.w.z. tussen maandagen onderling enz.) .
Op deze wijze vormde zich de gedachte dat een vast weekpatroon met zekere
toegelaten variatie misschien een redelijk model zou kunnen zijn. Om dit

eventueel op te sporen, werd verder gewerkt met een gereduceerd bestand,

waaruilt de onvolledige weken (weken, bestaande uit minder dan 5 werkdagen)

zijn weggelaten. Zodoende bleven er 47 weken over.

Pogingen om een (vrijwel) constante verhouding te vinden tussen de

dagfracties van de dagen van

de week of lineaire combinaties daarvan lever-—

den geen bevredigend resultaat.

De correlatiematrix tussen de dagen van de week laat een positieve
samenhang zien, zoals in rapport S388 reeds werd aangenomen. (Tabel 1 geeft
de correlatiematrix tussen de dagfracties, ) J

Het staafdiagram van het quotiént van het weektotaal en de circulatie
toont dat de weekfracties zeker niet constant zijn (het suggereert dat we-—
ken aan het eind van de maand een lager niveau hebben), zodat de gevonden
positieve correlaties misschien mede hierdoor worden veroorzaakt (figuur 1).
Dit laatste vermoeden wordt versterkt door de correlatiematrix tussen de
dagen van de week, als een aantal weken aan het einde van de maand wordt
weggelaten (tabel 2). Wanneer echter het gemiddelde niveau van deze weken

door vermenigvuldiging met een constante verhoogd wordt tot dat van de ove-

&

rige

eken, bllet de correlatlematr1X'weer'meer op de oorsPronkelljke te

“n-('abel 3), zodat'we de structuren*v&n'belde soorten weken vermoede-
l1jk niet zonder meer gelijk mogen veronderstellen. Ter vergelijking geeft

- tabel 4 de theoretische correlatiematrix voor het in rapport S$388 opgestelde




Men zou nu de modelvorming op verschillende manieren kunnen voortzet-

ten. Twee mogelijkheden zijn:

A: Een jaar wordt geacht te zijn opgebouwd uit onafhankelijke en gelijkge-

structureerde periodes van vier weken. Deze vier weken zijn onderling on-—

afhankelijk en hun niveau's worden bepaald door niveau's van overeenkoms-—

tige weken van het jaar 1976. Binnen elke week wordt de samenhang van de

dagen geschat/bepaald door de steekproefcovariantiematrix voor het jaar

1976. Voor het wiskundig gemak zouden we voor de simultane verdeling van

de dagen van de week D.V. een uecerdimensionale normale verdeling kunnen

nemen. Het 1s wel mogelijk om te onderzoeken of een 5-dimensionale nor-

male verdeling een redelijk model 1s, maar duidelijke uitspraken hierom-
trent zijn bij zo'n vijftigtal waarnemingen nauwelijks te verwachten.

Nadelen van deze opbouw zijn het grote aantal parameters en een aan-

tal moeilijk te verifieren modelveronderstellingen.

B: De dagfracties van 1976 worden opgevat als een tijdreeks. Gezien de
autocorrelaties en momenten, lijkt het zonder meer niet zinvol om aan

direct b.v. een autoregressief proces aan te passen (ta-

de dagfracties

bellen 5 en 6). Het is bovendien niet duidelijk of vrijdag en maandag

als opeenvolgende dagen moeten worden beschouwd.

Men zou nu eerst een aantal, deterministisch veronderstelde, effecten
kunnen schatten, zoals b.v. een ''maandag—effect', een "week—-effect', enz.,
en dan vervolgens op de residuen (d.w.z. de waarnemingen verminderd met
een schatting van de bijbehorende effecten, eventueel nog gestandaardi-

seerd) technieken uit de tijdreeksanalyse kunnen toepassen.
Een nadeel van deze methode is, dat men niet weet hoe te beslissen

welke effecten in aanmerking moeten worden genomen; een voordeel 1is

echter de algemenere toepasbaarheid b.v. ook op andere coupures en uit-

9

giften 1.p.v. ontvangsten.

Gezien het sterke ad hoc karakter van A en de grotere algemeenheid

van B, kiezen we voor de tweede methode.

Voordat deze echter wordt toegepast, lijkt het nuttig zich te realise-

ren welke functie het te construeren model heeft. Voor het bepalen van de-.



tectiekansen blijken de dagfracties van een aantal achtereenvolgende dagen
nodig te zijn. Een model zal zodoende dagfracties moeten simuleren waarvan

de belangrijkste eigenschappen overeenstemmen met die van de waargenomen

fracties. Als zulke belangrijke eigenschappen kunnen worden beschouwd o.a.
het gemiddelde en de spreiding per dag en de samenhang van de dagen onder-
ling. Als model komt een stochastisch proces in aanmerking, waarbij men
zich een abstract mechanisme kan voorstellen dat op achtereenvolgende tijd-
stippen (in ons geval dagen) steeds een waarde genereert die kan worden op-
gevat als resultaat verkregen door een loting m.b.v. een of andere kansver-—
deling. Deze uitkomsten kunnen onderling afhankelijk zijn, zodat b.v. een
hoge waarde op een zeker tijdstip waarschijnlijk ook een hoge waarde op een
volgend tijdstip tot gevolg heeft. De aard van de samenhang beinvloedt de
keuze van een geschikt stochastisch proces. Als een waarde van een bepaalde
dagfractie slechts invloed heeft gedurende een periode van eindige lengte
en daarna niet meer, kan eventueel een zgn. "moving average"-proces worden
gebruikt; is deze invloed echter langer zodat hij ook na lange tijd, zij
het misschien in geringe mate, toch nog aanwezig is, dan kan eventueel een
zgn. autoregresstef proces worden aangepast. Ook een combinatie van beide
1s echter mogelijk.

We kiezen voor een autoregressief proces om redenen van aannemelijk-

heid en wiskundige eenvoud en gaan na of op deze manier een bevredigend mo-

del kan worden gevormd.

De vrijdag van een week en de maandag van de daaropvolgende week zul-

len als opeenvolgende dagen worden beschouwd.

Een autoregressief proces heeft de eigenschap dat elke gegenereerde
waarde (lees: dagfractie) afkomstig is uit dezelfde, zgn. marginale, kans-—
verdeling. Bij inspectie van de waarmemingen van het jaar 1976nlijkt dit
geen redelijke veronderstelling.

Bepaling van eerste en tweede momenten, berekend over overeenkomstige

dagen van de week, leidt tot:



dagtotaal/

circulatie gem. . std.afﬁ;
maandag 0,01205 0,00166
dinsdag 0,01520 0,0018]1
woensdag = 0,00615 0,00108
donderdag 0,00397 0,00082
vrijdag 0,00416 0,00116

(N.B. Dit betreft coupure f 100)

Verminderen we elke dagfractie met het bijbehorende gemiddelde en de-
len we door de bijbehorende standaardafwijking, dan spreken we van gestan-—
daardiseerde dagfracties. Voor het invoeren van een autoregressief proces

formuleren we nog drie modelveronderstellingen.

M2: Dagfracties van overeenkomstige dagen van de week (d.w.z. alle maanda-

gen enz.) worden geacht afkomsﬁig te z1gn urt dezelfde kansverdeling.

Dit betekent dat geen "week-effect' in het model zal worden opgenomen; dit

vooral om het aantal modelparameters te beperken.

M3: Alle gestandaardiseerde dagfracties worden geacht afkomstig te 31jn

urt dezelfde kansverdeling.

M4: In de loop der tijd verandert de onderlinge samenhang van de dagfrac—

ties niet.

‘Onder M2, M3 en M4 kan men proberen aan de gestandaardiseerde dagfracties
een autoregressief proces aan te passen. Hiertoe worden allereerst enige

autocorrelaties bepaald. (Autocorrelaties zijn een maat voor onderlinge

samenhang. )

autocorrelaties van gestand. dagfracties

twee opeenvolgende dagen 0,6230
één tussenliggende dag 00,4106
twee tussenliggende dagen 0,2456
drie tussenliggende dagen 0,2000

vier tussenliggende dagen 0,1132



Z1] 1in het 'Odel.En de gestandaardiseerde dagfractie van de n-de dag

(een waargenomen gestandaardiseerde dagfractie un'wordt in het model ge-

acht een realisatie te zijn van de stochastische*variabele_gn),'waarbij de

werkdagen opeenvolgend zijn genummerd, dan luidt het model voor het een-

voudligste autoregressieve proces

u = a.,u + e n =1,2,...
— -1 —n ( > )>

L & @ , g » o &
waarbi j u.—y en e ongecorreleerd zijn, evenals de e 's onderling. Dit is

een zgn. eerste orde proces met parameter a, . a, 1s 1n het model gelijk
aan de (theoretische) autocorrelatie tussen twee opeenvolgende dagen en
kan worden geschat door de uit de waarnemingen bepaalde waarde 0,6230.

Invullen van deze schatting geeft de volgende theoretische autocorrelaties.

autocorrelaties in het model met 1 par.

twee opeenvolgende dagen 0,6230
€én tussenliggende dag 0,3881
twee tussenliggende dagen 0,2418
drie tussenliggende dagen ‘ 0,1506
vier tussenliggende dagen 0,0939
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u = a.u + -+

1=n-1 = 2285-2 7 &y (n
waarbij (Eh&l’=2n~2) en e ongecorreleerd z1jn, evenals de.in's onderling.
De autocorrelaties in het model zijn hier functies van a, en a,. Door ge-
lijkstelling van de eerste twee uit de waarnemingen bepaalde en de eerste

&
.

twee theoretische autocorrelaties kunnen SChattlngen'worden'bepaald VOOor




schattingen
0,6001
0,0367

2

29

In een model met deze schattingen als parameterwaarden voor a, en a, gelden

de volgende autocorrelaties:

autocorrelaties in het model met 2 par.

twee opeenvolgende dagen 0,6230
één tussenliggende dag - 0,4106
twee tussenliggende dagen 0,2693
drie tussenliggende dagen 0,1767
vier tussenliggende dagen 0,1159

De door dit model gegenereerde samenhang tussen de dagen vertoont een rede-—

lijke overeenstemming met die van de waarnemingen.

Tot nu toe werd alleen de coupure f 100 beschouwd; wanneer men ook

voor de overige coupures (Ff 1000, f 25, f 10, £ 5) op dezelfde wijze een

model aanpast, vindt men de volgende schattingen voor de parameters a. en

I
a, van het tweede orde autoregressieve proces:

coupure f 1000 f 100 £ 25 f 10 f 5
a, 0,3364 0,6001 0,4340 0,5376 0,3592
a, 0,2534 0,0367 00,0474 10,0759 0,2185

Met behulp hiervan kunnen autocorrelaties van gestandaardiseerde dagfrac-—

ties van verschillende dagen 1n het model worden berekend (vgl. tabel 8):

coupure £ 1000 f 100 f 25 f 10 f 5

twee opeenvolgende dagen 0,4505 0,6230 0,4556 0,5818 0,4596
één tussenliggende dag 0,4049 0,4106 0,2451 0,3887 0,3836
twee tussenliggende dagen 0,2503 0,2693 0,1280 0,2531 00,2382
drie tussenliggende dagen 0,1868 0,1767 0,0671 0,1656 0,1694

vier tussenliggende dagen 0,1263 0,1159 0,0352 0,1082 0,1129
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De vraag die nu zou kunnen rijzen is, of deze modellen met tweede or-
de autoregressieve processen in voldoende mate de essentiéle eigenschappen

van de beschouwde situatie weergeven. Zou b.v. een autoregressief proces

van een andere orde geen betere afspiegeling van de werkelijkheid zijn?

Het model voor een k—de orde autoregressief proces met parameters

815 s a 1is

k
- 9 @ B + . — e o 6
(%) u au .+ au .t e (n 1,2, )
waarbi j (il_n__l 5o e ’E—n--k) en e ongecorreleerd zijn, evenals de En's onderling.

Wanneer nu a, (in absolute waarde) klein is t.o.v. de overige parame-
ters, dan zal de term a v welnlg invloed hebben in (*) en zou men kunnen
overwegen om met een (k-1)-ste orde proces te volstaan. Omgekeerd zou men
zich bij de coupure f 1000 af kunnen vragen of een aanpassing van b.v. het
derde orde proces niet zou kunnen leiden tot een waarde van a, die niet
klein is t.o.v. a, en a, en men zodoende beter een derde orde proces zou

kunnen beschouwen.

Nu kan men processen van steeds hoger wordende orde aan gaan passen en
de grootte van de parameters gaan onderzoeken. Dit zou echter rekentechnisch
zeer bewerkelijk zijn. Oppervlakkig gezien lijkt (%) echter op een regressie-
vergelijking en dit geeft een aanknopingspunt om een methode te vinden die
een i1ndruk geeft van. de grootte van parameters van hogere orde processen.
De schattingen van Qs eessdy uit de regressieanalyse blijken namelijk in
belangrijke mate overeen te komen met de in het bovenstaande gebruikte tech-
niek van gelijkstelling van de eerste k uit waarnemingen berekende en de
eerste k theoretisch bepaalde autocorrelaties*) .

Ook al lijken de schattingen in beide situaties op elkaar, de doel-
stellingen zijn verschillend, in de regressieanalyse worden d15eeesd 2ZO-
danig geschat dat de (residuele) variantie van de _g_n's zo klein mogelijk 1is,
in onze situatie zou men Ayseeesd ZO willen schatten dat de (residuele)
autocorrelaties van de _e_n's zo klein mogelijk zijn.

De berekeningen van de regressieanalyse z1]n veel eenvoudiger uit te
voeren, aangezlen hiervoor uitgebreide computerprogrammatuur beschik-
" baa—r i-S '3
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Hieruit kunnen we een tweede, heuristisch kriterium afleiden voor de
keuze van de orde van het proces. Voor een aantal processen van verschillen—
de orde schatten we m.b.v. regressieanalyse de parameters, berekenen de re-

siduen en kiezen vervolgens die orde waarbi] de residuele autocorrelaties

het kleinst zijn.

Deze procedure 1s toegepast op alle coupures en de resultaten ervan
zl1]n samengevat in de tabellen 9 t/m 13. Op grond hiervan kiezen we voor

de coupures f 1000, f 100, f 25, f 10, f 5 respectievelijk de ordes 4, 1,
2, 2, 3.

De uit de regressieanalyse gevonden schattingen voor de parameters kun-
nen nog lets worden verbeterd door hen te vervangen door schattingen verkre-

gen door de in het voorgaande beschreven gelijkstelling van theoretische en

praktische autocorrelaties. De aldus verkregen schattingen zijn:

schattingen uit regressie

coupure f 1000 £ 100 f 25 f 10 f 3
a, 0,3648 0,640 0,4334 0,5289 00,3194
a, 0,3246 0,0590 0,1049 00,2227
a, -0,1286 0,0653
a, -0,0134

schattingen door gelijkstelling

coupure f 1000 F 100 f 25 f 10 f 5
a, 0,3727 0,6230 00,4340 00,5376 0,3446
a, 0,3032 00,0474 0,0759 0,1946
2, -0, 1442 0,0667
a, -0,0032



De nu geformuleerde modellen zijn echter nog niet geschikt voor het uit-
voeren van simulaties in de praktijk. Daartoe dienen zi] verder gespecifi-
ceerd te worden. Allereerst dient een geschikte kansverdeling gevonden te
worden waaruit de m.b.v. de waarnemingen gevonden residuen e afkomstig
zouden kunnen zijn. In de figuren 2 t/m 6 zijn de residuen uitgezet op nor-
maal waarschijnlijkheidspapier. Een normale verdeling lijkt niet onredelijk.
Voor de gestandaardiseerde dagfracties is hetzelfde gedaan in de figuren 7

t/m 11. Ook hier zou een normale verdeling kunnen voldoen.

Een praktische simulatie van dagfracties kan nu als volgt worden ge-
schetst. Z1j k de orde van het gekozen autoregressieve proces. (uo, c oo ’ul--k) ‘
wordt bepaald als resultaat van één trekking uit een k-dimensionale norma-
le verdeling met verwachtingsvector O en een covariantiematrix die de ge-

wenste samenhang tussen de componenten van (uO, cee sl bewerkstelligt.

, lnk)'
Onafhankelijk hiervan wordt een rij €15€55. gegenereerd als ultkomsten wvan
onafhankelijke trekkingen uit een normale verdeling met verwachting 0 en een
door de structuur van het autoregressieve proces voorgeschreven variantie.
Overeenkomstig relatie (%) van pagina 10 worden hileruit successieveliljk

U sUys oo bepaald. Deze worden geinterpreteerd als gestandaardiseerde dag-
fracties, waaruit m.b.v. de geschatte daggemiddelden en dagstandaardafwijkin-

gen simulaties voor dagfracties worden berekend. Enige statistische details

van de gang van zaken zijn opgenomen in appendix 1.

Tenslotte kan nog worden opgemerkt dat, gezien de exploratieve wijze
waarop de modelvorming is verricht, het weinig zinvol 1ijkt de uiteindelijk
gevonden modellen op significantie te toetsen, waarbij het bovendien ondui-

delijk i1s hoe men "significantie" zou moeten interpreteren.

4. DETECTIEKANSEN

In het verleden zijn verschillende situaties naar voren gekomen waarin
vangstkansen kunnen worden berekend. Om tot een duidelijke bepaling te ko-

men van de meest gewenste situatie, volgt een schets van een aantal van hen.
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Situatie 1:

Dit is de situatie zoals beschreven in rapport S388. Het aantal bewaardagen,

bw, 1s van tevoren vastgesteld en constant. Op dag | wordt een aantal falsi-

ficaten in omloop gebracht. Het is mogelijk dat met falsificaten corresponde-
rende echte biljetten zich reeds in de kluils bevinden. Op dag 1 wordt m.b.v.

een binomiale verdeling met geschikte parameters geloot hoeveel falsificaten

er met de 1—de dagfractie, P bij de bank zullen binnenkomen en wordt de
(vangst)kans berekend dat, gegeven dit aantal, op dag i voor het eerst mins-
tens eén falsificaat wordt ontdekt. Deze kans kan b.v. de eerste dagen ge-

l1jk zijn aan nul omdat er nog geen falsificaten zijn ontvangen.

Situatie 2: ‘

In de brief d.d. 6-2-1968 wordt de situatie beschreven waarin op dag O het
eerste falsificaat arriveert, nadat de falsificaten op een willekeurige
eerdere dag in omloop zijn gebracht. Op dag O bevinden zich alle bijbeho-
rende echte biljetten in de uitstaande circulatie. Deze eis 1s noodzake-
l1jk aangezien wordt verondersteld dat het aantal bewaardagen nu niet meer
vast 1s, maar groter is dan elk te beschouwen aantal dagen. Op dezelfde

manier als in situatie 1 wordt de (vangst)kans bepaald dat op dag 1 voor

het eerst een falsificaat wordt ontdekt en daaruit de kans dat dit aantal

dagen hoogstens 1 1is.

De situaties 1 en 2 zijn erop gericht om de aanwezigheid van falsifi-
caten in de circulatie te signaleren. De kans op ontdekking van minstens
88n falsificaat wordt bepaald'door het gedrag van het hele pakket in de
circulatie aanwezige falsificaten en bijbehorende echte biljetten. Situa-
tie 1 telt het aantal dagen tot de eerste ontdekking, inclusief die dagen
waarop er al falsificaten in omloop zijn, maar er nog geen zljn ontvangen.
Voor de eigenschappen van het detectiesysteem spelen de dagen vodr binnen-
komst van het eerste falsificaat echter geen rol, zodat deze beter buiten
beschouwing kunnen blijven. De veronderstelling in situatie 2 dat op dag
0 alle bijbehorende echte biljetten zich in de ultstaande circulatie bhe-
vinden, leidt tot een ongewenste onderschatting van de detectiekans.

Deze
beide overwegingen geven aanleiding tot het formuleren van de volgende

situatie.
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Situatie 3:

Dit is in zekere zin een combinatie van de situaties 1 en 2. Het aantal be-
waardagen, bw, is vast; de dagen worden geteld vanaf de binnenkomst van het
eerste falsificaat (we noemen dit dag O) tot de eerste ontdekking van een,
mogelijk ander, falsificaat; op dag O kunnen zich met falsificaten corres—
ponderende echte biljetten reeds in de kluis bevinden. Uitgerekend wordt

weer de kans dat op dag i de eerste ontdekking plaatsvindt.

In situatie 3 is het mogelijk dat op de dag van ontdekking één of

meer niet ontdekte falsificaten al weer zijn uitgegeven. Om de kans op het

ultgeven van falsificaten door de Bank te onderzoeken, kan worden nagegaan
hoe groot de kans is dat één eenmmaal ontvangen falsificaat weer zal worden
uitgegeven, d.w.z. niet zal worden ontdekt gedurende z7jn bewaartijd. Hier
wordt zodoende &&n falsificaat met correspoﬁderend echt biljet beschouwd,

de overige falsificaten zijn voor het bestuderen van deze detectiekans van
geen belang. Ook als dit falsificaat het eerste van meerdere 1s, gaat het
alleen om dit éne falsificaat. Aannemelijk is wel dat de tijd die verstrijkt
tussen het 1in omloop brengen van meerdere falsificaten en de binnenkomst

van het eerste bij de Bank korter zal zijn dan in het geval van één falsifi-

caat, maar dit heeft geen invloed op de zojuist genoemde detectiekans. Voor

het bovenstaande wordt de volgende situatie ingevoerd.

Situatie 4:

Z17 Pj de fractie bankbiljetten van een bepaalde coupure die op dag j door
de Bank wordt ontvangen (waarbij de fractie wordt bepaald t.o.v. de totale

circulatie van die coupure op dag j). Zij verder de O-de dag de dag waarop

er een falsificaat wordt ontvangen.

van de dagen O, 1,...,bw.

Hierbij kan al dan niet rekening worden gehouden met het zgn. "al gezien'-
effect. |

Als varianten van de geschetste situaties kunnen worden beschouwd situ-—

aties met positieve buitenfractie en, indien het aantal b ewaardagen vast is,

situaties met een vertraagde uitgifte.
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De detectiekans van situatie 4 zal de varngstkans worden genoemd en zal wor-
den behandeld 1n paragraaf 5; die van situatie 3 zullen we glarmkans noe-—
men; deze situatlie wordt verder in paragraaf 6 beschouwd. Een vangstkans
1s een getal dat aangeeft de kans dat een bepaald falsificaat, nadat het
eenmaal 1s ontvangen, als zodanig wordt herkend gedurende de tijd dat het
bewaard wordt; een alarmkans echter kan worden opgevat als een rij getallen
zodanig dat het i-de getal in de rij aangeeft de kans dat op de i-de dag
voor het eerst wordt ontdekt dat er falsificaten zijn ontvangen. Beschouwen
we kansen op ontdekking vodor of op de i-de dag (in situatie 3), dan spreken

we over een cunulatireve aqlarmkans.

5. DE VANGSTKANS

De 1n situatie 4 van paragraaf 4 gedefinieerde vangstkans kan ook worden
opgevat als de kans dat het eerste van een rij falsificaten binnen bw dagen

na ontvangst wordt ontdekt. Bij de volgende berekening maken we gebruik wvan

modelveronderstellingen Ml t/m M4 en van

M5: De biljetten overeenkomend met een dagfractie vormen een aselecte steek—

proef uirt de uttstaande circulatie, zodat o.a. elk biliet daarvan dese Lf-
de kans heeft om tot de dagfractie te gaan behoren.

M6: De nummers van falsificaten zign aselect geloot uit alle nwmmers van in

circulatie ztjnde biljetten.

M7: De terugontvangen biljetten worden bw dagen in een kluis bewaard en op
de dag daarna weer aan de uitstaande circulatie toegevoegd. De dag na
de dag van uitgifte is de eerste dag waarop deze bilietten weer terug

kunnen komen bij de Bank. (We zouden hier kunnen spreken van een UTtgTf—

te met een vaste vertraging van één dag.)

5.1. De berekening

Op dag O wordt het falsificaat vergeleken met de biljetten van de fracties
» P_pos1?t°°2P_q> Pg (de biljetten van de fracties Py P liggen

P*bw

nl. op dag O in de kluis) en op dag ] met die van pj (1 =1,...,bw). Verwaar-
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lozen we het "al gezien''-effect, d.w.z. nemen we aan dat elk biljet hoogstens

eén keer met het falsificaat wordt vergeleken, dan is de gevraagde kans ge-
.. bw
11k aan ij_bw,pj.

5.1.1. Het "al gezien' errect

Als op dag 0 een falsificaat wordt ontvangen, dan wordt dit o.a. ver-
geleken met biljetten van fractie P_p.* biljetten die op dag 1 weer in om~
loop worden gebracht en waarvan een gedeelte op dag 2 kan worden terugont-—

- vangen. Dit gedeelte wordt dan opnieuw met het falsificaat vergeleken. In-
dien zich het bijbehorende echte biljet in eerste instantie niet in de
fractie.pmbw,bevindt, zal het zich zodoende in tweede instantie ook niet in
het bovenbedoelde terugontvangen gedeelte bevinden, zodat dit gedeelte voor
het berekenen van de vangstkansen buiten beschouwing dient te blijven. We
kunnen proberen deze situatie in een model weer te geven.

Op dag 1 wordt fractie p ultgegeven, bevinden de fracties p

~bw ~bw+1?° " *PQ

zich in de kluis en wordt fractie P, ontvangen.

dag 1 ~ ontvangst: ip,}
kluis: {po,pml,.tu,p“bw+l}
uitgifte: {p_y .}

uitstaande circulatie: alle overige biljetten

Op dag 2 ontvangt de Bank fractie‘p2 die 1s samengesteld uit een gedeelte af-
komstig van fractiep“bw, zeg r,, en een gedeelte afkomstig uit de overige

ultstaande circulatie, zeg S, -

ontvangst: {p,} (py=r,+s,)
kluis: {pl,...,p”bw+2}
uitgifte: Py’

reeds met povergeleken,

ultstaande circulatie ' {pwbw}

1 - Over ige ui. t.S taa—nde o | - * » o
85 circulatie s alle overige biljetten
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Op dag j (2<]<bw) kan de situatie als volgt worden geschetst.

-

dag j’ > bntvangst: | {pj} " (p , = rJ-l-s,j)

| : J

kluis: . ceosP-
I {P_]""l 3 ’pJ“bW}

uitgifte: :

S | {pjﬂbw“l}
* reeds met p, vergeleken - {p "
: : ' : , . «e+sP_ .. _} voor zover
rj ul tstaande glrculatle j , bw—2” bw

: - - nlet behorend tot {rjml,...,r b
" overige uitstaande: alle biljetten niet behorend

j circulatie
_ tot {pl’pO’pwl""’pﬂbw} of

{Sjﬂl?""SZ}

1

Rekening houdend met het "al gezien''-effect is de vangstkans gelijk aan
bw
S..

1
- . - + *

Volgens de modelveronderstelling M5 geldt dat de fractie bankbiljetten die
op dag ] door de Bank wordt ontvangen een aselecte steekproef is uit de ge-

hele ultstaande circulatie. De sj's kunnen nu m.b.v. een recurrente betrek-

king uit de pj's worden bepaald.
De vangstkans die rekening houdt met het "al gezien' -effect zal de

pessimistische vangstkans worden genoemd, de oorspronkelijke de optimisti-—

sche vangstkans.

5.2. De simulatie

Er is een computerprogramma ontwikkeld dat, op basis van het reeds ge-

formuleerde model voor de dagoﬂtVangsten, bovengenoemde vangstkansen voor

simulaties kan berekenen, gegeven de parameters van het ontvangstmodel, het

aantal bewaardagen en het aantal simulaties (zie appendix 2).

5.3. De resultaten

Enige resultaten voor de coupure f 100 zijn in de tabellen 14 t/m 20
samengevat. Bij een simulatie van de optimistische vangstkansen van 100

series (=simulaties) en 10 bewaardagen b.v. lag volgens tabel 14 &&n vangst-—

kans tussen 0,10 en 0,15 en lagen er 99 tussen 0,15 en 0,20, terwijl het ge-

middelde 0,17 was.
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De uitkomsten van experimenten met 1000 simulaties vertonen goede over-
eenstemming met die met 100 simulaties, zodat verder steeds is volstaan met
100 simulaties per experiment.

Vergelijking van de diverse tabellen doet vermoeden dat de vangstkan-
sen weinig gevoelig zijn voor kleine veranderingen van de barameters van
het model dat de dagfracties gehereert.

Optimistische en pessimistische vangstkansen voor de overige coupures

zl1jn te vinden in de tabellen 21 t/m 28.

5.4, De interpretatie

Tot slot van deze paragraaf nog een opmerking over de interpretatie
van deze vangstkansen. De hier berekende en gesimuleerde vangstkans, zeg
q, i1s de kans dat, onder de aanname van de juistheid van de modelveronder-

stellingen, &én bepaald falsificaat dat op zekere dag door de Bank wordt

ontvangen, gedurende zijn bewaartijd door het beschouwde detectiesysteem
wordt ontdekt. Veronderstel nu b.v. dat gedurende een zekere periode n fal-
sificaten met n verschillende nummers worden ontvangen en dat zij onafhan-
kelijk van elkaar optreden, dan is de kans dat z1] allemaal ontdekt worden

gelijk aan qn. (Als b.v. g = 0,20 en n = 10, dan is ‘qn = 0,0000001024.)

6. DE ALARMKANS

Naast de modelveronderstellingen MI t/m M6 maken we in situatie 3 van

paragraaf 4 ook nog gebruik van.de volgende.

M8: Geen tweetal falsificaten draagt hetzelfde nummer.

M9: Het "al gezien-effect mag worden verwaarloosd.

M7 wordt ook verondersteld, maar dient in zoverre te worden gewijzigd, dat
nu het aantal dagen vertraging weliswaar vast is, maar wel van tevoren kan
worden gekozen. (In de berekening wordt hiervoor een extra parameter inge-—

voerd.)
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6.1. De berekening

Voor de berekening van de alarmkans kan worden verwezen naar paragraaf

Sk
A2 van de appendix van S388 ).

6.2. De simulatie

Voor het simuleren vanwélarmkansen 1s programmatuur ontwikkeld, waar-
van een korte beschrijving volgt.

Het computerprogramma 1s ruwweg opgebouwd ult vier delen. Het eerste
creeert de startsituatie, waaronder begrepen het vullen van de kluis met dag—
fracties en het wachten op het eerste binnenkomende falsificaat (waarna de
dagtelling op O wordt gezet); het tweede genereert nieuwe dagfracties vol-

gens het opgestelde model; het derde loot het aantal binnenkomende falsifi-

caten en het laatste deel berekent de alarmkans.

Een simulatie begint op het moment dat, zeg I falsificaten in omloop
gebracht worden en eindigt op de dag waarop de cumulatieve alarmkans het ni-
veau 1 - B overschrijdt, waarbij B uiteraard tussen O en 1 gekozen dient te
worden.

Behalve n, en 8 kunnen voor een simulatie nog twee parameters worden
ingesteld, nl. het aantal bewaardagen bw en het aantal dagen vertraging bij
de uitgifte, v.

Een experiment bestaat uit N dergelijke simulaties, elk met dezelfde

parameterwaarden.

Z17 qij de cumulatieve alarmkans op de i—-de dag (i20), gegeven de j-
de simulatie (1<j<N) wvan een experiment, dan 1is (qil""’qiN) een steek-
proef van de alarmkans op de i-de dag. De zo gevormde steekproeven worden
verder geanalyseerd en samengevat in een aantal tabellen, waarin onder an-—

dere steekproefgemiddelde, steekproefstandaardafwijking en een overzicht

van de steekproef d.m.v. een klasse—indeling zijn opgenomen. De tabellen

29 en 30 geven hiervan een voorbeeld.

*' o &
)Bij nauwkeurige controle blijkt de formule voor fi op bladzijde A5 (S388)

niet geheel juist te zijn. Deze dient te worden vervangen door

J: ' Pi \is_ tooot Joy
f. = (I-p._, -P._ —...7P.)71 (1'“ e N 1=DW
1 1-bw *1-bw+l 1 \ 1 Pe 17 7P 11

Dezelfde onnauwkeurigheid is ook in de formule van de vijfde regel van bo-
ven van bladzijde A5 geslopen.
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6.3. De resultaten

De tabellen 29 en 30 bevatten de uitkomsten van een experiment bestaan-—
de uit 100 simulaties voor de coupure f 100 met 100 falsificaten en 10 be-
waardagen. Deze resultaten lijken redelijk overeen te stemmen met die van
een soortgelijk experiment bestaande uit 200 simulaties (tabellen 31 en
32). Op grond hiervan werd besléten voor elk volgend experiment te vol-
staan met 100 simulaties.

Het simulatie—onderzoek omvat 75 experimenten, &&n per coupure (fF 1000;
f 100, £ 25, f 10 en f 5), per gekozen aantal bewaardagen (0, 1, 5, 10 en
15) en per gekozen aantal falsificaten (20, 100 en 1000).

Om enig inzicht te verkrijgen in de nauwkeurigheid van de gemiddelden
en standaardafwijkingen van de gesimuleerde alarmkansen, zijn er voor de
coupure f 100 per aantal bewaardagen (5, 10 en 15) en per aantal falsifi-
caten (20, 100 en 1000) bovendien tweede experimenten uitgevoerd. Met be-
hulp van de tabellen 35, 36 en 43 t/m 46 kunnen eerste en tweede experi-—
menten met elkaar worden vergeleken. Opmerkelijk is het relatief grote ver-

schil tussen beide experimenten voor 100 falsificaten en 5 bewaardagen (zie

tabellen 35 en 36), hetgeen tot nog toe niet door een fout kon worden ver-
klaard.

tallen bewaardagen en aantallen falsificaten; de tabellen 34, 36, 38, 40 en

42 hebben betrekking op de situatie na 10 dagen simulatie.

/. DE MODELVERONDERSTELLINGEN
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M4: In de loop der tijd verandert de onderlinge samenhang van de dagfrac-

t1.es ntet.

M5: De biljetten overeenkomend met een dagfractie vormen een aselecte steek-

proef uit de uitstaande circulatie, zodat o.a. elk biljet daarvan de-

selfde kans heeft om tot de dagfractie te gaan behoren.

M6: De nummers van falsificaten zitjn aselect geloot uirt alle nummers van

n eitrculatie zijnde biljetten.

M7: De terugontvangen biljetten worden bw dagen in een kluis bewaard en op
de dag (resp. v dagen) daarna weer aan de uitstaande circulatie toege-—
voegd. De dag na de dag van urtgifte 1s de eerste dag waarop deze bil-

jetten weer terug kunnen komewn bigj de Bank.
MB: Geen tweetal falsificaten draagt hetzel fde nummer.

M9: Het '"al gezien''-effect mag worden verwaarloosd.

8. ENIGE VERSCHILPUNTEN VAN HET MODEL IN 1967, 1968 EN HET THANS GEHANTEER-
DE MODEL

In het volgende zal het i1n rapport S388 wvan het Mathematisch Centrum

ingevoerde model worden aangegeven met MODEL I, het thans ontwikkelde en in

dit rapport beschrevene met MODEL ITI.

1. MODEL TI:

De dagfracties worden bepaald m.b.v. een kansﬁerdeling met twee parameters,

2 : . . : : :
M en o , respectievelijk de verwachting en de variantie van de zgn. '"week-

gemiddelde—dagfractie'. Door u en o worden de verwachtingen, varianties en

covarianties van de dagfracties vastgelegd.

MODEL IT1:

De dagfracties worden bepaald m.b.v. 10 parameters (ul,...,us, Oyse++30c
met . respectievelijk oi de verwachting respectievelijk variantie wvan de
dagfractie van de i-de dag van de week) en de gestandaardiseerde dagfracties
die worden gegenereerd door een autoregressief proces van zekere orde k,
waarvan de k coefficienten en k zeif ook als parameters in het model zijn

opgenomen.
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2. MODEL TI:
Twee dagfracties uit verschillende weken zijn stochastisch onafhankelijk.

MODEL TII:

Dagfracties uit verschillende weken zijn afhankelijk; 1.h.b. worden vrijdag

en de daarop volgende maandag als opeenvolgende dagen beschouwd.

3. MODEL TI:

De onderlinge samenhang van de dagfracties is voor alle coupures gelijk.

MODEL ITI:

De onderlinge samenhang van de dagfracties is afhankelijk van de orde en de

waarden van de parameters van het gekozen autoregressieve proces.

4. MODEL I:

Bij de berekening van de alarmkans is een onjuliste formule gebruikt.

MODEL II:

5. De verschillen van de situaties waarin detectiekansen z1jn berekend, kun-

nen als volgt worden geschetst (vgl. paragraaf 4):

Relevante eigenschappen zijn: |

~A: Op dag | worden falsificaten in omloop gebracht.

B: Op dag O arriveert het eerste falsificaat bij de Bank.

C: Als de simulatie begint kan de kluis de bijbehorende echte biljetten
bevatten.

'D: Als de simulatie begint bevinden zich alle bijbehorende echte biljet-
ten 1n de uitstaande circulatie.

E: De alarmkans wordt berekend.

F: De vangstkans wordt berekend.

: Het aantal bewaardagen is groter dan elk te beschouwen aantal dagen.

HH: Het aantal bewaardagen is vast.

- worden opgemerkt dat G D impliceert en H geimpliceerd word:




Met behulp van deze eigenschappen kunnen de situaties van paragraaf 4

worden gekarakteriseerd zoals in het volgende schema is aangegeven.

MODEL 1I: S388 (situatie 1): A, C, E
brief d.d. 6-2-1968 (situatie 2): B, D, E, G

MODEL II: Alarmkans - (situatie 3): B, C, E, H
Vangstkans (si1tuatie 4): B, C, F, H.

9. FIGUREN EN TABELLEN

Figuur 1. Weektotaal/circulatie

2. Plot residuen van dagfracties, coupure f 1000
3. f 100
4 f 25
5. f 10
6. f 5
7. Plot gestandaardiseerde dagfracties, coupure f 1000
8. f 100
9. f 25
10. f 10
11. f 5

Tabel 1. Correlatiematrix en momenten van dagfracties van 47

volledige weken
2. Correlatiematrix en momenten van dagfracties met aan-—

tal weken uitgezonderd (36 weken)

3. Correlatiematrix van dagfracties met aantal weken ge-

corrigeerd (47 weken)

Correlatiematrix van dagfracties volgens model van S388

Autocorrelaties van dagtotalen van alle dagen

Autocorrelaties van dagfracties van volledige weken

. Momenten van dagfracties

O N O U B

. Autocorrelaties van gestandaardiseerde dagfracties

23
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9.
10.
11.
12,
13.
14,

15.

16.

17.

18.

19.
20.
21.
22.
23,
24,
25,
26.
27.
28.
29.

30.
31.

32.
33.

- 34.
35,
36.

Schattingen en residuele autocorrelaties voor coupure f 1000

f 100

f 25

f 10

f >
Optimistische vangstkéns voor f 100, 100 simulaties met para-
meters a, = 0,6001, a, = 0,0367

Pessimistische vangstkans voor f 100, 100 simulaties met para-

meters a, = 0,6001,_3.2 = 00,0367

Optimistische vangstkans voor f 100, 100 simulaties met parameter

a, = 0,6410

Pessimistische vangstkans voor f 100, 100 simulaties met parameter

a, = 0,6410

Optimistische en pessimistische vangstkans voor f 100, 1000 simula-

ties, 10 bewaardagen met parameters a, = 00,6001, a, = 0,0367

] 2
Optimistische vangstkans voor F 100 met a, = 0,6230

Pessimistische vangstkans voor f 100 met a, = 0,6230

1
Optimistische vangstkans voor f 1000

Pessimistische vangstkans voor 7 1000

Optimistische vangstkans voor f 25

Pessimistische vangstkans voor f 25

Optimistische vangstkans voor f 10

Pessimistische vangstkans voor f 10

Optimistische vangstkans voor f 5

Pessimistische vangstkans voor f 5

Cumulatieve alarmkansen voor f 100, 10 bewaardagen, 100 falsifica-
ten, 100 simulaties

Momenten van cumulatieve alarmkansen corresponderend met tabel 29

Cumulatieve alarmkansen voor f 100, 10 bewaardagen, 100 falsifica-

ten, 200 simulaties

Momenten van cumulatieve alarmkansen corresponderend met tabel 31

Gemiddelde cumulatieve alarmkansen voor f 1000, na 5 dagen
- na 10 dagen
voor f 100, na 5 dagen

na 10 dagen



37. voor f
38.
39. * voor f
40.
41. voor f
42.

43. Steekproefstandaardafwijkingen voor f

experliment

44, Steekproefstandaardafwijkingen voor f
experiment

45. Steekproefstandaardafwijkingen voor f
exTeriment

46. Steekproefstandaardafwijkingen voor f

experiment

100,

100,

100,

100,

25

25, na 5 dagen
na 10 dagen
10, na 5 dagen
na 10 dagen
5, ma 5 dagen
na 10 dagen

na 5 dagen, eerste

na > dagen, tweede

na 10 dagen, eerste

na 10 dagen, tweede
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