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VOORWOORD

In het academisch jaar 1980/1981 werden op het Mathematisch Centrum
een dertiental voordrachten gehouden over Complexiteit en Algoritmen. Bij
de voordrachten werden syllabi uitgerekt. Deze bundel bevat de door de
auteurs bijgewerkte en gecorrigeerde versies daarvan. De bijdragen zijn
naar onderwerp gebundeld in vijf groepen verdeeld over twee delen, waarvan
dit het tweede is. In plaats van op de verschillende onderwerpen in te gaan
laten wij de inhoudsopgave voor zichzelf ;preken en wijden dit voorwoord
aan een korte inleiding tot het onderhavide vakgebied.

Wie rekent zal gewoonlijk een bepaald algoritme volgen. Door preciese
analyse kan men soms een uitspraak doen over het aantal handelingen (bewer-
kingen, assembler instructies) dat nodig is om een probleem van formaat "n"
volgens het gekozen algoritme tot een oplossing te brengen. Tesamen met over-—
overwegingen inzake de vereiste I/0 transporten, verkrijgt men zo een rede-
lijke indruk van de te verwachten rekentijd (en/of geheugengebruik) van een
algoritme op een realistisch machinemodel. Zo'n analyse is vaak nodig om
tot een duidelijk onderscheid te komen tussen effici&nte en niet zo effi-
ciénte algoritmen voor eenzelfde probleem.

Sinds de vijftiger jaren is men zich er meer en meer van bewust geworden
dat een nauwkeurige evaluatie van de efficiéntie van gebruikte rekenmethodes
doorslaggevend kan zijn voor het welslagen van te maken software. Een steeds
terugkerende ervaring is echter dat er, hoe slim men ook programmeert, soms
geen noemenswaardige vooruitgang in effici&ntie te behalen iijkt in de al-
goritmische oplossing van een probleem. We schijnen dan op een intrinsieke
complexiteit van het probleem te stuiten, die ieder denkbaar algoritme
dwingt tot het uitvoeren van een zeker minimum aantal bewerkingen. Deze in-
druk kan onjuist zijn, maar alleen door preciese analyse kan men erachter
komen of er geen betere oplossingen bestaan. De voortdurende pogingen om
steeds maar weer algoritmen te vinden die hun doel met mindere bewerkingen
dan tot nog toe bekend bereiken, zijn een methode om de complexiteit van
problemen te bepalen en om uiteindelijk tot praktisch effici&nte rekenme-
thodes te komen. Wat vroeger misschien een slimme programmeertruc leek,
blijkt dan niet zelden een algemene techniek te zijn om goede algoritmen
toch weer te versnellen. Zo kent men thans tal van technieken (zoals depth-
first search, path compression, Fast Fourier Transform, dynamization) die,

hoewel alleen door de theorie op hun juiste waarde getaxeerd, in praktisch
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programmeerwerk hun diensten kunnen bewijzen.‘En nieuwe berekeningsmodellen
(zoals de hardware realisatie van algoritmen op chips) geven steeds weer
nieuwe uitganspunten voor een onderzoek van de wezenlijk haalbare efficién-
tie van algoritmen,

In het colloquium is een poging gedaan om de vele facetten van complexi-
teit en algoritmen wat grotere bekendheid te geven. In een aantal voordrach-
ten werden door de sprekers vooral recente vorderingen in dit gebied geé&x-
poseerd, al dan niet met kritische kanttekeningen over hun betekenis zoals
die thans gezien wordt. De bedoeling is d%t dit zal bijdraggn tot een-duide-
lijk beeld van de mogelijkheden en beperkingen van algoritmisch analyse

voor de ontwerper van rekenmethoden.






D. ALGEBRA.I.SCHE EN ANALYTISCHE COMPLEXITEIT






BEREKENINGSCOMPLEXITEIT VAN
BILINEAIRE EN. KWADRATISCHE VORMEN

P. VAN EMDE BOAS

1. INLEIDING

In 1969, toen Complexiteitstheorie nog een ongeboren vak was, verraste
[167] de Duitse wiskundige Volker Strassen de wereld met een stel formules
die aantonen dat het mogelijk is met 7 vermenigvuldigingen het product van
twee matrices van afmetingen 2 bij 2 te vormen. Omdat bovendien geen ge-
bruik wordt gemaakt van de commutativiteit van vermenigvuldiging zijn deze
formules ook toepasbaar in het geval dat de elementen van de matrix afkom-
stig zijn uit een niet commutatieve ring (zoals een ring van matrices bij-
voorbeeld). Op grond hiervan constateert men dat matrixvermenigvuldiging van
matrices van 2k bij 2k uitgevoerd kan worden met niet meer dan 7k vermenig-
vuldigingen, hetgeen uiteindelijk leidt tot een bovengrens voor de arithme-
tische complexiteit van dit probleem van de orde n2'81, waarbij de exponent
2.81 verkregen is als de waarde van 2log(7). Dit getal trad al spoedig
op in vele éndere complexiteitsgrenzen, zoals matrixinversie (STRASSEN [167]),
diverse andere matrixbewerkingen (BUNCH & HOPCROFT [30], SCHONHAGE [148]), be-
werkingen op Boolse matrices zoals transitieve afsluiting (zie bijv.[112]),
terwijl er zelfs een "bedrog" reductie bestaat om matrices in de min, + -
algebra te vermenigvuldigen via Strassen's identiteiten (zie YUVAL [201] of
ROMANI [139]); hiermee komen de problemen als kortste afstanden in een graaf
onder het bereik van deze methoden. De exponent treedt ook op in een algorit-
me voor het herkennen van contextvrije talen (VALIANT [181]).

Strassen's resultaat, dat aantoont dat de standaardmethode voor het
vermenigvuldigen van matrices niet optimaal is, vormt het motiverende voor-
beeld in de sinds 1969 gegroeide theorie van de complexiteit van bilineaire
vormen, die op zijn beurt een onderdeel is van het veel uitgebreidere terrein
van de Algebraische Complexiteitstheorie. Deze theorie blijkt een ideaal
proefveld waar wiskundigen (in het bijzonder algebraici) hun begrippen~

apparaat vanuit hoger standpunt kunmen aanwenden tot het verkrijgen van



inte¥ressante inzichten, terwijl anderzijds de minder wiskundig getrainde
informatici met veel rekenwerk en moeizame toepassingen van elementaire
lineaire algebra tot resultaten weten te komen.

Tot 1978 leidde het verkregen inzicht in de aard van het probleem niet
tot een wezenlijke verbetering van Strassen's resultaat, en het getal 2.81
verwierf aldus een stevige positie in de verzameling van wereldconstanten.
In 1978 slaagde V. Pan er echter in te komen met een nieuw schema dat aan-
leiding gaf tot een lagere exponent: (2.79) [116], en sindsdien is op dit
terrein de rust niet weergekeerd. Gezamenlijke arbeid van een groep Italianen
[13,15], SCHONHAGE [152], PAN & WINOGRAD [80,117,120] heeft er toe geleid
dat de waarde van de matrixvermenigvuldigingsexponent thansfgelegen is bij
2.52; dit valt op te maken uit een inscriptie in het gastenboek van
het Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, deel 4, luidende:
"As of 21.24 hr. of October 26, 1979 the best known exponent for matrix
multiplication is 2.521812716" VICTOR PAN & SHMUEL WINOGRAD.
Geruchten, als zou de grens inmiddels alweer verbeterd zijn tot 2.51 of
zelfs 2.49 schijnen te berusten op een inmiddels als foutief achterhaald
bewijs [199]T

In deze voordracht wil ik een poging doen om, bij wijze van illustratie
van dit deel van de complexiteitstheorie, uit te leggen wat er aan wiskunde
schuil gaat achter deze jacht op de matrixvermenigvuldigingsexponent. Ik
zal U moeten uitleggen wat dit getal precies betekent (waarna U zich geen
zorgen behoeft te maken dat U Uw duur gekochte programmatheek voor het op-
lossen van lineaire stelsels naar de prullebak dient te verwijzen). Ik zal
U het begrip tensorrang, dat- in deze theorie een belangrijke rol blijkt te
spelen, niet kunnen onthouden, al was het maar om de vermaarde symmetrie-
stelling voor matrixvermenigvuldiging te kunnen verklaren. Tenslotte wil ik
U laten zien hoe de verbeterde grenzen ontstaan uit een samenvloeiing van

drie onderling onafhankelijke nieuwe ideeén.
2. BhREKENING EN PROGRAMMA

Beschouw de welbekende wortelformule voor de oplossingen van de vier-—

kantsvergelijking ax2 + bx + ¢ = 0: Xy o = (-b i_/gz - 4ac) /2a.
. ’

t Aangezien de vormgeving van deze voordracht sterk gericht is op de toestand
ten tijde van de bijeenkomst te Oberwolfach in Oct. 1979, is er van afgezien
bij de revisie de nieuwste beschikbare informatie in de tekst te verwerken.
Inmiddels achterhaalde uitspraken zijn met een t -teken aangeduid; voor
een korte uiteenzetting over de nieuwste ontwikkelingen, verwijs ik naar
paragraaf 12: Ontwikkelingen sinds 1980.



Deze formule zondigt tegen practisch alles wat wij in programma's
plegen tegen te komen aan syntactische eisen; men verwacht eerder een rijtje

opdrachten in de geest van

hl =b*b

h2 = a*xc
h3 = 4*h2
h4 = hl-h4
h5 = sqrt h4
h6 = -b '
h7 = h6+ h5
h8 = h6- h5
h9 = 2+*a
x1 = h7/h9
x2 = h8/h9

Iedere regel in dit programma laat zien hoe een nieuwe waarde berekend
wordt door het toepassen van een operator op een of twee operanden die,
hetzij constanten (2,4) hetzij gegevens (a, b of c), hetzij eerder berekende
resultaten zijn (hl,...,h9), terwijl de te berekenen grootheden (x1,x2) tegen
het einde van het programma optreden.

De berekening had zich ook laten formaliseren in de vorm van een ge-
richte acyclische graaf, voorzien van de nodige labels als‘hiéronder aange-

geven:




In de ordening in de graaf is duidelijk welke waarden voor welke andere
grootheden dienen te worden berekend, terwijl het programma als het ware een
expliciete ordening aan de vorming der resultaten oplegt, ook waar deze vol-
strekt irrelevant is (zoals bij de vorming van hl en h2). Anderzijds laat
het formalisme van het programma toe aan te geven dat het resultaat b2 - dac
twee keer berekent dient te worden; in de graaf zou men in feite dan de knoop
dienen te herhalen.

Bij het formaliseren is het van belang in te zien dat er een verschil
bestaat tussen het programma enerzijds, dat, weergegeven in de vorm van een
reeks opdrachten dan wel een graaf, aangéeft welke operaties dienen te worden
uitgevoerd op welke gegevens, constanten of eerdere resultaten, en anderzijds
de rij waarden die bij het eventuele uitvoeren van het programma op elementen
uit een gegeven algebraische structuur zullen worden gevormd. V. Strassen
geeft in zijn formaliserende artikel 'Berechnung und Programm I' [169] aan
deze reeks waarden de naam berekening.

In deze formalisatie gaan we uit van een algebraische structuur, waarop
een stel operaties gedefinieerd zijn; hierbij is de naam van de operator en
het aantal operanden essentiéel. Constanten worden beschouwd als additionele
operatoren in de algebra met O operanden. Een programma is nu een rij regels,
waarbij iedere regel bestaat uit een operator, gevolgd door het bijbehorende
aantal operanden; de operanden zijn hetzij gegevens, hetzij regelnummers van
eerdere regels. Een berekening van dit programma ontstaat door het programma
te interpreteren over een concrete algebra van het goede type (dwz. de bij-
behorende opératoren hebben in deze algebra het juiste aantal argumenten,
inclusief de constanten die gewoon in de concrete algebra een betekenis
dienen te hebben), en door voor de gegevens bijbehorende elementen in de
algebra te kiezen.

Opgemerkt dient te worden dat Strassen zich bij zijn formalisatie be-
perkt tot éénsoortige algebra's (de drager van de algebra kent slechts één
typg). Het ligt meer voor de hand om te kijken naar meersoortige algebra's
waarbij er sprake is van meerdere verzamelingen met operaties ertussen (denk
bijv. aan een vectorruimte over een lichaam, waarbij de algebraische struc-
tuur bestaat uit een lichaam en de vectorruimte, en waarbij operaties als
+ en - gedefiniéerd zijn zowel op het lichaam als op de vectorruimte, ter-
wijl vermenigvuldiging en deling alleen in het lichaam gedefiniéerd is, en
er een operatie scalaire vermenigvuldiging is die het lichaam en de vector-
ruimte met elkaar in verband brengt). Door deze beperking wordt het forma-

lisme van Strassen wat minder fraai (scalaire vermenigvuldiging op een



vectorruimte wordt ingevoerd door voor iedere scalar een bijbehorende
operator in te voeren).

Gegeven een programma als syntactisch object, voert Strassen een twee-
tal complexiteitsmaten voor dit programma in. Allereerst wordt aan iedere
operator een niet negatief gewicht toegekend (de kosten voor deze operator);
constanten krijgen gewicht 0. De lengte van een programma ontstaat door de
kosten van alle operatoren regelsgewijs op te tellen; de diepte van een pro-
gramma ontstaat door regelsgewijs de kosten van de operator op te tellen bij
het. maximum van de kosten van de-optredende operanden, en het maximum te
vormen van de aldus gevormde regelkostenj De diepte meet dus als het ware de
rekentijd op een maximaal parallelle machine terwijl de lengte gewoon de
sequentiéle rekentijd meet.

Een maat die Strassen buiten beschouwing laat is de breedte van een
berekening, of liever gezegd, de breedte van het bijbehorende netwerk.
Hierbij tellen we het maximum aantal knopen dat wij op een interne laag bij
een zo voordelig mogelijke opsplitsing van het netwerk in opeenvolgende lagen
aantreffen. Hierbij dienen wel maatregelen genomen te worden opdat geen
kanten meerdere lagen kruisen. In dit verband dient ook als maat vermeld te
worden het minimale aantal stenen dat nodig is om de graaf te stenigen
(pebble game); de laatste maat meet het aantal geheugenplaatsen dat nodig is
om de door het programma verlangde uitdrukkingen te berekenen, waarbij des-
gewenst hele deelexpressies opnieuw mogen worden uitgerekend. Van deze laat-
ste maat is recentelijk vastgesteld dat de bepaling ervan voor een gegeven
graaf een weérzinwekkend lastig probleem kan zijn: het is volledig voor
Polynomiaal begrensd geheugen [53].

Ik wil mij in het vervolg van dit wverhaal geheel richten op de lengte-
maat, d.w.z., wij beperken ons tot het meten van sequentiéle tijd voor pro-
blemen als matrixvermenigvuldiging. Hetgeen overigens niet wil zeggen dat
deze problemen in het kader van parallelle machines geen aandacht zouden
krijgen - integendeel (zie bijv. [69,70,78,84,89,100,134,1411]).

Merk op dat in de formalisatie van Strassen de kosten van een operator
onafhankelijk zijn van de operanden waarop de operator dient te worden uit-
gevoerd; een vermenigvuldiging'wvan getallen van €één bit. kost dus even veel
als één.op getallen van lengte 10000; heeft men hier geen vrede mee, dan
moet men overgaan op een model waarbij de algebra niet bestaat uit getallen,
maar uit bits. Dit laatste is goed mogelijk en men kan dan ook gemakkelijk

onderwerpen als netwerk complexiteit binnen het formalisme brengen. Een ver-

handeling die zowel parallellisme als eindige precisie in beschouwing neemt
is te vinden in [19].



Laat 0 = (opl, .... ,opn) de collectie operatoren voor een algebraische
structuur zijn en zij P een programma met operatoren uit 0 en gegevens
Kyr «ec sX . €D resultaten Yyr ees o¥p. Gegeven een algebra V van type O
(d.w.z. alle operatoren uit O hebben betekenis als operatie op V) dan bere-

kent het programma P een n-tal functies f e ,fn van V" naar V. De lengte

’
van P, zeg L(P), vormt een bovengrens vooi de lengte van de verzameling
functies fl’ e 'fn' die ontstaat door L(P) te minimaliseren over alle
programmas P die fl’ e ,fn berekenen. De aldus gedefinieerde lengtemaat
duiden we aan met L(fl’ e ,fn), waarbi? impliciet wordt verondersteld dat
de algebra en de bijbehorende kostenmaat voor de operatoren duidelijk is.

Hiermee zijn we helaas nog niet uitgedefiniéerd: van practisch belang
is de situatie waarbij men iets wil berekenen terwijl men reeds beschikt
over één of meer tussenresultaten; dit effect kan men in het model opnemen
door deze tussenresultaten, die zelf op hun beurt functies in de gegevens
mogen zijn, als nieuwe constanten, d.w.z. nulplaatsige operatoren, voor de
kostprijs nihil aan de algebra toe te voegen, en vervolgens het reeds be-
kende maatbegrip te hanteren op de nieuwe algebra. Op deze wijze komt men
tot een maat L(fl' e ’fn/gl' cas ,gk). Uiteraard zijn de oxdening en even-
tuele multipliciteiten in de rijen fi en gj van geen enkele betekenis; wij
mogen de beide argumenten van de maat L( / ) opvatten als verzamelingen.

In dit kader komt Strassen tot enkele aardige algemene waarheden: de
transiviteitsstelling L(A/B) <L(A/BUC) +L(C/B) drukt uit dat het berekenen
van A uit B via een eventuele omweg C hoogstens extra tijd.kan kosten. De
eigenschap dat L(h(Aa)/h(B)) < L(A/B) voor een homomorfisme h : V - V' drukt
uit dat voor de berekening van de homomorfe beelden van de gevraagde vormen
hoogstens tijdwinst valt te behalen door gebruik van nieuwe mogelijkheden.
Zo zelfevident als bovenstaande observaties zijn, ze vormen toch de basis
voor de inhoud van [169]. Een dieper resultaat is te vinden in het vervolg-
artikel Berechnung und Program II [170]; hierin toont Strassen aan dat voor
het soort problemen waaraan wij denken (zoals matrixvermenigvuldiging) de
lengte van een programma dat van de invoer afhankelijk mag zijn niet wezen-
1lijk korter kan zijn dan die van een programma dat invoer-onafhankelijk is;
bij dit bewijs wordt gebruik gemaakt van de taal der schoven en het irreduci-
biliteitsbegrip uit de algebraische meetkunde, en voor een algebraisch ge-
schoold lezer is het argument in wezen simpel: een invoer-afhankelijk pro-
gramma is in wezen een samenvoeging van invoer-onafhankelijke programma's
die beperkt zijn tot verzamelingen in de verzamelingenalgebra gegenereerd

door de Zariski-topologie; als het argumentendomein nu maar irreducibel is



zal een van deze beperkingen op een open verzameling, d.w.z. vrijwel overal,
gedefiniéerd zijn.
Met de bovenstaande uiteenzetting heb ik mij overigens meteen schuldig
gemaakt aan het hoogdravende algebraische taalgebruik dat Strassen dikwijls

is verweten door zuivere informatici.
3. MULTIPLICATIEVE COMPLEXITEIT

Bij de bepaling van de lengtecomplexiteit voor het berekenen van func-
ties kan men zich door een handige keuze'van de onderliggende algebraische
structuur en de bijbehorende kostenmaat concentreren op die operaties waarin
men geinteresseerd is. Sommige onderzoekers zijn bijv. geinteresseerd in mini-
male aantallen additieve-operaties{20,76,77,107,108,135,142,154, 1597 endit kan
men onderzoeken doordat men de maat bepaalt met betrekking tot een kosten-
functie waarbij de additieve operaties kosten één hebben, terwijl de overige
operaties niets kosten.

Wij zullen ons in dit verhaal verder beperken tot de multiplicatieve
complexiteit, waarbij het gaat om vermenigvuldigingen en delingen; zelfs deze
formulering is echter niet geheel in overeenstemming met de waarheid want in
dit model pleegt men ook de "scalaire" vermenigvuldigingen gratis te leveren.
Uitgangspunt is de wiskundige structuur van een k-algebra V, waarbij wij in
ons huidige verhaal ervan uitgaan dat k een oneindig lichaam is, zulks ter
vermijding van de extra complicaties die optreden als we ook eindige lichamen
toelaten. De verzameling V is een ring, of algemener een Abelse groep waarop
een bilineaire doch niet noodzakelijk associatieve vermenigvuldiging is ge-
definieerd. Tenslotte is er een scalaire vermenigvuldiging van k x V » V, die
voldoet aan de eigenschappen die U welbekend zijn in het geval.van een vec-
torruimte V over k. Eventueel bestaat er in V een deling / als inverse ope-
ratie voor de vermenigvuldiging in V. Als voorbeelden mag U denken aan de
polynoomring kEXl""' ,Xn], het functielichaam k(Xl, . Xn) of een machten-
reeksenring k[[xl,.... Xn]], maar ook structuren als een lichaamsuitbreiding
k ¢ K, of een algebra als de Quaternionen (over R) , of een Lie-algebra over
¢ vormt een voorbeeld van de bedoelde situatie.

Als kostenfunctie voor de operaties kiezen wij de functie waarin de
operaties binnen k, de additieve operaties binnen V en de scalaire vermenig-
vuldiging (en daarmede impliciet ook het delen van elementen in V door sca-
lairen in k) niets kosten, terwijl de vermenigvuldiging in V en de eventuele

deling in V gewicht één hebben. Een consequentie hiervan is dat na het vormen
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van een aantal resultaten men voor niets kan beschikken over alle k-lineaire
combinaties van deze vormen; men beschikt voortdurend als het ware over een
k-lineaire deelruimte van berekende vormen, waarvan de dimensie na iedere

"essentiéle" operatie met één toeneemt. Dit leidt direct tot een kennelijke

ondergrens voor de multiplicatieve complexiteit [172]
L(F/G) 2 dim(k(F U G)/kG) = dim(k(F U G)) - dim(kG)

of, in woorden uitgedrukt: de multiplicatieve complexiteit voor het probleem

F te berekenen uit G is minstens de dimeAsie van het opspansel van de te be-

rekenen vormen relatief het opspansel van de gegevens. Wij zullen deze onder-
grens verderop in ons verhaal tegenkomen onder de naam "rijenrang”.

In het vervolg zullen wij de elementen van k aanduiden met kleine Griek-
se letters terwijl Latijnse letters worden gebruikt voor elementen van V;
hierbij gaan we ervan uit dat, zolang niet het tegendeel wordt beweerd, ver-
schillende letters elementen in V aanduiden die algebraisch onafhankelijk
zijn; we noemen agreees ,an onafhankelijk over k als voor ieder polynoom
F in k[xl' e ,xn] geldt F(al,.... an) = 0 impliceert F = 0.

Bij wijze van voorbeeld enkele opmerkelijke eigenschappen van het be-
sproken model. Binnen dit model geldt dat een zekere formalisering van het
probleem "polynoomvermenigvuldiging" lineaire complexiteit heeft. De forma-
lisering luidt als volgt: Zij gegeven de polynomen F = a_. + a,X +.... + aan,

0 1
G=Dby +bX+....+ bmxm waarbij de a; en b, algebraisch onafhankelijke
elementen uit V zijn. Gevraagd de n+m+l coéfficienten cP van het product-
polynoom F.G (als elementen in V).

In wezen komt dit neer op de berekening van de volgende bilineaire

vormen
0 = 3o
~ c1_= albo + aob1
c, = a2bO + alb1 + aob2
cn+m = anbm'

De bilineairiteit van dit probleem komt beter tot haar recht door het

te formuleren als een "matrix maal vector" probleem:
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o 3y by

¢y a3 by

2 2 % % P2

: 2 29 b /
1

Sn+m &

/

Regelrecht uitwerken van de formules leidt tot een programma waarin
(n+1) (m+1) essentiéle vermenigvuldigingen optreden. Het kan echter ook met

n+m+l vermenigvuldigingen als we het probleem als volgt aanpakken: kies

n+m+l verschillende elementen van k: zeg ao,al,.... , O . Evalueer de poly-

n+m

nomen F en G aangezien de punten zelf en hun machten elemen-

in deze punten;
ten van het lichaam en derhalve scalairen zijn kosten deze vermenigvuldigingen
niets. Vorm vervolgens de n+m+l producten p; := F(ai)G(ui); kosten n+mt+l1.

Wat rest is een interpolatieprobleem om de coéfficienten van het product-

polynoom te berekenen uit de

is in wezen het oplossen van

waarden in n+m+1 verschillende punten in k: dit

het volgende lineaire stelsel:

1 a.0 an+m c
0% o0 % 0 Py
1 n+m
taaf ... of c Py
o a2 n+m c
n+m n+m°°~ n+m n+m Phtm

Aangezien de optredende matrix als Vandermonde matrix niet singulier is
bestaat zijn inverse; vermenigvuldiging met deze inverse kost niets omdat
alle optredende matrixelementen scalairen uit het lichaam zijn.

Een soortgelijk voorbeeld betreft het probleem van het formeel inverteren
van een machtreeks: gegeven de machtreeks Zaixi met a0 # 0 in k, te bepalen
de coéfficiénten van de machtreeks Ebixi zodanig dat Zaixi. Zbixi = 1. Omdat
hier gevraagd wordt naar de berekening van oneindig veel vormen valt dit

probleem niet binnen ons formalisme; wij beperken ons derhalve tot de eerste
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k vormen bi (die kennelijk slechts afhankelijk zijn van de eerste k vormen
ai). Het aldus vergregen probleem blijkt opnieuw bij het naief nalopen van
de formules orde k=~ vermenigvuldigingen te vragen, terwijl Strassen dit ver-
betert tot orde k.log(k) [172] ook dit is echter niet optimaal - een proces
dat de zuivere wiskundige kent als Newton-iteratie, in dit geval ook wel kwa-
dratische Hensel genoemd, stelt ons in staat het probleem te kraken in onge-
veer 4k vermenigvuldigingen; zie SIEVEKING [164] of KUNG [85].

In het vervolg van de voordracht zullen wij nog andere voorbeelden
tegenkomen, waaronder matrixvermenigvuldiging; dit probleem laat zich thans
als volgt formuleren: ’

te berekenen:

€44 ** C1p 311+ 34p By -++ Py
k1 " “kn 31 * %km : :
\bml tte bmn

Hierbij zijn de aij en de bjp algebraisch onafhankelijke elementen van V

terwijl de cip de te berekenen vormen c, = I.a,.b. . Ook in dit voorbeeld

ip ") ijip
zijn de te berekenen vormen bilineaire vormen in de gegevens.
Direct uitwerken van de formules leidt tot een programma dat nmk ver-
menigvuldigingen vraagt; dat dit niet optimaal is blijkt uit de identiteiten

van Strassen die aantonen dat 7 vermenigvuldigingen voldoende zijn voor het
geval k

m=n= 2:

Py = (agyFay) by +byo)s Py = (ay+ay,)byys Py = 2y, (0 ,-byo)s
Py = 2pP1y + Pyy)s Py = (ayy+a15)bynr Bg = (mayyt ayy) (Bt Pyp)
Py = (3157 ay,) (byy +byo)y

waarna geldt:

= - = = =p,+p,-p.+D,-
C1y TP Py~ Pgt Py Cyy = Pyt Pys Cyy = P3+Pgr Cpy = Py P3Py Py

Merk op dat de bovenstaande berekening geen gebruik maakt van de commutati-
viteit van vermenigvuldiging; alle aij staan aan de goede kant van de bjp'
Het bovenstaande schema is daarom ook correct als de algebra V non-commuta-

tief is, bijv. V is zelf een matrixalgebra. Op deze observatie berust de
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verbetering van de orde van complexiteit waartoe Strassen's schema aanlei-
ding geeft.

Vanwege het belang van deze non-commutativiteit zullen we in het ver-
volg veronderstellen dat wij slechts non-commutatieve algoritmen beschouwen,
tenzij anders vermeld; in het laatste geval zullen wij onze complexiteits-

maat L voorzien van een extra index C : LC(F/C); merk op dat LC(F/G) < L(F/G).
4. DE MATRIXVERMENIGVULDIGINGSEXPONENT

Volgens de standaardmethode is het éantal vermenigvuldigingen voor de
vorming van het product van twee n bij n matrices gelijk n3. We zagen echter
dat dit getal n3 voor n = 2 ongelijk is aan de multiplicatieve complexiteit
van dit probleem; die is hoogstens gelijk aan 7. Voeren wij derhalve een

functie M in die de multiplicatieve complexiteit van dit probleem meet:

M(k,m,n) := L(c11, e 'ckn/ Ayqr e ’akm’bll’ e 'bmn)
waarbij de cip gegeven zijn door de uitdrukkingen cip = Zj aijbjp' We korten
de waarde M(n,n,n) af met M(n).

Sinds de ontdekking van Strassen is men geinteresseerd in de groei van
het getal M(n) als functie van n. Omdat wij hierbij immers werken in het
non-commutatieve geval kan men het idee om, gegeven een efficient schema voor
matrixvermenigvuldiging, dit schema te itereren door de elementen van de
matrix zelf matrices te doen zijn, zonder probleem toepassen. Dit leidt tot

de volgende stelling:

LEMMA. Zij M(k) < q voor zekere k > 1; dan geldt M(ks) < qS voor iedere na-
tuurlijke s, terwijl bovendien M(n) e O(nY) voor y = k1og(q).

BEWIJS. De eerste uitspraak volgt met inductie naar s door het volgens aan-
name.bestaande schema dat k bij k matrices vermenigvuldigt in g vermenigvul-
digingen te gebruiken voor blokmatrices waarvan de ks—1 bij ks—1 blokken
volgens de inductie-aanname vermenigvuldigd kunnen worden met qs—1 vermenig-
vuldigingen; de kosten van g van deze producten bedragen tesamen niet meer
dan qs.

De tweede bewering laat zich als volgt uit de eerste afleiden: zij

s = fklog(n)1; er geldt dat n < x° < nk; verder is het evident dat

M(n) < M(n') voor n < n'.
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Hieruit volgt

s s s.Klog(q)

M(n) <M(k) £qg =k log(q)

k Y
< (nk) € O0(n’).

Een belangrijkere observatie, die tevens een rechtvaardiging levert om
voor het onderhavige probleem te kijken naar het (non-commutatieve) multi-
plicatieve model is dat een soortgelijke uitspraak geldt voor het totaal

aantal arithmetische bewerkingen dat nodig is voor de gevraagde berekening.

LEMMA. Onder dezelfde aanname als hierboven geldt A(n) € O(nY), waarbij A(n)
de volledige complexiteit voor het matrixvermenigvuldigingsprobleem is.
Bovendien geldt I(n) € o(nY), indien I(n) de algebraische complexiteit voor

de inversie van n bij n matrices voorstelt [167].

BEWIJS. Stel dat het schema voor k bij k matrices naast de g vermenigvuldi-
gingen ook nog t additieve operaties en scalaire vermenigvuldigingen vraagt.
Deze laatste operaties kosten, indien uitgevoerd op m bij m blokmatrices niet
meer dan m2 elementsgewijze operaties van hetzelfde simpele type.

Op grond van deze beschouwingen vinden wij de volgende recurrente rela-

ties voor het benodigde aantal additieve operaties B(n):
M(km) € g.M(m), B(km) < t.m®> + q.B(m).
Met volledige inductie naar s leidt men hieruit af:

MK < q°  B&S) < 6.k %hq e k54 L i She

t. (@ - k% /q) / (1-x/9) .

Als we nu ook nog gebruik maken van het feit dat q > k2, iets wat we verder-
op zullen bewijzen, maar waarvoor ook een bewijs reeds is gegeven door
STRASSEN [172], dan volgt B(k®) < Const. g5; hiermee volgt het eerste deel van
het lemma als tevoren. De uitspraak voor matrixinversie berust op een schema
aangegeven door STRASSEN [167], waarin de inversie van een 2m bij 2m matrix
wordt herleid tot twee inversies van m bij m matrices, 6 vermenigvuldigingen
van m bij m matrices en drie additieve of scalaire operaties.

Een gevolg van het eerste lemma is dat we de volgende limiet mogen

definiéren:
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Y := lim log(M(n))/log(n).
n

Voor dit getal Yy geldt dat M(n) € 0(nY+€) voor iedere € > 0; of tevens geldt
M(n) € O(nY) is een open vraag. Het is wel duidelijk dat zeker niet geldt
M(n) = n' voor zekere § [1011].

Op grond van het bovenstaande zou men verwachten dat de multiplicatieve
complexiteit van matrix inversie, die wij zullen aanduiden met H(n), van
dezelfde orde van grootte is als M(n): in formule H(n) ¢ 0(M(n)); is dit

inderdaad zo? Bij STRASSEN [172] treffen wij de volgende afschattingen aan:

H(n+1) = H(n) (minder triviaal dan het lijkt - een met een &én op de
hoofddiagonaal uitgebreide matrix met in de n bij n hoofdminor algebraisch
onafhankelijke elementen bestaat immers niet meer uit enafhankelijke elementen
en aangezien matrixinversie delingen vraagt zou het kunnen optreden dat bij
het aanroepen van het algemene schema voor inversie van n+l bij n+l matrices

door nul gedeeld wordt) ;

M(n) < 3H(2n); deze grens volgt uit de matrix-identiteiten

-1 -1,-1 0a)(ra )_(AB AC+A
D(D+I) = (D (D+I) 7)  en (B c> (B c+1/ T \B+cB BA+CC+C)

. 3

II(2n) < 2H(n)+6M(n) (zie hierboven)
M(2n) < 7M(n) (dit is Strassen's algoritme voor het 2 bij 2 geval).

Analyse ' levert ons een schatting M(n) < 25.H(n); weteﬁ we bovendien dat
M(n) < O(nd) dan volgt tevens H(n) < O(na), zoals we eerder hebben geschetst,
maar het is onbekend of we hier voor § de matrixvermenigvuldigingsexponent
Y zelf mogen invullen; een andere voldoende voorwaarde zou zijn een schatting
als 8M(n) < M(4n) zoals die wordt geinspireerd door Strassen's observatie

dat in een product van blokmatrices

G oow
omldmQaOo
oHbuo
moow
oxdow
< oW o
oc o
s ono

acht kleinere producten zijn terug te vinden.

Op grond van een dergelijke schatting zouden wij, via gebruikmaking van

12%) < em(25 Y+ 12.M(25 %) + ...+ 3.25.M(1) + 2°



16

kunnen komen tot een begrenzing H(2s) < const. M(ZS), waaruit zou volgen
dat inderdaad H(n) € ©0(M(n)). Helaas leidt onze observatie over 8 producten
die schuil gaan in een vier keer zo groot product niet tot de gezochte
schatting, omdat niemand kan garanderen dat acht matrixvermenigvuldigingen
acht keer zo duur zijn als één zo'n vermenigvuldiging, zelfs niet als de
elementen van de acht paren te vermenigvuldigen matrices niet met elkaar te
maken hebben. We zullen verderop dit probleem terugzien in de gedaante van
een nog steeds onbewezen vermoeden over de rang van een disjuncte som van
tensoren. Dat enig argwaan hier op zijn plaats is werd ingegeven door het
omstreeks 1970 ontdekte feit dat de evaldatie van een polynoom in meerdere
punten per punt aanmerkelijk goedkoper kan zijn dan polynoomevaluatie in
een enkel punt [2,21,22,46].

Tenslotte nog een algemene waarschuwing: de waarde van de matrixverme-
nigvuldigingsexponent zegt alleen maar iets over het asymptotisch gedrag
van de complexiteit. Om vast te stellen voor welke waarde van n een nieuw
en efficienter schema ook echt practisch goedkoper wordt is een probleem
dat nadere studie vraagt. Hierover zijn de nodige publicaties verschenen,
waarin tevens is onderzocht hoe de recursie van Strassen te combineren valt
met andere handigheidjes [33,48,49,81,165]. Van alle overige, theoretisch
efficientere methoden valt te verwachten dat ze in de practijk onbruikbaar
zijn [35,116,118,152 J. Ook het verband met numerieke stabiliteit (zij het in

een aanmerkelijk verscherpte zin) is onderzocht [24,105,179].

5. OPTIMALE ALGORITMEN VOOR BILINEAIRE EN KWADRATISCHE PROBLEMEN;
DE TENSORRANG

Wij zullen ons bij onze beschouwingen verder beperken tot bilineaire
en kwadratische problemen. De te berekenen vormen zijn alle homogene vormen
van de graad 2 in een polynoomring K[Xl' ces ,Xf]; we spreken dan van een
kwadfatisch probleem. Is het bovendien mogelijk de verzameling variabelen
Xi te splitsen in twee deelverzamelingen Xl, ceey Xn’Yl' e ’Ym’ zodanig
dat ieder monoom in de te berekenen vormen een product ci'Xin is dan spre-
ken we van een bilineair probleem. (In afwijking van onze afspraak zijn de
cij hier lichaamselementen!)

De algemene vorm van een probleem is derhalve:

]
-
~
.
.
.
~
~

kwadratisch probleem: bereken f Z c,. X.X, voor p
P ijp 1 ]

i,3

]

-
~

.

.

.
~
=
.

bilineair probleem: bereken £ z c,. X.Y. voor p
ijp 1 ]

i,3
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Merk op dat bij de formulering van de kwadratische problemen een sto-
rende dubbelzinnigheid optreedt. De bijdrage van de term Xin wordt bepaald
door de som c, Jp jip; het is dus mogelijk eenzelfde stel vormen op on-
eindig veel verschillende manieren als probleem te formuleren.

In feite wordt het probleem geheel bepaald door het driedimensionale
blok getallen uit het lichaam (cijp) met 1 <i<n,1<3j<m1l<pc<k;
een dergelijke driedimensionale matrix noemt men in de algebra een tensor.
Tensoren zijn afkomstig uit een vectorruimte die men een tensorproduct noemt.
In het onderhavige geval hebben wij te maken met het tensorproduct
Kn R Km R Kk, een vectorruimte van dimensie nmk; deze ruimte wordt voort-
gebracht door elementen van de vorm x B y B z met x € Kn, y € Km en z € Kk;
met deze elementen mag worden gerekend als ware B een universele bilineaire

aire operator, d.w.z. er gelden regels zoals (ox, + Bx2)ﬂyﬂz = a(xlﬁy&z) +

B(xzﬁyﬂz), en deze regels zijn in feite de enigeldie men mag gebruiken om
sommen van tensoren te vereenvoudigen. Gebruikmakende van deze regels is
het mogelijk iedere tensor uit te drukken als een lineaire combinatie van
tensoren van de vorm elﬂe ﬂep, waarbij de el,ej,eP basisvectoren voor K ,K
respectievelijk Kk zijn. Uiteraard is het zo dat dit tensorproduct in de
algebra een diepere functie heeft; het is zelfs mogelijk om in te zien dat
een stelsel bilineaire’vormen correspondeert met één bilineaire afbeelding
S: " g K" »-Kk terwijl dit weer correspondeert met een element van een
tensorproduct in R K" ® &P waarbij de streep boven de vectorruimten aan-
geeft dat de duale ruimte wordt bedoeld; de geinteresseerde lezer kan een
en ander terugvinden bij BOURBAKI [23]. Het voordeel van een dergelijke
beschouwing is overigens duidelijk; men kan algebraisch inzicht op basis-
onafhankelijke wijze formuleren, waarbij rekenwerk wordt vervangen door
begrip.

Ik noem meteen enkele andere representaties voor het bovenstaande bi-
lineaire probleem:

de trilineaire vorm:

c,. X.Y.Z .
ijp 13 p

=Yfz = )
p PP 1,5,

Deze trilineaire vorm vertoont een opvallende symmetrie, waarbij de rol van
X, Y en 2 kan worden gepermuteerd. Deze zelfde symmetrie ligt ook besloten
in de weergave als tensor aangezien een tensorproduct op canonieke wijze
isomorf is met een soortgelijk product waarin de volgorde van de factoren

is verwisseld.
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de matrix maal vector schrijfwijze:

f1 b11 cececon b1m Y1
: = : . . met b . =) c.. X,
. . . . pPJ i tip
£ b ceeeees b Y
p pl pm m
een trilineair analogon hiervan:
(Zyr .. ,zp) Dyy eeeee by Y,
F = : . . met b, als boven.
. . . P
b eeees b Y
pl pm m

Gebruiken we de laatste representaties, waarbij uiteraard alleen de struc-
tuur van de matrix M(X) van belang is, dan kan het aanroepen van de symmetrie
waarbij X, Y en Z worden gepermuteerd soms tot verrassende verwantschappen

leiden. Beschouw bij wijze van voorbeeld het probleem van de complexe ver-

menigvuldiging, dat zich laat formuleren via de matrix:

(-6 6)

7/

Verwisseling -van X en Z transformeert dit probleem tot

)~ G ) 6

1 2

hetgeen op het eerste gezicht een ander probleem is.

Het is interessant de tensor te beschouwen voor het probleem matrix-

vermenigvuldiging: we moeten hierbij werken met dubbel geindiceerde varia-

belenKZXij qu en er, waarbij we om redenen van esthetische aard de volgorde

van de indices bij de Z-variabelen hebben verwisseld; we behandelen dus in

feite het probleem £ = 2. X .Y, . Hierbij geldt 1 < s <n, 1< 3j <m,
rs j “sji‘ir

1 < r £ k. De bijbehorende tensor bestaat uit zesvoudig geindiceerde ele-

menten; wij duiden haar aan met T(n,m,k):
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1 alsi=q, j=rens

[l
o]

o1
pi.qaj,rs 0 anders.

Met gebruikmaking van het Kronecker §-symbool laat zich dit uitdrukken als

“pi,ai,rs = Yig’irlept
In deze beschrijving van het probleem krijgt de hiervoor vermelde symmetrie
een bijzondere betekenis; verwisseling van de rol van X, Y, en Z correspon-
deert met permutatie van de drie dimensies n, m en k die het matrixvermenig-
vuldigingsprobleem beschrijven. Onder deze symmetrie gaat bijv. n bij m maal
m bij k over in n bij k maal k bij m; T(n,m,k) gaat over in T(n,k,m).

Om een andere interessante eigenschap van het matrixprobleem te begrij-
pen hebben wij een operatie nodig die bekend is als het Kronecker product
van matrices, doch die zich algemeen laat formuleren voor tensoren. Zij ge-
geven een tensor C = (cijp) van afmetingen n bij m bij k. Beschouw een andere
tensor D van afmetingen n' bij m' bij k' en beschouw een tensor van afmetin-
gen nn' bij mm' bij kk' die verkregen wordt door in C het getal cijp te ver-
vangen door het cijp—voud van de tensor D. Deze resulterende tensor duiden
we aan met C R D.

Ook in dit geval geldt dat er een algebraische achtergrond is die ik U
onthoud. Deze tensor-operatie is in wezen dezelfde als diegene die wij reeds
eerder gezien hebben.

De mogelijkheid matrixvermenigvuldiging te zien als vermenigvuldiging
van blokmatrices van geschikte afmetingen laar zich nu vertalen tot de vol-

gende simpele formule:
T(n,m,k) 8 T(n',m',k') = T(nn',mm',kk"').

De elementaire verificatie die bestaat uit manipulatie van 12 indices zal
ik U besparen.

Men zou mogen verwachten dat de multiplicatieve complexiteit van een
probleem iets te maken heeft met een eigenschap van de tensor die het pro-
bleem beschrijft. Dit is inderdaad het geval. Om deze eigenschap te achter-
halen dienen wij echter eerst na te gaan hoe de optimale algoritmen voor dit
type problemen er uit kunnen zien. Dit blijkt in het onderhavige geval ge-
heel te achterhalen te zijn; zie bijv. WINOGRAD [ 187], STRASSEN [1721], of
[27,45,64,1831].
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Allereerst kan men opmerken dat het wellicht goedkoper zou kunnen
zijn om voor de berekening van een stel bilineaire vormen over te gaan tot
het gebruik van delingen waarbij mogelijkerwijs rationale functies als tussen-
resultaten ontstaan. Strassen laat zien dat dit niet het geval is [172].
Het bewijs komt erop neer dat men door ontwikkeling van de rationale functies
rond een geschikt gekozen punt in de bijbehorende affiene ruimte het verloop
van de berekening kan weergeven in een machtreeksenring die de oorspronkelijke
polynoomring als deelring omvat. De benodigde translaties kosten niets omdat
vermenigvuldiging met lichaamselementen evenals de additieve operaties niets
kost. Uiteindelijk zijn wij echter slechtg geinteresseerd in de berekening
van een tweedegraads vorm; alle benodigde informatie in de tussenresultaten
van de berekening in de machtreeksenring is dus in feite bevat in hun ge-
deelten van de graad kleiner gelijk 2. Hogeregraads termen zullen, gegeven
de eigenschappen van de arithmetiek in machtreeksenringen nooit meer op nut-
tige wijze kunnen bijdragen tot het eindresultaat; zij dienen integendeel
alle tegen soortgelijke termen weg te vallen.

We kunnen de berekening in de machtreeksenring derhalve volgen door
stap voor stap het effect na te gaan op de homogene delen van de graad O,
1 of 2 in de operanden bi = bOi + b1i + b2i + hogeregraads delen. Hierbi]
is bOi altijd een element van het lichaam, zodat vermenigvuldigen met of
delen door bOi gratis is. Additieve operaties bi + bj leiden tot additieve
operaties op de homogene delen en kosten daarom nog steeds niets; hetzelfde
geldt voor s?alaire vermenigvuldigingen. Voor het product bi'bj geldt:
bfbj=b +(bi@j+b

- +
.bl.j)+(b21.boj+bOi b2j+-b blj) troep

0i-Po3* ®11:Poy* Poy 1i°

en alleen het product bli'b vereist een vermenigvuldiging die iets kost.

13
Analoog laat een quotient bi/bj (waarbij altijd geldt dat bjO # 0) zich

schrijven als 9 + ¢y + <, + hogeregraads termen waarbij geldt:

) /b,

€9 = byofPygr = By by )/ bygr oy = by, m by, = ey Dy ) By

Ook hier is slechts één product te vormen dat iets kost; het product Cl'bjl'
Nu is het zo gesteld dat de homogene gedeelten bid gewoon polynomen
uit de polynoomring zijn. Bij het nalopen van de berekening in de macht-
reeksenring kost iedere multiplicatieve operatie &én vermenigvuldiging in de
polynoomring, zodat we zonder extra kosten ons van meet af aan hadden kunnen

beperken tot berekeningen binnen de oorspronkelijke polynoomring.
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Het bewijs heeft echter nog een stuk extra informatie opgeleverd; de
enige producten die we moeten vormen hebben de gedaante "lineaire vorm maal
lineaire vorm". Het resultaat van een dergelijke vermenigvuldiging is een
homogene kwadratische vorm die op zijn beurt nooit zal optreden als operand
in enige latere vermenigvuldiging. Dit voert ons tot de uiteindelijke ge-
daante van algoritmen voor de berekening van bilineaire en kwadratische
vormen.

LEMMA. Zij gegeven een programma dat de vormen £ = ). . c.,. X.Y berekent
i prog P z:L.J ijp”i'p !
dan is het altijd mogelijk dit programma ite vervormen tot een programma van
de volgende gedaante zonder dat het aantal essentiele vermenigvuldigingen
toeneemt :
vorm q paar lineaire vormen gt = z atX Z B. Y , Z Y. X + Z,SFY.

1 i7ivi 37373 i'iTi 3373
(dit kost niets)

t t s -

vorm q producten h = gtl:.g2 (kosten: q vermenigvuldigingen)
Vorm de uiteindelijke resultaten als lineaire combinaties van de
t

tht . -
h™ : fP = Ztnp (kosten: opnieuw nihil).

In het geval van kwadratische vormen is er geen sprake van optredende
Y's dus alle B en § zijn=0. We kunnen nu tevens aangeven wat we bedoelen
met een non-commutatieve algoritme. Deze is een algoritme waarbij slechts
producten van de vorm Xiyj worden gevormd, dus all B en alle y zijn = 0.

Wij zullen van nu af aan commutatieve algoritmen voor bilineaire vormen
beschouwen als gewone algoritmen voor kwadratische problemen waarbij het
onderscheid tussen de X'en en de Y's is opgeheven.

Het is interessant de samenhang tussen de tensorcoéfficiénten cljp
de in de algoritme optredende grootheden vast te leggen. Merk op dat de be-

rekende vormen zich laten schrijven als:

t t tt t t t t
£ = h™ = = X, )8.Y. = st X, ¥, - tatief
p Enp ZH gl gz Enp galxl § JYJ lzj Ea n ) i non-commutatie
t. t tt t ttt
fp = Enph = Zn 9, 9, = z Xalxl ZYJXJ = lz](galyjn )X, X] kwadratisch

Deze schrijfwijze voor het non-commutatieve geval wordt erg mooi bij gebruik

van de trilineaire weergave:

t.t t
F= ) (Zan)xyz.
i,j.p t I P
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Kennelijk geldt voor de elementen van de bij het probleem behorende tensor

C..
ijp
t. .t
= Za.d,nt voor het non-commutatieve geval,
t b
c,. +c,, = atytnt + a?v?nt voor het kwadratische geval.
ijp Jip 13p ip

t t

Deze laatste conditie laat zich ook als volgt formuleren:

c _ zathnt - _ _ zathﬂt)
ijp gi3p
Noemen we een tensor (a ) die voldoet aan aljp = —ajip voor ieder drietal

i,j,p een antlsymmetrlsche tensor dan zien we dat in het kwadratische geval
het verschil tussen de gegeven en de berekende vorm wordt weergegeven door
een antisymmetrische tensor. Dit klopt, want dit is precies de dubbelzinnig-
heid in de formulering van een kwadratisch probleem die we aan het begin van
deze paragraaf zijn tegen gekomen. Merk op dat het door een antisymmetrische
tensor beschreven stelsel kwadratische vormen de triviale nulvorm is.

De bovenstaande formules leveren decomposities van de gegeven tensor
(cijp) als som van g tensoren van een zeer speciale vorm, waarbij het ele-
ment op de plaats i,j,p gelijk is aan een product van een drietal getallen
dat slechts van i,j resp. p afhangt. Een dergelijke tensor noemt men een
rang één tensor, zij beschrijft hoe een product gevormd moet worden (via de
u: en de 5 resp Y ) en hoe dlt resultaat verdeeld wordt over de dlverse
te berekenen vormen (via de n ) le noteren deze tensor als a ﬁb ﬁc , waar-

R
bij a = (ai), b = (Gj) en ¢ = (np).

We hebben nu in feite de gevraagde eigenschap van tensoren die de mul-
tiplicatieve complexiteit van de bijbehorende bilineaire problemen beschrijft
gevonden. Definieer de rang van een tensor als het minimale aantal rang één
tensoren waarvoor een decompositie van de gegeven tensor bestaat; in formule:

- . q
u(C) := gig{q|c = Z atﬂbt&ct voor geschikte ate K, bte ", cte Kk}.
t=1
STELLING: zij C = (c,jp) de structuurtensor voor een binilineair probleem
= z i3 ljp 1Y]' Dan is de multiplicatieve complexiteit van dit probleem

(non—commutatlef) gelijk aan de tensorrang van de tensor C. De commutatieve

multiplicatieve complexiteit voor het corresponderende kwadratische probleem
= 21,3 cijpxixj is gelijk aan de minimale rang van een tensor C+A waar-
bl] A antisymmetrisch is.
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BEWIJS. De wijze waarop wij de tensor-decompositie hebben afgelezen uit een
algoritme toont aan dat de complexiteit naar beneden begrensd is door de
vermelde tensorrangen. Omgekeerd laat iedere tensor-decompositie zich recht-~

streeks vertalen in een algoritme waaruit de omgekeerde afschatting volgt.

Merk op dat voor het bepalen van de commutatieve complexiteit van een
bilineair probleem de bijbehorende tensor moet geacht worden te zijn ingebed

in een grotere tensor, gelijk aangegeven in het onderstaande schema:

%, X, Y, Y

X, :
0 c

Xn

¥
0 0

Ym

Wat heeft de algebra ons verder te leren over de tensorrang? Meer in
het bijzonder:leert zij ons hoe deze op efficiente wijze kan worden berekend?
Het antwoord op de laatste vraag luidt helaas "neen". De algebra leert ons
dat voor het "platte" geval k=1, waarbij we te maken hebben met &én enkele
vorm, resp. een "gewone" matrix, de tensorrang gelijk is aan de gebruikelijke
matrixrang, d.w.z. de dimensie van de ruimte opgespannen door de kolom vec-
toren. Het is een aardige oefening in abstracte begripsvorming na te gaan
waarom deze gelijkheid geldt+.

Een andere evidente eigenschap is p(C+D) < u(C) + u(D). Deze eigenschap
is speciaal interessant voor het geval dat C en D de structuurtensoren zijn
van twee problemen over variabelen die niets gemeen hebben. Dit wil zeggen:
als cijp # 0 en di'j'p' # 0 volgt i # i', j # j' en k # k'. Het vermoeden
bestaat dat in dit geval het gelijkteken geldt [172], maar voorzover mij
bekehd ié dit vermoeden nog open. Het is dit vermoeden dat de lacune vormt
in het bewijs van H(n) € O0(M(n)) in de voorafgaande paragraaf.

Zoals ik reeds eerder vermeldde kan men de begrippen tensorrang en
rang één-tensor onafhankelijk van codrdinatenvoorstellingen definiéren. In
dit licht kan men beschouwen wat er gebeurt met tensoren onder lineaire af-
beeldingen op de vectorruimten waarover de tensoren gedefinieerd zijn. Zij
bijv. C e URV B Wen 2zij ¢: U >U', $: V> V' resp. X: W> W' een drietal
lineaire afbeeldingen.

+

Zie echter GRIGOR'EV [57], voor situaties waarbij deze gelijkheid niet geldt,
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Men kan dan definiéren de tensor ¢RY®X C € U' B V' B W' en deze heeft een
rang die zeker niet groter is dan die van C; zijn de lineaire afbeeldingen
isomorfismen dan zijn de rangen uiteraard gelijk.

Voor het onderzoek van de multiplicatieve complexiteit betekent dit dat
deze behouden blijft onder basisovergangen in de ruimte der lineaire vormen
in de X'en, de Y¥'s en de Z'en. Een basisovergang in de ruimte der Z'en cor-
respondeert met het zoeken naar een ander stel voortbrengers voor het op-
spansel van de te berekenen vormen, en dat hierdoor de complexiteit niet
verandert is een direct gevolg van het gebruik van de multiplicatieve com-
plexiteitsmaat. Transformaties op de ruiﬂte der X'en of de Y's hebben tot
gevolg dat de vorm van het probleem er heel anders uit kan gaan zien. Het
is zelfs denkbaar dat onder een geschikt gekozen stel isomorfismen de vorm
van het bilineaire probleem behouden blijft, terwijl de met een tensordecom-
positie corresponderende algoritme verandert. Op deze wijze kan men uit een
gegeven algoritme een grotere klasse equivalente algoritmen destileren. Zie
bijv. DE GROOTE [59,60,61], HOWELL & LAFON [67] of HOPCROFT & KERR [64];
men noemt dit de isotropiegroep van de structuurtensor.

Voor het Kronecker-product geldt de schatting u{C® D) < p(C). u(D); deze
schatting ziet men in door te verifiéren dat het Kronecker-product van twee
rang-&één tensoren weer een rang-é&én tensor is. Een gevolg van deze eigen-
schap dat wij reeds kennen is het effect op de complexiteit van matrixver-

menigvuldiging:
u(T(nn',mm',kk')) < u(T(n,m,k)) . u(T(n',m',k")).

Een uit de definitie evidente eigenschap is dat de tensorrang behouden
blijft onder permutatie van de factoren van het tensorproduct. Op grond
hiervan kunnen we concluderen voor de non-commutatieve complexiteit dat het
geen verschil maakt of wij een gegeven probleem onderzoeken, of een van de
hieruit afgeleide problemen die verkregen wordt door de tensor te spiegelen
(per;utaties van X, Y en Z). Toegepast op matrixvermenigvuldiging leidt dit

tot de befaamde Symmetriestelling [65,172]:
STELLING. M(n,m,k) = M(n,k,m) = M(k,n,m) = M(k,m,n) = M(m,n,k) = M(m,k,n).

Deze symmetrie gaat verloren voor het commutatieve geval, omdat de rol
van de verborgen antisymmetrische tensoren asymmetrisch is. De stelling is

voor het commutatieve geval dan ook fout [711].
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Een direct gevolg van de symmetriestelling is de volgende schatting voor de

matrixvermenigvuldigingsexponent vy:
LEMMA. M(n,m,k) < q impliceert y < 3.log(q)/log (nmk) .

BEWIJS. M(nmk) = M(nmk,knm,mkn) < M(n,k,m) . M(m,n,k) . M(k,m,n) = (M(n,m,k))>< q3

Pas nu het lemma uit paragraaf 4 toe.

We kunnen ons tenslotte afvragen in hoeverre de tensorrang ons helpt
om iets te zeggen over de commutatieve complexiteit. Beschouw daartoe een
stel vormen £ = z. . c,. X.X,.2z2ij C = (c,, ) en zij CT = (c.. ) de gespie-

p i,J 1Jp 13 ijp jip
gelde tensor. We weten dat L(fl’ ... 'fk/xl’ e ,Xn) = p(C+ A) voor zekere
antisymmetrische tensor A. In het commutatieve geval geldt echter nog

steeds een symmetrie in de X'en en de Y's: p(C) = u(CT). Derhalve geldt [172]

2.L( .. £ ../ .. X, ..) = u(C+a) + u(ct+al)

W(CHA) + 1 (CT-A) = u(C+CT+A-A) = u(CHCh).

Hieruit volgt voor symmetrische kwadratische vormen (C = CT), zolang de
karakteristiek van ons grondlichaam K maar # 2 is, dat %u(C) een ondergrens
is voor de multiplicatieve commutatieve complexiteit voor kwadratische vor-
men. Op een gebied waar het gat tussen triviale ondergrenzen en met veel
moeite bewezen ondergrenzen op zijn best een factor twee blijkt te zijn
deze factor % uiteraard een gruwel. De factor % wordt in de practijk echter
nooit gerealiseerd (JA'JA' [71]).

Een geval waarbij de multiplicatieve complexiteit exact bekend is wordt

gegeven door de enkele kwadratische vorm f = X c,.X.X.; deze vorm is,

i, 43713
modulo een lineaire transformatie op de ruimte van lineaire vormen in de Xite

2 .
schrijven als £ = X, X_ + .... + X AiXi, waarbij de laatste

1%2 2n-1¥2m * Limomet
som een definiete kwadratische vorm voorstelt. De getallen m en p zijn boven-
dien‘meetkundig gekarakteriseerd; p is de rang van de kwadratische vorm en
m is de traagheidsindex. Na deze transformatie is het duidelijk dat
L(E/ .. Xi ..) £ p-m, en men kan gemakkelijk nagaan dat de hypothese
L(f/ .. Xi ..) < p-m leidt tot een deelruimte van dimensie m waarop de
kwadratische vorm identiek nul is, maar dit levert een tegenspraak met de

definitie van m als de traagheidsindex, die immers juist de maximale dimen-

sie van een dergelijke nulruimte voorstelt [172].
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Ook in dit geval dient men zich te hoeden voor het geval dat de karak-
teristiek van het lichaam 2 is; dan geldt immers L(zixi/ .. Xi o) =11

In het geval van één bilineaire vorm geldt dat ook de commutatieve en
non-commutatieve complexiteit gelijk zijn; dit ziet men in door te kijken

naar de vorm van het gesymmetriseerde probleem in het bilineaire geval:

en gebruik makend van de gelijkheid tensorrang = matrixrang.

Joseph Ja'Ja' heeft aangetoond dat deze gglijkheid ook geldt voor een paar
bilineaire vormen. In dit geval kan men met gebruikmaking van een klassiek
resultaat uit de vorige eeuw (Kronecker-Weierstrass canonieke vorm voor een
paar matrices [50,82]) een exacte karakterisering geven voor de non-commu-
tatieve complexiteit, waarbij de resulterende grens zodanig is dat zij bij
de vorming van het gesymmetriseerde probleem C + CT wordt verdubbeld. Zie
[55,56,71,721.

6. SIMPELE VOORBEELDEN VAN DECOMPOSITIES

Om in de practijk te kunnen werken met de gelijkheid non-commutatieve
multiplicatieve complexiteit is tensorrang ware het wenselijk te beschikken
over een handzame notatie voor tensoren; tenslotte laten driedimensionale
blokken van getallen zich niet of op zijn minst weinig transparant afdrukken
op een vel p&pier. Een veel gebruikte mogelijkheid is de matrix maal vector
weergave voor een bilineair probleem. Hierbij is de tensor als het ware plat
geslagen door een van de collecties variabelen, bijv. de X'en, te gebruiken
als basis voor een stel lineaire vormen die gaan optreden als elementen van
de matrix. Hiertoe kan men evenzeer de Y's of de Z'en kiezen, waarbij het
behoud van de complexiteit wordt gegarandeerd door de symmetriestelling.

Een gangféén tensor kan men herkennen als een rang-één matrix die in zijn
geheel is vermenigvuldigd met een vaste lineaire vorm in de in de matrix

optredende variabelen.
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Voorbeeld: de tensor T(2,2,2) van 2 bij 2 bij 2 matrixvermenigvuldiging en

een decompositie in 7 rang-één tensoren (producten)

X, X, O 0 X, X O 0 o o o o0
¥ar¥ap O 0} Xy ¥y 000 . 0 X557Xyy X117%pp 0 .
0 0 Xy X 00 X5, Xy 0 Xp07%q ¥117%p5 O
0 0 X, X, 0 0 X, X, 0o o 0o o0
twee producten één product
0X,-X,, 0 0 0 0 0 0
.\ 0 0 XXy O . [F2r*n 0 X%y O ]
0Xyy7%yp, 0 0 O X%y 0 XXy
0 0 X=X, 0 0 0 0 0
twee producten ‘twee producten

Deze beschrijving, die beoogt Strassen's algoritme begrijpelijk te maken,
kan men aantreffen in het proefschrift van FIDUCCIA [43,45] en is naderhand
o.m. herontdekt door YUVAL [202].

Andere voorbeelden zijn:

Complexe vermenigvuldiging in drie vermenigvuldigingen:

Product van twee lineaire polynomen in drie vermenigvuldigingen:

0 0 0 a 0 0 0\
al=|bta atb | + | -a O|+[0 -b]|.
0 b 0 0 0 0 0 b

Dit is een symmetrische variant van de decompositie:

N M A Y
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Quaternionvermenigvuldiging in 8 vermenigvuldigingen: de structuurtensor is

a b c d
b-a 4 -c
c-d-a b )
d c -b -a

Gemakshalve vermenigvuldigen we eerst de eerste rij en daarna de laatste

drie kolommen met -1. Dit geeft de tensor

i

-a b c d -2a 0 0 O a b c d
b a-d cj_ 0 0-2d40 + b a d c .
c d a-b 0 0 0-2p c a b
d-c b a 0-2c0 O d c a

De eerste tensor is de som van vier rang-é&één tensoren; de tweede tensor
eveneens. Wij herkennen hierin de structuurtensor van de vermenigvuldiging

in de groepsalgebra van de viergroep van Klein. Van groepsalgebra's over een
commutatieve groep is bekend dat via een isomorfie gedefinieerd via de karak-
ters op de groep, een isomorfisme bestaat met een product van k copieén van
het grondlichaam, mits dit lichaam de eenheidswortels Ct bevat waarbij t de
maximale orde van een element in de groep is. In het onderhavige geval is

t = 2 dus de eenheidswortel die we nodig hebben Ez = -1 bestaat altijd. Dit
leert dat het product te vormen is met vier vermenigvuldigingen; de bijbe-

horende decompositie van de tensor ziet er als volgt uit:

abcd 1111 1 1-1-1
badc - (atb+c+d){ 1 1 1 1 + (atb-c-d)| 1 1 -1 -1
cdab 4 1111 4 -1 -1 1 1
dcba, 1111 -1 -1 1 1

1 -1 1-1 1 -1-1 1

(a-b+c-d) (-1 1 -1 1 (a=b-c+d)| -1 1 1 -1

+ — +'—————Z———- .
1 -1 1-1 -1 1 1 -1

-1 1 -1 1 1-1-1 1
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Dit schema duikt op diverse plaatsen in de literatuur op (DOBKIN [37],
HOWELL [67], DE GROOTE [58]; zie ook [1831]). Eerder had Fiduccia een schema
met 10 vermenigvuldigingen beschreven [45] dat ook geldt voor karakteristiek
2; LAFON [91] verspilt een extra tensor om van de viergroep van Klein over

te kunnen gaan op de cyclische groep Z, en komt aldus op 9 vermenigvuldigin-

4
gen uit.

Binnen de quaternionenvermenigvuldiging zijn nog enkele interessante
problemen terug te vinden zoals het vectoriele product in de driedimensio-
nale ruimte, een combinatie van in en uitproduct, en het simultane product
Q1Q2 en Q2Q1 voor een paar quaternionen Qlen Q2. zie [39,58,671, waar voor
deze problemen decomposities van lengte 5, 6 resp. 10 worden beschreven.

Een verdere generalisatie van de quaternionen vormen de octaven of
Caley getallen; we hebben hierbij te maken met een niet associatieve, niet
commutatieve algebra, waarvoor een eenvoudig schuiven met plussen en minnen
leidt tot een structuurtensor die gelijk is aan die van de groepsalgebra
over de Abelse groep (22)3, afgezien van 22 storende mintekens; door hieraan
22 producten te offeren komen we tot een multiplicatieve complexiteit van 30
of minder; zie [46,183].

Bij deze beschouwingen hebben we voortdurend als grondlichaam het 1li-
chaam der reéle getallen in gedachten. Heffen we deze beperking op dan zien
we een omvangrijke klasse van nieuwe voorbeelden: eindig dimensionale li-
chaamsuitbreidingen. Door een simpele lichaamsuitbreiding k(o) over k van
dimensie n te beschouwen als quotient van de polynoomring k[X], volgt ge-
makkelijk dat vermenigvuldigen in k(o) niet duurder is dan 2n-1 vermenigvul-
digingen in k, zolang k maar minstens 2n-1 elementen bevat; in de volgende
paragraaf zullen we een stelling tegenkomen die vaak aantoont dat deze grens
scherp is. Zie ook FIDUCCIA & ZALCSTEIN [46]

Overigens is het van belang rekening te houden met het grondlichaam;
als we werken over de complexe getallen blijken twee van de eerder gegeven

decomposities niet minimaal te zijn:

Complexe vermenigvuldiging: a -b) _ %(a+ib)( % 7] + %(a-ib) ? B
b a =101 i 1)

Quaternionenvermenigvuldiging: via de isomorfie van de quaternionenalgebra
zZ W

met de algebra van complexe 2 bij 2 matrices van de vorm (-W' 5 | mogen we

gebruik maken van Strassen's algoritme; 7 complexe vermenigvuldigingen zijn

voldoende. Zie bijv. LAFON [91]. Zie verder WINOGRAD [191,193].
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Tenslotte dienen in dit verband te worden vermeld het onderzoek naar
decomposities van de matrixvermenigvuldigingstensoren T(n,2,k), waarvoor
Hopcroft & Kerr aantonen dat %(3nk + Eéi(n'k)) producten voldoende zijn, en
een generalisatie hiervan voor T(n,p,n) met vaste p < 21og(n), van de hand
van BROCKETT & DOBKIN [ 28] die hiervoor een grens n2 + o(n2) afleiden.

Een veel ouder resultaat, dat in dit verband niet onvermeld mag blijven,
is de van de commutativiteit gebruik makende algoritme van WINOGRAD [.186].

Beschouw opnieuw het probleem met structuurtensor T(n,2,n): te berekenen

£.. = . .+ X, . <£1i,j £n. i -
i3 (XlIYIJ X12Y23)' voor 1 i,J ? Vorm de volgende collecties pro
ducten:
= + + <i,j <
pij (Xil Y2j) (Y1j Xiz) 1<i,j<n
= <ic<
i~ X% l<is=n
r, =YY . 1 <3 <n.
3 13723 J
Dit vergt in het totaal n2 + 2n producten. Aangezien fij = pij -q - rj

zijn deze producten voldoende voor de berekening van dit matrixproduct.
Tenslotte twee geisoleerde records op het terrein van de matrixvermenig-
vuldiging: LADERMAN [88] toont aan Jat M(3) < 23, terwijl SCHACHTEL [145]
bewijst dat M(5) < 103; geen van deze resultaten levert overigens een ver-
betering t.o.v. Strassen voor de matrixvermenigvuldigingsexponent; deze ver-

betering was voorbehouden aan PAN [116], maar daarover meer in paragraaf 8.

7. ONDERGRENZEN

De karakterisering non-commutatieve multiplicatieve complexiteit is
tensorrang mag vanuit wiskundig oogpunt buitengemeen aardig en interessant
zijn, voor de practisch ingestelde informaticus levert zij amper hulpmidde-
len om vast te stellen of een voorliggend schema al dan niet optimaal is.
Dit leidt tot het optreden van tergende onzekerheden zoals de vraag is M(3)
een.briemgetal? (wij weten slechts dat 19 < M(3) < 23).

Veel aandacht is in de literatuur besteed aan elementaire methoden voor
het bewijzen van ondergrenzen voor enerzijds de tensorrang, en anderzijds
de commutatieve multiplicatieve complexiteit. De meeste criteria gelden zo-
wel voor het non-commutatieve als het commutatieve geval, maar de mate
waarin ze in combinatie mogen worden toegepast is in het non-commutatieve
geval aanmerkelijk groter. Daarnaast doet zich het probleem voor dat in het

commutatieve geval van de zes denkbare rotaties van de structuurtensor nog
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slechts twee overblijven die corresponderen‘met het onderhavige probleem
Het is immers bekend dat de symmetriestelling niet geldt voor het commuta-
tieve geval (JA'JA' [72]).

In feite berusten alle elementaire ondergrenscriteria op een eliminatie-
techniek die in feite terug gaat op PAN[113]. Gegeven een probleem, wijst
men een vermenigvuldiging aan en maakt deze overbodig door hetzij het pro-
bleem rechtstreeks te veranderen, hetzij het probleem te beperken tot minder
algemene invoer. Deze stap herhaalt men enkele malen, totdat een veel een-
voudiger probleem overblijft, waarvan men een ondergrens kent op basis van
een dimensie-argument. De totale ondergréns is de rest~ondergrens, vermeer-
derd met het aantal succesvol uitgevoerde eliminatiestappen.

Om op de details van de methode in te gaan beschouwen we een bilineair
probleem in de gedaante matrix maal vector. De matrix bestaat uit lineaire
functies in de Xi, terwijl de vector gewoon de kolomvector (Yl, cees Ym) is.
Door de matrix voor te vermenigvuldigen met de rijvector (Zl' cees Zk) ont-
staat de aan de tensor ten grondslag liggende trilineaire vorm.

Een algoritme voor dit probleem kan na fatsoenering gebracht worden in

de vorm:
£ / ¥y Py
= M(X) = |Q
fk \Ym/ pq
waarbij Q een matrix van scalairen uit het lichaam K, en Pyr - pq zijn de

door de algoritme gevormde producten. Als tevoren geldt:
t t t
P = Qo + 1 85¥p - QX + 1 gty
1 J i J J3

t t
In het geval van een non-commutatieve algoritme zijn de Bj en de Yy alle = 0.
Bij onze beschouwingen zullen we in de inductieveronderstellingen reke-
ning moeten houden met problemen die door het uitvoeren van substituties in

eliminatiestappen enigszins zijn verontreinigd. Deze problemen hebben de

vorm:
£ Yy
N = | M(X) . + |R
fk Ym

AN /

waarbij de vector R een residu is dat bestaat uit ongewenste termen die
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alleen bestaan uit hetzij X'en (in het bewijs van het kolommenrangcriterium),
hetzij Y's (in het bewijs van het immuniteitscriterium). Het is duidelijk
dat er in het residu geen gemengde termen mogen optreden omdat dan het ver-
schil tussen het bilineaire probleem en de storingstermen verloren gaat.
Verder hebben we voor ons bewijs een nieuw dimensiebegrip nodig, waar-
mee we de dimensie van platgeslagen tensoren aankunnen. Beschouw een stel

vectoren met elementen in K[Xl' ey Xn] v e Vi deze vectoren heten

’
K-onafhankelijk als er geen niet triviale K—iineaire combinatie bestaat
waarvan de som een constant polynoom voorstelt: in formule
]
z A v, e K'= A_ =0 voor iedere t.
€ tt t

Dit afhankelijkheidsbegrip leidt op de gebruikelijke wijze tot een
dimensiebegrip en daarmee tot een rangbegrip voor matrices. We hebben in
feite te maken met lineaire afhankelijkheid in de vectorruimte
(K[Xl, ey Xn] / K.1)™. De lezer zij er echter op bedacht dat niet alle
eigenschappen van de gewone matrixrang automatisch geldig blijven. Zo is het
niet langer waar dat de rijenrang en de kolommenrang van een matrix gelijk
zijn. Een voorbeeld hiervoor wordt gegeven door de rijvector (Xl’ e ,Xn)
die rijenrang 1 en kolommenrang n heeft.

Men kan gemakkelijk nagaan dat de rijenrang in het geval van een bili-
neair probleem samenvalt met de extra dimensie van het opspansel van de ge-
gevens en resultaten , veroorzaakt door de te berekenen tweedegraads vormen,
waarvan wij in paragraaf 3 reeds zagen dat die een ondergrens geeft voor de
multiplicatieve complexiteit.

Gemakshalve duiden we de multiplicatieve complexiteit van het onder-
havige probleem aan met L(M) resp. LC(M,R); M stelt hierbij de matrix M(X)
voor en R het residu dat alleen op blijkt te treden bij het onderzoek van de
commutatieve complexiteit. De rijenrang, resp. kolommenrang van M duiden we
aan met p (M) resp. k(M).

" Het bovengenoemde dimensie-argument laat zich nu als volgt verwoorden:
LEMMA. (Rijenrang criterium) L(M) = p(M); LC(M,R) 2 p(M).

BEWIJS. (Ik geef dit bewijs slechts om te laten zien hoe men dit resultaat
kan zien als een eliminatiemethode).
Schrijf F=M(X) .Y+ R= Q.El Zij k=p(M), de rijenrang van M. Na omnummering van

de producten p, en verwijdering van eventueel afhankelijke rijen uit M (waar-

[
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door het probleem zeker niet moeilijker wordt) mogen we veronderstellen dat de
matrix gevormd door de eerste k kolommen van Q (voorzover aanwezig) maximale
rang heeft. Deze rang is hoogstens k. Het is derhalve mogelijk een lineaire
combinatie van de rijen van Q te vormen, zodanig dat in de resulterende rij

de eerste k-1 coéfficiénten nul worden; immers, de k beginstukken van lengte

k-1 in de matrix Q zijn afhankelijk. Dit geeft de volgende gelijkheid:

(Xl, . ,Xk) ?1 (Xl, . ,Xk) p1 .
: R | |= : =
M (X) |+ , Q : ) H P
. . s=k
n Pe

Op grond van de definitie van rijenrang geldt voor het bovenstaande
probleem dat we te maken hebben met een niet triviale tweedegraads vorm,
waarvoor de berekening minstens één vermenigvuldiging vraagt. Daarom geldt

t 2 k, waarmede het bewijs is voltooid.

In het bovenstaande bewijs worden producten P, verwijderd door over te
gaan op een lineaire combinatie van de te berekenen vormen waar deze pro-
ducten niet langer voor benodigd zijn. Men kan deze stap zien als een
eliminatie in de veranderlijken Zp' Het effect van veelvouden van een rij op
te tellen bij de andere rijen om daarna deze rij te schrappen had men ook
kunnen verkrijgen door in de trilineaire vorm de corresponderende Z te ver-—
vangen door een lineaire combinatie van de overige Z'en, en daarna het re-
sulterende pfobleem weer in een nette trilineaire vorm te brengen.

De andere ondergrenscriteria ontstaan door producten te verwijderen
door het probleem zodanig te modificeren dat het product nul wordt. Dit be-
reikt men door in een geschikt gekozen product P, variabele xi of Yj te ver-
vangen door een lineaire combinatie van de overige X'en en/of Y's; als bijv.
az # 0 en we voeren de substitutie X, = _(zi‘#i az,xi + zj Bng)/aE uit dan
wordF het product P, gelijk nul en derhalve overbodig.

Deze substitutie heeft het volgende effect op het probleem: in de ma-
trix M(X) ontstaan termen die in het non-commutatieve geval (waarbij alle

t s . . . . R
B, = 0) gewijzigde lineaire vormen in de X'en zijn waarvan wij niet meer

J
weten dat zij zijn ontstaan uit de gegeven vormen door uitvoering van een
substitutie waarvan de coéfficiénten ons alsnog onbekend zijn. In het com-
mutatieve geval treden bovendien lineaire vormen in de Y's op, maar die
splitsen we snel af om ze onder te brengen in het residu, waarvan we in dit

geval eisen dat het slechts uit vormen in de Y's bestaat.



34

Hadden we op soortgelijke wijze een substitutie Yj = ieeen . uitgevoerd,
dan ontstaat de vorm in de vector. Het effect hiervan laat zich uitdrukken
door een corresponderende operatie op de kolommen van M : tel nader te be-
palen veelvouden van kolom j op bij de andere kolommen en schrap kolom j;
het residu loopt in het commutatieve geval inmiddels vol met vormen in de
X'en.

Hadden we afgezien van het schrappen van kolom j dan was de kolommen-
rang van de matrix uiteraard ongewijzigd gebleven door deze kolommenoperatie.
Het effect van het schrappen van kolom j na deze operatie is derhalve dat de
kolommenrang van de matrix hoogstens met één afneemt. Wij verkrijgen op

deze wijze het kolommenrangcriterium van WINOGRAD [ 187].
LEMMA. L(M) > k(M); L (M,R) 2 «(M) (R een residu over K[X]).

Het bewijs van dit criterium pleegt inductie tot er uiteindelijk nog maar
één onafhankelijke kolom over is; het is echter denkbaar dat we in dat sta-
dium nog kunnen profiteren van een restant aan rijenrang. Dit idee ligt ten

grondslag aan het gemengde rang criterium van FIDUCCIA [43,45]:

LEMMA. Stel dat de elementen van M zodanig zijn dat er geen niet triviale

scalairen (al, e ,ak) en (81, e ,Bm) bestaan zodanig dat het polynoom

) \ (B
M (X)

(alr oo 'ak

'/

een constant polynoom is. Dan geldt L(M) 2 k+m-1; LC(M,R) > k+m-1 (R over
KEXD) .

Dit criterium is vaak niet toepasbaar op de gehele matrix M maar wel
op een geschikt gekozen grote deelminor. '

Keren wij terug tot het effect van een eliminatie van een Xi' Dit geeft
aanléidihg tot het rang-immuniteitscriterium [183], dat van alle elementaire
criteria de meest flexibele toepassingen lijkt te bieden. We definiéren dat
de matrix M(X) d-immuun is in de variabelen Xi 7 eee ,Xis indien een wille-
keurige substitutie van lineaire combinaties van de overige variabelen Xi
voor de variabelen xil, e ,xis er allereerst niet toe kan leiden dat een
van de overige variabelen niet langer in de matrix M(X) optreedt, en in de
tweede plaats de rijenrang van de resulterende matrix na substitutie nog

steeds minstens d bedraagt. De eerste conditie dient ervoor om te voorkomen
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dat een inductiebewijs stuk loopt op het feit dat een te elimineren varia-
bele ontijdig uit de matrix is verdwenen (merk op dat gegeven de vaste struc-
tuur van de vector van Y's dit probleem zich niet voordoet bij het kolommen-

rangcriterium). Het resultaat laat zich als volgt verwoorden:

LEMMA. Als M(X) d-immuun is in een collectie van s variabelen Xi geldt

L(M) 2= d+s; LC(M,R) > d+s (R een residu over K[Y]).

Op grond van de tegenstrijdige eisen op te leggen aan het residu R
blijkt dat het in het commutatieve geval’onmogelijk is om het kolommenrang-
criterium te combineren met het immuniteitscriterium. In het non-commutatieve
geval mag dit wel (zie bijv. BROCKETT & DOBKIN [27]).

Wil men verder komen da;.deze criteria levefen, dan rest slechts inten-
sief ploeterwerk. Een eerste uitbreiding is gelegen in het gebruik van line-
aire transformaties zonder bijbehorende eliminatie: dit correspondeert met
een basisverandering in de X'en (transformatie in de matrix) de Y's (trans-
formatie van de matrixkolommen) of de Z'en (transformatie van de matrixrijen) .
Deze laatste transformatie kan er toe leiden dat in de matrix Q voor het ge-
transformeerde probleem veel nullen komen te staan, hetgeen wil zeggen dat de
vormen die berekend moeten worden zich laten transformeren tot een lineair
equivalent stelsel van vormen die ieder voor zich weinig producten vragen.
WINOGRAD [196] heeft bijv. opgemerkt dat men een te berekenen vorm die met
één product te vormen is altijd mag opnemen in de rij van te vormen producten.

Ik wil nu enkele voorbeelden bespreken.

De tensor van het matrixvermenigvuldigingsprobleem T(n,m,k) laat zich schrij-

ven als:
X X
11 im 0
nl Xnm
. (k blokken langs de diagonaal)
] X1 X1
0
xni Xnm
Deze matrix is duidelijk k.n-immuun in de variabelen X12, e 'Xnm'

hetgeen leidt tot een ondergrens Mc(n,m,k) > n(k+m-1) ; in het bijzonder
Mc(n) > 2n2—n. In het non-commutatieve geval kunnen we de drie criteria
combineren. Dit is uitgevoerd door BROCKETT & DOBKIN [27]. Elimineer aller-

eerst de onderste kn-n-1 rijen, en vergeet de laatste (k-2)m kolommen.
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1 1m rommel
waarbij de Li lineaire vormen
an Xnm in de Xi zijn van de vorm
m
L= X, * Lo ba o AyyXo .o
0 0 L1 Lm i 1i i j=2 "i'ji'j

We voeren nu twee transformaties uit. Transformatie op de rijen laat de

bovenste rij eveneens beginnen met L1""'Lm' waarna transformatie op de X'en
ons in staat stelt in de basis X11’ ...,le uit te ruilen tegen Ll""’Lm'
!

Dit levert de volgende vorm op.

L1 e eee o Lm

rommel
REEREE xnm
0 0 L1 Lm

Substitueer vervolgens lineaire vormen in de Lj voor de resterende Xi"
Omdat de eerste m kolommen in hun bovenste rij en de laatste m kolommen in
hun onderste rij hierdoor niet wveranderen heeft het resultaat na afloop van
deze substituties nog steeds kolommenrang 2m.

Totaal mogen we het volgende aantal eliminatiestappen tellen:
kn - n - 1 (voor de rijen operaties) + (n-1)m (voor de X'en),

hetgeen leidt tot de ondergrens: 2m + kn - n - 1 + (n-1)m = n(m+k-1) + m-1.
Voor het vierkante geval n=m=k levert dit de grens M(n) 2 2n2 - 1.*

In het geval n = 2 levert dit een ondergrens 7; in de klasse van non-
commutatieve algoritmen is Strassen's methode optimaal. Het is daarnaast
bewezen door DE GROOTE [ 60] dat iedere algoritme voor 2 bij 2 bij 2 matrix-
vermenigvuldiging in 7 producten door middel van lineaire transformatie uit
Strassen's algoritme te verkrijgen is.

WINOGRAD [189] heeft bewezen dat 7 ook een ondergrens is voor MC(2).
Het bewijs forceert, uitgaande van een schema in 6 vermenigvuldigingen, een
lineaire afhankelijkheid tussen de vier productmatrixcoéfficiénten die
immers equivalent zouden moeten zijn met een vierdimensionaal stel vormen
van rang 3. Voor n = 3 is de ondergrens 19 (PAN [114])resp. 15 (commutatief),

terwijl voor beide problemen 23 de best bekende bovengrens is.

*De ondergrens 3n°-3n+1 uit de STOC 5 versie van [27] is fout.
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Een andere belangrijke toepassing van het immuniteitscriterium (of
soms ook het gemengde rangcriterium) is de multiplicatieve complexiteit voor
het geval van een nuldelervrije algebra van dimensie n over K. STRASSEN [172]
toonde reeds aan dat voor algebra's met 1 een ondergrens n geldt die slechts
wordt aangenomen als de algebra isomorf is met een n-voudige macht van het
lichaam. FIDUCCIA heeft vermoed [45] en later bewezen [46] (zie ook [1831),
dat in een nuldelervrije algebra de ondergrens 2n-1 is. Het bewijs bestaat
er uit dat men in de structuurtensor (die dan, aangezien het hier een commu-
tatieve ondergrens betreft, eerst op de juiste wijze dient te worden gespie-
geld) na substitutie van alle variabelen 'door de variabele corresponderende
met de eenheid van de algebra Xl' een matrix krijgt die gelijk is aan X1
vermenigvuldigd met een matrix die het effect beschrijft van vermenigvuldi-
ging met een willekeurig element # O in de algebra. Omdat de algebra geen
nuldelers heeft is deze matrix niet singulier, weshalve na vermenigvuldiging
met X1 een matrix met rijenrang n resteert?

Dit resultaat kan men gebruiken om ondergrenzen te geven voor ingewik-
kelder algebras [46]. Voor de quaternionen geeft dit een ondergrens 7 voor
commutatieve algoritmen. HOWELL & LAFON verbeteren dit in het non-commuta-
tieve geval tot 8 door gebruikmaking van de isotropiegroep van het probleem,
die in het geval van een algebra altijd elementen bevat die corresponderen
met de eenheden van de algebra. Hierdoor kunnen zij twee producten elimi-
neren door over te gaan op het product van twee vectoriele quaternionen, en
voor dit laatste probleem bewijzen zij een ondergrens 6 [67] die overigens
ook commutatief geldt [39]. DOBKIN & VAN LEEUWEN bewijzen met handen en
voeten een ondergrens 5 (commutatief) voor het vectorproduct in de2R3, ter-
wijl DE GROOTE de (commutatieve) optimaliteit bewijst van zijn schema voor
de twee quaternion producten Q,Q, en Q,0, in 10 producten [58].

Tenslotte nog enkele speciale ondergrenzen uit de matrixvermenigvuldi-
gingshoek. De grenzen M(n,1,1) = n en M(n,m,1) = nm zijn via de elementaire
criteria te bewijzen en gelden ook voor het commutatieve geval voor ieder van
de spiegelingen. HOPCROFT & KERR [64] tonen aan dat M(2,2,n) = 7n/2; in het
commutatieve geval gaat het efficiénter, aangezien Winograd's algoritme
leidt tot de grens 2n+ 2+ n = 3n+ 2. Een combinatie van kolommenrang met
rijenrang levert voor dit probleem een commutatieve ondergrens 3n. JA'JA'
beschouwt het gespiegelde probleem T(2,n,2) en toont hiervoor een commuta-
tieve ondergrens MC(2,n,2) > 27n/8 aan [727; hiermee is bewezen dat de sym-

metriestelling in het commutatieve geval niet geldt.

+ De meeste algemene vorm van dit resultaat is te vinden in ALDER & STRASSEN [4].



38

Een speciaal geval betreft matrices van een bijzondere vorm (sym-
metrisch etc.). Een bekende klasse zijn de Hankel en Toeplitz matrices,
waarbij de elementen langs neven- resp. hoofddiagonalen constant zijn. Een
dergelijke matrix bevat in het vierkante geval 2n-1 verschillende elementen.
Door spiegeling kan men een Hankel matrix overvoeren in een Toeplitz matrix
en omgekeerd, dus de multiplicatieve complexiteit voor het probleem een vec-
tor te vermenigvuldigen met een dergelijke matrix is voor beide types gelijk.
Bekend is dat de grens exact gelijk is aan 2n-1, gesteld dat het lichaam vol-
doende veel elementen bevat. Vermenigvuldiging van twee n-1% graads polynomen
is een speciaal geval. Een volledige beséhrijving van de klasse van optimale
algoritmen voor dit probleem is te vinden bij WINOGRAD [196]. Een ander spe-
ciaal geval is het geval van een circulant met n veranderlijken; over de com-
plexe getallen (of iedere andere ring die de n-e eenheidswortels bevat) is
de bijbehorende tensorrang = n. Al deze grenzen voor Hankel- en Toeplitz

matrices zijn commutatief geldig. Zie bijv. LAFON [92].
8. DE ONTTRONING EN NEDERGANG VAN 2.81

Zoals ik reeds vermeldde in de inleiding hebben een drietal nieuwe
technieken bijgedragen tot de opmerkelijke koersdaling van de matrixvermenig-
vuldigingsexponent gedurende de afgelopen twee en een half jaar (in tegen-
stelling tot bij de koers van de dollar is er een garantie; de koers zal
nooit beneden de twee dalen)T )

De eerste techniek is de bundel- en schrap techniek (Aggregating &
Canceling), die is ingevoerd door V. YA. PAN [116,117,118]. Deze techniek
vereist het gebruik van vele formules, die zich slechts laten verklaren
indien gebruik wordt gemaakt van meerkleurendruk (Pan's uiteenzetting ver-
wees voortdurend naar de optredende groene, rode of purperen termen), en ik
beperk mij derhalve bij wijze van illustratie tot een eenvoudig voorbeeld.

Om te begrijpen wat er gebeurt dienen wij ons los te maken van de tot
nog toe gehanteerde tweedimensionale representaties voor bilineaire proble-
men, en te kijken naar de bijbehorende trilineaire vorm. Een tensordecompo-
sitie, en derhalve een non-commutatieve algoritme, correspondeert derhalve

met een gelijkheid:

) c..X.¥.Z =) A (X)B_(Y)C_(2),
s 4 1 1
i5p PR g Ta T e e

waarbij de cijp lichaamselementen zijn en de Aq' Bq en Cq lineaire vormen.

+ of uitstijgen boven de 2.81.
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Het aantal termen in de rechtersom héet de lengte van de decompositie en
vormt uiteraard een bovengrens voor de complexiteit.

In het onderhavige geval van n bij m bij k matrixvermenigvuldiging
waarbij de X'en, Y's en Z'en tweevoudig geindiceerd zijn, zijn alle c's 0

of 1; de trilineaire vorm laat zich schrijven als:

v X ¥ Bt
i5p 13 3P

Pan merkt hierbij op dat deze vorm ook te zien is als het spoor van de
productmatrix (Xij)(Yjp)(Zpi); op basis &an dit inzicht kunnen enkele zaken
zoals de symmetriestelling tot elementaire lineaire algebra worden geredu-
ceerd.

Het bundelen bestaat er uit dat een aantal van twee of meer gewenste
termen X, JY ka tegelijk in één product worden gevormd door meer X'en, Y's
en Z'en met elkaar te vermenigvuldigen. Beschouw bijvoorbeeld het geval
n =m =k = 2h, en laat voor ieder drietal i,j,p het drietal i',j',p' gede-
finieerd zijn door i' = i+l (mod n), j' = j+1 (mod n), p' = p+l (mod n). Zij
tenslotte S de verzameling van drietallen (i,3j,p) met i+j+p oneven, Merk op
dat (i,j,p)é-(i',j',p') een bijectie levert van S met zijn complement.

Vorm nu de n /2 producten (X ] p )(Yjpi-Y ) (2 .+ ZJ D (L,3,p) € S.
De som van deze n /2 producten bevat alle n3 gewenste termen, macr helaas
daarnaast 3n3 stoortermen. Deze kunnen wij echter op goedkope wijze kwijt-
raken aangezien de stoortermen gekarakteriseerd zijn door het optreden van

één van de Vblgende drie types van deelproducten:

figfargr Yaptyrptt prait%pit

Vergaderen wij alle stoortermen met gelijk karakteristiek herkenningspatroon
in grotere producten, dan zien wij dat met slechts 3n2 extra producten alle
stoortermen kunnen worden geschrapt. Ergo M(n) < %n3ﬂ-3n2, hetgeen op den
duur-aanleiding geeft tot matrixexponenten beneden de drie. Helaas geeft de
bovenbeschreven grove methode zelf nog geen aanleiding tot verbetering ten
opzichte van Strassen.

Nadere analyse levert nog enkele kleinere verbeteringen; men komt tot
een bovengrens %n3 + 9n2/4. Om verder te komen moeten we echter iets doen
aan de factor % bij n3. Hiertoe gaat Pan over tot de techniek van het tri-
lineaire bundelen , waarbij telkens een drietal gewenste termen wordt ge-

bundeld in een product dat alles bij elkaar 27 termen oplevert (waarvan
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24 van minder prettig karakter) volgens het schema:

(xij*ij'p'+'Xp"i")(Yjp+'Yp’i'+'Yi"j")(Zpi+ Zi'j'+ Zj"p") (i,3,p) € 8
voor geschikte S en bijecties ' en ". Van de 24 stoortermen blijken 21 zich
te laten samenbundelen in 3n2 producten door karakteristieke deelproducten
aan te geven, maar daarna resten nog een drietal boosdoeners van de vorm
Xinp'i'Zj"p“' Hiermee wordt afgerekendSVia een spzciale schraptechiek.

Het resultaat is een bovengrens (n"-4n)/3+ 6n” die met enige moeite
wordt verscherpt tot (n3—n)/3+-9n2/2. DeZe laatste grens levert een optimale
exponent voor n = 48: 48log(47216) = 2.7802. Verdere verbeteringen via ex-
pliciete schema's voor de vermenigvuldiging van volledige matrices zijn
sindsdien niet meer verkregen; voor de verdere verlaging van de exponent

zouden andere methoden zorg dragen.
9. APPROXIMATIESCHEMA'S

Men kan op de nmk-dimensionale ruimte van alle n bij m bij k tensoren
een functie tensorrang definiéren, en vervolgens het gedrag van deze functie
onderzoeken. Helaas is dit gedrag niet bijster fraai. Het is duidelijk dat
de functie discontinuiteiten naar beneden vertoont: tenslotte heeft de tri-
viale nul-tensor van rang 0 niet triviale buren in iedere omgeving en die
hebben rang minstens 1; analoog ligt het voor de hand dat de deelvariéteit
van rang 1 tensoren wordt benaderd tot op willekeurig kleine afstand door
tensoren met rang minstens 2, etc. Op den duur mag men echter verwachten
dat de componenten van de ruimte van tensoren met gelijke rang open deelver-
zamelingen worden die de gehele ruimte gaan overdekken. Dit is in feite een
kwestie van voldoende dimensie (of, zoals de fysicalist zou zeggen, vrij-
heidsgraden) . Een dergelijke redenering is exact gemaakt door BROCKETT [29].

Het blijkt echter dat zich hierbij een onverwachte tegenslag voordoet;
de 6§erdekking met open stukken vertoont gaten.

Deze gaten corresponderen met tensoren die willekeurig dicht benaderd
worden door tensoren met lagere rang dan zij zelf bezitten. Dit laat zich
niet eenvoudig begrijpen, temeer daar dit voor de normale matrixrang zich
niet kan voordoen. Waar U aan moet denken is dat een generieke tensordecom-
positie die gedefinieerd is over een van de open componenten gebruik maakt
van coéfficiénten die in het algemeen ratienale functies in de componenten

van de opgesplitste tensor zijn, en het nul worden van een noemer kan leiden
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tot het niet langer geldig zijn van zo'n decompositie. Op grond van de ge-
constateerde generieke rang opperde Brockett de mogelijkheid dat de tensoren
die corresponderen met matrixverménigvuldiging best wel eens gelegen zouden
kunnen zijn op plaatsen waar de rang een sprong naar boven maakt.

Volgens Schdnhage heeft Strassen reeds in 1977 de mogelijkheid gesugge-
reerd om gebruik te maken van de goedkopere rang van benaderingstensoren,
maar het ontbrak destijds aan een goed voorbeeld [152]. Dit voorbeeld is
echter einde 1978 gegeven door een viertal Italianen uit Pisa [15], die er
zelf enkele maanden voor nodig hadden om de consequenties van hun uitvinding
voor de matrixvermenigvuldigingsexponent;te zien; toen hun rapport uitkwam
[13] moet Pan reeds doende zijn geweest om het approximatie-idee te combine-
ren met zijn eigen technieken [115].

Om het begrip approximatieschema te begrijpen kunnen we zowel topolo-
gisch als algebraisch werken; de laatste beschouwing heeft als voordeel dat
zij ook werkt over lichamen waarbij de topologie triviaal is zoals eindige
lichamen. De topologische methode blijkt echter tot een lagere grensrang te
leiden (zie BINI [14]).

We vervangen bij al onze beschouwingen het lichaam K door een polynoom-
ring K[t], waarbij t een geheel nieuwe variabele is, die de betekenis krijgt
van een willekeurig klein te kiezen storing. Gegeven een tensor T en een

gelijkheid:

n m k
a 8b ®c meta e (KT, b e (KITD ™, c_e (RK[TDH™.
q q q q q q

Deze decompositie heet een benaderde decompositie van de lengte g, orde h

en (fouten)graad 4 van de gegeven tensor T indien geldt:

thr + th+181 + th+252 + oo+ 9 =,

Dit betekent in feite het volgende: de decompositie levert een tensor
T' waarvan de elementen polynomen in t zijn. Ontwikkelen we T' naar machten
van t (waarbij de coéfficiénten nu tensoren zijn) dan vinden we als laagste
graads gedeelte de gegeven tensor T vermenigvuldigd met th, waarbij h de
orde van de decompositie is; daarna volgen nog d hogeregraads termen, waar-—
bij d de foutengraad is. Vullen we voor t elementen # 0 uit het lichaam in
en delen we door th dan zien we een rij tensoren van rang-q of minder die
in de limiet voor t - 0 naar de gegeven tensor T convergeert. T laat zich

dus willekeurig dicht benaderen door tensoren van rang g of minder.
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We definiéren uh(T) als de minimale lengte van een benaderingsdecompo-
sitie van de orde h-voor de tensor T. De graad van de decompositie (die we
zonder beperking der algemeenheid mogen veronderstellen begrensd te zijn
door 2h) doet niet ter zake. Het is duidelijk dat de rij getallen u(T) =

uO(T) 2> ul(T) e uh(T) (T) een niet stijgende rij natuurlijke ge-

Z Mot
tallen is; deze rij heeft derhalve een limiet die we aanduiden met T(T), en
die de algebraische grensrang van T heet.

Een alternatief is de topologische grensrang, die gedefinieerd is als
de minimale waarde van q zodanig dat T gelegen is in de afsluiting van
de collectie van tensoren van rang q of $inder. BINI heeft aangetoond dat
algebraische en topologische grensrang kunnen verschillen [14].

Een voorbeeld moge een en ander verduidelijken. Beschouw de tensor

weergegeven door de matrix:

Het pxobleem is 2 immuun in de variabele b; zodat we een ondergrens van 3
voor de tensorrang kunnen afleiden. De grensrang blijkt echter niet meer dan

2 te zijn, getuige de volgende benaderingsdecompositie van orde en graad 1:

t 0 0 0 a 0 2 0 0
a + (a+ tb) =t + t

-1 0 1t b a \0 b,
Een interessanter voorbeeld is echter het door BINI e.a. [15] aangegeven
scherma voor vermanigvuldiging van een onvolledige matrix van de orde 2 met
een volle 2 bij 2 matrix. De structuurtensor heeft, na eliminatie van de b-
kolommen, rijenrang 4 zodat de tensorrang gelijk 6 is; de grensrang is hoog-

stens 5 op grond van onderstaande benaderingsdecompositie van graad en orde 1:

000 0 1 000 00 1 0 1 ¢t 10
000 0 t 00 0 000 0 000 0
(atb) | v 5 4 ¢t )15 5 5 o/ Plo o 1 o/ Clo oo of?
00 0 0 0 0 0 O 0 0 t O, 00 0 0
0t 1 0 a b 0 0 000 O
0000| .|lco0o0 o0 2(a 0 0 0
Tty 9 0 0] % o 0 ab/tTE |00 0 a
0 t2t 0 0 0 c O 0Obtc O O
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Het gat in de matrix laat zich in dit geval goedkoop verhelpen. Twee
keer dit schema toepassen levert een benaderingsdecompositie van lengte 10,
orde en graad 1 voor T(3,2,2). Bovendien kunnen we gebruik maken van de vol-

gende multiplicatieve eigenschap van de lengte van benaderingscomposities:

LEMMA. Het tensorproduct van een decompositie van lengte q orde h, en

1

graad d1 voor een tensor T1, en een decompositie van lengte g orde h, en

2
graad d2 voor een tensor T2,1evert een decompositie van lengte ql.qz, orde
h1+h2 en graad d1+d2 voor T1 R T2.

]

We beschikken daarnaast over een symmetriestelling voor de benaderings-
rang van de matrixvermenigvuldigingstensor, omdat benaderde decomposities
zich laten spiegelen met behoud van lengte, orde en graad. Vormen wij der-
halve het product van drie gespiegelde versies van T(3,2,2) dan vinden we
een decompositie van de graad en orde 3 en lengte 1000 voor T(12,12,12).

Dit geeft op de gebruikelijke wijze aanleiding tot een exponent 12log(1000)
= 2.780, zij het slechts voor benaderingsalgoritmen. Het verrassende feit
doet zich echter voor dat, op straffe van een factor 0(log(n)) in de com-
plexiteit, deze exponent geldig is voor exacte algoritmen, en in de defini-
tie van de matrixvermenigvuldigingsexponent laat deze logaritmische stoor-

factor geen sporen na.

LEMMA. gegeven een benaderingsdecompositie voor de tensor T van lengte q
orde h en graad d; dan bestaat er een exacte decompositie van lengte q(d+1)

voor T.

th+s

BEWIJS. Beschouw de decompositie thTi-X:=1 S = q Ar R Br B Cr als een

polynoomidentiteit. Vullen wij voor t een waardesk #roluit het lichaam in en
delen we door Ah, dan hebben wij in g vermenigvuldigingen een polynoom ge-
evalueerd in het punt A, waarvan de coéfficienten tensoren zijn, en waarvan
de graad gelijk d is. We zijn geinteresseerd in de constante co&fficiént,
want dat is de tensor T. Door het polynoom te evalueren in d+1 punten Ai,
en daarna te interpoleren (waarbij de non-singulariteit van de corresponde-
rende Vandermonde matrix succes garandeert) kunnen wij derhalve T bepalen.
De totale kosten aan producten bedragen (d+1)g. Merk op dat het bewijs het
bestaan van minstens d+1 elementen # 0 in K veronderstelt. Vcor eindige K
kan de overhead factor O(dz) worden [1521].

Passen wij nu dit lemma toe op een hoge tensoriele macht van een be-

naderingsdecompositie van een matrixvermenigvuldigingstensor:
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STELLING: Zij gegeven voor een zekere n,m,k -een decompositie voor T(n,m,k)
van lengte q, orde h en graad d. Dan geldt voor de matrixvermenigvuldigings-

exponent Y < 3 log(q)/log(nmk) .

BEWIJS. Door het vormen van tensoriele machten verkrijgen we benaderings-
decomposities van lengte q3f, orde 3fh en graad 3fd voor T((nmk)f,(nmk)f,
(nmk)f), en komen zo tot een exacte decompositie van de lengte q3f(3fd+l).
Dit geeft een bovengrens y < 1og(q3f(3fd+l))/log((nmk)f) = (3f.log(q) +
+ log(3fd+1))/(f.log(nmk)) 3 log(qg)/log(nmk) + log(3£d+1) /f.log (nmk)) .

Omdat dit voor iedere f een bovengrens vqor Yy voorstelt, en omdat voor f->

de limiet van de tweede term = 0 is volgt de stelling.

Passen wij dit toe op de decompositie van Bini c.s. dan vinden wij de
grens 2.780; het blijkt echter mogelijk op basis van dezelfde benaderings-
decompositie de grens 3 6log(5) = 2.695 te bewijzen. Dit laatste element
hangt samen met de theorie van Schénhage over partiéle matrixvermenigvul-

diging.
10. ONVOLLEDIGE MATRIXVERMENIGVULDIGING

Het schema voor benaderde matrixvermenigvuldiging van Bini e.a. ver-
toonde een leemte in de vorm van het ontbreken van een matrixelement, waar-
voor 0 was ingevuld. Het bleek weliswaar mogelijk door een ad hoc combinatie
te komen tot een volle matrixvermenigvuldigingsalgoritme, maar hiermee ver-
dubkbelde zowél het aantal producten als het aantal effectief berekende ter-
men uit de prcductmatrix, en dat is nadelig voor de verhouding
3log(qg)/log(nmk) die volgens een lemma in paragraaf 5, en de generalisatie
tot benaderingsdecomposities in de vorige paragraaf als bovengrens voor de
matrixvermenigvuldigingsexponent gehanteerd kan worden.

A. SCHONHAGE [152] heeft laten zien dat dit lemma zich rechtstreeks
laat generaliseren voor onvolledige matrixvermenigvuldigings schema's. Hier-
toe dienen wij dit begrip eerst nader te bepalen.

Veronderstel dat wij een product van een n bij m met een m bij k matrix
vormen. Met dit probleem correspondeert een tensor en een trilineaire vorm
zijp Xinijpi. Het aantal termen dat in deze trilineaire vorm optreedt is
nmk. We noemen de tensor T' een deeltensor van T(n,m,k) als de bijbehorende

trilineaire vorm zich laat schrijven als z met c,, =0

L. C,L. X, Y. 2 .
iJp 1Jp 1] Jp p1 ijp
of 1. In de deeltensor hebben we als het ware een aantal termen uit de ten-

sor T(n,m,k) geschrapt. Als het bovendien zo is dat de getallen ci. te
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schrijven zijn als

cijp = eij'fjp'gpi met eij'fjp'gpi =0o0of 1

dan kunnen we aan deze deeltensor op de volgende wijze een betekenis toe-
kennen als onvolledige matrixvermenigvuldiging: eij = 0 betekent dat op de
plaats van Xij een nul wordt ingevuld; idem betekent fj = 0 dat Y. door O
wordt vervangen. Tenslotte betekent gpi = 0 dat we niet geinteresseerd zijn
in het element op plaats i,p in de productmatrix.

Het in manuscript verschenen resultdat van Schénhage beperkt zich tot
deeltensoren van deze laatste vorm, waarbij bovendien alle gpi = 1; wij
zullen in dit geval spreken van een deeltensor in de zin van Schénhage.

Gegeven een deeltensor T' van T(n,m;k) kunnen we het aantal berekende
termen bepalen; noem dit f(T') of £ als geen verwarring mogelijk is. Voor
een deeltensor in de zin van Schénhage laat f zich als volgt bepalen.

Zij voor 1 £ j < m het getal nj(kj) gedefinieerd als het aantal actieve
posities in de j-de kolom van de matrix (Xij) (j-de rij van de matrix (Yjp)).
De productmatrix ontstaat als de som van alle rang-&én matrices die ontstaan
door de j-de kolom van de X-matrix te vermenigvuldigen met de j-de rij van
de Y-matrix; de bijdrage van deze j-de rang-één tensor is nj.kj termen.
Kennelijk geldt derhalve dat f = Zj nj'kj'

Het is mogelijk om van deeltensoren op de gebruikelijke wijze tensor-
producten of tensoriele machten te vormen. Hierbij worden niet alleen de af-
metingen maar tevens het aantal actieve termen vermenigvuldigd: als T' een
deel is van T(n,m,k) en U' een deel van T(n',m',k') dan is T" = T' B U' een
deeltensor van T(nn',mm',kk') in de zin van Schdonhage, en bovendien geldt
£(T") = £(T").£(U").

In het geval van deeltensoren in de zin van Schénhage kunnen we zelfs
nog iets meer zeggen: als £(T') = Ej nj.kj en £(U') = Zj' nj"kj' dan geldt
f(Tﬁ? = zj,j' njnj"kjkj" waarbij het getal njnj, (kjkj,) zich laat inter-
preteren als het aantal actieve posities in de kolom met index j,j' in de
vergrote X-matrix (resp. in de rij met index j,j' in de vergrote Y-matrix).
Het aantal actieve termen wordt dus vermenigvuldigd, terwijl een expansie
van de schrijfwijze van f als som van producten informatie levert over het
patroon van optreden van de actieve posities in het onvolledige matrixver-
menigvuldigingsprobleem dat wordt gerepresenteerd door de producttensor.

Ter illustratie het patroon van de linker matrix in de derde tensoriele

macht van het onvolledige matrixvermenigvuldigingsprobleem uit het schema

van Bini e.a.:
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vgl.: (2+1)3 =8+ 3.4+ 3.2+ 1

Mo X XXX XX
O X O X O X O X
OO XX OONXKX
OO OX OOOoONX
O O OO XX MNX
[eNeNeoNeNol SN ol
[oNeNoNeNeNoN- i
loNoNoNoNeNoNaR-1

Wij zijn nu in staat om Schénhage's hoofdstelling te formuleren:

STELLING. Zij T' een deeltensor in de ziq van Schonhage van T(n,m,k) met als
aantal actieve termen f = Zj nj.kj; zij gegeven een benaderde decompositie
van T' van de lengte q, orde h en graad d; dan wordt de matrixvermenigvul-

digingsexponent begrensd door y < 3.log(q)/log(f).

Voor het geval van het schema van Bini e.a. levert dit de beloofde
bovengrens 3.log(5)/log(6) = 2.695. In het geval van volle matrices geldt
f = nmk en dan ontstaat de in de vorige paragraaf bewezen stelling.

Ik geeft een schets van het bewijs van deze stelling. Zij s een nader
te kiezen getal. Vorm de s-voudige tensoriele macht van T' en noem deze
T(s). Dit is een deeltensor van T(ns,ms,ks) in de zin van Schdonhage, waar-
voor enerzijds een benaderde decompositie bestaat van de lengte qs, orde
sh en graad sd, terwijl anderzijds het patroon van de actieve posities in
de X- resp. Y-matrix kan worden afgelezen uit de expansie van (n1+ et nm)s

resp. (k1+~....+-km)s. Hiervoor gebruiken we de multinomia;e ontwikkeling:

S

s _ S1 5n
(n1+ P nm) = z (sl, cee ,sm) ngte ... .nm .
s,+...+s_=s ’
1 m

Een analoge ontwikkeling geldt voor (k1+ ...+-km)s.

Kies een willekeurig m-tuppel Syr -es 1Sy met sl+ ceot Sp = S uit deze

s
expansie. De expansie leert ons dat er M := (sl, cesoasy indices j" =
\
jl' . ,js zijn waarvoor de j"-de kolom uit de X-matrix {resp. de j"-de
- s S, s S

rij uit de Y-matrix) N := n11. ... .nmm, (resp. K := k11. - .kmm) actieve

posities bevat. We vervaardigen nu een nieuwe deeltensor van T(ns,M,ks)
door alle andere kolommen in de X-matrix, resp. alle andere rijen uit de
Y-matrix te schrappen. Noem deze deeltensor T%; het is gemakkelijk in te

zien dat de benaderde decompositie voor T(S)

na het invullen van de nodige

nullen op plaatsen van actieve variabelen kan worden gebruikt als decompo-
cas % % ., . . "

sitie voor T . De tensor T is een deeltensor in de zin van Schdnhage, waar-

bij iedere kolom van de X-matrix N actieve posities bevat en iedere rij van
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de Y-matrix K actieve posities vertoont. Helaas staan deze actieve posities
per kolom in andere rijen en omgekeerd.

Schénhage gaat vervolgens de deeltensor T96 comprimeren. Neem aan dat
het lichaam voldoende veel verschillende elementen bevat om de volgende

Vandermonde-achtige matrices te kunnen vormen:

1 ... 1
g “ns s
G = : : afmetingen M bij n” met alle M bij M
aN'l ;N—l mirdoren niet singulier
g teeeeees O
Q = een soortgelijke matrix van afmetingen K bij k° met non-

singuliere K bij K minoren.

Beschouw nu het product G.(xij)(Yjp).Q; hiervoor bestaat nog steeds een de-
compositie van lengte hoogstens qS, orde sh, graad sd; de matrix X" =
G.(Xij) heeft afmetingen N bij M terwijl ¥Y" = (Yjp).Q afmetingen M bij K
heeft. De j-de kolom uit X" bestaat uit lineaire vormen in de M optredende
variabelen Xij in de j-de kolom van de X-matrix. Analoog voor de j-de rij
van Y". De matrix die beschrijft hoe deze lineaire combinaties gevormd
worden is echter een M bij M minor van G die per kolom verschillend kan zijn;
volgens de constructie was deze minor niet singulier. Op grond hiervan kun-
nen wij in egn basis van de lineaire vormen de optredende Xij elementen uit
de j-de kolom uitwisselen tegen de vormen in de j-de kolom van X"; doen wij
dit voor alle kolommen tegelijk en idem voor de rijen van de Y-matrix en Y",
dan komen we tot de aangename bevinding dat we onze gegeven decompositie
hebben getransformeerd tot een benaderingsdecompositie voor de volledige
matrixvermenigvuldigingstensor T(N,M,K).

Op grond van de stelling uit de vorige paragraaf vinden we een boven-
grens Yy < 3.log(qs)/log(NMK). Het is dus nodig het product P := NMK groot
te maken. Wij bereiken dit door s = r.f te kiezen; voor deze keuze van s
wordt het product P = NMK maximaal als we kiezen sj = r.njkj zoals een sim—
pel schuif en verbeter argument laat zien. De multinomiaalcoéfficiénten
worden afgeschat met het onderstaande gevolg van STIRLING [36]: log(x!) =
(x+%)log(x) - x + 0, 0 < 0 < 1. Het resultaat is de volgende ondergrens
voor P:

log(P) 2 r.f.log(f) - m(1+%log(rf)),
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zodat voor de matrixvermenigvuldigingsexponént een bovengrens ontstaat:
Y < 3.s.log(q)/(s.log(f) - m(l+%log(s))) = 3.log(q)/log(f) + o(1l) voor s.

Hiermede is het bewijs voltooid.

De oplettende lezer kan hieruit concluderen dat Bini c.s. te vroeg hun
schema hebben ingepakt tot een schema voor volle matrixvermenigvuldiging;
ze hadden er eerst een 999-e tensoriele macht van moeten vormen en daarna
een handig verpakkingsschema moeten hanteren. Het is duidelijk dat dit tot
efficiéntere schema's leidt voor matrixformaten waarvan wij slechts nacht-
merries kunnen hebben.

Schénhage verkrijgt in [152] een verbetering van de exponent tot
2.609 op basis van patronen die hij expliciet aangeeft met bijbehorende be-
naderde decompositie; de 2.609 ontstaat als 3 log(15)/log(26) in een familie
benaderde decomposities van lengte rs + 1, orde 2 en graad 1 voor het onvol-
ledige matrixvermenigvuldigingsprobleem met 2 + 2rs -~ r - s optredende ter-

men volgens het patroon:

X X X ... X}(X X X ... X
0 X X ... X X 0 0 ... O
0 X X ... X X 00 ... O
r bij s+1 s+1 bij 1+(x-1) (s-1)

waarbij r = s = 4 het beste resultaat blijkt te geven. De bijbehorende be-
naderde decompositie spaar ik U; wellicht een aardige opgave voor een win-

teravond.

11. EPILOOG

Op het 6e ICALP congres te Graz hield Schonhage een voordracht over
storage modification machines , maar de enige vraag uit het publiek was naar
de op dat moment best bekende waarde voor Y : resultaat 2.54. Drie maanden
later, van 21.tot 28 oktober 1979 organiseerden V. Strassen, A. Schénhage &
C.P. Schnorr voor de vierde keer een Oberwolfach Tagung over Komplexitéts-
theorie. Algebraische complexiteit was het centrale thema op deze Tagung,

en vele experts waren verzameld. De Italianen waren vertegenwoordigd door
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F. Romani en uit de VS waren Winograd & Pan (tegenwoordig woonachtig in de
VS) overgekomen. Grigor'ev uit Leningrad zond een abstract maar was verhin-
derd om te komen. Ook M. Atkinson uit Cardiff en P. Schuster uit Tibingen
hadden bijgedragen op dit terrein. Op donderdagavond was er een extra bijeen-
komst gewijd aan matrixvermenigvuldiging. De samenvattingen zijn gepubli-
ceerd in het EATCS bulletin [160].

Op vrijdagavond werd door Winograd & Pan een nieuw schema verzonnen dat
drie parameters bevatte; &én van de aanwezigen wist de mini-computer van
Oberwolfach aan de praat te krijgen om delresulterende exponenten uit te
rekenen, zodat, terwijl andere deelnemers de bibliotheek bezochten of een
fles wijn uit één van de alom aanwezige koelkasten aan het nemen waren, de
beide ontdekkers van het nieuwe schema voor een geschikt stel waarden van de
parameters het getal 2.521812716 op het scherm zagen passeren. Waarvan acte
in het gastenboek.

Voor zover mij bekend is dit resultaat nog ongepubliceerdi. De enige
officiéle vermelding staat in een recent artikel van ROMANI [139 ]. Het af-
gelopen jaar circuleerden daarnaast geruchten over een verbetering tot 2.51
en zelfs 2.49 is genoemd; H. Wozniakowski meldde mij recentelijk dat deze
geruchten inmiddels achterhaald zouden zijnT Een ander gerucht dat ik heb
opgevangen is dat het vermoeden dat de rang van de som van twee disjuncte
tensoren gelijk is aan de som van de beide rangen bewezen zou zijn; ook
hiervoor ontbreekt het mij aan nadere informatie. Wellicht slaat het gerucht
op het speciale geval dat is opgelost in[12].

Het gebied is duidelijk nog steeds in beweging. Begin 1981 (1 tot 8
februari 1981) was er weer een Tagung in Oberwolfach, maar het accent lag
daar minder op de Algebraische Complexiteitstheorie. De Algebraici kwamen
weer bijeen in november 1981.

Tenslotte een viertal portretten van de belangrijkste dramatis personae

die ik U niet wil onthouden.

t Inmiddels eveneens gepubliceerd in [35,80,117]. De achtergrond van de ge-
noemde geruchten wordt verklaard in de volgende paragraaf.
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12. ONTWIKKELINGEN SINDS 1980

Het zal, gegeven de voorgeschiedenis duidelijk zijn dat de genoemde
grens van 2.521812716.... niet lang stand zou houden. Achteraf blijkt het
zo te zijn dat het Schénhagéfwas die via aan extra handigheidje met het Pan-
Winograd schema de grens omlaag wist te halen tot 2.521801..... (zie LAZARD
[98] - Lazard was een van de deelnemers aan de bijeenkomst te Oberwolwach
Oct. 1979, en zijn indrukken hebben eveneens mogen leiden tot een overzichts-
artikel). Volgens Lazard heeft nadien Pan een verbetering tot 2.5161 geclaimd,
en nadien zijn de geruchten omtrend een verbetering tot beneden de 2.5 gaan
circuleren. Uiteindelijk is een betrouwbare verbetering verschenen in het
rapport van COPPERSMITH & WINOGRAD [35]. Dit rapport levert naast een ver-
betering tot 2.495548 de bevestiging van een reeds lang levend vermoeden -
de matrix exponent is slechts een limiet. Coppersmith & Winograd tonen in
feite aan dat iedere benaderde decompositie van een (onvolledige) matrixver-
menigvuldigingstensor kan worden gebruikt om aan andere decompositie te
maken voor een grotere tensor die aanleiding geeft tot een lagere waarde

voor de exponent: Everything you can do I can do better!

De bijdrage van Coppersmith & Winograd kan worden beschouwd als een
nieuwe techniek, die een constructie als aangegeven door Schénhage tijdens
zijn voordracht te Oberwolfach Oct. 1979 generaliseert. Beschouw bij wijze
van voorbeeld een exacte decompositie van T(m,n,p) van lengte L = M(m,n,p).
Coppersmith & Winograd tonen aan dat op basis van deze decompositie een be-
naderde decompositie van een som-tensor T(m,n,p) ® T(1,r,1) geconstrueerd
kan worden van lengte L' = L+n , waarbij r = L—ﬁ(m+p-1). De benaderde de-
compositie wordt verkregen door aan de gegeven decompositie van T(m,n,p) op
listige wijze extra termen toe te voegen die allen de variabele t bevatten;
de tensor T(m,n,p) is derhalve nog steeds te schrijven als som van de des-
betreffende rang één tensoren, zij het nu als benaderde schrijfwijze. Voegen
we echter een n-tal extra geschikt gekozen rang één tensoren toe dan blijken
alle stoortermen plotseling hoofd term te zijn geworden en hebben we de
tensor T(1,r,1) voor slechts n vermenigvuldigingen erbij gerekend.

Hierna is het een kwestie van eenvoudige analyse om aan te tonen dat
deze constructie bij machte is ieder bestaand schema te verbeteren. Neem ge-
makshalve aan dat n=m=p. Dan geldt r = L—2n2+n. zij Yn de bovengrens voor
de matrixvermenigvuldigingsexponent verkregen uit het bovenstaande schema

Yo = nlog(L); bekend is dat voor ieder natuurlijk getal s geldt

+ Zie ook de SICOMP versie van [152]
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S

Yns <" 1og(Ls). Passen we het resultaat van Coppersmith & Winograd toe

. . . s s _s
dan vinden we een nieuw benaderingsschema voor T(n”,n ,n") & T(l,rs,l) met

2s

lengte s + n° , waarbij r = Ls—2n +n° . Dit benaderingsschema geeft

volgens het resultaat van Schénhage een bovengrens voor y :

Yy < 3.log(LS+ns)/log(n3S+Ls—2nzs+ns) =

= 3.log(nsYn+nS)/log(n3s+nSYn-2nzs+ns)
!

aangezien 2 < y, < 3 mogen wij voor voldoend grote s de noemer afschatten

met log(n35+inSYn), zodat wij vinden:
y < 3.10g (050 (1+n° 1"Vn)) 109 (038 (14405 073y

Gebruik makende van ix <log(l+x) <x voor x + O leiden we hieruit af

3.sy_log(n) (14n°1™n) /sy 10g(n) )
Yy < = 3 = =y .U_ <y
3.s log(n) (1+nS(Yn_ )/12.slog(n)) n s

n

want het quotient Us is voor voldoend grote s kleiner dan 1 op grond van
1 - Yn < Yn - 3.

De bovenstaande berekening toont aan dat het schema dat aanleiding
gaf tot de grens Yn niet optimaal was. Wellicht zal de oplettende lezer
tegenwerpen - dat het resultaat van Schénhage slechts asymptotisch tot ver-
betering leidt, waarbij geen rekening is gehouden met constanten en/of ter-
men van de orde log(n). Dit bezwaar is gegrond. Een poging om het boven-
staande bewijs te generaliseren tot een bewijs voor de bewering "M(n) <
c.n® =» Y < a" is tot mislukken gedoemd. Deze sterkere bewering zult U in
[35] dan ook niet aantreffen. De ervaring leert dat velen het resultaat uit
[35] echter op de gesuggereerde wijze misverstaan. Om na te gaan hoegroot
de Verbetering is dient men naar expliciete voorbeelden van schemas en de
verbeteringen er op te kijken. Op deze wijze komen Coppersmith & Winograd
(na drie iteraties) op de genoemde grens van 2.495548; verder iteren geeft
slechts verbetering in niet afgedrukte decimalen. Wellicht komt men op basis
van weer andere schemas tot verdere verbeteringen.

De literatuurlijst is, in vergelijking met de lijst uitgedeeld op het
colloquium, uitgebreid met 26 titels. Naast het bovenbesproken artikel van
Coppersmith & Winograd dient de tweede editie van Knuth vol 2 te worden ge-

noemd; hierin is de theorie tot en met de 2.52... van Pan & Winograd herleid
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tot enkele vraagstukken [80] . Ik wil ook wijzen op het inmiddels verschenen
artikel van GRIGOR'EV [57], waaruit blijkt dat het "tensorrang is matrix-
rang" uitgangspunt niet geldt over willekeurige algebraische structuren.
Andere bijdragen aan de uitbreiding zijn artikelen die in eerdere instantie
over het hoofd waren gezien, zoals de bijdragen van ATKINSON e.a. [8,9,10,11].
Tenslotte bereikte mij tijdens de correctie van dit manuscript de definitie-
ve versie van SCHONHAGE [152] .

De lange duur van de correctie stelt mij ook nog in staat enkele opmer-
kingen te maken over de Obewolfach bijeen&omst van Nov. 01-07 1981. Winograd
deed uitgebreid verslag over [35] . De heer Lichteig (Konstantz) onderzocht
de meetkundige dimensie van de ruimten {t| u(t) < q} voor tensoren
tekt oo & , en zit dus weer op het spoor van BROCKETT [29] . Bini be-
schouwde commutatieve benaderingsschemas's, die niet bruikbaar zijn als uit-
gangspunt voor een theorie als die van SCHONHAGE [152] . Voor dit soort
schema's kan men wel een "exponent" defineren, en de vraag is vervolgens of
deze soms kleiner dan y kan zijn. H.F. de Groote houdt zich bezig met de
karakterisering van die algebra's waarvoor de ondergrens van
ALDER & STRASSEN [4] scherp is. Alder zelf vertelde dat over een algebraisch
afgesloten lichaam algebraische en topologische grensrang gelijk zijn. Er
waren uiteraard veel meer voordrachten over onderwerpen buiten het bereik
van deze syllabus. In tegenstelling tot 2 jaar eerder mochten wij echter

geen nieuwe bovengrens voor 7y inhuldigen.
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13. LITERATUUR

Met opzet heb ik de literatuurlijst niet beperkt tot het enge gebied
van de bilineaire en kwadratische complexiteit zoals dit in deze voordracht
aan de orde is gekomen. Bij het doorspitten van recente jaargangen van di-
verse tijdschriften en congresverslagen, heb ik ook titels opgenomen over
andere onderwerpen uit de algebraische complexiteitstheorie; additieve com-
plexiteit, problemen over polynoomevaluatie, Boolse complexiteit, Algebra-
ische complexiteit voor parallelle machines of nog algemenere modellen komen
aan de orde. Voor congresbijdragen die ldter als tijdschriftartikel zijn
verschenen is een korte verwijzing naar de congresproceedings vermeld bij
de opgave van het tijdschriftartikel, om wille van de datering. Referenties
van opgenomen artikelen zijn niet nagetrokken; de lijst zal dus verre van
volledig zijn.
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MFCS : Mathematical Foundations of Computer Science
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STOC : (ACM- SIGACT) Symposium Theory of Computing

FOCS : (IEEE) Foundations of Computer Science Symposium (tot 1975 genaamd:
Symposium on Switching and Automata Theory (SWAT))

JACM : Journal of the Association of Computing Machinery

SICOMP : Siam Journal on Computing
IPL : Information Processing Letters
TCS : Theoretical Computer Science

LAA : Linear Algebra and Applications
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PRIMALITEIT EN FACTORIZATIE

H.W. LENSTRA, Jr.

1. AANVANG

Zij n > 1 een geheel getal. We beschouwen de volgende twee problemen:
(a) (primaliteit) is n priem?

(b) (factorizatie) zo nee, vind a,b > 1 met n = ab.

We zullen niet een volledig overzicht geven van alle voorgestelde
methoden, maar ons beperken tot de theoretisch best bekende. Voor al het
andere, zoals practische methoden, geschiedkundige opmerkingen, toepas -
singen en verdere literatuurverwijzingen zie men WILLIAMS [15], cuy [5],
MONIER [9], SCHNORR [12], KNUTH [6] en voorts de uitgewerkte teksten van
voordrachten, gehouden tijdens de studieweek "Getaltheorie en Computers" [4].

Zoals gebruikelijk zullen we een algoritme goed noemen als de rekentijd
begrensd wordt door een polynoom in de lengte van de input. Voor problemen
(a) en (b) is de input het getal n, dat binaire lengte [log n/log 2]+ 1
heeft. De lengte van de input heeft dus dezelfde orde van grootte als log n.

De bekendste methode om de problemen (a) en (b) op te lossen bestaat
uit het achtereenvolgens proberen of n deelbaar is door 2,3,4,...,[/51. Dit
kan V;-stappen kosten, hetgeen exponentieel is in de lengte van de input.
Deze algoritme is dus niet "goed".

Voordat men op zoek gaat naar een kort bewijs dat n priem is, of een
kort bewijs dat n samengesteld is, kan men zich afvragen of een dergelijk
bewijs wel bestaat. In deze richting hebben we ten eerste het volgende
resultaat; onder een rekenkundige bewerking verstaan we een optelling, af-

trekking en vermenigvuldiging van twee gehele getallen.
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STELLING 1. Als n samengesteld is bestaat hiervoor een bewijs bestaande uit

0(1) rekenkundige bewerkingen. Als n priem is, dito.

BEWIJS. Voor samengestelde n is de stelling triviaal: om te bewijzen dat n
samengesteld is is het voldoende twee gehele getallen a,b > 1 op te schrij-
ven en de enkele vermenigvuldiging uit te voeren waaruit blijkt dat ab = n.
Voor n priem maken we gebruik van een nevenresultaat van de negatieve
oplossing van het tiende probleem van Hilbert. Dit resultaat zegt dat er

een polynoom
f e Z[ér?r---r%]

in 26 variabelen bestaat met de eigenschap dat de verzameling priemgetallen
samenvalt met de verzameling positieve waarden die f aanneemt als niet-
negatieve gehele getallen voor A,B,...,Z gesubstitueerd worden. Om te bewij-
zen dat n priem is is het dus voldoende 26 gehele getallen A,B,...,Z op te
schrijven en de begrensde hoeveelheid rekenwerk uit te voeren waaruit blijkt
dat n = £(A,B,...,2). Men vindt dat niet meer dan 87 rekenkundige bewerkingen

hiervoor vereist zijn. Dit bewijst Stelling 1. [

Het belang van Stelling 1 is om twee redenen louter theoretisch. In de
eerste plaats vanwege het non-deterministische karakter van de methode: het
bestaan van zekere bewijzen wordt verzekerd, maar er wordt niet bij verteld
hoe men ze snel vindt. In de tweede plaats is het meten van de lengte van
een bewijs door middel van het aantal rekenkundige bewerkingen volslagen
onrealistisch. Wil men met het in bovenstaand bewijs bedoelde polynoom f

bewijzen dat n priem is, dan zal tenminste één van A,B,...,Z groter zijn dan

Het is kennelijk onrealistisch om een rekenkundige bewerking met getallen

van deze orde van grootte als één stap te tellen. Daarom zullen we in het

vervolg - behalve in Stelling 6 - bit-operaties tellen; deze kunnen we

definiéren als rekenkundige bewerkingen op getallen van &é&n (binair) cijfer.
Een vermenigvuldiging van twee getallen < n vereist niet meer dan

O((log n)2) bit-operaties, dus er geldt de volgende stelling:

STELLING 2. Als n samengesteld is bestaat hiervoor een bewijs bestaande uit

0((log n)2) bit-operaties.
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Met behulp van snellere vermenigvuldig-routines kan men dit resultaat
verbeteren tot O((log n)1+e), voor elke € > 0. Evenzo kan in de volgende

stelling de exponent 4 door 3+ € vervangen worden, voor elke e > O.

STELLING 3 (PRATT [11]). Als n priem is bestaat hiervoor een bewijs bestaande
uit 0o((log n)4) bit-operaties.

BEWIJS. We nemen n oneven. Uit elementaire getaltheorie volgt dat n priem
is dan en slechts dan als er een geheel getal a is, 0 < a < n, waarvoor

geldt

J(a-1)/2
a(n‘l)/q Z

-1 mod n,

1 mod n voor elke priemfactor q van n-1.

Dus, om te bewijzen dat n priem is schrijven we een geheel getal a op,

0 < a < n, we schrijven de ontbinding van n-1 op:

(1) n-1 = 9y 9y --- 9 met 9y = 2,

we verifiéren dat

(2) a(n—l)/2

Z -1 mod n,

(3) a(n_l)/qi Z 1 mod n voor 1 < i

A
ct

en we controleren recursief:

A

(4) q is priem (1 <1i<vt).

Dit alles vereist t vermenigvuldigingen in (1), en t+1 machtsverheffingen
in (2) & (3), plus wat voor (4) vereist is. Geven we met f(n) het totale

aantal vermenigvuldigingen en machtsverheffingen aan, dan geldt dus

t
£(n) < t+t+l+ J £lag);

i=1
hier definiéren we f(2) = 1. Inductief bewijzen we dat f(n) £ 3(logn/log2) - 2.
Dit geldt voor n = 2, en als het voor de a; geldt, dan

t t
£(n) < 2t+1+ ) (3(logq;/log2) -2) = (] 3(logg,/log2)) -2=
i=1 i=0

= 3(log(n-1)/log 2) - 2 < 3(log n/log 2) - 2,
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zoals verlangd.

Er zijn dus niet meer dan O(log n) vermenigvuldigingen en machtsver-
heffingen nodig. Elke machtsverheffing in (2), (3) kan men uitvoeren door
middel van O(log n) kwadrateringen en vermenigvuldigingen modulo n. Elke
vermenigvuldiging, kwadratering of vermenigvuldiging modulo n (of een getal
kleiner dan n) kost O((log n)z) bit-operaties. Dit leidt tot de grens

O((log n)4), waarmee Stelling 3 bewezen is. [J

Stellingen 2 en 3 hebben nog het eerste gebrek van Stelling 1: het
non-deterministische karakter van de methode. Desondanks is het gegeven
bewijs van Stelling 3 niet uitsluitend van theoretische waarde: er zijn
verscheidene in de practijk toegepaste primaliteitstests waarvan de grond-
gedachte dezelfde is. De voornaamste moeilijkheid is dan het vinden van de
priemfactorontbinding van n-1. Er zijn varianten waarvoor een gedeeltelijke
ontbinding van n-1 ook al voldoende is. Lukt het niet om genoeg factoren van
n-1 te vinden, dan zijn er verwante tests waarvoor men factoren van n+l
dient te kennen, en beide soorten tests kunnen ook gecombineerd worden.

Het vervolg van n-1, n+1 luidt niet n-2, n+2, n-3, ... zoals men zou kunnen
denken, maar

n2+n+1, n2+1, n4+n3+n2+n+1, n2-n+1, e

waarbij de k-de term gegeven is door

¢k(n) = T (n - e2"ia/k),

1<a<k,ggd(a,k)=1
(dus @1(n) = n-1, @2(n) = n+1).

Voor getallen n van de vorm n = Zkil is n¥1 eenvoudig in factoren te
ontbinden, en in deze gevailen blijken de bovengenoemde tests een bijzonder
eenvoudige vorm aan te nemen. Dat is een plezierige samenloop van omstan-
digheden, want priemgetallen van de vorm Zkil spelen een bijzondere rol in
de wiskunde: met behulp van de priemgetallen van de vorm 2k+1 (Fermat-
priemgetallen) wist Gauss alle getallen n te karakteriseren waarvoor een
regelmatige n-hoek met passer en liniaal te construeren is; en priemgetallen
van de vorm 2k—1 (Mersenne-priemgetallen) komen voor in een stelling van
Euclides en Euler over volmaakte getallen. De enige bekende Fermat-priemgetal-
len (met k > 0) zijn 3,5,17,257 en 65537, en er zijn redenen om aan te nemen

dat dit ze alle zijn. Daarentegen vermoedt men dat er oneindig veel
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Mersenne-priemgetallen zijn. Met deze stand van zaken is het weinig verba-
zend dat het "grootst bekende priemgetal"”, zoals dat tot ons komt via de
nieuwsmedia en het Guinness book of records, steeds een Mersenne-priemgetal
is; op het ogenblik is 244497—1 de gelukkige.

Voordat we deze het theoretische kader van deze voordracht ietwat te
buiten gaande uitweiding beeindigen noemen we nog een tweede aardige toe-
passing van de primaliteitstests die op ontbindingen van n*l berusten, name-
lijk de jacht op priemgetaltweelingen. Een priemgetaltweeling is een tweetal
priemgetallen met verschil 2, zoals 3, 5 of 101, 103. Men vermoedt dat er
oneindig veel priemgetaltweelingen bestaén; de grootst bekende is

256200045-25426 1+ 1 = 23426 3 .5 .7 .11 - 13 4113 4151 & 1,

Zoals men ziet is het getal dat tussen de tweeling-priemgetallen in ligt uit
kleine factoren opgebouwd, zodat de ontbinding ervan volledig bekend is. Dit
maakt het mogelijk de primaliteit van beide getallen te bewijzen door op de
grootste een n-1- test toe te passen, en op de kleinste een n+l - test.

Voor meer details over deze zaken verwijzen we naar de aan het begin

aangehaalde literatuur.

We keren terug tot onze theoretische beschouwingen. Stellingen 2 en 3
impliceren dat, in modern jargon, het probleem of een getal priem is
behoort to NP n coNP. Behoort het, zo zal de expert zich dan direct afvra-
gen, wellicht ook tot de klasse P? Dat wil zeggen, is er "goede" en
deterministiéche algoritme die beslist of een getal n priem is? Het antwoord
hierop luidt waarschijnlijk bevestigend, maar zoals de zaken nu staan moe-
ten we voor een definitief antwoord wachten op het bewiijs van de zgn. ge-
generaliseerde Riemann-hypothese. Deze hypothese zegt iets over de ligging
van de nulpunten van zekere in de analytische getaltheorie optredende
complexe functies, en een bewijs ervan zou verreikende consequenties hebben.

Voor een precieze formulering verwijzen we naar de literatuur.

STELLING 4 (G.L. MILLER [8]). Laat de gegeneraliseerde Riemann-hypothese waar
zijn. Dan is er een algoritme die in O((log n)% stappen beslist of n priem

is.

Beneden geven we een beschrijving van de algoritme. Zolang de Riemann-
hypothese onbewezen blijft is het interessant na te gaan welke rol de

hypothese in de algoritme speelt. Het blijkt dat de terminatie van de
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algoritme in O((log n)5) stappen niet van de hypothese afhankelijk is, maar
de correctheid van het antwoord wel. Nauwkeuriger geformuleerd: als de
algoritme het getal n samengesteld verklaart is n inderdaad samengesteld;
maar als de algoritme n priem verklaart, kan het zijn dat n samengesteld is,
en de Riemann-hypothese fout.

Neem aan dat n oneven is, en schrijf n-1 = u-2t, met u oneven en t2>1.
In navolging van Rabin noemen we een geheel gétal a een getuige voor de
samengesteldheid van n, of kortweg een getuige voor n, als de volgende drie

voorwaarden vervuld zijn:

(5) a Z 0 mod n,
(6) al Z 1 mod n,
.ol
(7) al 2 Z -1 mod n voor i = 0,1,...,t-1.

Of a al dan niet een getuige van n is hangt alleen van a modulo n af; dus
we mogen ons beperken tot 0 £ a < n. Voor zo'n a kan men in O((log n)3)
stappen nagaan of (5), (6) en (7) vervuld zijn.

Getuigen zijn betrouwbaar: als a een getuige is voor de samengesteld-
heid van n dan is n inderdaad samengesteld. Neem namelijk aan dat n priem is.

Uit (5) en de stelling van Fermat (zie beneden) volgt dan dat

aln_1 Z 1 mod n,

dus van de rij

u _u°*2 u-2t
a, a PR |

.ol
is de laatste term 1 mod n. De eerste niet, wegens (6). Zij b = a” 2 de

laatste term in de rij die niet 1 mod n is. Dan geldt 0 < i < t-1, en
b2 = au.2i+1 = 1 mod n. Dus n deelt b2—1 = (b+1) (b-1), maar uit b Z 1 mod n
volgt dat n geen deler is van b-1. Omdat n priem is impliceert dit dat n
een deler van b+l is, dus b = -1 mod n, in tegenspraak met (7).

" In de practijk zijn getuigen niet lastig te vinden, als n tenminste
samengesteld is: Rabin heeft bewezen dat in dat geval tenminste 75% van
de getallen 1,2,...,n-1 uit getuigen voor n bestaat. Dit leidt tot een
probabilistische primaliteitstest: trek honderd willekeurige getallen uit
{1,2,...,n-1}; is er een getuige voor n bij, dan is n samengesteld; en is
er geen getuige bij dan verklaart men n priem. In ten hoogste éé&n op de
4100 gevallen leidt dit tot een verkeerd antwoord. Dit is voor de commer-

ciéle productie van priemgetallen een aanvaardbaar risico, maar het levert
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geen bewijs van Stelling 4. Om dit te doen vervangen we de honderd wille-
keurige getallen door de getallen a met 1 < a < 70:(log n)2; uit de Riemann-
hypothese kan men namelijk afleiden dat elke samengestelde n een getuige in
dit interval heeft. Vindt men dus geen getuige, dan moet n priem zijn, of

de Riemann-hypothese fout. Dit besluit onze schets van het bewijs van

Stelling 4. 0O
Zonder Riemann-hypothese blijven we zitten met een slechte algoritme:

STELLING 5 (ADLEMAN, POMERANCE, RUMELY [1,2]).Er is een algoritme die in

c logloglog n

0((log n) ) stappen beslist of n priem is, voor n > ee. Hier

geeft c een effectief berekenbare constante aan.

Het bewijs van Stelling 5 vereist gecompliceerde beschouwingen uit
zowel de algebraische als de analytische getaltheorie, die buiten het kader
van deze voordracht vallen. Met een verbeterde versie van de algoritme uit
Stelling 5 (zie LENSTRA [7]) verwacht men in de practijk de primaliteit van
getallen van ruim honderd cijfers gemakkelijk te kunnen beslissen.

De meeste van de bovenbeschreven primaliteitstests vertonen een ver-
bazend gedrag wanneer men ze op niet-priemgetallen n toepast: men krijgt te
horen dat n samengesteld is, maar een factor van n wordt er niet bijgeleverd,
en is uit de gedane berekeningen ook niet rechtstreeks af te leiden. Stel
bijvoorbeeld dat we weten dat n samengesteld is omdat we een geheel getal a

hebben gevonden met
n-1
a Z 1 mod n, ggd(a,n) =1,

hetgeen volgens de stelling van Fermat voor n priem onmogelijk is. Om in te
zien waarom dit ons geen factor van n levert, moeten we nagaan hoe de stel-
ling van Fermat bewezen wordt. Dit kan men doen door op te merken dat de
afbeelding i > ai (mod n) een permutatie van {1,2,...,n-1} is, en dat
bijgevolg
-1 n-1 n-1
a °(n-1)! = igl (ai) = igl i = (n-1)! mod n.

Als nu an_1 Z 1 mod n dan moet (n-1)! een factor gemeenschappelijk hebben
met n, hetgeen ons niets meer of minder vertelt dan dat n samengesteld is.

Ondertussen is het de moeite waard op te merken dat snelle manieren om
faculteiten of binomiaalcoéfficiénten modulo n te berekenen behulpzaam kun-

nen zijn bij factorizatie. Deze opmerking ligt ten grondslag aan de volgende
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twee stellingen, in de eerste waarvan weer, als in Stelling 1, op weinig
realistische wijze het aantal rekenkundige bewerkingen geteld wordt; boven-
dien beschouwen we een deling met rest nu ook als een rekenkundige bewer-

king.

STELLING 6 (SHAMIR [13]). Er bestaat een algoritme die voor elke samengestelde
n een niet-triviale deler van n levert, en die niet meer dan O(log n) reken-

kundige bewerkingen vereist.

BEWIJS. Het getal n is samengesteld dan ?n slechts dan als 1< ggd(ao!,n) <n
voor een positief geheel getal ag- Aangezien ggd(a!,n) als functie van a
monotoon niet-dalend is, en in a=1, n de waarden 1,n aanneemt, kan een
dergelijke ag door middel van O(log n) bisecties bepaald worden, mits we
weten hoe ggd(a!,n) te berekenen.

Als we a! kennen, kunnen we de ggd met de Euclidische algoritme in
O(log n) rekenkundige stappen bepalen. Ter berekening van a! passen we de

formules

(2b+1)! = (2b+1)+(2b)!,
. _ 2, 2b
(2b) ! = (b!) (b]

O(log a) keer toe. De benodigde binomiaalcoéfficiént (%?) bepaalt men door
naar het middelste blok van n binaire cijfers in (20+1)2P = Zigo (ﬁ?)'2in
te kijken, voor 2b < n, waarbij de machtsverheffing met O(log(2b)) verme-
nigvuldigingen kan worden gedaan.

De beschreven algoritme loopt in O((log n)3) rekenkundige stappen.
SHAMIR [13] brengt dit met enkele kunstgrepen omlaag tot O(log n). Dit

besluit onze schets van het bewijs van Stelling 6. [

Tellen we bit-operaties, dan is het best bekende resultaat veel pover-
der:

STELLING 7 (POLLARD [10]). Voor elke € > 0 bestaat er een algoritme die elk

(1/4)+€) stappen.

geheel getal n > 1 volledig factorizeert in O(n
BEWIJS. Het vereenvoudigde bewijs dat we hier schetsen is afkomstig van
V. STRASSEN [14]. Om n te factorizeren is het voldoende zijn factoren

< /;. te kennen, en evenals in het bewijs van Stelling 6 kan men
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inzien dat men deze kan bepalen als men weet hoe a! mod n te berekenen,
voor a < vn. De stelling is dus bewezen als we aantonen dat a! mod n in
O(al/z-ne) stappen bepaald kan worden.
We mogen aannemen dat a een kwadraat is: a = b2. Definieer
b
f(x) = M, (x+i),
i=1

dan geldt
b-1
| - s
a! jgo f(jb).

|
Uit algemene resultaten over polynoom-arithmetiek volgt dat de coéffi-
ciénten van het polynoom f in O(b‘ne) stappen modulo n berekend kunnen wor-
den, en dat, gegeven f, de b waarden £(0),£f(b),...,f((b-1)b) ook in O(b-ns)
stappen modulo n berekend kunnen worden. We kunnen, tenslotte, deze b waar-
den in O(b-ne) stappen modulo n vermenigvuldigen, hetgeen a! mod n oplevert.

Hiermee is Stelling 7 bewezen. []
Met de Riemann-hypothese gaat het een beetje sneller:

STELLING 8. Voor elke € > 0O bestaat er een algoritme die elk geheel getal
n > 1 volledig factoriseert en, als:de gegeneraliseerde Riemann-hypothese

(1/5)+¢

waar is, termineert in O(n ) stappen.

Men heeft, voor het bewijs van Stelling 8, de keuze uit verschillende
algoritmen. Deze maken alle gebruik van de door Gauss (1801) ontwikkelde
theorie van binaire quadratische vormen aX2~+bXY-+cY2 met gehele coéffi-
ciénten a, b, c, en meer in het bijzonder van het verband dat er bestaat
tussen de zogenaamde ambigue vormen, waarvoor b deelbaar is door a, en de
ontbindingen van de discriminant A = b2-4ac in twee factoren. Hierbij kan
men zowel met positieve als met negatieve A werken. Voor meer informatie
over deze methoden, waarvan de grondgedachte afkomstig is van Shanks, zie
men de bijdrage van R.J. Schoof in [41.

De Riemann-hypothese die in Stelling 8 bedoeld wordt is algemener dan
die uit Stelling 4, en speelt bovendien een andere rol: het is niet de
correctheid van het antwoord die erdoor gegarandeerd wordt, maar het feit
dat de algoritme binnen de gestelde rekentijd termineert.

Een wezenlijk verschil tussen de problemen (a) (primaliteit) en
(b) (factorizatie) bestaat uit het volgende. Bij (a) "weet" men vrij snel

het antwoord op de vraag of n priem is, de grote moeilijkheid bestaat eruit
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de juistheid van dit antwoord te bewijzen. Bij (b) is het echter juist de
grote kunst om factoren a,b > 1 van n te vinden; als ze eenmaal gevonden
zijn is het triviaal om te controleren dat a*b = n. Deze omstandigheid
leidt, bij probleem (b), tot een grotere nadruk op algoritmen van probabi-
listische aard, waarvan het termineren binnen een bepaalde tijd niet gega-
randeerd wordt, maar wel op grond van een probabilistische redenering
verwacht wordt. Verscheidene van de beste in de practijk gebruikte methoden
zijn van deze soort; we noemen in het bijzonder de rho-methode van Pollard
en de "square-form factorization"-algoritme (SQUFOF) van Shanks, die beide

(1/4)+€) hebben. Hier willen we vooral aandacht be-

verwachte rekentijd O(n
steden aan methoden waarvan de verwachte rekentijd sneller dan elke macht
van n is. Zie SCHNORR [12] voor een uitgebreidere behandeling.

De te bespreken methoden beginnen ermee een reeks paren gehele getallen

(ci'di) te construeren waarvoor geldt

c? = d, mod n,
i i

alle priemfactoren van |d,| zijn "klein", zeg < B.
i

Iedere di ontbindt men in priemfactoren:

Bi1 %
a, = (-1) . m p P.
1 p priem, p<B

van de vectoren (n.,,n.,,,n,,,N.,.,...) beschouwt men nu de codrdinaten
i1'712'7i3"7is5

modulo 2. Heeft men genoeg paren (ci,di) dan kan men met behulp van lineaire

algebra over Z/2 7ZZ een relatie tussen deze vectoren vinden:

Z n, = 0 mod 2 voor p = 1,2,3,5,... .
. ip
iel
. 2 -
Dan is igI di een kwadraat, zeg e, en met g = igI cy mod n geldt dan
g2 = e2 mod n,
. 2 2
dus n is een deler van g° -e” = (g-e)e(g+e). Nu hoopt men dat g Z *e mod n,

dan zijn ggd(n,g-e) en ggd(n,g+e) niet-triviale factoren van n.

De diverse algoritmen die op het bovenstaande principe berusten ver-
schillen voornamelijk in de manier waarop de paren (ci’di) gegenereerd
worden.

Het eenvoudigst gaat DIXON [3] te werk. Hij kiest de ci willekeurig uit

{1,2,...,n}, zet di = (cf mod n), en verwerpt de paren (ci,di) waarvoor di



79

een priemfactor > B heeft, met B = exp(v¥2 log n loglog n). Dixon is dan in

staat een stelling te formuleren en te bewijzen, die ruwweg zegt dat men mag

verwachten dat de algoritme in O(B3) = O(exp(3v2 log n loglog n)) stappen

termineert. Uit

V1 logls
exp(¥log n loglog n) = n loglog n/log n = (log n) ©g n/loglog n

blijkt dat dit sneller dan elke vaste macht van n is, maar langzamer dan
elke macht van log n. Het geheugengebruik van Dixon's methode is O(Bz).
Een tweede, en in de practijk ook wérkelijk gebruikte methode om de
paren (ci,di) te genereren maakt gebruik van de kettingbreukontwikkeling
van /n (of /kn, met k klein). De kettingbreukontwikkeling levert rationale
benaderingen Ai/Bi van /E} en men neemt ci = Ai mod n, di = Ai mod n,
]dil minimaal. Omdat Ai "dichtbij" Bi/; ligt, ligt Ai "dichtbij" het veel-
voud Bin van n, dus men verwacht dat di "klein" is, en inderdaad kan men
bewijzen

la. | < 2vn.

1

Dit verkleint de kans dat een paar (ci,di) verworpen moet worden vanwege een

te grote priemfactor in di' Met een heuristische redenering heeft Wunderlich-

laten zien dat men met B = exp(v(1/3) log n loglog n) terminatie in tijd

0(B3) = exp(¥3 log n loglog n) mag verwachten. Dit is sneller dan Dixon
maar er is h;er geen sprake van een precieze stelling.

De net beschreven methode werd door Lehmer en Powers voorgesteld in
1931, de tijd dat men nog met de hand rekende. Er bleek een niet te verwaar-
lozen kans te bestaan dat men, hopende bijna klaar te zijn, ontdekt dat
g = te mod n, zodat men practisch weer helemaal opnieuw moet beginnen. Door
dit frustrerende effect werd de methode niet populair. Brillhart en Morrison
realiseerden zich dat een computer niet gevoelig is voor dit nadeel van
de methode, en haalden hem in 1970 weer van stal. Voor erg grote getallen
(30 & 40 cijfers) is het de beste in de practijk gebruikte algoritme.

Tenslotte is er een algoritme van Schroeppel, die dezelfde grondgedachte
iets anders uitwerkt. In plaats van met congruenties ci = di mod n werkt hij

met congruenties

ic
nm. c = d, mod n
ceC i
Oic € ZZO' Z ic T 2
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waarbij C een vaste collectie getallen in de buurt van /n is, zodat di weer
klein is. Men kiest het aantal elementen van C gelijk aan het aantal priem-
getallen < B. De vectoren (nil'ni2"'°) maakt men 2x zo lang door er de mic
aan toe te voegen. Dit leidt dan weer op dezelfde manier tot een congruentie

2
g2 = e mod n.
Schroeppel geeft de verzameling C een speciale structuur, waardoor het
ms
tijdrovende factorizeren van di = (T ¢ lc)--n kan geschieden door te gzeven.

Verder beredeneert hij dat B = exp(%/IE&aﬁ-IEEISE_ﬁ) de optimale keuze is.

Dit leidt tot een algoritme met verwachte rekentijd O(B3)==exp(§/I5§?TIS§IE§;)
(de in een ongepubliceerd geschrift van éoonstra genoemde grens O(Bz), die
Schroeppel claimt, wordt niet door de daar genoemde argumenten ondersteund) .

Opnieuw is hier geen sprake van een precies geformuleerde en bewezen stelling.

Samenvattend kunnen we concluderen dat probleem (a) "doenlijk" is,
vooral als men aan een morele zekerheid over de juistheid van het antwoord
voldoende heeft, maar dat probleem (b) met de tegenwoordige kennis "ondoen-

1lijk" is voor algemene n.
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EFFICIENTIE VERSUS NAUWKEURIGHEID

C.G. VAN DER LAAN

0. INLEIDING

De laatste jaren is er heel wat verschenen op het gebied van de com-
plexiteitstheorie. Overzichtswerken zijn HARTMANIS & HOPCROFT [21], MILLER
& THATCHER [34], HOPCROFT [24], AHO, HOPCROFT & ULLMAN [1], TRAauB [52,53],
BORODIN & MUNRO [5], WINOGRAD [59], en de Turing award lecture: RABIN [38].
Onderscheid wordt gemaakt in analytische complexiteit - de complexiteit om
de analytische operator te benaderen door een algebraische (RICE in TRAUB
[52]), en algebraische of arithmetische complexiteit - de studie van effi-
ciénte of optimale algoritmen voor de evaluatie van algebraische functies
op (geidealiseerde) computers (BORODIN & MUNRO [5]). Bij het doorbladeren
van bovengenoemde literatuur kan men constateren dat veel aandacht m.b.t.
numerieke zaken, is geschonken aan
. operaties op polynomen (evaluatie, vermenigvuldiging, deling);
. matrix—verménigvuldiging;
. de Discrete Fourier Transformatie.
De aandacht concentreerde zich op het minimale aantal arithmetische opera-
ties, afgezien van geheugengebruik, begrijpbaarheid, parallelle verwerking
en ... nauwkeurigheid; dit alles voor algemene problemen.
Al deze aspecten kunnen tot gevolg hebben dat niet de algoritme met de mini-
male complexiteit gebruikt zal worden, omdat bijvoorbeeld het geheugen-—
access te veel tijd vergt, het programma niet meer begrijpbaar is, de se-
quentiéle verwerking in vergeliijking met parallelle verwerking te lang duurt,
of helaas de algoritme ontoelaatbaar onnauwkeurige resultaten levert. Verder
is er in een concrete situatie veelal extra probleeminformatie voor handen,
waardoor de complexiteit van het specifieke probleem een orde kleiner is
dan de complexiteit van het algemene probleem. Met het opkomen van de vec-

tor-computers, array-processors e.d. is het ontwerpen van parallelle
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algoritmen van practisch belang. Algoritmen gebaseerd op de divide-and-
conquer techniek lenen zich van nature voor parallelle verwerking. Een
bibliografie t.a.v. parallelle algoritmen is gegeven door POOLE & VOIGT
[361].

OPMERKING. Parallelle verwerking beétekent niet dat de complexiteit kleiner
is, slechts de tijdsduur wordt beinvloed omdat een aantal bewerkingen tege-
lijkertijd gebeuren. Hierdoor kan men algoritmen beschouwen die een grotere
complexiteit hebben, maar waarbij de parallelle verwerking sneller is dan

de sequentiéle verwerking.

Bovendien moet men in ogenschouw nemen dat men analoog aan het vooraf ver-
richten van wiskundige manipulaties ter 'vereenvoudiging', men ook een pre-
computing fase kan onderscheiden. Dit is met name van belang bij uitspraken
over de optimaliteit van het Hornerschema, zoals gedaan door Vitanyi (deze
syllabus), waarbij wij na precomputing tot efficiéntere representaties kun-
nen komen (zie 2.1). Dit is van belang bij evaluatie van een polynoom voor

meerdere waarden van het argument.

De numerieke wiskunde houdt zich bezig met onderzoek naar efficiénte
(zowel ten aanzien van runtime als geheugenbeslag) én stabiele algoritmen,
voor problemen die voortkomen uit: ... analysis of mathematical models of
the physical world and the optimization of models of the organizational
world. (RICE c.s. [42]). Het vakgebied is nogal uitgebreid; naast de bi-
bliografie van GINSBURG [19], die verwijzingen bevat naar vele introducties
in de numerieke wiskunde, en boeken die gewijd zijn aan één probleemgebied
of zelfs aan één probleem is er verschenen: het COSER's rapport (RICE c.s.
[42]) en het State-of-the-Art boek JACOBS [27]. Ten aanzien van de fouten-
analyse en de stabiliteit is er WILKINSON [57,58], HOUSEHOLDER [25],
STERBENZ [48], RUTISHAUSER [45], KAHAN [28], BAUER [4] en BABUSKA [2]; voor
foutenanalyse m.b.v. een computer is er MILLER [32,33]. Verder is er een

discussie gaande over de standaardisatie van computer arithmetiek.

Zowel vanuit de complexiteitstheorie als vanuit de numerieke wiskunde
wordt er gekwantificeerd. De efficiéntie en nauwkeurigheid moeten meetbaar
zijn om tegen elkaar afgewogen te kunnen worden. In beide groeperingen ech-
ter zijn er relativerende geluiden te horen; het openstaan voor de neven-
aspecten tijdens het zoeken naar optimale grenzen wordt belangrijk geacht.

... There is still a tendency to attach too much importance to the precise
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error bounds obtained by an apriori error analysis. In my opinion the bound
itself is usually the least important part of it. The main object of such
an analysis is to expose the potential instabilities, if any, of an algo-
rithm so that hopefully from the insight thus obtained one may be led to
improved algorithms. Usually the bound itself is weaker than it might have
been because of the necessity of restricting the mass of detail to a reason-
able level and because of the limitations imposed by expressing the errors
in terms of matrix norms. A priori bounds are not, in general, quantities
that should be used in practice. Practical error bounds should usually be
determined by some form of a posteriori drror analysis, since this takes
full advantage of the statistical distribution of rounding errors and of
any special features, such as sparseness in the matrix ... (WILKINSON [571]).
... The view we take here is an attempt to understand what makes functions
hard to compute, rather than to provide the best practical algorithm. This
view leads to a concern with asymptotic behavior and the presentation of
some algorithms simply as 'proofs of upper bounds', not as guidelines for

practical computation. ... (BORODIN & MUNRO [51]).
1. NAUWKEURIGHEID

De nauwkeurigheid van het resultaat van een algebraische operator als

benadering van een analytische operator wordt bepaald door:
. het effect van verstoringen van de operand;
. de approximatie (residue of truncatie) fout;
. het effect van de (eindige precisie) arithmetiek.
Zij

f(x) : de waarde van de analytische operator met argument x,

E(x;a): de waarde van de benaderende algebraische operator met parameters

a,

Ep(z;a):het resultaat van ; via algoritme p in eindige precisie met ver-

stoorde operand x,

dan geldt voor de nauwkeurigheid

l£(x) - §P<§;a)| < £(x) - £ ] + 1£(X) - E(x;a) | + |E(xza) - Ep&;a)l.

Bij een a priori analyse kunnen wij ernaar streven die benadering % en al-
goritme p te kiezen zodat de tweede én derde term klein genoeg zijn. Bij
het zoeken naar de algebraische benadering hebben wij vrijheid van repre-

sentatie d.w.z. wij kunnen zowel E(;;a) als g(;;b) kiezen als voor beiden
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geldt
lf(;) - E(;;a)l < truncatiefout
lf(;) - ;(x;b)] < truncatiefout.
Een bijzonder geval is de verschillende representatie: E(:;a) = a(;;b).

De binnen de truncatiefout geboden vrijheid kunnen wij benutten door een
benadering te kiezen met zowel een zo goed mogelijke conditie als een zo
goed mogelijke analytische complexiteit.
Bij het kiezen van de algoritme p kunnen'wij onze keuze laten bepalen door
een zo klein mogelijke groeifactor en een zo klein mogelijke algebraische
complexiteit.
Wij hebben dus te maken met de begrippen: analytische en algebraische com-
plexiteit versus conditie en groeifactor. Wij kunnen ons nu verschillende
werkwijzen t.a.v. het construeren van algoritmen voorstellen:
. De robuuste numericus die eenmalig een probleem moet oplossen.
Deze zou kunnen afzien van algoritmen met optimale complexiteit, in zowel
algebraische als analytische zin, en zich kunnen richten op goed gestelde
problemen - goed geconditioneerd t.a.v. verstoringen in de parameters -
als benadering, en op algoritmen met geen of kleine groei.
Bijvoorbeeld: het hanteren van orthogonale transformaties, approximeren
met Chebyshevreeksen.
. De complexicus.
Deze zou de gevolgen t.a.v. de eindige precisie kunnen verwaarlozen en
zou zich volledig kunnen laten leiden door optimale complexiteit.
Bijvoorbeeld: operaties op polynomen in machtssomrepresentatie van hoge
graad.
. De programmatuurbouwkundige.
Deze moet de nauwkeurigheid én de complexiteit beschouwen naast de as-
pecten die samenhangen met het ontwikkelen van programmatheken. Dit be-

tekent dat hij moet aangeven: hoe de inherente fout
[£(x) - £(x)]

geschat kan worden in termen van |x - x|, hoe groot de truncatiefout is

(meestal blijft dit achter de schermen) en hoe de gegenereerde fout

I£(x;a) - Ep&;a)l
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geschat kan-worden door
conditie * groeifactor * machine precisie

waarbij de groeifactor, hetzij a priori hetzij a posteriori bepaald, als
maat voor de verstoringen optreedt.

Hij zou er dus voor moeten zorgen dat het product: conditie * groeifactor,
zo klein mogelijk blijft bij het zoeken naar optimale complexiteit. In
zogenaamde kritieke stukjes rekenwerk zou hij in multi-lengte kunnen wer-
ken als de groeifactor te hoog wordt. Een werkwijze zou kunnen zijn:

"houd analytische complexiteit én condijtie klein" en vervolgens: "houd
algebraische complexiteit én groeifactor klein". Als men de mogelijkheid
heeft om het onderste uit de kan te halen, dan kan men zich de experimen-
teer-attitude aanmeten door van diverse implementaties zogenaamde per-
formance profielen op te stellen, gebaseerd op een representatieve collec-
tie testproblemen. Dit laatste is doenlijk voor een gebruiker met een con-
crete klasse van problemen in een bepaalde situatie waarbij hij een keus
moet maken uit verschillende voorhanden zijnde programmatuur; er bestaat

geen universeel beste!
1.1. Conditie

De conditie is een maat voor de gevoeligheid van een operator voor de
verstoringen van een operand.
Zij f een operator met operand a dan kunnen wij de conditie C definié&ren
door
I £(a+tha) -£(a)l Il Aall

c(a) = lim / .
AasD Te(a)l lall

Afhankelijk van f werkt men ook wel met eerste orde benaderingen.

OPMERKING. Om "zwakke plekken" in een algoritme op te sporen hanteert men
ook wel relatieve afgeleiden van de operand naar het resultaat

!

?6 £

a,
1

zodat men weet wat het (eerste orde) effect van een enkele verstoring is,
onder de aanname dat er geen overige (eventueel compenserende) verstoringen

zijn.
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1.2. Groeifactor

Binnen de terugwaartse foutenanalyse van algebraische processen heeft
de groeifactor - als macroscopische grootheid - een duidelijke plaats ge-
kregen. Het begrip groeifactor heeft te maken met de groei van de tussen-
resultaten van een algoritme. De tussenresultaten bepalen de grootte van
de afrondfouten en derhalve is de groeifactor ook bepalend voor de grootte
van de gemaakte afrondfouten. Vroeger werden de tussenresultaten klein ge-
houden door schaling, vooral noodzakelijk door de vaste-komma-arithmetiek.
Toen men overging op glijdende-komma-arithmetiek - met zo goed als constan-
te relatieve fout - had men behoefte aan algoritmen met een "kleine groei".
Bij een operator f met operand a uitgevoerd via algoritme p in eindige pre-
cisie, gaat de terugwaartse foutenanalyse ervan uit dat er een Aa bestaat

zodanig dat geldt
£ (a) = f(at+tha);
p

in woorden: de evaluatie van f via p in eindige precisie is gelijk aan de
exacte waarde van f voor een verstoorde operand.

De groeifactor g is dan gedefinieerd door

_ laal
9 =Tl / €.

‘ met € de (eindige) precisie van de arithmetiek. Helaas is het niet altijd
mogelijk om a priori een realistische groeifactor te vinden, omdat, naast
wat WILKINSON (zie inleiding) stelde, de tussentijdse afrondfouten niet a
priori geinterpreteerd kunnen worden als verstoringen van de begingegevens.
Dit komt m.n. voor als dezelfde grootheid op verschillende plaatsen in de
algoritme wordt gebruikt. Dan kan men &6f dezelfde grootheid op verschillen-
de plaatsen als verschillend beschouwen Sf men kan het resultaat als func-
tie van de gemaakte fouten beschouwen en dan ontwikkelen vanuit het exacte
resultaat naar de fouten. Ter illustraﬁie beschouwen wij het vinden van de
wortels x van de vergelijking

1,2

x2 +2bx + ¢ = 0,

via de algoritme
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Youm

?<1 = £1(-(b+sgn(b) vb2-c)), §2 = f1(c/§1)

d.w.z. 361, zodat geldt

-(b+sgn(b)/(£2(1+61)— c)(1+62)(1+63))(1+64)

X

X, = c/x, (1+6.).

%, / 1( 5)

Interpretatie van {61} als verstoringen van b en ¢ geeft moeilijkheden. Men
]

zou dus in eerste instantie over verschillende b's en c's kunnen praten en

~

later deze kunnen conflueren, of men zou x als functie van {§,} kunnen
i

beschouwen en deze dan kunnen ontwikkelen i;iuit {Si} = {0}. De laatste
aanpak is gepubliceerd door MILLER [33,34] in zijn "software for round-off
analysis".

Een andere formulering van het laatste idee is gedaan door BAUER [4] en
LARSON [26] in een zgn. computational graph, waarbij het effect van de tus-
senresultaten wordt beschouwd. KAHAN [28] mengt voorwaartse en terugwaartse
foutenanalyse door tussentijdse afrondfouten te interpreteren als versto-
ringen van de begingegevens én de resultaten. De deskundigen zijn het ken-

nelijk niet eens over de te gebruiken methode; nu eens is de ene methode wat

i , weer 'n andere.
handiger, dan ! de

Bij de a posteriori (terugwaartse) foutenanalyse kan men uitgaande van

de verkregen oplossingen x de vraag stellen voor welke verstoorde verge-

1,2
1lijking deze waarden exacte wortels zijn, m.a.w. voor welke Gb en Gc geldt:

ax2 + b(1+8 )x + c(1+46 ) = 0.
b c

Hieruit volgt als oplossing

De relatieve fout in de wortels kan benaderd worden - onafhankelijk of Sb'

Gc via a priori of a posteriori analyse verkregen is - met
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8x b c/x &b
( 1)=l( 1)( )+h.o.t.
D
6x2 Sc

-b—c/x2
met D de discriminant. (Als er ook nog meetfouten of conversiefouten in a
zijn dan moet men bovenstaande formule uitbreiden.).
Het voorbeeld in KAHAN [28] met

a = 47.51, b = 47.45, c = 47.39

levert dan voor de algoritmen [

(-bi¢42—4ac)/(2a)

-
Ld
]

1,2
2: %, = - (b+sgn (b) Yo 2-aac) / (2)
x2 = c/(axl)

de volgende waarden via de a posteriori verkregen formules voor 8b en §c

&b Sc

lgoritme 1 |- 1974 | 99.30

lgoritme 2 -2 210—#

Algoritme 2 heeft kleinere verstoorde operanden dan algoritme 1!
Invulling van deze resultaten in de bovenstaande formule geeft

een schatting - a posteriori - van de onnauwkeurigheid van Xy o-
’

Op grond van het bovenstaande kunnen wij verwachten dat algoritme 1 minder
nauwkeurige resultaten geeft dan algoritme 2. Bovendien kunnen wij verschil-
lende vuistregels hieruit destilleren:

. de berekende wortels moeten voldoen aan

;1 + ;2 N - b/a

zo niet, dan hebben wij een instabiel algoritme;

. bijna samenvallende wortels geeft aanleiding tot een slecht geconditioneerd
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probleem; D is klein (onafhankelijk van de norm van de amplificatie-matrix).

Voor andere analyses van dit "eenvoudige" probleem zie KAHAN [28] of BAUER

[4]; LARSON & SAMEH [26] hebben Bauer's idee nader uitgewerkt.

OPMERKING. Het aantal benodigde bewerkingen voor de beide algoritmen ver-

schilt nauweli jks.
2. APPROXIMATIE VAN FUNCTIES

Reeds in de beginperiode van de autoﬁatische rekenmachine was het ef-
ficiént representeren van standaardfuncties een belangrijke activiteit.
Het opslaan van tabellen was duur ten aanzien van de benodigde geheugen-
ruimte en duur t.a.v. de tijd nodig voor het opzoeken van de tabelwaarden
en voor het berekenen van de benodigde interpolatie. Al vroeg besloot men
daarom de functie te benaderen door eenvoudiger functies, en uiteindelijk
door algebraische functies. In verband met de verlangde efficiénte en nauw-
keurigheid wordt het interval verdeeld. Vervolgens kan men op ieder deel-
interval een zo efficiént mogelijke benadering construeren, of uitgaande
van de benadering op een deelinterval via bijvoorbeeld recursie de functie
benaderen op het andere interval. Als wij ons nu concentreren op het deel-
probleem van het benaderen van de functie f op een geschikt gekozen deel-

interval, dan hebben wij te maken met
f(x;a) en Ep(x;a),

waarbij wij ook de transformatie van de afhankelijke en onafhankelijke va-

riabele nog kunnen beschouwen.

Als voorbeelden van £ zou men kunnen denken aan

. een polynoom of rationale functie als minimax benadering;
. een reeks (Chebyshev, Taylor, asymptotisch);

. een kettingbreuk,

al dan niet gecombineerd met recursie.

De analytische complexiteit, bijvoorbeeld het aantal benodigde termen in
een reeks, is afhankelijk van de gewenste nauwkeurigheid en de grootte van
het interval. (Het is dan ook gemakkelijk te begrijpen dat bij te dure be-

naderingen men simpelweg het benaderend interval in stukken verdeelt). Bij
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het selecteren van de benadering is het raadzaam m.b.t. het vergelijken van
de conditie de absolute som van de relatieve afgeleiden naar de parameters

te vergelijken

Z I_a)_c B'E(x;a)l
Kk £

VOORBEELDEN (conditie van de approximerende vorm)

1. zij
o !
e = ¥V 0% k=17 7 Fxr, xe [0,x,]
k=0 k=0

dan geldt voor de bovenstaande absolute som voor beide reeksen

2x
e 0 en 1,

op grond waarvan wij de eerste representatie als numeriek niet goed ge-
noeg geconditioneerd kunnen verwerpen. (WILKINSON [58, p.36,37] moet meer

werk doen om dit aan te tonen).

2. Zij
2 X 2 2 4 5
p.(x) = ) a X =1-13.7x + 67.5x" - 153x" + 162x - 64.8x
5
k=0
2
= ¥ b, . Tr (%) = -(.522T, (x) + .352T.(x) + .126T (x))
k=0 2k+17 2k+1 . 1 . 3 - 5

*
met Tk(x) het verschoven Chebyshevpolynoom, dan hebben wij voor de boven-

staande absolute sommen voor x = 1
462 respectievelijk 1,

Op grond waarvan wij de eerste representatie als numeriek niet goed ge-
noeg geconditioneerd kunnen verwerpen (RUTISHAUSER [44]).
3. Ook bij een kettingbreuk hebben wij een diversiteit aan equivalente re-

presentaties met de even en oneven contractie als bekende voorbeelden.

OPMERKINGEN. Vervolgens moeten wij een algoritme kiezen die zowel een zo
klein mogelijke algebraische complexiteit als een zo klein mogelijke groei

heeft (zie 2.1 t.a.v. polynomen) .
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Het argument x is niet beschouwd in de relatieve afgeleiden omdat deze te
maken heeft met de conditie van de functie en niet zo zeer met de conditie
van de benaderingsfunctie. Soms kan het echter nuttig zijn een transfor-

matie van de afhankelijke en/of onafhankelijke variabele toe te passen om
daarmee een efficiéntere benadering dus een kleinere analytische complexi-

teit - van £ te verkrijgen:

£f(x) = h(g(x)) (transformatie afhankelijke variabele)
= £(x(t)) (transform%tie onafhankelijke variabele)
= h(v(t)) (transformatie afhankelijke en onafhankelijke

variabele) .

VOORBEELDEN. (TEMME en VAN DER LAAN [51])

1. In de NAG-programmatheek gebruikt SCHONFELDER [46]

E,(x) = e ¥/x e, (t), x € [4,%i]
met

t = (11.25-x)/(3.25+x)

waarbij de Chebyshevreeks van el(t) sneller convergeert dan de Chebyshev-
reeks van xexEl(x); de analytische complexiteit is verkleind. Bij een
relatieve fout van ~ 10_15 zijn voor de intervallen (0,4) en (4,x), 16
respectievelijk 15 termen van de Chebyshevreeks nodig. De benadering is
om efficiéntie redenen a priori getransformeerd naar een polynoom in de
machtssomrepresentatie terwijl de stabiliteit behouden bleef; de alge-
braische complexiteit is verkleind, onder behoud van de nauwkeurigheid
(experimenteel) .

De exponentiéle integraal El(x) is te representeren door de reeks

® n
- +
Bjx) =-lne) -y- ] S, xcw
m=1 .
en door de Legendre kettingbreuk
1 n n+tl 2 +
El(x)=eX(X+1+ I x+"')' Xxe R .

Uitgaande van deze in principe goede benaderingen hebben CODY & THACHER
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[7] efficiénte, a posteriori stabiele, rationale minimax benaderingen

geconstrueerd van de "wiskundig rustiger" functies

El(x) + 1n(x) op (0,11]
exEl(x) op [1,4]

xzexEl(x) - x op [4,).

Als tussenfase hebben zij de reeks in een kettingbreuk getransformeerd
via de QD-algoritme; deze kettingbreuﬂ werd op (0,4] als moederfunctie
gebruikt. Uitgaande van de wens dat de benaderende rationale functies
van dezelfde complexiteit op de verschillende intervallen moesten zijn,
bleek empirisch de opsplitsing in (0,1], [1,4], [4,») te voldoen.
Bovendien bleek de efficiéntere J-fractie voor bepaalde gebieden de
meest stabiele. Bij een relatieve fout van ~ 10—15 is de graad van de
teller en noemer van de rationale functie * 6 afhankelijk van het in-
terval. Op [1,4] werd de teller en noemer a priori gedeeld door de hoog-
ste macht van x! Bij hun analoge werk voor Ei(x) verkregen zij rationale
functies die zijempirisch niet nauwkeurig genoeg vonden; de representa-
tie van de teller en noemer in verschoven Chebyshevpolynomen gaf vol-

doende nauwkeurige resultaten.

OPMERKING. Zowel Schonfelder als Cody & Thacher hebben kennelijk voor de

gebruikte polynomen de streamlined of adapted representaties niet beschouwd.

3. De sinus- en cosinus-integralen

X
Si(x) = I sin t g
t
0
X
Ci(x) =y + 1n x + I Egg-EE—-'—ldt

- . 0

kunnen gerepresenteerd worden via

Si (x) n/2 cos X sin x\ /£(x)
(o) = ()~ ) =*°
Ci (x) 0

-sin x cos x/‘g(x)

met
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sin t
f(x) = I ravem dat
0
cos t
g(x) = I rarem dt.
0

Door het slingerend gedrag af te splitsen hoeven nu slechts de "wiskun-
dig rustiger" functies f en g benaderd te worden: de analytische com-
plexiteit is verkleind, voor grote waarden van X.
SCHONFELDER [46], geinspireerd door BULIRSCH, verkleind de analytische
complexiteit verder door
2 .
xf(x) en x g(x), 16 < x < xhi
te ontwikkelen in Chebyshev reeksen
2
) a, T, (), t=2(16/x)° - 1,
(voor 0 < x < 16 worden
Si(x)/x en Ci(x) - 1ln(x)

ontwikkeld in Chebyshev reeksen

Iar (0, t=20x/16)%1).

. Evaluatie van een polynoom

STELLING (KNUTH [30,p.435])

Tedere n~de graads polynoom, u(x), n 2 3, met reéle coéfficiénten, en lei~-

dende coéfficient u s kan geevalueerd worden via het schema

met

u(x) = (... ( (Bé(w—a1)+81) (w—a2)+62) eel) (w—otm) +Bm
m = rn/2] -1,

(uny+a0)y + BO' als n is even
Bé =

uy + BO' als n is oneven
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en

y =X + ¢c, w =Y .,

ak,Bk,c € R.

Bovendien kunnen de parameters zo bepaald worden dat Bm = 0.

Uit bovenstaande representatie volgt dat de evaluatie n addities en
[n/2j + 2 vermenigvuldigingen vraagt. Het aantal wiskundig equivalente re-
presentaties is minstens 2 X (m-1)!; onddidelijk is welke numeriek te ver-
kiezen is. (Voor n = 4,5,6 heeft KNUTH [30,p.432,433] efficiéntere repre-
sentaties gegeven, die terugvoeren op PAN en MOTZKIN & BELAGA).

Het merkwaardige is dat nergens de absolute som van de relatieve af-
geleiden naar de parameters is vergeleken. RICE [43] heeft experimenteel
de nauwkeurigheid van een aantal van deze "streamlined" vormen vergeleken
met het Hornerschema; ruwweg de helft van de "streamlined" (RICE) of "adapted"
(KNUTH) representaties waren minder nauwkeurig. CODY [9] memoreert het ge-
heugenacces als een extra factor. Deze resultaten suggereren dat men voor
elke concrete situatie voor de verschillende vormen een nauwkeurigheids-

profiel moet opstellen op grond waarvan een keuze gemaakt kan worden.

Foutenanalyse Hornerschema

Het polynoom
t k
Pn({ak};x) = ) a x

k=0

uitgerekend in eindige precisie geeft

fl{Pn({ak};x)} = Pn({ak(1+6k)};x)

met voor k < n
k k
(1-€O)jT__'!1 ((1"€j)(1_€3)) <1+ Gk < (1+50)j21.((1+ej)(1+€5))'

Hieruit volgt in eerste orde

|8, | < (2k+1)e, € = max(e,,e'), |6 | < 2ne.
R M n

J

!
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Als schatting van de fout kunnen wij hanteren

IPn({aka};X)l < e{Pn({Iakl};IXI) + 2IX|P;1({lak|};IXI)}

IA

2nePn({|a-k|}' |Xl)l

waarbij IPn({Iakl},le)/Pn({ak};x)[ als conditie opgevat kan worden en 2n als

"overschatting" van de groei.

Foutenanalyse "adapted" vorm !

Het polynoom Pn({ak};x) in de representatie

m

m
Qm({Bk};{w—ak}) = kzo B, jgk+1 (w—aj)

uitgerekend in eindige precisie geeft

m

fl{Qm({Bk};{w—uk})} Qm({Sk(1+6k)};{(w—uk)(1+nk)})

met

k k k'’ k=20

- -! [
(1 Ek)(l ek) <1+ N < (1+€k)(1+€k), k>0

waarbij wij de verstoringen in un (zie p.13) verwaarlozen.

Als schatting van de fout kunnen wij hanteren
IQm({BkEk}: {w~ak})|,
met -
m
B =8t (jgk+1 (1+nj)-1) en IEkI < (2(mk)+De,
Een bovengrens voor de fout is

2m€Qm({|Bk|}; {Iw—akl})
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waarbij

Qm({lﬁkl}; {lw—akl )/IPn({ak}; x) |

als conditie (t.a.v. de nieuwe parameters) en 2m als overschatting van de

groei opgevat kunnen worden.

Op grond van bovenstaande analyses zouden wij de conditiefuncties van

de verschillende representaties kunnen gaan vergelijken voor een aantal

waarden van het argument; op grond daarvan zouden wij die representatie

kunnen kiezen met de kleinste bovengrens van de fout, hetgeen niet behoeft te

betekenen dat de feitelijke fout het kleinst is.

' VOORBEELDEN (Horner versus "adapted" vorm)

1.

Voor de evaluatie van het 5e graads polynoom uit KNUTH [30,Ch.4.6.4,exc.

19] zijn er de representaties

Horner: us(x) = (...(x+5)x-10)x-50)x+13)x + 60
en

"adapted" vorm: us(x) = ((x2—10)x2+13)(x+5) - 5.

Een indruk van de relatieve conditie kunnen wij verkrijgen door de boven-

genoemde conditiefuncties te vergelijken; voor x = 1 verkregen wij

Horner  : 139/|p5(1)|

"adapted": 137/|ps(1)|

op grond waarvan de "adapted" vorm te verkiezen is, omdat deze efficién-
ter is en geen grotere grens voor de fout heeft. (De bovenstaande "adapted"
varm is een van de drie mogelijke vormen) .

Voor de evaluatie van het 6e graads polynoom uit XNUTH [30,Ch.4.6.4,p.433]

gebruiken wij
Horner: u6(x) = (...(x+13)x+49)x+33)x-61)x-37)x + 3

en
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"adapted" vorm: z = (x+3)x - 7
w = (x+3)z + 16
u6(x) = (w+z+6)w - 27.

De absolute som der relakieve afgeleiden naar de parameters, i.v.m. de
relatieve conditie, gaf voor x = 1 voor Horner: 197/|u6(1)| en voor de
"adapted" vorm 576/|u6(1) |. De absolute som der relatieve afgeleiden

naar de tussenresultaten gaf voor x = 1 voor Horner: 355/|u6(1)| en voor

de "adapted" vorm 468/|u6(1)|.
|

2.2. Evaluatie van een rationale functie

KNUTH [30,p.439] vermeldt dat het analogon van Horner's regel voor ra-
tionale functies - de zogenaamde J-fractie, RICE [43] - de optimale vorm
is m.b.t. het aantal evaluaties, als vermenigvuldiging en deling vergelijk-
baar zijn. (Een ALGOL 60 programma voor conversie naar een J-fractie, en
omgekeerd, is gepubliceerd in HART [201].)

De J-fractie behorend bij een rationale functie, met in de teller en

de noemer polynomen van de graad n, is gedefinieerd door

a a a n
_ 1] %2 n| _ + %
J(x;a,B) = ao + Bl+X+ 82+X+ b Bn+x ao kgl Bk+x )

De evaluatie vraagt n delingen en 2n optellingen. Als wij nu definiéren

a.

r ’ j=1,2,...,n,

3j Bj+x+rj+1

rn+1 =0

dan geldt

- - J(x;a,B) = ao + r,

waarbij de relatieve afgeleiden kunnen worden gerepresenteerd door

%033 _ %0
J Buo J

en voor k = 1,2,...,n
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2
% a3 _ T M (-iu_)
J Bak J j=1 uj
[ B k r%
k 9J k 3j
T8 -7 ( zr)-
k j=1 3j

De bovenstaande recursie in eindige precisie kan geinterpreteerd worden als

.
1

a.
j fl(B +x+r )
J 3j j+1

a,(1468..)
J( i3

((Bj+x)(1+6j1)+rj+1)(1+6j2)

dus

aj = aj(1+6j3)/(1+6j2)

P

(Bj+x) = (Bj+X)(1+6j1);

de algoritme heeft dus geen groei!!
VOORBEELD (KNUTH [30,p.4431])

2
x +10x+29 _ 14 -2 | 6

R(x) = X+3- x+5 °

X +8x+19
De absolute som van de relatieve afgeleiden van de rationale functie naar
de parameters van de polynomen is gelijk aan de absolute som van de rela-
tieve afgeleiden van ieder van de polynomen naar zijn parameters.
Wij krijgen dan voor x = 1 voor Horner: 68/R(1), en voor de J-fractie
(2/3)/R(1) .

VOORBEELD. CODY & THACHER [8] geven voor de functie xe_in(x) op

6 < x <12 o.a. de J-fractie benadering

1.24646
J(x) = 9.79202 -1 + —EEox .

De bijbehorende rationale functie luidt

.979202x ~ 1.81665
x-1.85524
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De absolute som van de relatieve afgeleiden naar de parameters voor x = 6
is voor de J-fractie 1.6/|J(6)| en voor de rationale functie 15.5/|J(6) ],

op grond waarvan de J-fractie te prefereren is.

OPMERKINGEN.

. HOLLENBERG [23] beschouwt de relatieve afgeleiden voor de kettingbreuk-
representatie

0

k !
en correleert de stabiliteit aan de convergentie.

. Voor een overzicht van de technieken bij het approximeren van functies
zie: de syllabus van de werkgroep approximatie van functies TEMME &

V.D. LAAN [51], het boek van HART c.s. [20] of het overzichtsverhaal
van GAUTSCHI [15] en de aldaar gegeven referenties.

. Als wij een nauwkeurige implemenfatie met een goede complexiteit hebben
verkregen dan blijkt dat tegenwoordig hogere eisen worden gesteld t.a.v.
de aflevering van het resultaat: behalve de getalwaarde wordt informatie
over de nauwkeurigheid verwacht. Dit laatste zal wederom enig rekenwerk
vergen, waarbij het streven is: beduidend minder - een orde lager - dan

het rekenwerk nodig voor het resultaat.
3. MATRIX VERMENIGVULDIGING

In de numerieke lineaire algebra is matrix vermenigvuldiging en spe-
ciaal vermenigvuldiging met zogenaamde elementaire matrices van groot belang.

Elementaire orthogonale matrices zijn

(cos 0 sin 0

-sin 6 cos e) ’ de vlakke rotatie;

en

I- 2wwH met wHw =1, de Householder reflectie.

Een elementaire eliminatie matrix is
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1 10...0
1.10.:20
m1:
m []
2 X
]
|

Verder zouden wij de orthogonale matrix behorende bij de Discrete Fourier
Transformatie als een elementaire matrix willen bestempelen, die o.a. ge-
bruikt wordt om speciale matrix-maal-vector producten te vereenvoudigen en

niet zozeer om “"nullen" te introduceren zoals in een eliminatie procedure.

3.1. Het eigenwaarden- en eigenvectorenprobleem

Een algemene methode is de zogenaamde QR-iteratie. De methode berust
op het invariant zijn van de eigenwaarden onder een gelijkvormigheidstrans-

formatie en op de zogenaamde Schurdecompositie:
30 met A = QRQH, QHQ =1
met R bovendriehoeks.

Constructief gaat men als volgt te werk

. Reductie naar Hessenbergvworm via elementaire:orthogonale matrices:

|
(]

A= QO 959, =

met H een Hessenberg matrix;

. Iteratie op H via elementaire orthogonale matrices

-— H - = =
Hk+1 = Qk(Hk ckI)Qk + 0kI, H1 H, k 1,2,...

waarbij onder bepaalde voorwaarden gebleken is dat {Hk} naar een boven-
driehoeksmatrix R convergeert.

Op de diagonaal van R staan benaderingen van de eigenwaarden.

OPMERKINGEN.

. A priori worden de normen van de rijen en de bijbehorende kolommen zo
goed mogeliijk gelijk gemaakt via een diagonaal-gelijkvormigheidstrans-
formatie: het zogenaamde equilibreren. Bovendien kunnen rijen en kolommen

verwisseld worden i.v.m. "al klare" deelmatrices.
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» De reductie naar Hessenbergvorm en het toepassen van de shifts maken de

QOR-iteratie efficiént. Bovendien wordt doorgaans het probleem in deelpro-
blemen gesplitst als een benedendiagonaalelement verwaarloosbaar klein is,
wederom uit efficiéntie overwegingen. Een speciaal geval is het afsplitsen
van het gedeelte wat al klaar is.

Als de matrix symmetrisch is dan is de Hessenbergvorm een tridiagonale
matrix.

De bepaling van de eigenvectoren is teruggebracht tot de bepaling van de
eigenvectoren van R.

Immers, stel V is gevonden met
RV = VA,
waarbij A een diagonaalmatrix is met de eigenwaarden, dan geldt
A=00 ...0 VAV_l(Q Q,...0)"
0~*1 n 0~1 n

De kolommen van (9091"'QnV) vormen de eigenvectoren van A.

In de praktijk wordt voor reé&le matrices geitereerd naar blokbovendrie-
hoeksvorm om complexe arithmetiek te vermijden; de complex geconjugeerde
eigenwaarden worden gegeven in disjuncte 2-bij-2 blokjes langs de diago-
naal.

Het bepalen van de eigenwaarden via de nulpuntsbepaling van hét karakte-
ristieke poiynoom, is in het algemeen een instabiel algoritme: uitgaande
van de matrix moeten de coéfficiénten van het karakteristieke polynoom
als tussenfase vermeden worden, als de nulpunten onacceptabel gevoelig

zijn voor verstoringen in de coéfficiénten.

VOORBEELD (BAUER [4]).
Het symmetrische eigenwaardenprobleem is goed geconditioneerd.

zij de matrix gegeven door

dan geeft de vorming van de karakteristieke vergelijking

A2 - 2pA +q@ =0, p= (a¥d)/2, qg=ad - b2
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een slecht geconditioneerd deelprobleem als p2 ~qgq # 0, (samenvallende
wortels), hetgeen overeenkomt met a ~ d, b ~ 0. Een stabiel algoritme is de
Jacobi-iteratie, met als eigenwaarden % (a+d) * V&(a—d)/2)2+ b2. (Deze for-
mule is eenvoudiger af te leiden door eerst een shift, o = %(a+d), toe te

passen en dan de resulterende karakteristieke vergelijking op te lossen.)

3.2. Fast Givens

Het vermenigvuldigen met een elementaire rotatiematrix kan vereenvou-
digd worden als de matrix die vermenigvu%digd moet worden een diagonaal-
matrix als factor heeft (Een willekeurige matrix is gefactoriseerd te den-

ken in eenheidsmatrix-maal-matrix.)

Het probleem, in zijn eenvoudigste vorm, luidt:

vind wi,w',a,ﬁ bij gegeven a

2

1,a2,w1,w2 zodanig dat geldt

— —
\J
(/wl )(1 oz)(al) -y (/wl )/al _ /V
oy =/ \ \
Wi’ 8 1%, /w2 a, 0
waarbij U orthogonaal is en zodanig gekozen dat het rechterlid evenredig

aan een eenheidsvector is, en a1,a elementen zijn van een kolom van een

2
matrix A. De oplossing hiervan is
B =-ay/a;, a= —Bw,/w,
Vo= -
v, Wl/(l aB)
I = -
W), w2/(1 af)
waarbij de rijen verwisseld worden als a, = 0 of 1 - af > 2 om overflow

1
respectievelijk underflow te vermijden.

OPMERKINGEN.

1. Biﬁ de normale vlakke rotatie is een worteltrekking nodig bij de bepa-
ling van de cosinus en de sinus; hier kan de worteltrekking uitgesteld
worden en (eventueel) op het laatst gebeuren; op grond hiervan noemde
GENTLEMAN het ook wel de wortelvrije Givensrotatie.

2. Deze rotaties zijn handig bij zogenaamde ijle matrices, waarbij gebruik
gemaakt kan worden van de "nullen",en bij het "updaten" van een oplos-
sing als er rijen toegevoegd worden. Dit laatste is van belang bij klein-
ste-kwadratenproblemen waarbij het aantal rijen niet allemaal tegelijk

in het (directe) geheugen kunnen.
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3. De winst in het aantal operaties t.a.v. de gewone Givensrotatie zit in
de vermenigvuldiging van de 'rotatiématrix' met de overige kolommen van
A.

4. Andere toepassingen van 'updating van factorisaties' zijn gegeven door
GILL c.s. [17,18] en BUNCH c.s. [6]. PAIGE [37] is nader ingegaan op de

foutenanalyse van enige orthogonale factorisaties.

3.3. Een-dimensionale Discrete Fourier Transformatie

De DFT is het matrix-maal-vector product
!

1 1. .1 vy
1 w wn"1 i
n n 2
an = - : , : ’ W= exp(2mi/n) .
1 wn_1 w(n—l) v
n n n

Technieken om dit snel te doen staan bekend onder de naam FFT (Fast Fourier
Transform) .

Als de orde van de matrix factoriseerbaar is, dan kunnen de Cooley-Tukey-
achtige algoritmen (zie 3.3.1) toegepast worden. Als de orde van de matrix
een priemgetal p is, dan kan de Rader-permutatie (zie 3.3.2) gebruikt wor-

den om het probleem terug te voeren op een circulaire correlatie van de or

de p - 1. Deze circulaire correlaties kunnen dan wederom in DFT's uitge-
drukt worden. (zie 3.4), of via WINOGRAD's techniek uitgerekend worden als
p - 1 te factoriseren is in onderlinge priemgetallen of machten van priem-
getallen (zie 3.3.3).

Programmatuur m.b.t. de diverse DFT-implementaties en toepassingen is ver-

schenen in WEINSTEIN c.s. [61].

3.3.1. De Cooley-Tukey-achtige DFT

“De berekening van

n-1
By

= . azwn ’ k =0,1,...,n-1, wn = exp(2mwi/n)
=0

wordt gereduceerd tot kleinere problemen als geldt n = n, X n2.

Als wij schrijven
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k = k1n2 + k2, 0<k,<n

L = ﬂlnl + 121 0

IN

£, <n

dan geldt bijvoorbeeld
n, -1 noy-1
1 k2£2 2 kzzl k1£2
Ak = z " X a2 "n n !
172 £2=o £1=o 172 72 1

waarbij de binnensom staat voor n

DFT's van de orde n,, en de buitensom
1 k222 2
staat voor n, DFT's van de orde ng; de fa?toren Wn heten draaifactoren.
Als wij de DFT's van orde n1 en n2 berekenen via polynoomevaluatie en de

vorming van en vermenigvuldiging met de draaifactoren verwaarlozen, dan is

de hoeveelheid werk gelijk aan

nlng + nznf = n(n1+n2),
i.p.v. n2 voor het 'grote' probleem.

Dit proces kan herhaald worden door de factoren verder te factoriseren.
Varianten van deze algoritme zijn gebaseerd op andere representaties van k
en £ en op diverse technieken t.a.v. het geheugenbeheer. Vermeldenswaard is
de Thomas/Good-algoritme genoemd in COOLEY c.s. [10], waarbij de represen-
taties van k en £ luiden

~
]

nlk1 + k2n2 (mod n), 0 < ki < n2, 0 < k2 < n1

L= n292£1 + n1p1£2 (mod n)
met n, en n, relative priemgetallen en

n =1 (mod nl), n =1 (mod n2).

2P2 11

Het voordeel is dat er geen draaifactoren optreden, omdat
k£, k£
Kt - Wn2 1Wn1 2.
1 2

3.3.2. De Rader—permutatie

RADER [40] heeft opgemerkt dat de DFT van orde p, met p.een priemgetal,

als essentieel deelprobleem een circulaire correlatie bevat. Dit berust op
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de eigenschap dat {1,...,p-1} op zichzelf afgebeeld kan worden via
dg € N met i+ gl (mod p), i=1,2,...,p-1.

Als we de DFT schrijven als

Pi1
A, - a = a w
L 0 L2 kP

en vervolgens permuteren door te substitueren
|

L
L= (g, k=N

(de dubbele haakjes duiden op modulo-p-rekenen) dan verkrijgen wij de cir-
culaire correlatie:
-1 k+L
_F @
A z - a = z a k Wp .
((g)) k=1 ((g))
Als wij nu deze correlaties in DFT's uitdrukken dan is hiermee de complexi-

teit verkleind.

3.3.3. De een-dimensionale Winograd DFT

Winograd beschouwt DFT's met als orden: een priemgetal, een macht
van een priemgetal (is niet uitgewerkt in zijn publicatie [60]) of een pro-

duct van getallen die relatief priem zijn.

DFT van orde priemgetal

WINOGRAD [59,60] factoriseert de DFT-matrix, van de orde een priemgetal, in

de vorm

SCT

met

S,T, incidence matrices (bevatten alleen 0, * 1 als elementen),
C een diagonaalmatrix met op de diagonaal Sf zuiver reéle of zuiver

imaginaire elementen.

VOORBEELDEN
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1 1 1 1 0 O 1 1 1 1
W3 ={1 w w2 =11 1 1 cos u-1 0o 1 1 R u=21/3, w=e
1 w2 1 1 -1 i sin u o 1 -1
1 1 1 1 1 0 0 O 1 1 1 1 1
1 i -1 -i 0 0 1 1 1 -1 1-1
W4=
1 -1 1 -1 01 0 O 1 1 0-1 0O
1 -i -1 i 0O 0 1- i 0O 1 0-1

Door deze factorisatie komt Winograd op m{nder vermenigvuldigingen, O(p), -
ze zijn ook nog eenvoudiger! -~ dan de directe algoritmen, O(pz) - evaluatie
van het polynoom voor equidistante argumenten - terwijl het aantal optellin-
gen, bij een geschikt gekozen volgorde in de uitwerking van incidence-matrix-

maal-vector, ruwweg gelijk blijft.

Winograd's techniek is:

. Bij een DFT van de orde priem, p, is de operatie DFT-matrix-maal-vector
na permutatie te interpeteren als een cyclische correlatie (RADER [40]);

. De cyclische correlaties kunnen opgevat worden als een product van poly-
nomen, in de variabele y zeg, modulo yp—l.

Dit product kan teruggebracht worden tot polynoomproducten modulo polyno-

men van lagere graad. Deze laatste bewerkingen kunnen snel.

STELLING (WINOGRAD [601]) .

Zij RZ en Sm polynomen van de graad £ en m, en zij P = P1P een polynoom

2

van de graad n met graad (Pl) = nl, graad (P2) e n2, P1 en P2 relatief

priem, dan geldt
stm(mod P) = (Q2P2(R£Sm(mod P1)) + lei(RESm(mOd P2)) (mod P)
met Q-1 ean2 polynomen zo, dat

Q1P1 + Q2P2 =1 (mod P).

ILLUSTRATIE (factorisatie W3)

Als deelprobleem in W_-maal-vector hebben wij

3
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2
2 w %3 , met w = exp(iu) en u = 2n/3.
woow Xy

Deze cyclische correlatie is equivalent aan het berekenen van de coéffi-

ciénten van het product van de twee polynomen in y
2 2
(w+w Y)(x2+x3y) (mod(y -1)).

Via de bovenstaande stelling, waarbij Q1 = —Qz = % is gekozen, reduceert
!

dit tot

T (y+1) ((whiy) (3 4x,y) (mod(y=1))

—5(y—1)((w+w2y)(x2+x3y) (mod (y+1)) } (mod(yz-l))
met als resultaat
B { (b 2) (x,45%) +(w=w2) (x,%) + ((whw2) (x 4%.) = (w-w2) (x,-%.))y}
27%3 273 27 %3 2 ¥3 ¥t

Bij substitutie van

5(w+w2) cos 2w/3

& (w-wz)

i sin 2mw/3

verkrijgen wij

30 11 R Gl (i ) ¥

en tenslotte

1 0 0 1 1 1 1
W3 = 1 1 1 cos u - 1 o 1 1 .
1 1 -1 i sinu 0 1 -1

De factorisatie van Wp’ met p-1 = plp2 en p, en p, relatieve priemge-

tallen, herleidt Winograd tot een nesting van circulaire correlaties.
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ILLUSTRATIE (factorisatie W7)

AO 1 1 1 . 1 a,
2 6
A1 1 w w w a1
2 4 . .
A2 = 1 wiow . a, , W = exp(2mi/7)
6 36
A6 1 w ... w a6

!
Na een algemenere permutatie dan die van Rader waarbij nu een blokcirculant

ontstaat, hebben wij

0 1510 1 1.1 1 1 .
% : X ...... 20,
% = b % : 1 Y,
: 0
1 R X Yy
met
Ay B
@O = A4 ’ @1 = A
A A5
4 2 6 3
w w
x, - 4 2 . x, - 58
2 4 5
w
) =1 2 R )
a2 a5

Toepassing van de resultaten verkregen bij cyclische correlatie van orde 2

geeft:

(@0) - (I I) (%(XO'FX]-) )(I I) (YO>
@1 I-I %(XO-X1) I-I Y1
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(N.b. er zijn nog maar twee circulant-maal-vector operaties van de orde 3
nodig!)

Circulant-maal-vector van de orde 3 kan berekend worden door gebruik te ma-

ken van de factorisatie

xo X, X, . 11 -2 1 (xo+x1+x3) 11 1

X, X, Xy | =3 11 1 -2 (XO_XZ) 1-1 0

2 x3 X, 1 =2 1 1 (x1 x2) 0-1 1
! (xo—xl) 1 0 -1 .

WINOGRAD [60] geeft circulaire correlaties van de orden 2,3,4,5,6, DFT's
van de orden 2,3,4,5,7,8,9,16; de DFT van de orde 12 is behandeld als spe-
ciaal geval van de orden n

, met n, en n, relatief priem en gegeven fac-

n

172 1 2

torisatie van Wnlen Wn . Bovendien stipt hij de mogelijkheid aan waarbij de
2

orde een macht van een priemgetal is.

SILVERMAN [47] is nader ingegaan op de DFT van de orde n = nn,..n ., met
alle n, relatief priem. Voor n = nln2 onderkent hij
= *
Wn Pe (Wn1 an) Pb

waarbij * het Kroneckerproduct betekent en Pe,P permutatiematrices zijn.

b
Door bovendien de Winograd-factorisatie voor de kleine W matrices te ge-

bruiken
W = SCT

én te onderkennen dat geldt (zie MARCUS & MING [31]) voor willekeurig A,B,
c,D

]

AB*CD (A*C) (B*D)

verkrijgt hij

W =P (S, *_ _)(C, , *Cp , ) (T, *T, )P _.
nn,  Tengly Tnyp, AL, TR 0y ) D

Uitbreiding van het bovenstaande geeft de factorisatie voor de orde
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n=n n2...nk met de n, relatief priem.

1 i

3.3.4. De conditie van de DFT

Als conditie van de DFT hebben wij als speciaal geval van §1.1.:

lw (v+Av) -wvl 1 avl
2, 2

C(v) = =1.

“Wv“z ﬂvﬂz

3.3.5. De groeifactoren van de diverse algoritmen

|
Het idee is dat voor een algoritme a geldt: SAVa met

fla(WV) = W(V+Ava)
met
lav 1

a 2

Tol - = 9pte

Een lijstje van groeifactoren is niet gepubliceerd voor de diverse snelle
DFT's.

3.4. Discrete convolutie

De convolutie is gedefinieerd door

n-1
“ e, b, j=0,1,...,n-1.
i=0 T

In matrixnotatie is de convolutie het volgende matrix-maal-vector product:

Een matrix waarvoor geldt dat de elementen een functie zijn van het ver-
schil van de indices heet een Toeplitz-matrix. Het bovenstaande probleem
luidt dus: Toeplitz-matrix-maal-vector.

Een bijzonder geval van bovenstaand probleem is de circulaire convolutie;
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de matrix wordt dan een circulant genoemd (c is periodiek, d.w.z. c = c

k=1,2,...,n-1).

-k n-k’

In het onderstaande worden enige lemma's en theorema's gegeven m.b.t.
circulanten en Toeplitz-matrices. Voor de bewijzen wordt verwezen haar
VAN DER LAAN [56]. Verder richten wij ons op Toeplitz-matrices; Hankel-
matrices kunnen door spiegeling overgevoerd worden in Toeplitz-matrices en
worden hier derhalve verder niet meer genoemd. Correlaties en convoluties
Hangen samen doordat correlaties als Hankel-matrix-maal-vector gezien kun-

nen worden. !

Een andere benadering voor speciale orden n is gegeven door WINOGRAD
[59,60] i.v.m. zijn DFT. Verder zijn er nog allerlei transformaties, bij-
voorbeeld de 'number theoretic DFT' die dit matrix-maal-vector product ver-

eenvoudigen. Wij gaan daar niet verder op in.

LEMMA 3.1 (Eigensysteem van een circulant)

Een circulant C(c) kan gefactoriseerd worden als
-1 -
C(c) =n "W A(c) W,

met

W= . . . , w = exp(2wi/n)

(We) . ' i=7
)J J

THEOREMA 3.1 (Circulant-maal-vector)

Clc)b = n W( Ale) (Wb)).

De hoeveelheid rekenwerk is 3-maal een DFT, dus 3n zi p, met n = ﬂipi.
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(Als n priem is dan is de DFT toch snel uit te voeren, zie 3.3.)

LEMMA 3.2 (Representatie van een bovendriehoeks-Toeplitz-matrix als een som

van een circulant en een diagonaal-gelijkvormigheidstransformatie van een

circulant.)

W(e) = %{c(c) + D'C(c")D'}

met
|

W(c) is bovendriehoeksmatrix van C(c),

., O
-1 -
c' = TN D'c,
O "
Y O
v
D' = \\ , v = exp(mi/n).
AY
o
v

THEOREMA 3.2. (Driehoeks-Toeplitz-matrix-maal-vector)
We)b = {W A(c) Wb + D' W A(c') W D'b}/(2n).

OPMERKING. De coéfficiénten van het (Cauchy) product van twee polynomen,
zowel in de machtssomrepresentatie als som van Chebyshevpolynomen, kan her-
leid worden tot driehoeks-Toeplitz-matrix-maal-vector operaties; deze opera-

ties kunnen efficiént uitgevoerd worden via de DFT.

LEMMA. 3.3 (Representatie van een Toeplitz-matrix als een verschil van een

circulant en een diagonaal-gelijkvormigheidstransformatie van een circulant.)
T(c) = C(%(c+E Sc_)) - D' C(%(c-E Sc_)) D'

met

T
(colc_ll --olc_(n_l))
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0 A
S = 1/
1 0
-——-0 1
_ (10, 0
E = AR
ARSI

en voor D' zie Lemma 3.2.

THEOREMA 3.3 (Toeplitz-matrix-maal-vector)
T(c) b = WA (c+E Sc_) Wb - D' WA ((c-E Sc_)') W D'c /(2n).

OPMERKING. In bovengenoemde theorema's zijn vierkante matrices beschouwd;
door de vector b met nullen aan te vullen kunnen wij het bovenstaande toe-

passen op een rechthoekige matrix met meer rijen dan kolommen.
4. LINEAIRE STELSELS

Bij het oplossen van lineaire stelsels wordt onderscheid gemaakt tus-
sen directe en iteratieve methoden. Bij directe methoden wordt de matrix
gefactoriseerd, terwijl bij iteratieve methoden een splitsing t.a.v. de
optelling van belang is. In het onderstaande willen wij ons beperken tot
enige directe methoden.

Zij x te bepalen uit
AX = b
in eindige precisie arithmetiek.
In zijn algemeenheid geldt dat de verkregen oplossing, x + Ax, exact voldoet
aan

(A+AA) (x+AX) = b + Ab

waarbij



116
AA = AA + AA
m a

met Am, Ab de verstoringen t.g.v. meetfouten of conversiefouten en AAa
het effect van de methode in de eindige arithmetiek. Als grens voor de fout

kunnen wij a priori verkrijgen

taxd _ 1a”ti0al {llAbll . i g*e}
X 1-ﬂA_1AAﬂ Mol Tall

onder de aanname la~lmal « 1, waarbij € de precisie is van de (eindige)

arithmetiek en g de groeifactor van de mekhode.

Een schatting van de fout is a posteriori te verkrijgen door x + Ax te

beschouwen als oplossing van
A(x+Ax) = b + Ab + Aba

met Aba = r, de residuvector. Er geldt dan

bad _ oty 220 )
= AR ol * Tolf ’

STEWART [49] vermeldt dat dergelijke grenzen veelal niet scherp zijn omdat
Iol < lallxl

veelal niet scherp is.
FORSYTHE & MOLER [12] geven als grens voor AAa voor de algoritme voor

Gauss eliminatie met pivoten
3 2
laa_ I < 1.01(n"+3n")glal ¢
a o o]

-1
waarbij voor partieel pivoten geldt g < 2n en voor compleet pivoten geldt
.251n(n)

g < 1.8n

In tegenstelling tot de handelwijze bij approximatie van functies kun-
ken wij gezien het grote aantal mogelijkheden niet allerlei matrices syste-
matisch verifiéren en zo een nauwkeurigheidsprofiel verkrijgen; wij moeten
ons laten leiden door de grenzen van de fout.

De complete pivotstrategie levert naast de eliminatie nog eens het
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zoeken van de pivot op dat in zijn totaliteit een O(n”) proces is. Boven-
-1
dien weet men op grond van experimenten dat alhoewel de groeifactor, 2n '
gehaald kan worden, dit in matrices die in de praktijk voorkomen niet ge-

beurt. Een oplossing van dit dilemma zou kunnen zijn gemengd te pivoten.

De eliminatie-algoritmen berusten op
. decompositie van A = LR (of QR) al dan niet volledig;

. voorwaartse substitutie

L(Rx) = b > Rx = L\b; '
. terugwaartse substitutie

x = R\L\b.

Bij een symmetrisch positief definiet stelsel kunnen wij goedkoper de fac-

torisatie verkrijgen in de vorm

Jaren lang was er voor het symmetrische indefiniete stelsel geen numeriek
stabiel algoritme; een overzicht van de huidige stabiele technieken is ge-

geven door BARWELL & GEORGE [3].

4.1. Speciale lineaire stelsels

In deze paragraaf geven wij enige theorema's; voor bewijzen en bron-

vermeldingen verwijzen wij naar VAN DER LAAN [56].
THEOREMA 4.1 (Oplossen van een stelsel waarvan de matrix een circulant is)
- -1 -1 -
C(c) x=b=>x=n W(A (c) (Wb))

onder de aanname A(c) is niet singulier.

THEOREMA 4.2 (Oplossen van een stelsel waarvan de matrix een driehoeks-

Toeplitz-matrix is)

N T X b1
Q(c) x = b = ( ) (--_) = (;;_>
v V% 2
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en kan dus recursief worden teruggebracht tot het oplossen van kleinere

stelsels van dezelfde structuur; de benodigde Toeplitzmatrix-maal-vector

producten kunnen snel uitgevoerd worden.

THEOREMA 4.3 (Oplossen van een stelsel waarvan de matrix een band-Toeplitz-
matrix is)

217

) !

met T band-Toeplitz met % beneden codiagonalen en u boven codiagonalen, dan

() -

en voor reguliere C

(e

Als wij stellen

;;:B x

dan is het stelsel gereduceerd tot het (%+u)-stelsel
-1~ -1
X - (C x)k = (C b)k, k=1,...,u en n-%+1,...,n;
de resulterende onbekenden worden expliciet gegeven door
= Hpa)) k = utl )
X K’ = PRS2 A

De laatste jaren is er nogal wat aandacht besteed aan de "snelle

Poisson oplossers". HENRICI [22] interpreteert discretisaties van de
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Poisson-vergelijking als meer-dimensionale convoluties, binnen een ruimte

van periodieke vectoren met periode 2n.

Zij de Poissonvergelijking gegeven door
Au = £
en een discretisatie door
D*U=h2F !

dan geldt voor de oplossing

2
_ b (@Y (2 (2)
U= an? \F2n ) {(an F) / F2n D}

waarbij de deling elementsgewijs opgevat moet worden en F;i) de 2-dimen-

sionale DFT is.

OPMERKING. In SZMYDT [50] wordt een analogon voor lineaire (partiéle) dif-
ferentiaal operators met constante coéfficiénten toegepast; i.p.v. eerst

te discretiseren worden de (continue) transformaties toegepast, pas later
tijdens het concreet uitwerken van de integraaltransformaties wordt er ge-

discretiseerd.

4.2. Speciale.lineaire kleinste-kwadratenproblemen

Bij een overbepaald stelsel waarbij de matrix Toeplitz is, kan men ef-
ficiént een oplossing verkrijgen door:
. de matrix naar bi-diagonaalvorm te transformeren via de Lanczos-algoritme
(de Toeplitz-matrix-maal-vector operaties kunnen snel, zie 3.4)
. het resulterende bi-diagonaal stelsel oplossen, eventueel met regularisa-
tie.
Zie: Dianne P. O'Leary, J.A. Simmons, A bidiagonalization-regularization
procedure for large scale descretizations of ill-posed problems. Techn. Rep.

(1980) Univ. of Maryland.
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KHACHIAN'S ELLIPSOIDE-METHODE VOOR LINEAIRE PROGRAMMERING

A. SCHRIJVER

0. INLEIDING

In februari 1979 verscheen in de Proceedings van de Sovjet Akademie van
Wetenschappen een artikel van L.G. Khachian [23], waarin hij liet zien dat
met de zgn. "ellipsoide-methode" linegire programmeringsproblemen kunnen
worden opgelost binnen polynomiaal begrensde tijd. Deze ellipsoide-methode
was eerder ontwikkeld door D.B. Judin en A.S. Nemirovskii [20,21] en N.Z.
Shor [37] om willekeurige convexe programmeringsproblemen te benaderen.

Het is lange tijd een onbeantwoorde vraag geweest of LP-problemen in
polynomiale tijd zijn op te lossen. Voor het bestaan van een polynomiale
algorithme bestonden een aantal aanwijzingen. Zo blijkt de bekende simplex-
methode voor lineaire programmering in de praktijk een zeer efficiénte al-
gorithme (de looptijd blijkt praktisch lineair in de afmetingen van het LP-
probleem), hoewel er LP-problemen zijn geconstrueerd waarvoor de simplex-
methode exponentieel lange tijd vergt. Ook was het LP-probleem een van de
weinige bekende problemen in de klasse NPncoNP waarvoor nog geen polynomiale
methode was gevonden (zie Garey en Johnson [13] en Van Leeuwen [28]).

Vooralsnog is de doorbraak van Khachian echter voornamelijk van theo-
retisch belang. De simplex-methode is efficiént in de praktijk maar niet in
theorie, terwijl Khachian's methode efficiént is in theorie (d.w.z. poly-
nomiaal), maar (nog) niet in de praktijk. Het polynoom dat de looptijd van
Khachian's methode begrenst heeft namelijk een zeer hoge graad, en daarnaast
vereisen de berekeningen een dermate hoge precisie dat de methode praktisch
numeriek instabiel is. Verder onderzoek en meer ervaring met de methode zul-
len de praktische relevantie moeten uitwijzen, waarvoor wel een aantal essen-
tiéle verbeteringen onmisbaar lijken.

Khachian's artikel heeft een stortvloed aan publiciteit en aan onder-
zoek teweeg gebracht. Aanvankelijk bleef het artikel enige tijd onopgemerkt,
maar na rapporten van E.L. Lawler en van P. Gics en L. Lovasz [11] werd het
resultaat besproken in het wetenschappelijk tijdschrift Science [25], waarna
het de voorpagina's van enige kranten haalde. Vaak werden hier zeer voorba-
rige conclusies getrokken, zoals dat nu ieder computerprogramma versneld kan

worden, dat het handelsreizigersprobleem eenvoudig op te lossen is, dat
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weersvoorspellingen op langere termijn mogelijk zijn, en dat geheime codes
nu sneller breekbaar zijn. De computerfabrikanten reageerden minder enthou-
siast; zij benadrukten terecht dat de nieuwe methode geen alternatief vormt
voor de simplex-methode, en dat de bestaande software-pakketten hun waarde
dus behouden, hoewel hierbij soms de valse vergelijking werd gemaakt tussen
het "average case"-gedrag van de simplex-methode en het "worst case"-gedrag
van de ellipsoide-methode (vgl. McGall [311]).

Uiteraard richt een groot deel van het door Khachian's artikel aange-
zette onderzoek zich op de vraag hoe de nieuwe methode praktisch toepasbaar
gemaakt kan worden. De totnogtoe gepupliceerde verbeteringen lijken de snel-
heid van de methode en haar numerieke stabiliteit echter nauwelijks te ver-
beteren. Daarnaast werden en worden verdere toepassingen van de methode on-
derzocht. Zo bleek de methode ook de polynomiale oplosbaarheid van convexe
kwadratische programmering te geven (Kozlov, Tarasov en Khachian [26]), en
verder tot een aantal nieuwe inzichten in de combinatorische optimalisering
te leiden (Grdtschel, Lovdsz en Schrijver [18], Padberg en Rao [35], Karp en
Papadimitriou [22]). Voor een overzicht van het onderzoek naar de nieuwe
methode verwijzen we naar de bibliografie van Wolfe [38] en naar het uitge-
breide artikel van Bland, Goldfarb en Todd [2].

In dit artikel geven we een bespreking van de ellipsoide-methode, in-

gedeeld in de volgende hoofdstukken:

. Lineaire programmering,
. De simplex-methode,
. Vooraf aan de ellipsoide-methode,

. De ellipsoide-methode,

. De kleinste ellipsoide,
. EN is klein genoeg,
Precisie en praktische toepasbaarheid,

1
2
3
4
5. De vooronderstellingen,
6
7
8
- : 9. Optimaliserings- en scheidingsalgorithmen,
10. Kwadratische programmering,
11. Toepassingen in de combinatorische optimalisering,
12. Perfecte grafen en submodulaire functies,

13. Geheeltallige lineaire programmering.



1. LINEAIRE PROGRAMMERING

Een van de vele mogelijke verschijningsvormen van een lineair program-

meringsprobleem (LP-probleem) is: bepaal
(1) M = max {cx | Dx <b}.

Hierin is D een mxn-matrix, b een m-vector en zijn ¢ en x n-vectoren, en is
cx het inwending product van c en x. Zonder beperking van de algemeenheid

mogen we aannemen dat D, c en b gehee}tallig zijn. Gevraagd wordt een algo-
rithme om (1) te bepalen waarvan de looptijd begrensd wordt door een poly-

noom in de afmetingen van het LP-probleem, d.w.z. in
(2) (m+1) (n+1) logT,
waarbij T gelijk is aan het grootste getal (in absolute waarde) +1, dat
voorkomt in D, c en b.

"Dx <b" representeert een stelsel lineaire ongelijkheden, en de oplos-
singsverzameling
(3) P := {x |Dx<b}

is een polyeder in Qn. Meetkundig kan het LP-probleem (1) dan worden voorge-

H = {x| cx=M}

H' = {x]| cx=M"'}

Figuur 1.
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steld als het parallel opschuiven van het hypervlak loodrecht op de vector
c, net zolang als dit hypervlak nog punten van P bevat. Als x_ een punt van
P is dat zich in het "laatste" hypervlak bevindt, dan is cx_ de oplossing
voor (1). (Dit punt X, hoeft niet uniek te zijn, noch hoeft zo'n laatste
hypervlak altijd te bestaan.)

Meetkundig kan men zich eenvoudig voorstellen dat het laatste hypervlak
H een niet-negative lineaire combinatie is van de facetten van P die in X

samenkomen. Dit impliceert dat een vector y bestaat zo dat:

(4) y20, yD = c, yb = M. ]
Dus
(5) M 2 min {yb |y=2>0, yD = c}.

Omdat het maximum (1) niet echt groter kan zijn dan dit minimum (omdat cx =
= yDx < yb), volgt de Dualiteitsstelling van de lineaire programmering (Von

Neumann [32], Gale Kuhn en Tucker [12]):
(6) max {cx | Dx<b} = min {yb|y=0, yD = c}.

Deze Dualiteitsstelling impliceert dat LP e¢ NPncoNP, d.w.z. dat in polyno-
miaal begrensde tijd bewezen kan worden dat het maximum (1) een zekere
waarde M heeft: hiervoor hoeft men slechts een X _ en eeny te specificeren

zo dat

(7) Dx_<b, y_20, yD=c, cx_=M=yb,

welke berekeningen in polynomiaal-begrensde tijd kunnen worden uitgevoerd.
Hoe men dit bewijs, d.w.z. zo'n x_eny kan vinden is een moeilijker pro-
bleem; Khachian's methode toont aan dat ook dit probleem in polynomiale tijd

kan worden opgelost.
2. DE SIMPLEX-METHODE

Een algorithme om het maximum (1) expliciet te bepalen is de zgn.
simplex-methode, ontwikkeld door Dantzig [4]. Meetkundig gezien maakt de
simplex-methode een "reis" over het polyeder P door in een hoekpunt van P

te beginnen, en dan via ribben van hoekpunt naar hoekpunt te reizen, totdat
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een optimaal hoekpunt is bereikt. Men kiest de te bereizen ribben zodanig
dat de doelfunctie cx steeds toeneemt, althans niet afneemt.

Een meer preciese, algebraische uitwerking van deze ruw geschetste
methode is vervat in de bekende schema's van "simplex-tableau's" en "pivot-
regels", die in een eindig aantal stappen het maximum (1) opleveren. (Men
moet een subroutine inbouwen om het "begin-hoekpunt" te vinden, alsmede een
regel om het zgn. "cycling”" te voorkomen.)

In de praktijk blijkt de simplex-methode een zeer efficiénte algorithme.
Dantzig [5] rapporteert dat het aantal pivot-stappen meestal ongeveer %m be-
draagt, en vrijwel nooit meer dan 3m.; Een recent resultaat van Dantzig L6l
zegt dat onder zekere voorwaarden het gemiddelde aantal pivot-stappen (over
alle LP-problemen) m.logm is. Dus gemiddeld is de simplex-methode zeker
polynomiaal.

De simplex-methode blijkt echter een van de weinige bekende algorithmen
te zijn waarvoor het "worst case"-gedrag veel slechter is dan het "average
case"-gedrag. Klee en Minty [24] vonden een klasse van LP-problemen, met
m = 2n, waarvoor bij een slechte keuze van de pivot-elementen, 2" pivot-
stappen moeten worden gezet. Het bijbehorende polyeder P is een kubus met

schuine zijvlakken (vgl. Figuur 2 voor n = 3).

Figuur 2

Als de vector c evenwijdig loopt aan de ribbe XX dan kan de keuze van de
pivot-stappen leiden tot een reis van x0 naar x_ via de omweg xl,xz,x3,x4,

X1 Xe . Nu kan men natuurlijk ook rechtstreeks van x, naar x_ reizen, en er

zijn verschillende pivot-regels opgesteld om te dwiggen tot de overeenkom-
stige pivot-keuze (zoals "best improvement", "steepest edge"), maar ook
voor deze pivot-regels zijn LP-problemen opgesteld die exponentieel veel
pivot-stappen vergen (zie Jeroslow [19], Goldfarb en Sit [15]), hoofdza-

kelijk door de randjes van de kubus van Klee en Minty "af te schaven" zodat
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afsnijpaadjes over het hoofd worden gezien.

Het is nog een open vraag of er enige pivot-regel kan bestaan die
ieder LP-probleem in polynomiale tijd oplost. Hieraan verwant is het nog
onopgeloste probleem of er een polynoom p(n,m) bestaat zo dat op ieder
polytoop in R" tussen ieder tweetal hoekpunten een pad via ribben bestaat
met ten hoogste p(m,n) ribben, waarbij m het aantal facetten van P is (zie

Barnette [1]).

3. VOORAF AAN DE ELLIPSOIDE-METHODE
!
Alvorens een beschrijving te geven van de ellipsoide-methode, enige
voorbereidende opmerkingen over ellipsoiden, vooronderstellingen en hoek-

punten van P.
Ellipsoiden. Een ellipsoide is een veréameling vectoren van de vorm

<1},

(8) E = {x l(x—xo)TA—l(x—xo) <

waarbij x, een vaste vector is (het middelpunt van E), en A een positief-

0
definiete matrix (d.w.z. A is symmetrisch en heeft alleen positive eigen-
waarden, hetgeen equivalent is met: A = BTB voor zekere nonsinguliere ma-
trix B). De ellipsoiden zijn precies de affiene transformaties van de een-

heidsbol.

Vooronderstellingen. Om de beschrijving van de ellipsoide-methode te

vereenvoudigen maken we de volgende vooronderstellingen:

(1) P is volledig-dimensionaal (d.w.z. P is niet bevat in een hyper-
vlak) ;
(ii) P is begrensd;

- (iii) max{cx | x € P} wordt aangenomen in precies &én hoekpunt van P.

In §5 zullen we laten zien dat deze vooronderstellingen zonder beperking der
algemeenheid mogen worden gemaakt. Ieder LP-probleem kan in polynomiaal be-
grensde tijd worden omgezet in een LP-probleem met de eigenschappen (i),

(ii) en (iii).

De hoekpunten van P. Het is eenvoudig in te zien dat ieder hoekpunt Xy van

P voldoet aan een stelsel lineaire vergelijkingen van de vorm:



(9) Doxo = bo,

waarbij D0 een niet-singuliere deelmatrix van D is, en bO de overeenkom-
stige deelvector van b. Dit volgt uit het feit dat Xq in de doorsnede van
de in X samenkomende facetten van P ligt. Het stelsel vergelijkingen (9)
impliceert dat de codrdinaten van X, te schrijven zijn als quotiénten van
deeldeterminanten van de matrix [D0 bO]' Aancezien deze determinanten in

absolute waarde ten hoogste
(10) Q :=n T |

zijn, weten we dat de absolute waarden van de tellers en noemers die in

Xq voorkomen eveneens ten hoogste Q zijn. Bovendien volgt

(11) leoll2 <R := no0p?l

(dit is een ruwe schatting). Merk op dat de afmetingen van Q en R (d.w.z.
logQ en log R) polynomiaal begrensd worden door de afmetingen van het LP-
probleem.
4. DE ELLIPSOIDE-METHODE

De ellipsoide-methode construeert een rij ellipsoiden
(12) EO'EI’EZ’ ... 'EN’

d.w.z. rijen positief-definiete matrixen en middelpunten (vgl. (8))

(13) AO'Al'A2' e ,AN,
XO'xl’x2’ cee X
waarbij
(14) N := 20[n?.log 12 + 13rP.logn + 10r°.logT],

zo dat X € E, voor iedere k, als volgt.

k

EO is een bol die P geheel omvat, bijvoorbeeld

(15) By = (x| X' x <R}

133
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vanwege (11). Dus dan is AO = R.I en x, = 0. Als E ,E, gedefinieerd

0
als volgt gevonden.

0" "t

k

zijn, dan wordt Ek+1

I. Als x, ¢ P, dan is er een ongelijkheid

(16) d.x < b,
1 1

in het stelsel Dx < b waaraan xk niet voldoet, d.w.z.

(17) dlxk > bi. )
Dan is Ek+1 de ellipsoide met kleinste volume zo dat
(18) Ek+1 > E N {x |dix < dixk}

(vgl. Figuur 3).

H={x|d.x=4d
i

q ixk}

Figuur 3.

Het blijkt dat een dergelijke kleinste ellipsoide uniek is, en dat de bij-

behorende Ak+1 en x eenvoudig uit A en di berekend kunnen worden -

k+1 x’ ¥k
zie §6. Uit (16), (17) en (18) volgt direct dat

(19) P n Ek cPn Ek+1'
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Dus als x_€ Ek dan ook X, € Ek+1'

II. Als xk € P, dan wordt in principe dezelfde constructie uitgevoerd,

maar nu met de doelvector c in plaats van di' Nu is Ek+1 de kleinste ellip-

soide zo dat

(20) E g 2B 0 {x|ecx = cxk}

(vgl. Figuur 4), welke ellipsoide weer uniek is.

!

Figuur 4

Omdat cx 2 cx, en x €E
[e<] 00

" volgt dat x_€E

k+1

k
Zowel in geval I als in geval II hebben we de helft van E  benaderd

k
met een nieuwe ellipsoide Ek+1' Hoewel het volume van de nieuwe ellipsoide

groter is dan de helft van het volume van de oude ellipsoide, kan worden

aangetoond dat het volumen met een vaste factor <1 afneemt:

vol E
1y1/2
(21) k+1 (_),/ On

T N\2
vol Ek

(zie §6). Omdat vol EO < (2R)n, weten we dat
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N/20n
1 n
(22) vol By < (3) .(2R) .
Laat nu XK het laatste element in de rij XO' e ,xN zijn dat in P zit,

d.w.z. zo dat geval II werd toegepast. Uit (19) volgt dat xK'eE Verder

N

weten we dat x_€E Het principe van de ellipsoide-methode is nu dat

N
vanwege (22) de ellipsoide EN dermate klein is dat X, een goede benadering

voor Xx_ is. Bewezen kan worden dat

-1
- <
(23) "xK xm" Ear

I
(zie §7). Omdat de noemers van de in x_ voorkomende codrdinaten ten hoogste
Q zijn, en omdat geen twee rationale getallen met noemers ten hoogste Q
dichter dan 1/Q2 bij elkaar liggen, is X de enige vector, met noemers < Q,
die aan (23) voldoet.

De codrdinaten van x  kunnen expliciet worden gevonden door de codrdi-
naten van xK stuk voor stuk te benaderen door een kettingbreukontwikkeling.
De laatste benadering waarvan de noemer niet groter dan Q is, is de gezochte
overeenkomstige codrdinaat van x_.

Na deze ruwe schets van de ellipsoide-methode moeten we het volgende

nog preciseren:

- dat de vooronderstellingen zonder beperking van de algemeenheid
mogen worden gemaakt - zie §5;
- hoe de ellipsoide E uit de ellipsoide E

k+1 k
- dat de ellipsoide EN klein genoeg is om zeker te zijn van (23) -

wordt bepaald - zie §6;

zie §7.

5. DE VOORONDERSTELLINGEN

We laten nu zien dat de in §3 gemaakte vooronderstellingen zonder be-
perking van de algemeenheid gemaakt mogen worden. De hieronder gegeven tech-
nieken om het oorspronkelijke LP-probleem te transformeren zijn van min of
meer theoretisch belang. In de praktijk weet men vaak a priori dat aan de
vooronderstellingen is voldaan, of kunnen deze op een eenvoudiger manier
worden verkregen.

Ten eerste mogen we aannemen dat het polyeder P geen affiene deelruimten

van dimensie ten minste 1, omvat. Als we hier niet zeker van zijn kunnen we

(1) vervangen door

(24) max {cx-cx' | x,x' 20, Dx-Dx'<b}.
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Weliswaar verdubbelt de probleemgrootte hierdoor, maar deze blijft polyno-
miaal begrensd door de oorspronkelijke probleemgrootte.

Als P geen deelruimten omvat, dan wordt het maximum (1) bereikt in
een hoekpunt van P (en misschien ook in andere punten van P), of is onein-
dig. Dus dan weten we dat, als M eindig is,

2 2
(25) M| < nTQ < n“".T°".
Als we nu niet weten of P volledig-dimensionaal is, kunnen we (1) vervan-
gen door !

(26) max {cx - (3n3nT3n)A | A=0, -x+Dx <b},

waarbij A een nieuwe variable is. Dan omvat het nieuwe polytoop
(27) P' = {(x,)) | A20, -A+Dx <b}

weer geen deelruimten, dus (26) wordt bereikt in een hoekpunt (xo,ko) van
P'. Weer kan eenvoudig worden ingezien dat de tellers en noemers van de

hoekpunten van P' ten hoogste Q in absolute waarde zijn. Dus als A, >0,

0

dan is on 1/Q, en is (26) ten hoogste

3n_3n
(28) nTQ - EE—Ql-— < -2nPp?n,

Dus als (26) groter is dan —2n2nT2n, dan wordt dit maximum bereikt in een

hoekpunt (xO,AO) met AO =0, en is x

0
kleiner is dan —2n2nT2n, dan is, volgens (25), A >0, en dan bestaat er

een oplossing voor (1). Als (26)

kennelijk geen x met Dx <b. Bovendien kan eenvoudig worden ingezien dat
(26) eindig is als en alleen als (1) eindig is.

Merk op dat het polyeder P' volledig-dimensionaal is, en dat de af-
ﬁetiﬁg van het LP-probleem (26) polynomiaal begrensd wordt door de afme-
ting van het oorspronkelijke LP-probleem.

We mogen dus aannemen dat P volledig-dimensionaal is en geen affiene
deelruimten omvat. Ook mogen we aannemen dat P begrensd is. Als we dit
niet weten, kunnen we probleem (1) vervangen door de problemen: bepaal

(29) M, = max {cx | Dx<b, -20<x <+20 (i

1,...,n)} en

1,...,n)}.

[

max {cx | Dx<b, —3QleS+3Q (i



138

Eenvoudig kan worden ingezien dat als M1 = M2 dan is M = Ml’ en als M2 > M1
dan is M = ®,

Tenslotte mogen we aannemen dat het maximum (1) in precies één hoek-
punt van P wordt aangenomen. Vervang anders c door

(30) c' = s"c+ (1,8,8%,...,s"7Y,

waarbij S = 4.Q3n. Dan wordt max{c'x | x e P} in precies één hoekpunt van P
aangenomen, zeg in x_, en bovendien geldt dat M = cxX .

Aangezien elk van deze transformaties in polynomiaal-begrensde tijd
kan worden uitgevoerd, kan het oorspronkelijke LP-probleem in polynomiale
tijd worden omgevormd tot een probleem dat aan de genoemde vooronderstel-

lingen voldoet.
6. DE KLEINSTE ELLIPSOIDE

We laten nu zien hoe de parameters A en x voor de ellipsoide

k+1 k+1

Ek+1 berekend kunnen worden uit die voor Ek, en dat het volume van Ek+1

klein genoeg is ten opzichte van dat van Ek'

De ellipsoide E, werd gegeven door

k

T -1
(31) E = {x] (x=x) ‘A " (x-%, ) < 1}.
Verder werd een halfruimte H gegeven door, zeg,
(32) H={x|ax>ax]},

voor zekere vector a (a= —di en a = ¢ in geval I, resp. II). Nodig is de

kleinste ellipsoide E te bepalen zo dat

k+1

1{33) Ek+1 > Ek n H.

Nu bestaat er, zoals eerder werd opgemerkt, een affiene transformatie die
X overbrengt naar de eenheidsbol {x | xsz 1}, en de half-
ruimte H naar de halfruimte {x| le 0} (waarbij x = (xl,x2,...,xn)). Het

de ellipsoide E

is een eenvoudige meetkundige opgave de unieke kleinste ellipsoide E te

bepalen zo dat

(34) E> {x| x'x<1, x'20}.
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Omdat de volumens van meetkundige figuren onder een affiene transformatie
met een constante factor worden vermenigvuldigd (nl. met de absolute waarde

van de determinant van de bijbehorende matrix), krijgen we door de inverse

affiene transformatie op E toe te passen de kleinste ellipsoide Ek+1 die
Ek NH omvat.
Uitwerking geeft de volgende formules voor Ak+1 en Xt
2
n 2 T

(3% st T 0T P T et B

(36) Kot = %k Y oet Pxs
waarbij

—
3 = .
(37) b, Aka/\/a A2

Nu weten we dat

vol E det A 2 \%n _ 3 1/20n
(38) kt1 =/ e =<,.n > %) =&

vol Ek det A 2_1 n

omdat we zonder beperking der algemeenheid mogen aannemen dat Ak = I en
a=(1,0,...,0)". Uit (38) volgt

N/20n n
(39) vol Eg = < (%) . (2R)

Er schuilt een adder onder het gras: om bk te berekenen moeten we de
wortel trekken. Dit impliceert dat we bij toepassing van de methode op een
eindige precisie-computer moeten afronden, en dat we daardoor de ellipsoide
Ek+1 iets ruimer moeten nemen om afrondingsfouten te neutraliseren. Het zal
biijken dat we kunnen volstaan met een afronding tot op een polynomiaal
aantal bits, en dat de iets ruimer gekozen ellipsoiden ook de gewenste

polynomiale algorithme voor lineaire programmering opleveren - zie §8.

7. EN IS KLEIN GENOEG

We laten nu zien dat E,_ inderdaad klein genoceg is om te weten dat de

N
afstand tussen de vectoren X en x, kleiner dan 1/20Q7 is.
We weten dat xKe EN’ X, € EN en dat

[ >
(40) P' := Pn{x| cx..cxK} < By
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Figuur 5

We bewijzen dat alle punten van P' dichter dan 1/2Q? bij x_ liggen. Want

stel dat een punt xk # X in P' bestaat zo dat

(41) hxp = x I = 1/29%.

Zonder beperking der algemeenheid mogen we aannemen dat xk

van P' is. Als P' nog andere hoekpunten van P bevat behalve x_, dan kunnen

een hoekpunt

we voor xk een hoekpunt van P ongelijk x_ nemen zo dat cxé zo groot mogelijk
is (hoekpunten van P liggen nooit dichter dan 1/2Q2 bij elkaar).
Laat D'x<Db' het stelsel van die ongelijkheden uit Dx <b zijn die voor

X = X overgaan in gelijkheid. Bekijk het polytoop
(42) P" = {x| D'x<b', cx2cx -1}.

P" is begrensd omdat max{cx | x € P} in precies &én hoekpunt van P wordt aan-
genomen. P" is volledig-dimensionaal omdat P volledig-dimensionaal is.

Uit een redenering analoog aan die gemaakt in §3 volgt dat de tellers
en de noemers van de codrdinaten van de hoekpunten van P" in absolute waarde

2n* _2n’
niet groter dan n nopeht zijn. Hieruit volgt ten eerste dat

4 4
(43) vol P" = (n°® .7%% )71,

omdat P" n+1 affien onafhankelijke hoekpunten heeft, waarvan het convex om-

hulsel een volumen heeft gelijk aan 1/n! maal de determinant van een matrix
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4n’ 4n? . . .
met noemers ten hoogste n T , dus dit volumen is ten minste het rechter-

1lid van (43). Ten tweede volgt dat ieder tweetal hoekpunten van P", en dus

ook ieder tweetal willekeurige punten in P", een afstand ten hoogste

2 .2
(44) o 2

hebben. Omdat

(45) P' > {x| D'x<b', cxzocx - (cxw—cxk)},
!
volgt dat
4 4
(46) vol P' = (cxm-cxk)n.vol P" 2= (cxw—cxk)n(n5n .T4n )_1.

Evenzo bevat het rechterlid van (45) geen twee punten op afstand groter

dan

3 2 2n2
(47) (cx_-cxp)on™ T . :

In het bijzonder volgt de tegenspraak

2 2 2 2 3 3
1 o I 3n" 2n" _ , 3n _2n 5n _4n nwi/n
(48) 7 < lx -xpll < (ex -cxp)2n™ T°7 < 2n™" 0" o™ T (vol P') <
3 3 3 3 2 3 3
in~_8

< 2n8n T6n (vol EN)1/n < 2n8n T6n (1/2)N/20n JR < 4n1 n 807 1y o)

< 1

29" !

gebruik makend van resp. (41), (47), (46), (40), (39), (11) en (10).
8. PRECISIE EN PRAKTISCHE TOEPASBAARHEID

In §6 merkten we op dat een expliciete, exacte uitvoering van de ellip-
solde-methode zoals hierboven beschreven op een eindige precisie-computer

niet mogelijk is omdat bij de overgang van Ek op E wortel moet worden ge-

k+1
trokken. Dit kan worden opgelost door alle berekeningen uit te voeren tot
op
s
(49) p := 5N[log 2r2]

R2

N/20
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binaire bits nauwkeurig, door de ellipsoiden iets ruimer te kiezen, nl.

door Ak+1 in plaats van als in (35) als volgt te geven

_ 2n’+3 2 T
(50) Bert T Tomm o By 7 T PPy

en door N te verhogen tot
(51) 20 [ns.log12 + 13n8.10gn + 10n8.1ogT]

Dit wordt bewezen in [18]. Merk op dat p en N begrensd zijn door een poly-
noom in de afmeting van het LP-probleem, zodat de hele methode uitvoerbaar
is binnen polynomiaal begrensde tijd.

Toch zijn zowel het aantal stappen N als de vereiste nauwkeurigheid p
veel te groot voor de computers van dit moment om de ellipsoide-methode in
deze vorm ook maar enige praktische toepasbaarheid toe te schrijven. Welis-
waar zijn hierboven, ter bevordering van de eenvoud, de berekeningen aan de
ruime kant uitgevoerd, maar ook scherpere afschattingen van N en p lijken de
methode niet essentieel te verbeteren.

Er zijn verschillende wijzigingen voorgesteld om de efficiéntie en de
numerieke stabiliteit van de methode te verhogen, zoals:

(i) In plaats van de ellipsoide E, te "halveren" d.m.v. een hypervlak

k
door het middelpunt X, , en voor Ek+1 de kleinste ellipsoide te nemen die de
"goede" helft van Ek omvat, kunnen we het hypervlak opschuiven tot tegen P.

Figuur 6
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D.w.z., als geval I zich voordoet (cf. §4), en dix Sbi is een vergelijking

uit het stelsel Dx <b zo dat dixk >bi' dan is E de kleinste ellipsoide

k+1
met
<
(52) E 12 B 0 xldxs<bl
De bij deze "diepe snede-methode" behorende formules voor Ak+1 en X 4 zijn

bepaald door Padberg en Rao [33] en verschillende anderen (zie Wolfe [38J).
Men kan deze methode nog verscherpen door niet &&n ongelijkheid uit het
stelsel Dx <b te kiezen, maar een nigt-negatieve lineaire combinatie

d'x <b' van ongelijkheden uit Dx <b, zo dat d'xk >b', en zo dat E

>
k+1

> E N {x] d'x<b'} zo klein mogelijk gekozen kan worden. Dit is de me-

thode van de "surrogaat sneden" - zie Goldfarb en Todd [16]. Bland, Goldfarb
en Todd [2] lieten zien dat ook deze wijzigingen niet leiden tot een essen-

tiéle verbetering van de ellipsoide-methode.

(ii) Als te grof wordt afgerond, d.w.z. als p te klein wordt gekozen,
dan hoeven de matrixen Ak niet positief-definiet te blijven, zodat de de-
ling door va Aka als in (37) niet steeds uitvoerbaar is. Dit kan verholpen

T . . :
worden door Ak te schrijven als Ak = Jka, waarbij Jk een niet-singuliere

matrix is, en door de rij A ,A .. te vervangen door J,,J Zie Bland,

0By AREE

Goldfarb en Todd [2] voor de expliciete formules.

0

Daarnaast zijn allerlei verbeteringen mogelijk door het onderhavige
LP-probleem nader te beschouwen. Vaak zal bijvoorbeeld de begin-ellipsoide
E0 zuiniger gekozen kunnen worden dan hierboven, doordat het polytoop P
a priori beter begrensd kan worden.

Maar basisidee van de ellipsoide-methode is te eindigen met een zeer
kleine ellipsoide EN’ hetgeen als basisproblemen een grote precisie en een
groot aantal halveringen onvermijdelijk lijken te maken.

'Een probleem is ook dat men in het algemeen niet eerder dan na N stap-
pen zeker is dat men dichtbij het optimum x_ is. Een eenvoudige omvorming
van de methode geeft ons echter ook een polynomiale methode om te beslissen

of het open polyeder
o
(53) P = {x| bx <b}

s . . . o . .
leeg is of niet, en zo niet, een punt in P  te vinden. Eveneens kan ieder

LP-probleem worden teruggebracht tot het probleem een oplossing voor een
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stelsel strikte lineaire ongelijkheden Dx< b te vinden. Het voordeel van
deze alternatieve formulering is dat vaak niet alle N stappen hoeven wor-
den uitgevoerd, maar dat gestopt kan worden zodra een X gevonden is met
Dx, <b. In feite is dit de oorspronkelijke methode van Khachian [23] - zie
Gacs en Lovasz [11]. Vergelijkt men de ellipsoide-methode met de simplex-
methode dan lijkt het daarom niet helemaal eerlijk de zeer grote N te ver-
gelijken met de %m pivot-stappen van de simplex-methode, d.w.z. een theo-
retische bovengrens voor het "worst case"-gedrag van de ellipsoide-methode
met het praktische "average case"-gedrag van de simplex-methode.

Het moet overigens niet uitgeslo;en worden geacht dat een combinatie
van simplex- en ellipsoide-methode nog eens zal leiden tot een zowel in
praktisch als in theoretisch opzicht efficiénte algorithme voor lineaire
programmering. De simplex-methode heeft het voordeel dat de bezochte punten
"mooi" blijven, nl. hoekpunten van het polyeder, maar het nadeel dat een
verkeerde keuze van de reisrichting (d.w.z. van de pivot-elementen) tot
lange reizen kan leiden. Omgekeerd heeft de ellipsoide-methode het voordeel
dat de gevolgde reisrichting in polynomiale tijd tot het optimum leidt, maar

het nadeel dat de punten x grote noemers kunnen hebben. De vraag is

QX .-
dus: kunnen de beide voordelen gecombineerd worden?

9. OPTIMALISERINGS- EN SCHEIDINGSALGORITHMEN

In de inleiding werd al opgemerkt dat het toepassingsgebied van de
ellipsoide-methode ruimer is dan lineaire programmering. In de rest van dit
artikel geven we hiervan een ruwe schets.

Stel dat een begrensde, gesloten, volledig-dimensionale, convexe ver-
zameling P in Qn is gegeven, en dat we het volgende probleem willen oplos-

sen.

Optimaliseringsprobleem. Gegeven c € Qn, bepaal max{cx| xe P}.

Nadere beschouwing van de hierboven gegeven ellipsoide-methode leert dat
dit optimaliseringsprobleem kan worden benaderd in polynomiaal begrensde
tijd als het volgende probleem kan worden opgelost in polynomiaal begrensde

tijd.

Scheidingsprobleem. Gegeven y:an, bepaal of ye P, en zo niet, vind

n
een ac @ =zo dat ay >max{ax| xeP}.
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Dit scheidingsprobleem vraagt dus om een hypervlak dat y van P scheidt.
We kunnen een polynomiale algorithme voor het scheidingsprobleem invoe-
ren als subroutine in de ellipsoide-methode, nl. om te beslissen tussen
de gevallen I en II uit §4, en om in geval I een halveringshypervlak te
vinden. Omdat de ellipsoide-methode niet meer vraagt over P dan dit, geeft
dit ons een polynomiale algorithme om het optimaliseringsprobleem te bena-
deren. (In feite zou een convexe verzameling P in de computer gedeclareerd
kunnen worden als een algorithme voor het scheidingsprobleem.) Dit wordt

precieser geformuleerd en bewezen in [18]. Noodzakelijk is dan een punt a

0
en getallen r en R te weten zo dat

(54) S(ao,r) cPc S(aO,R),

waarbi j S(ao,p) de bol om a, met straal p voorstelt. "Polynomiaal" bete-
kent: de looptijd wordt begrensd door een polynoom in |logr},|logR|,
logT en |logel, waarbij T het grootste getal is dat voorkomt in tellers

en noemers van a c of y (in absolute waarde), en waarbij € de nauwkeurig-

’
heid is die het gntwoord moet hebben. D.w.z., het optimaliseringsprobleem
vraagt om een x_ zo dat d(x_,P) <€ en cxm-+e:>max{cx] x € P}, en het schei-
dingsprobleem vraagt te bepalen of d(y,P) <e, of een a in Qn te vinden zo
dat ay + € >max{ax | x € P}.

De ellipsoide-methode geeft ons dus de implicatie:

(55) .3 polynomiale scheidingsalgorithme = 3 polynomiale optimaliserings-

algorithme.

De implicatie geldt echter ook in de omgekeerde richting. We kunnen zonder

beperking der algemeenheid aannemen dat het hierboven omschreven punt a

0
gelijk is aan de oorsprong 0. Als we nu P vervangen door de duale convexe
verzameling
(56) P* = {y| xy<1 voor iedere x in P},

dan blijken scheidings- en optimaliseringsprobleem in elkaar over te gaan.

Dus dan:

(57) 3 polynomiale optimaliseringsalgorithme voor P = 3 polynomiale
scheidingsalgorithme voor P* =3 polynomiale optimaliseringsal-

gorithme voor p¥ = 3 polynomiale scheidingsalgorithme voor P,
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en daarom:

(58) 3 polynomiale scheidingsalgorithme voor P ¢ I polynomiale opti-

maliseringsalgorithme voor P.

In de volgende paragrafen geven we een paar toepassingen van dit prin-

cipe.

10. KWADRATISCHE PROGRAMMERING
|
Een van de verschijningsvormen van een kwadratisch programmerings-

probleem (QP-probleem) is: bepaal
(59) min {xTBx+cx| Dx <b}.

Hierin is Dx <b weer een stelsel lineaire ongelijkheden, en cx het in-
wendig product van c en X, en B is een symmetrische positief semi-defi-
niete nxn-matrix. Weer mogen we zonder de algemeenheid te beperken aan-
nemen dat B, ¢, D en b geheeltallig zijn. We kunnen (59) benaderen met
de ellipsoide-methode als volgt. Het QP-probleem is equivalent met: be-

paal

(60) min {A | Dx<b, A>x Bx+cx}.
Als we definieren

(61) P = {(x,\)]| bx<b, )\ZxTBx+cx},

dan is P een gesloten convexe verzameling, en is (60) een speciaal geval
van het optimaliseringsprobleem voor P. De verzameling P kan worden opge-
vat als de grafiek van de functie xTBx+cx gedefinieerd op {x| Dx <b}, aan-
gevuld met alle punten die boven de grafiek liggen. We kunnen P begrensd
maken door P te vervangen door Pn {(x,A) | A <U}, waarbij U groot genoeg
wordt gekozen (in het algemeen zal het niet moeilijk zijn een dergelijke
U te vinden).

Om (60) in polynomiale tijd te vinden is het volgens de voorgaande
paragraaf voldoende te laten zien dat het scheidingsprobleem voor P in

polynomiale tijd kan worden opgelost. Dit laatste is niet moeilijk. Als
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we een (x',A') kiezen dan kan door substitutie eenvoudig worden nagegaan
of (x',A")eP. Als blijkt dat (x',A') niet in P zit, dan is of aan Dx' <b
niet voldaan, of aan A' Zx'TBx;+cx'. In het eerste geval levert de onge-
lijkheid waaraan niet is voldaan een scheidend hypervlak. In het tweede

geval, d.w.z. als A' <x'TBx'+ch, scheidt het hypervlak
(62) {(x,\)] (x'TB+c)x-A = (x'TBx'+cx'—A')}

het punt (x',A') van P, en kunnen we als oplossing voor het scheidings-
probleem de vector a = (x'TB+c,—1) nemen.

Het scheidingsprobleem voor P kan dus in polynomiale tijd worden op-
gelost, en dus ook het optimaliseringsprobleem, en daarom bestaat een
polynomiale algorithme voor (convexe) kwadratische programmering. Voor
een preciesere beschrijving verwijzen we naar Kozlov, Tarasov en Khachian

[26].
11. TOEPASSINGEN IN DE COMBINATORISCHE OPTIMALISERING

In [18], [22] en [35] wordt aangetoond hoe de ellipsoide-methode ook
in de combinatorische optimalisering tot een aantal nieuwe inzichten leidt.
Een voorbeeld hiervan is het volgende.

Stel we hebben een gerichte graaf G = (V,E), waarin een vast punt r
is gekozen. Een r-vertakking is een verzameling E' van kanten van G zo dat
ieder punt van G bereikbaar is vanuit r via een gericht pad van kanten in
E'. (Dus de minimale r-vertakkingen zijn precies de in r gewortelde gerich-
te bomen.) Nu is het een interessante vraag om, gegeven een "lengte" func-
tie 2:E——ﬂ2+, een r-vertakking E' te vinden met minimale totale lengte,

d.w.z. met

(63) T 2(e)

e€E'

zo klein mogelijk. Er bestaat een polynomiale algorithme van Fulkerson [10]
voor dit probleem, maar met de ellipsoide-methode kan de polynomiale oplos-
baarheid van dit probleem worden herleid tot die van een eenvoudiger pro-
bleem.

Definieer

(64) P := het convex omhulsel van de karakteristieke functies van de

r-vertakkingen.
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. . E Lo .
P is dus een convex polytoop in @ , en het bovenbeschreven minimalise-

ringsprobleem is equivalent met
(65) min{¢x| xeP}.

Volgens het principe beschreven in §9 kan dit minimum in polynomiaal-be-
grensde tijd worden bepaald, als er een polynomiale scheidingsalgorithme
voor P bestaat. Nu heeft Fulkerson ook de volgende karakterisering van P
gegeven:

i
(66) P = {erEI 0<x(e) €1 (eeE), Z x(e) 21 (E' r-snede) },

ecE'

waarbij een verzameling E' van kanten van G een r-snede heet als er een
niet-lege verzameling V' van punten van G bestaat zo dat r ¢ V' en E' is
de verzameling kanten van V\V' naar V'.

Het is duidelijk dat P bevat moet zijn in het rechterlid van (66),
omdat de karakteristieke vector van iedere r-vertakking voldoet aan de
lineaire ongelijkheden. Fulkerson's stelling geeft de omgekeerde inclusie.

Dus om het scheidingsprobleem voor P op te lossen moeten we, gegeven
een x in QE, nagaan of x aan de ongelijkheden in (66) voldoet. Eenvoudig
is in polynomiale tijd na te gaan of 0<x(e) <1 voor iedere kant e. Als
er een kant e bestaat die hieraan niet voldoet dan geeft deze kant ons
een scheidend hypervlak. Om het tweede stelsel ongelijkheden na te gaan

kunnen we niet alle r-sneden E' aflopen en Z
Ivl-1

eeE'x(e) > 1 controleren, omdat

er exponentieel veel (ongeveer 2 ) r-sneden bestaan. Toch kan dit
stelsel in polynomiale tijd worden nagegaan, en wel als volgt. Vat de
functie x op als een capaciteitsfunctie op de kanten van G. We kunnen nu
zoeken naar een r-snede met minimale capaciteit. Als deze minimale capa-
citeit ten minste 1 bedraagt besluiten we tot: xe P. Zo niet, dan levert
de r-snede met capaciteit kleiner dan 1 ons een scheidend hypervlak.

- Een r-snede met minimale capaciteit kan worden gevonden door voor ieder
punt s # r een snede Es van minimale capaciteit te bepalen die r van s
scheidt. Deze kan worden gevonden met de minimum-snede algorithme van Ford
en Fulkerson [9]. Kiezen we die snede uit {Esl s # r} met de laagste capa-
citeit dan hebben we een r-snede met minimale capaciteit.

Zo wordt de polynomiale oplosbaarheid van het "minimum lengte van een
r-vertakking"-probleem afgeleid uit die van het "minimum capaciteit van een
r-snede"-probleem. Nu kan op analoge wijze omgekeerd worden laten zien dat

ook de polynomiale oplosbaarheid van het laatste probleem afgeleid kan wor-
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den uit die van het eerste. Op deze manier vinden we een zekere dualiteit
tussen combinatorische problemen. Zo blijkt de polynomiale oplosbaarheid
van ieder van de onderstaande linkerproblemen equivalent met de polynomi-

ale oplosbaarheid van de rechterproblemen.

(i) min.lengte van een r-vertakking; (ii) min.capaciteit van een r-snede;
(iii) min.lengte van een pad van r naar s; (iv) min.capaciteit van een r-s-snede;
(v) min.gewicht van een perfecte matching; (vi) min.capaciteit van een oneven
snede.
!
(De laatste twee problemen hebben betrekking op een ongerichte graaf G =
(V,E) met V even. Een perfecte matching is een verzameling disjuncte kanten
van G die V overdekken. Een oneven snede is de collectie kanten van V' naar
V\V', waarbij V' een oneven verzameling punten van G is.)

Voor probleem (iii) is een eenvoudige polynomiale algorithme bekend
ontworpen door Dijkstra [7], terwijl probleem (iv) kan worden opgelost met
de iets moeilijkere algorithme van Ford en Fulkerson [9]. Voor probleem
(v) is een vrij gecompliceerde algorithme opgesteld door Edmonds [8], ter-
wijl probleem (vi) kan worden opgelost door een eenvoudige aanpassing van
de "minimum snede"-algorithme van Ford en Fulkerson (zie Padberg en Rao
[34]).

Voor meer toepassingen van dit dualiteitsprincipe verwijzen we naar
[18]. Weliswaar kunnen de meeste van deze toepassingen, net als het boven-
staande r-vertakkingsprobleem, worden geformuleerd als een LP-probleem
(en lijken dus op het eerste gezicht direct oplosbaar met Khachian's metho-
de), maar de formulering van deze LP-problemen vergt in het algemeen al
exponentieel veel tijd vanwege het grote aantal lineaire ongelijkheden (bij-
voorbeeld r-sneden).

De toepassingen berusten sterk op de polyhedrale karakteriseringen
van zekere polytopen, zoals de karakterisering (66) van het convex omhul-
sel P van de r-vertakkingen. Opgemerkt moet worden dat dergelijke polyhe-
drale karakteriseringen vaak verkregen werden als bijproduct van de con-
structie van een polynomiale algorithme. Nu met de ellipsoide-methode is
het juist omgekeerd: een polyhedrale karakterisering kan aanleiding geven
tot een polynomiale algorithme, hetgeen verder onderzoek naar dergelijke
karakteriseringen motiveert.

Overigens zijn de aldus met de ellipsoide-methode gevonden algorith-
men weliswaar polynomiaal, maar verre van efficiént, vanwege de hoge graad

van het polynoom dat de looptijd begrenst. Zij vormen dan ook geen alter-
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natief voor de eerder ontwikkelde speciale algorithmen. In de volgende
paragraaf zullen we echter laten zien dat met de ellipsoide-methode ook
de polynomiale oplosbaarheid van een aantal combinatorische problemen

kan worden afgeleid die nog niet eerder in deze zin waren opgelost.
12. PERFECTE GRAFEN EN SUBMODULAIRE FUNCTIES

We zullen nu ingaan op twee combinatorische problemen waarvan de
polynomiale oplosbaarheid alleen werd aangetoond met de ellipsoide-metho-
de. Uitwerking levert weer algorithmep die, hoewel polynomiaal, een zeer
lage graad van efficiéntie hebben. Het bewijs van de polynomiale oplos-
baarheid kan veeleer worden beschouwd als een motivering om, nu we een-
maal weten dat polynomiale algorithmen bestaan, te zoeken naar werkelijk
efficiénte algorithmen. Hierbij is het onwaarschijnlijk dat een verscher-
ping van de ellipsoide-methode tot essentiéle verbeteringen zal leiden.

Voor de details verwijzen we naar [18].

Perfecte grafen. Een ongerichte graaf G = (V,E) heet perfect als

voor iedere geinduceerde deelgraaf G' van G geldt:

(67) w(G") = x(G").

Hierbij is w(G') het kliekgetal van G' (d.w.z. de afmeting van de grootste
kliek in G'), en X(G') het kleurgetal van G' (d.w.z. het minimale aantal
kleuren dat nodig is om de punten van G' zo te kleuren dat ieder tweetal
verbonden punten verschillend gekleurd zijn). Eenvoudig is in te zien dat
w(G) £ x(G) voor iedere graaf G.

Het probleem om van een willekeurige graaf het kliekgetal (of het
kleurgetal) te bepalen is NP-volledig (zie Garey en Johnson [13] en Van
Leeuwen [28]). Voor verschillende deelklassen van de klasse der perfecte
grafen bestaan echter polynomiale algorithmen om het kliekgetal te be-
palen (zoals voor bipartite grafen, lijngrafen van bipartite grafen, ge-
trianguleerde grafen, transitief-orientieerbare grafen, en hun complemen-
ten). Het was een open vraag of voor de klasse van alle perfecte grafen
zo'n algorithme bestaat. Deze vraag kan bevestigend beantwoord worden met
behulp van de ellipsoide-methode. Omdat, zoals Lovasz [29] bewees, het
complement van een perfecte graaf weer perfect is, geeft dit tegelijk een
polynomiale algorithme om het onafhankelijkheidsgetal 0 (G) van een per-

fecte graaf G te vinden (a(G) = het maximale aantal paarsgewijs niet-ver-
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bonden punten in G).

Lovasz [30] liet zien dat als G = (V,E) een perfecte graaf is, dan
is
: n
(68) w(G) = max { z aij | a= (aij)i j=1 is een positief-semi-defi-
. S rJ-
3=t niete matrix zo dat TrA= 1 en aij = 0 als
i en j verschillende niet-verbonden punten
zijn},
waarbij is aangenomen dat V = {1,...,n}. Het bepalen van dit maximum is

een speciaal geval van het optimaliseringsprobleem voor de convexe verza-
meling P van alle matrixen A die voldoen aan de voorwaarden vermeld in
(68) . Volgens het principe uit §9 is dit probleem in polynomiale tijd op-
losbaar als een polynomiale scheidingsalgorithme voor P bestaat. Nu kan,
gegeven een matrix A = (aij)z,j=1'
en of aij = 0 als i en j verschillend en niet verbonden zijn. Als aan een

eenvoudig worden nagegaan of TrA = 1

van deze voorwaarden niet voldaan is kan op eenvoudige wijze een scheidend
hypervlak worden bepaald. Ook of A positief semi-definiet is kan worden ge-
controleerd binnen polynomiale tijd, en wel als volgt. Vind een hoofddeel-
matrix A' van A (d.w.z. een deelmatrix symmetrisch om de hoofddiagonaal
van A) met rangA' = rangA. Een dergelijke matrix kan worden gevonden met
de gebruikelijke Gauss-eliminatie. Dan is A positief semi-definiet als en

alleen als A' positief definiet is. Zonder beperking der algemeenheid is

A' = (a..)k . _,. Nu is A' positief definiet als en alleen als
ij’i,j=1
kl
(69) det((a,.). . _.) >0
ij*i, =1
voor k' = 1,...,k. Deze determinanten kunnen in polynomiale tijd worden

uitgerekend. Bovendien, als een dezer determinanten niet positief is, dan
kan hieruit een hypervlak worden gevonden dat A van P scheidt.

- Het scheidings- en het optimaliseringsprobleem voor P zijn dus poly-
nomiaal oplosbaar, en dus kan w(G) in polynomiale tijd worden bepaald. In
[18] wordt aangetoond hoe hieruit ook polynomiale algorithmen kunnen wor-
den afgeleid om expliciet een kliek ter grootte w(G), en een goede kleu-

ring met x(G) kleuren te vinden.

Submodulaire functies. Een tweede toepassing van de ellipsoide-metho-

de is het vinden van de minimale waarde van een zgn. submodulaire functie.

Een functie f gedefinieerd op de deelverzamelingen van een eindige verza-
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meling X heet submodulair als
(70) £(X') + £(X") 2 £(X'nX") + £(X'ux")

voor ieder tweetal deelverzamelingen X',X" van X. Voorbeelden van submo-
dulaire functies zijn: (i) X is de verzameling rijen van een matrix, en
f(X') is de rang van de rijen in X'; (ii) X is de verzameling punten van
een gerichte graaf G = (X,E), c:E——-—HE+ is een "capaciteits"-functie, en
f(X') is de totale capaciteit van de kanten die X' verlaten. Weliswaar
wordt de minimum waarde van deze submodulaire functies trivialerwijs door
X' =.f aangenomen, maar interessantere problemen kunnen worden afgeleid
uit deze functies. Bijvoorbeeld, gegeven een gewichtsfunctie w:X—, kan
het minimum van f£(X') - zxex,w(x) gevonden worden (dit definieert weer een
submodulaire functie). Verder, als de submodulaire functie g gedefinieerd

wordt door
(71) g(x") = £(x'uv{r})

voor X' ¢ X\{r,s}, dan is, voor voorbeeld (ii), het vinden van de mini-
male waarde van g equivalent met het vinden van een r-s-snede van minimale
capaciteit.

We moeten voorzichtig zijn met de manier waarop de functie f is ge-
geven. Als f gespecificeerd wordt door een lijst van alle deelverzamelin-
gen van X.met hun waarden onder £, dan kan de minimale waarde natuurlijk
eenvoudig worden gevonden door de hele lijst af te gaan. Maar vaak vereist
de declaratie van f minder ruimte, bijvoorbeeld als f is als in de boven-
staande voorbeelden (i) en (ii), in welk geval de vraag naar een polyno-
miale algorithme minder triviaal wordt. "Polynomiaal" betekent dan: poly-
nomiaal in |X| en logB, waarbij B de grootste teller of noemer van | £(X')|
is. Het blijkt dat het probleem van de minimale waarde van een submodu-
laire functie gereduceerd kan worden tot het scheidingsprobleem voor poly-

eders van de vorm

(72) P={ye Qx | Z y(x) € £(X') voor iedere X' c X}.

xeX'
Bovendien kan het optimaliseringsprobleem voor P eenvoudig binnen poly-
nomiale tijd worden opgelost met de zgn. "greedy" algorithme. Het prin-
cipe uit §9 geeft ons dan een polynomiale methcde om het minimum van £

te vinden. Voor een meer gedetailleerde uitwerking wordt verwezen naar [18].
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13. GEHEELTALLIGE LINEAIRE PROGRAMMERING

Geheeltallige lineaire programmeringsproblemen vragen om een ge-—

heeltallige oplossing voor (1), d.w.z. naar
(73) max {cx| Dx <b, x geheeltallig]}.

Dit "ILP-probleem" blijkt moeilijker dan het LP-probleem zonder geheel-
talligheidsvoorwaarden. Zo is het ILP-probleem een NP-volledig probleem,
en bestaat er (nog) geen Dualiteitsstélling (een min-max relatie) voor
(73) . Er is daarom vooralsnog weinig hoop op een polynomiale algorithme.
Er bestaan verschillende methoden om (73) te bepalen, zoals "branch-and-
bound"-methoden en de methode van de "Gomory-sneden", maar hun looptijd
is niet polynomiaal-begrensd (zie Garfinkel en Nemhauser [14]).

De Gomory-sneden-methode kan als volgt worden geformaliseerd. Stel

een polyeder P is gegeven. Dan is
(74) max {cx| x e P, x geheeltallig} = max {cx| x ePI},

waarbij PI het convex omhulsel is van de geheeltallige vectoren in P. Om-
dat het ILP-probleem NP-volledig is, is het optimaliseringsprobleem voor
PI kennelijk ook NP-volledig, gegeven een scheidingsalgorithme voor P.

Als we nu P' als volgt definieren:
(75) P' = NH

waarbij de doorsnede loopt over alle halfruimten H zo dat P c H. Merk op
dat als H = {x| wx<d}, waarbij w een geheeltallige vector is waarvan de

codrdinaten relatief priem zijn, dan is H_ = {x| wx<|d]}, waarbij |d] het

I

gehele deel van d is. H_ ontstaat uit H door H op te schuiven tot het be-

I
grenzende hypervlak van H geheeltallige punten bevat.

Eenvoudig is in te zien dat
(76) P_cp',

omdat de inclusie PcH impliceert dat PI c HI' Nu kan bewezen worden dat

P' weer een polyeder is, en dat

(77) P_=P
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voor zekere t, waarbij P(t) = P(t-l)'

. Dit is de essentie van de Gomory-
sneden (zie Gomory [17], chv&tal [3], Schrijver [361]).

Nu zou een antwoord op de volgende vragen een aanzet kunnen zijn tot
het toepassen van de ellipsoide-methode op geheeltallige lineaire program-
mering. Gegeven een optimaliseringsalgorithme voor het polytoop P, bestaat
er een polynomiale scheidingsalgorithme voor P'? (polynomiaal in de loop-
tijd van de optimaliseringsalgorithme voor P). Of is het scheidingspro-
bleem voor P' NP-volledig? Merk op dat dit in ieder geval een probleem
uit de klasse NP is: men kan, gegeven een y ¢ P', in polynomiale tijd be-
wijzen dat y 4 P'. Hiertoe moet men een halfruimte H geven zo dat PCH en

vE HI' D.w.z., men moet een geheeltallige vector w specificeren zo dat
(78) wy > |max{wx| xeP}].
Deze ongelijkheid kan in polynomiale tijd worden bewezen met de optimali-

seringsalgorithme voor P. Hoe men, gegeven een y, een dergelijke w in

polynomiale tijd kan vinden is de kern van het scheidingsprobleem voor P'.
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EEN GEAUTOMATISEERDE COMPLEXITEITSCLASSIFICATIE VAN COMBINATORISCHE PROBLEMEN
B.J. LAGEWEG
E.L. LAWLER
J.K. LENSTRA

A.H.G. RINNOOY KAN
|

1. INLEIDING

De afgelopen jaren hebben wij ons intensief beziggehouden met een onderzoek
naar de berekenincscomplexiteit van deterministische machinevolgordeproblemen.
Het doel was daarbij zo nauwkeurig mogelijk vast te stellen waar de grillige
grens loopt tussen "gemakkelijke" en "moeilijke" probleemtypen. We noemen een
probleem gemakkelijk als het oplosbaar is in polynomiale tijd en moeilijk als
het "NP-hard" is.

De door ons onderzochte klasse bevat 4536 combinatorische optimaliserings-
problemen. Het werd al spoedig een saai en tijdrovend karwei de behaalde com—
pPlexiteitsresultaten met de hand bij te houden. Voor het verrichten van deze
werkzaamheden ontwikkelden wij daarom het computerprogramma MSPCLASS. De
invoer van dit programma bestaat uit twee lijsten van problemen waarvan bekend
is daﬁ'zij'gemakkelijk resp. moeilijk zijn. Met gebruikmaking van een bepaalde
partiéle ordening die is gedefinieerd op de klasse problemen gaat het programma
na wat de status van ieder probleem is (gemakkelijk, open of moeilijk) en
bepaalt het vier deelklassen van maximaal gemakkelijke, minimaal open, maximaal
open en minimaal moeilijke problemen. Deze uitvoer is van groot nut gebleken
voor ons onderzoek.

In §2 wordt het programma MSPCLASS in algemene termen beschreven. In §3

definiéren we een klasse van 120 één-machineproblemen, en in §4 demonstreren



160

we de toepassing van het programma op deze beperkte klasse. (De stand van
zaken voor de volledige klasse staat beschreven in [11]; een voorlopig verslag
over een klasse van 4158 problemen is te vinden in [10].) In §5 worden moge-
lijke verfijningen en uitbreidingen naar andere gebieden van onderzoek gesug-
gereerd.

Het zou nuttig zijn wanneer een programma als MSPCLASS tevens uitsluitsel
zou verschaffen over het minimale aantal te behalen onderzoeksresultaten dat
alle resterende open problemen doet verdwijnen. In de Appendix wordt aangetoond

dat de bepaling van dit aantal op zich een moeilijk probleem is.
|

2. HET PROGRAMMA MSPCLASS

Wij veronderstellen dat de lezer vertrouwd is met de basisbegrippen uit de
complexiteitstheorie en dat een bespreking van hun definities en eigenschappen
achterwege kan blijven. Voor een uitstekende inleiding zij verwezen naar [5].
Het programma MSPCLASS is bestemd voor een welgedefinieerde klasse S van
probleemtypen. Voor elk tweetal problemen P,P' € S is het programma in staat
vast te stellen of al dan niet geldt dat P > P', waarbij - een gegeven partiéle
ordening is met de volgende eigenschappen:
(i) als P » P' en P' is gemakkelijk, dan is P gemakkelijk;
(ii) als P > P' en P is moeilijk, dan is P' moeilijk.
De relatie P -+ P' geldt bijvoorbeeld als de verzameling instanties van P evi-
dent bevat is in de verzameling instanties van P'. In het algemeen impliceert
P » P' dat P reduceerbaar is tot P'.
De invoer van het programma bestaat uit een klasse I* van problemen waar-
van bekend is dat zij gemakkelijk zijn en een klasse Il van problemen waarvan
bekend is dat zij moeilijk zijn. Het programma splitst de klasse S vervolgens

in drie klassen van gemakkelijke, moeilijke en open problemen:

*

S ={p eS8 l I3p' eI P P'},
S ={pecs | ap e I': p' o P},
2 * '

S =8S-(8 vuvS8).

* : .
(De klassen $° en S° zijn natuurlijk disjunct; zo niet, dan is er een fout
gemaakt of een buitengewoon verrassend resultaat behaald.) Het programma
bepaalt bovendien vier deelklassen van problemen die minimaal of maximaal

zijn t.a.v. de relatie —:
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S = {peS | 3P S -{p}:p DY,
max

S ={p eS| =3P eS-{p}: B' > P},
min

? _ ? ' ?_ ) .

S x=-PeS | =3P e $-{P}: P > p'},
S ={PeS | =3P eS8 -(p}: B' > P}
min

De uitvoer van het programma omvat een telling van het aantal problemen in
* ? H * ?
S, 8 en S alsmede een volledige opsomming van de problemen in S, S ,
> ' max’ “min
S’ en S, .
max min * s .
De omvang van S, 8 en S° biedt een weerspiegeling van de voortgang van

* !
het onderzoek. De problemen in smax en Smin representeren in zekere zin de

essentiéle resultaten, waaruit m.b.v. de relatie -+ alle andere resultaten

*

! ! 2 > max

en I° = 8. . De problemen in S°, en §° zijn voor de hand liggende objecten
min min max

*
zijn af te leiden; de minimale invoer wordt dan ook gegeven door I =S

voor verder onderzoek.
* ? !
N.B. Voor de definitie van S, S en 8  is het niet noodzakelijk dat de
* ? ?
relatie + een partiéle ordening is. Voor de definitie van S___, S°. ,

' max min’' “Tmax
en Séin is dit echter wel van essentieel belang. Het is namelijk heel goed
mogelijk dat bepaalde deelverzamelingen van equivalente complexiteit zijn
t.a.v. de relatie »; zij corresponderen met sterk samenhangende componenten

van de gerichte graaf met knopenverzameling S en kanten gedefinieerd door -.

Alle problemen in zo'n equivalentieklasse kunnen bijvoorbeeld maximaal
gemakkelijk zijn, terwijl toch geen enkel behoort tot S;ax' zoals hierboven

gedefinieerd. .

3. EEN KLASSE EEN-MACHINEPROBLEMEN

Gezien de omvang en de ingewikkeldheid van de door ons bestudeerde klasse
machinevolgordeproblemen geven wij er de voorkeur aan de werking van het pro-
gramma MSPCLASS te demonstreren aan de hand van een beperkte klasse van 120
één-machineproblemen. De nochtans noodzakelijke definities en toelichtingen
volgen hieronder.

In het algemeen vraagt iedere instantie van een één-machineprobleem om
het vinden van een optimaal toegelaten schedule voor een verzameling van n
opdrachten Jj (j = 1,...,n). Een schedule bestaat uit een verzameling disjuncte
tijdsintervallen en een aanduiding van de opdracht die in elk interval door

de machine wordt bewerkt. De toelaatbaarheid van een schedule wordt bepaald
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door een aantal gespecificeerde parameters en voorwaarden. De optimaliteit
wordt beoordeeld m.b.t. een gegeven doelstellingsfunctie.

Meer in het bijzonder wordt in iedere probleeminstantie de volgende in-
formatie expliciet of impliciet vastgelegd.
(1) Voor elke opdracht Jj (j = 1,...,n) is een niet-negatieve geheeltallige
bewerkingsduur Pj gegeven. Teneinde toegelaten te zijn, moet een schedule p.
tijdseenheden toewijzen aan elke Jj' Voor ieder schedule definiéren we Sj en
Cj als de aanvangstijd resp. de voltooiingstijd van Jj' d.w.z. het tijdstip
waarop Jj voor het eerst (het laatst) in bewerking is.
(2) Als het schedule niet-preémptief dient te zijn, dan moet elke J. zonder
onderbreking worden bewerkt van Sj tot Cj = Sj+pj. Als het schedule daaren-
tegen preémptief mag zijn, dan mag de bewerking van een opdracht willekeurig
vaak worden onderbroken.
(3) Voor elke Jj is een niet-negatieve geheeltallige beschikbaarheidstijd rj
gegeven. In een toegelaten schedule moet gelden dat rj < Sj voor elke Jj.
(4) Volgorderelaties tussen de opdrachten zijn gegeven in de vorm van een
acyclische gerichte graaf G = ({1,...,n},A). In een toegelaten schedule moet
gelden dat Cj < Sk als (j,k) € A.
(5) M.b.t. de doelstellingsfunctie kan voor elke Jj een niet-negatieve geheel-
tallige aflevertijd dj en een geheeltallig gewicht wj gegeven zijn. Voor ieder
schedule definiéren we Lj = Cj—dj als de laatheid van Jj' Tj = max{O,Cj—dj}
als de traagheid, en Uj = 0 als Cj < dj, Uj = 1 als Cj > dj als de boeteéenheid.
De te minimaliseren doelstellingsfunctie is nu één wvan de volgende acht types:
- de maximale voltooiingstijd Chax = maxj{Cj}:
- de maximale laatheid L . = max_ {L,};
- de totale voltooiingstijd szj;
- de totale gewogen voltooiingstijd ij.C.;

J 3

- de totale traagheid ZjTj;

- de totale gewogen traagheid zjijj;

- het aantal te late opdrachten szj;
- het gewogen aantal te late opdrachten zjijj'
In deze klasse machinevolgordeproblemen wordt ieder probleemtype gedefi-

nieerd door een sextupel (no,ﬂ PP S |

17273 4"
eigenschap aanduidt die wordt gedeeld door alle probleeminstanties. De compo-

ns), waarbij elke component een

nent "O verschaft informatie over de machines, de componenten m ,ﬂz,ﬂ

1 3"

geven karakteristieken van de opdrachten weer, en de component ﬂS betreft de

doelstellingsfunctie. Deze componenten kunnen de volgende waarden aannemen,

waarbij ¢ het lege symbool voorstelt.
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(0) Ty = 1 : &én machine.
(1) L {pj=1,°}, met
T pymlipg =1 (3= 1,..m);
= ° : elke pj is een willekeurig niet-negatief geheel getal.
(2) m, e {o,pmtn}, met ’
ﬂz = o : preémptie is niet toegestaan;
n2 = pmtn: preémptie is toegestaan.
(3) mye {c,rj}, met
w3 = o : rj =0 (3 = 1,...,n);'
W3 = rj : elke rj is een willekeurig niet-negatief geheel getal.
(4) Ty € {e,tree,prec}, met
Ty = ° : G bevat geen kanten (de opdrachten zijn onafhankelijk);
Ty = tree: G heeft hetzij ingraad ten hoogste gelijk aan é&é&n voor
elk punt hetzij uitgraad ten hoogste gelijk aan één voor
elk punt;
Ty = brec: G is een willekeurige acyclische gerichte graaf.

(5) g e {cmax,Lmax,ch,ijcj,ZTj,ijTj,ZUj,zijj}.
Er zijn zodoende 1x2x2%2x3%X8 = 192 probleemtypen. Zij worden geschreven in
de vorm 1|w4,ﬂ3,w2,w1|ﬂ5 (vgl. [6]).

Sommige eigenschappen gedefinieerd door de componenten van het sextupel
zijn eenvoudige generalisaties van andere. Zo is prec een generalisatie van
tree en zijn zchj en sz generalisaties van ZCj. De constructie van de rela-
tie » is gebaseerd op deze observatie.

De mogeliﬁke waarden van de component “i corresponderen met de punten
van de gerichte graaf Gi weergegeven in Figuur 1 (i = {,...,5). Er loopt een
kant van T naar 7' als m' een directe generalisatie is van m. Voor twee pro-

blemen P = 1{m ’“2’“1'“5 en P' = 1|7n',nw ',wilné hebben we P + P' als

4'™3 430
hetzij "i = nJ!_ hetzij G een gericht pad bevat van 'ITi naar TrJ!_, voor i=1,...,5.
De relatie - kan worden uitgebreid door rekening te houden met verbanden
tussen prqbleemtypen die subtieler zijn dan eenvoudige generalisaties. De
onderﬁ?oken kanten van Lmax naar sz en ZUj kunnen worden toegevoegd op grond
van het volgende argument. Voor iedere instantie van een probleem met doel-
stellingsfunctie Lmax geldt dat de minimale waarde van Lmax gelijk is aan de
minimale waarde van L waarvoor er een schedule bestaat met ZT& = ZU% =0,
waarbij T% en U% worden gedefinieerd t.a.v. aflevertijden dé = dj+L. De mini-
male L kan worden gevonden door middel van een "bisection search", bestaande
uit een polynomiaal begrensd aantal toepassingen van een algoritme die in

staat is het probleem met sz of ZUj i.p.v. Lmax op te lossen. Hieruit volgt
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rec w.C. T. U,
P z J ] ,z J Z J
/’ A -~
n -
° r, tree ZC
Jj j max
b
Pj=1 ° pmtn ° ° Chax
T
G G
Gl G2 G3 4 5

Figuur 1. De grafen Gi (i=1,...,5.

r. rj,pmtn

\Va

Pi-

=1

%

Figuur 2. De graaf G6.

de (Turing) reduceerbaarheid van ieder Lmax probleem tot de overeenkomstige
sz en ZUj problemen.

Een verdere uitbreiding van de relatie - is gebaseerd op enige overwegin-
gen m.b.t. preémptie. Voor é&én-machineproblemen kan eenvoudig worden aangetoond
dat er geen reden is de bewerking van een opdracht op een niet-geheeltallig
tijdstip de onderbreken en dat preémptie geen voordeel oplevert als alle be-

schikﬂaarheidstijden gelijk zijn. Hieruit volgt dat, als w, = pj=1 of wm, = o,

1 3

wij mogen aannemen dat T, = °. Er blijven nu slechts vijf relevante combinaties
van waarden over voor de componenten “1' “2 en n3. Zij corresponderen met de
punten "6 van de gerichte graaf G6 in Figuur 2, waarvan de kanten worden
geimpliceerd door Gl’ G2 en G3. Het totale aantal te onderscheiden probleem-
typen is nu teruggebracht van 192 tot 120; zij worden geschreven in de vorm

1|n4,n6|w5.
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4. TOEPASSING VAN MSPCLASS OP DE KLASSE EEN-MACHINEPROBLEMEN

Het programma MSPCLASS is geimplementeerd in PASCAL op de Control Data Cyber
170-750 van SARA. Hieronder demonstreren wij de toepassing van het programma
op de in §3 gedefinieerde klasse één-machineproblemen.

Wij merken op dat het programma tweemaal wordt gedraaid, waarbij de
invoer verschillende veronderstellingen weerspiegelt omtrent de codering van
probleeminstanties die numerieke gegevens bevatten. Onder een standaard
binaire codering geldt dat de gemakkelijke problemen oplosbaar zijn in strikt
polynomiale tijd en dat de moeilijke problémen NP-hard zijn in de normale
betekenis van het woord. Onder een unaire codering geldt dat de gemakkelijke
problemen oplosbaar zijn in pseudopolynomiale tijd en dat de moeilijke pro-
blemen NP-hard zijn in de sterke betekenis van het woord (vgl. [4;18]).

De meest recente uitvoer is weergegeven in Figuren 3 en 4. De lijsten
bevatten nuttige informatie zoals literatuurverwijzingen waar de betreffende
resultaten te vinden zijn, een aanduiding van algemene algoritmische technieken
waarmee sommige gemakkelijke problemen kunnen worden opgelost, het symbool #
voor open problemen die zowel minimaal als maximaal zijn, en afkortingen van
geschikte vertrekpunten voor transformaties in het geval van moeilijke pro-
blemen.

Na combinatie van de resultaten voor binaire en unaire coderingen ontstaan
zes klassen problemen:

- unair en binair gemakkelijk (51 problemen) ;
- unair en binair open (4 problemen, alle met het ZTj criterium);
- unair en binair moeilijk (62 problemen);
- unair gemakkelijk, binair open (1 probleem: 1||ZTj);
- unair gemakkelijk, binair moeilijk (2 problemen: 1|]2ijj en
1 rj,pmtnIZWjUj);
- unair open, binair moeilijk (0 problemen) .

Bij deze loven wij aantrekkelijke prijzen uit voor degene die als eerste
één véﬁ de open problemen oplost: een fles Californische champagne voor een
polynomiale algoritme en een Edammer kaas voor een transformatie die moeilijk-

heid bewijst.

5. CONCLUSIES

Het programma MSPCLASS is vvan groot nut gebleken bij het vastleggen van de
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SINGLE MACHINE SCHEDULING, BINARY ENCODING

DATE: 81:03:05
NUMBER OF PROBLEMS

EASY
OPEN
HARD

TOTAL
MAXIMAL EASY PROBLEMS

1/RJ,PJ=1/SUMWITI
1/RJ,PJ=1/SUMWIUJ
1/RJ, PMTN/SUMCJ

1/RJ ,PMTN/SUMUJ

1/ TREE/SUMWJICJ
1/PREC,RJ ,PJ=1/SUMCJ
1/PREC, RJ, PMTN/LMAX
1/PREC,RJ/CMAX

MINIMAL OPEN PROBLEMS

1//SUMTJ
1/ TREE ,PJ=1/SUMTJ

MINIMAL HARD PROBLEMS

1//SUMWITI
1//SUMWJIUJ

1/RJ ,PMTN/SUMWI CT
1/RJ/LMAX

1/RJ/ SUMCJT

1/TREE ,PJ=1/SUMWJITJ
1/TREE,PJ=1/SUMUJ
1/TREE ,RJ ,PJ=1/SUMWICJ
1/ TREE ,RJ ,PMTN/SUMCJ
1/PREC, PJ=1/SUMWICJ
1/PREC, PJ=1/SUMTJ
1/PREC/SUMCJ

Figuur, 3. .

MINIMAL

TOTAL  MAXIMAL

51 8

2 5 3
12 64
120

!

LAGEWEG ( TRANSPORTATION PROBLEM)
LAGEWEG ( TRANSPORTATION PROBLEM)

BAKER 1974

LAWLER 1981 (DYNAMIC PROGRAMMING)
HORN 1972; SIDNEY 1975
LAWLER: COFFMAN GRAHAM 1972

BLAZEWICZ 1976
LAWLER 1973

MAXIMAL OPEN PROBLEMS
1/RJ ,PMTN/SUMTJ

1/TREE ,RJ ,PJ=1/SUMTF
1/TREE/SUMTJ

3PT LAWLER 1977; LENSTRA RINNOOY KAN BRUCKER 1977

KS KARP 1972

3PT LABETOULLE LAWLER LENSTRA RINNOOY KAN 1979

3PT LENSTRA RINNOOY
3PT LENSTRA RINNOCOY
3PT LENSTRA RINNOOY
S3P LENSTRA RINNOOY
3PT LENSTRA RINNOOY
3PT LENSTRA 1980

KAN
KAN
KAN
KAN
KAN

BRUCKER 1977
BRUCKER 1977
1980
1980
1980

LA LAWLER 1978; LENSTRA RINNOOY KAN 1978
CL LENSTRA RINNOOY KAN 1978
LA LAWLER 1978; LENSTRA RINNOCOY KAN 1978

stand van zaken in de theorie van de machinevolgordeproblemen, een gebied

waarop de laatste jaren aanzienlijke vorderingen zijn gemaakt. Het programma

heeft goede diensten bewezen bij het interpreteren van nieuwe resultaten en

heeft vaak de richting aangegeven van verdere onderzoeksinspanningen.

Het systeem kan nog op vele manieren worden verfijnd, bijvoorbeeld door

een nadere uitwerking van de relatie - zoals gesuggereerd in §2 en door een

verdere analyse van de klasse open problemen..Zo zou het'prettig zijn als het
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SINGLE MACHINE SCHEDULING, UNARY ENCODING

DATE: 81:03:05
NUMBER OF PROBLEMS

EASY
OPEN
HARD

TOTAL
MAXIMAL EASY PROBLEMS

1/RJ ,PJ=1/SUMWITJ
1//SUMTJI

1/RJ ,PMTN/SUMCJ

1/RJ , PMTN/SUMWIUJ

1/ TREE/SUMWJI CJ
1/PREC,RJ,PJ=1/SUMCJ
1/PREC,RJ ,PMTN/LMAX
1/PREC, RJ/CMAX

MINIMAL OPEN PROBLEMS

1/RJ ,PMTN/SUMTJ
1/ TREE ,PJ=1/SUMTJ

MINIMAL HARD PROBLEMS

1//SUMWI TI

1/RJ ,PMTN/SUMWJICJ
1/RJ/LMAX

1/RJ/ SUMCJT

1/ TREE ,PJ=1/SUMWJTJ
1/TREE,PJ=1/SUMUJ
1/TREE,RJ ,PJ=1/SUMWICJ
1/ TREE ,RJ , PMTN/SUMCJ
1/PREC,PJ=1/SUMWICJ
1/PREC, PJ=1/SUMTJ
1/PREC/SUMCJ

Figuur 4.

MINIMAL TOTAL  MAXIMAL
54 8
2 4 3

11 62

120

|

LAGEWEG ( TRANSPORTATION PROBLEM)
LAWLER 1977

BAKER 1974

LAWLER 1981 (DYNAMIC PROGRAMMING)
HORN 1972; SIDNEY 1975

LAWLER: COFFMAN GRAHAM 1972
BLAZEWICZ 1976

LAWLER 1973

MAXIMAL OPEN PROBLEMS
1/RJ ,PMTN/SUMTJ

1/TREE ,RJ ,PJ=1/SUMTJ
1/TREE/SUMTJ

3PT LAWLER 1977; LENSTRA RINNOOY KAN BRUCKER 1977

3PT LABETOULLE LAWLER LENSTRA RINNOOY KAN 1979
3PT LENSTRA RINNOOY KAN BRUCKER 1977

3PT LENSTRA RINNOOY KAN BRUCKER 1977

3PT LENSTRA RINNOOY KAN 1980

S3P LENSTRA RINNOOY KAN 1980

3PT LENSTRA RINNOOY KAN 1980

3PT LENSTRA 1980

LA LAWLER 1978; LENSTRA RINNOOY KAN 1978

CL. LENSTRA RINNOOY KAN 1978

LA LAWLER 1978; LENSTRA RINNOOY KAN 1978

programma het minimale aantal te behalen onderzoeksresultaten zou berekenen

dat alle resterende open problemen doet verdwijnen. Deze verfijning is waar-

schijnlijk lastig te implementeren, aangezien het probleem op zich moeilijk

is, zoals we in de Appendix aantonen. Dit complexiteitsresultaat weerspiegelt

de practische onmogelijkheid de minimale kosten van het voltooien van een

onderzoeksproject te bepalen.

Zelfs zonder dergelijke verfijningen geloven wij dat een uitbreiding van
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onze aanpak naar andere klassen combinatorische optimaliseringsproblemen een
vergelijkbaar rendement zou kunnen opleveren. Routering van voertuigen, loca-
tie en allocatie, en het ontwerpen van netwerken zijn gebieden die in aanmer-

king lijken te komen.

6. APPENDIX. DE BEREKENING VAN EEN MINIMAAL VOLLEDIG ONDERZOEKSPROGRAMMA

Stel dat de stand van zaken wordt weergegeven door een transitieve acyclische
gerichte graaf G = (S,+) waarvan elke knoob het label gemakkelijk, open of
moeilijk draagt, met inachtneming van de volgende eisen:

(i) alsP »~ P' en P' is gemakkelijk, dan is P gemakkelijk, en

(ii) als P' - P en P' is moeilijk, dan is P moeilijk.

Een volledig onderzoeksprogramma (VOP) voor G wordt gedefinieerd door een
deelverzameling van open knopen met de eigenschap dat het mogelijk is het
label van elk van deze knopen te veranderen (in gemakkelijk of moeilijk)
zodanig dat door toepassing van (i) en (ii) elke andere open knoop ook van
label verandert. Wij zijn geinteresseerd in het berekenen van een VOP van
minimale omvang.

Op het eerste gezicht lijkt dit probleem nauw verwant aan een bekend
gemakkelijk probleem. Als we vragen naar een minimaal aantal open knopen die
het label opgelost dienen te krijgen opdat er voor elke andere open knoop P
een opgeloste knoop P' bestaat met P -+ P' of P' -+ P, dan zou toepassing van
de stelling van Menger op de transitieve kern van G in polynomiale tijd het
antwoord geven. We vragen echter naar een minimaal aantal open knopen die het
label gemakkelijk of moeilijk moeten krijgen zodanig dat er voor elke andere
open knoop P hetzij een gemakkelijke knoop P' is met P - P' hetzij een moei-
lijke knoop P' is met P' - P. Wij zullen aantonen dat dit probleem moeiliijk
is.

Het bewijs geschiedt door middel van een transformatie vanuit het vol-
gende.NP—volledige probleem:

PUNTOVERDEKKING [5,[GT1]]: Gegeven een graaf G = (V,E) en een geheel

getal k, bevat V een deelverzameling U van ten hoogste k punten zodanig

dat elke kant in E incident is met tenminste &én punt in U?

Zzij & = |V|+k. Gegeven een instantie van PUNTOVERDEKKING construeren we een
gerichte graaf G = (S,>) op de volgende wijze (vgl. Figuur 5):

- voor elk punt v € V zijn er 2+2 knopen vl,...,vx,G,s e S en 2+1 kanten
> v, Vv-*>v;

V, >V, see,s V

1 L
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PUNTOVERDEKKING
Instantie: G = (V,E):

k = 2.
Oplossing: U = {2,4}.

VOP PROBLEEM
Instantie: G = (8,») (alle kanten zijn naar boven gericht; kanten die volgen

uit de transitiviteit zijn weggelaten):

<

<t

Oplossing: VOP = ﬂ:),()}; O:gemakkelijk; ®: moeilijk.

Figuur 5. Tllustratie van de transformatie.

- voor elke kant e = {v,w} € E zijn er & knopen €pre--r€y € S en 2% kanten

Ve weas Ve, WS> €,) eoer W>e

’ 7
- alle andere kanten volgen iit de transiiiviteit;
- alle knopen dragen het label open.
Wij beweren dat PUNTOVERDEKKING een oplossing heeft dan en slechts dan als er
een VOP is van ten hoogste £ knopen.

Onderstel dat G een puntoverdekking U ¢ V bevat van grootte ten hoogste
k. Een VOP van grootte ten hoogste £ wordt dan verkregen door elke 3 (v € U)
het label moeilijk te geven en elke v (v € V-U) en elke v (v € U) het label
gemakkelijk; door toepassing van (i) en (ii) krijgt elke e, i=1,...,%
e € E) het label moeilijk en elke v (v € V-U) en vi (i=1,...,%; v € V) het
label gemakkelijk.

Onderstel nu, omgekeerd, dat G een VOP c S bevat van grootte ten hoogste

2. Uit de keuze van £ volgt onmiddellijk dat de knopen v, en e, i =1,...,%)



170

alleen het label gemakkelijk resp. moeilijk kunnen krijgen, en bovendien dat
geen van deze knopen behoort tot het VOP. Voor elke v € V bevat het VOP één
knoop uit {;,3} of beide. In het eerste geval kan dat alleen v zijn die dan
het label gemakkelijk draagt. In het tweede geval draagt v het label gemakke-
lijk en v het label moeilijk. De moeilijke knopen Ve S, waarvan er niet meer
dan 2-|V| = k kunnen zijn, stellen ons in staat alle e; (i=1,...,% e € E)
ook het label moeilijk te geven. Hieruit volgt dat de overeenkomstige punten

v € V een puntoverdekking van grootte ten hoogste k vormen. Q.e.d.
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