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1. Numerieke bepaling van eigenwaarden en eigenvectoren

1.1 Theorie

Het algebraische eigenwaarde-probleem

Gegeven een vierkante matrix A van de orde n, worden gevraagd getallen

A, waarvoor de vector-vergelijking
@.1.0) Ax = )x

N
een oplossings-vector x # 0 heeft. Zo'n vector x bestaat dan en

slechts dan, als
(1.1.1) det(AI - A) = O,

Deze vergeli jking heet de karakteristieke vergelijking van A,
De-determinant is een polynoom van de graad n, met coéfficiént van An
gelijk aan 1, dus er zijn hoogstens n verschillende waarden X, die vol-
doen. Deze waarden A heten eigenwaarden van A.

Bij elke eigenwaarde A hoort minstens één oplossing x van (1.1,0).

Zo'n oplossings-vector heet een bij A behorende eigenvector van A.

Als x een eigenvector is horende bij een eigenwaarde A, dan ook kx
voor een willekeurig getal k # 0., Hierom worden de eigenvectoren meest-

al genormeerd, zodat een of andere norm (zie onder) gelijk aan 1 is.

Het getransponeerde eigenwaarde-probleem

Naast het eigenprobleem horend bij A is van belang het getransponeerde
. T
eigenprobleem, dat is het eigenprobleem horende bij A . De eigenwaarden
T
van A zijn dezelfde als die van A. Een bij A horende eigenvector y

van AT voldoet dus aan

1.1.2) ATy = 2y,

wat ook kan worden geschreven als

(1.1.3) yTA = AyT.

T i
De rij-vectoren y heten eigenrijen van A en ter onderscheiding hier-

van heten de eigenvectoren x ook wel eigenkolommen.



(1.1.4) Stelling. Is x een eigenkolom horende bij )\ en yT een eigenrij

horende bij p # A, dan geldt yTx =0,

Enkelvoudige eigenwaarden

Eigenvectoren horende bij verschillende eigenwaarden zijn lineair
onafhankelijk. Zijn alle wortels van de karakteristieke vergelijking
enkelvoudig, dan zijn er dus n verschillende eigenwaarden Al’ ceey An'

De n bijbehorende eigenvectoren x ooy xn zijn lineair onafhankeli jk

1’
en spannen dus de hele ruimte op.

Deze eigenvectoren vormen een matrix X = (xij)’ waarbij we afspreken
dat xij = i-de element van de eigenvector xj. De volledige oplossing

van het eigenprobleem kan dan worden geschreven in de vorm

(1.1.5) AX = XA,
waarbij A = diag(Al, coey An). Omdat X niet-singulier is, mogen we ook
schri jven
-1
(1.1.6) X "AX = A.

T

Uit stelling (1.1.4) volgt Y X = diagonaal-matrix.

Deze diagonaal-matrix is niet-singulier en de eigenrijen kunnen dus
T,

zo genormeerd worden, dat Y X = I. Dan kan (1.1.6) worden geschreven

als

A.

(1.1.7) Y AX

Gelijkvormigheids-transformaties

Een transformatie die, bij gegeven niet-singuliere X, matrices A over-

- -1 . . .
voert in X TAX heet gelijkvormigheids-transformatie. De matrix X heet

transformerende matrix. Twee hatrices A en B heten gelijkvormig, als

er een gelijkvormigheids-transformatie is, die A in B overvoert. Is A
gelijkvormig met een diagonaal-matrix, dan heet A diagonaliseerbaar.

Blijkens het bovenstaande hebben we

(1.1.8) Stelling. Zijn alle eigenwaarden van A verschillend, dan is A

diagonaliseerbaar.



Het begrip "gelijkvormig' is een equivalentie-relatie (reflexief, sym-
metrisch en transitief). Gelijkvormigheids-transformaties laten de ei-
‘genwaarden invariant, d.w.z. gelijkvormige matrices hebben dezelfde

eigenwaarden.

Meervoudige eigenwaarden

Zijn x1 en x2 eigenvectoren bij één eigenwaarde )\, dan ook elke lineaire

combinatie klx1 + k2x2'

een lineaire deel-ruimte op, de zgn. eigenruimte van ).

De eigenvectoren bij een eigenwaarde spannen dus

De eigenruimte van een enkelvoudige eigenwaarde is altijd één-dimensio-
naal. Bij een meervoﬁdige eigenwaarde kan de eigenruimte een hogere
dimensie hebben. Voor een eigenwaarde met multipliciteit m geldt name-
lijk: 1 < dimensie eigenruimte < m.

Is voor alle eigenwaarden van A de dimensie van de eigenruimte geli jk
aan de multipliciteit, dan zijn er blijkbaar n lineair onafhankeli jke
eigenvectoren en de matrix A is dan dus diagonaliseerbaar. Zijn er

een of meer eigenwaarden, waarvoor de dimensie van de eigenruimte klei-
ner dan de multipliciteit is, dan zijn er niet n lineair onafhankelijke
eigenvectoren en A is dan niet diagonaliseerbaar. In dit geval heet A
ook defect. Is voor een of meer eigenwaarden de dimensie van de eigen-
ruimte > 1, dan heet de matrix derogatoir. Een matrix met uitsluitend

enkelvoudige eigenwaarden is dus niet derogatoir,

De canonieke vorm van Jordan

Een canonieke vorm van A is een speciale met A gelijkvormige matrix,
Een willekeurige nxn-matrix A hoeft niet gelijkvormig te zijn met een
diagonaal-matrix, maar is wel gelijkvormig met een matrix van de

volgende gedaante, de canonieke vorm van Jordan:




(1.1.9) _ J = v i,

3, 0
r

Hierbij is de "Jordan-kast' I (Ak) een matrix van de orde i, met )

op de hoofddiagonaal en enen o% de daarboven liggende nevendiagonaal:

A 1 0...0

k\ N

0 - N
(1.1.10) I QY = AR , k=1(1)r,

k AR §
(.) \\\0\\\ )\
I k

en Al’ ceey Ar zijn de eigenwaarden van A, Onder deze Ak mogen gelijken

voorkomgn, d.w.z. bij één eigenwaarde mag meer dan een Jordan-kast op-
treden.

De som van de ordes der Jordan-kasten bij één eigenwaarde is gelijk aan
de multipliciteit, zodat J netjes van de orde n is.

J heet ook wel de directe som der langs de hoofddiagonaal geordende
Jordan-kasten, genoteerd als

(1.1.11) J=J, 0 3Gy o dao0).

i1 2 r

Afgezien van permutaties van deze directe "sommanden” is de Jordan-
canonieke vorm van een matrix eenduidig bepaald.

De karakteristieke polynomen der Jordan-kasten heten de elementair-
delers van A. Als A diagonaliseerbaar is, zijn deze elementair-delers
dus lineair.

De elementen 1 op de nevendiagonaal zijn niet essentiéel. Door voor-
en na-vermenigvuldiging met diagonaal-matrices D resp. ]).-1 zijn deze

te vervangen door willekeurige elementen £ 0.



Companian matrix

Laat het karakteristieke polynoom det()\I - A) van A in expliciete

vorm luiden

n n-1
(1.1.12) A - pn_1A = e ™ PIA Py

Men kan gemakkelijk bewijzen, dat dit tevens het karakteristieke poly-

' noom is van de matrix

T T
1 o......0

N N '

. N N |

(1.1.13) C = 0o . . .
N N N [

1 o s N ,

N ~
: \\\ \\\ SO
0...>0 1 -0

Deze matrix heet de companian matrix van A. C heeft blijkbaar dezelfde

eigenwaarden als A, maar A is dan en slechts dan gelijkvormig met C,

als A niet-derogatoir is.

De rationale canonieke vorm van Frobenius

Een willekeurige nXn-matrix A is gelijkvormig met de canonieke vorm

van Frobenius, zijnde een directe som van companian matrices:

(1.1.44) F=F, +F + ... +F,

waarbij het karakteristieke polynoom van Fk een deler is van het ka-

rakteristieke polynoom van F (k = 2(1)s). Als A niet-derogatoir is,

k-1
geldt s =1 en F = F1 is de companian matrix van A. De relatie met de
Jordan-vorm is als volgt, F1 is gelijkvormig met de directe som van

enige Jordan-kasten; van elke verschillende eigenwaarde treedt hierin
precies één Jordan-kast van hoogste orde op. Een met F2 gelijkvormige
matrix wordt op dezelfde wijze gevormd uit de resterende directe som

van Jordan-kasten, enz. De Frobenius-canonieke vorm heet ook rationale

canonieke vorm, omdat voor matrices met rationale elementen deze met

rationale gelijkvormigheids-transformaties te bereiken is,



Andere speciale vormen

Iedere matrix is gelijkvormig met een driehoeks-matrix. Op de hoofd-
diagonaal hiervan staan de eigenwaarden. Berekening van deze drie-
hoeksvorm kan dus alleen maar door een iteratief proces geschieden.
Een andere speciale vorm, die, evenals de driehoeks-vorm, de Jordan-
canonieke vorm als speciaal geval bevat, is de tri-diagonale vorm,
d.w.z. alleen de hoefddiagonaal en de aanliggende nevendiagonalen
zijn niet nul. Deze vorm is een belangrijk tussen-stadium van sommige
numerieke eigenwaarde-bepalingen. Een nog minder speciale vorm is de
bijna-driehoeks-vorm of Hessenberg-vorm, waarin de niet-nul elementen
staan in een driehoek en de aanliggende nevendiagonaal. Deze vorm is
van belang als tussen-stadium bij het berekenen van eigenwaarden van

asymmetrische'matrices.

Principale vectoren

Bij een defecte matrix spannen de eigenvectoren niet de hele ruimte op.
Daarom is het gewenst het begrip "eigenvector' uit te breiden tot een
iets ruimer begrip. Als Ai een eigenwaarde is, waarvan de eigenruimte
een dimensie heeft kleiner dan de multipliciteit van Ai’ dan definiéert

men bij Ai principale vectoren van de graad j als vectoren Xy # 0, die

voldoen aan
- . =
(1.1.15) (A Ail) xk o, N

waarbij j minimaal is. Vult men de eigenvectoren met deze principale
vectoren aan, dan kan de hele ruimte opgespannen worden. In het
bijzonder voor de Jordan-canonieke vorm geldt, dat de eenheids-vec-

toren e cesy en een volledig stelsel principale vectoren vormen.,

1’

Speciale matrices

Van groot belang in de praktijk zijn de Hermitische matrices, dat zijn

matrices A, die gelijk zijn aan hun toegevoegd complex getransponeerde
¥

A , Zij hebben de volgende prettige eigenschappen (die samen nodig en

voldoende zijn voor Hermiticiteit):



1) alle eigenwaarden zijn reéel
2) Hermitische matrices zijn diagonaliseerbaar
3) de eigenvectoren kunnen zo gekozen worden, dat zij een unitaire

-1 %
matrix vormen (een matrix U is unitair als U =U).

Deze eigenschappen maken, dat het eigenwaarde-probleem numeriek een-
voudiger ligt. Het eigenwaarde-probleem van een Hermitische matrix is
altijd goed geconditioneerd, d.w.z. kleine storingen in de matrix geven
kleine variaties in de eigenwaarden. Deze storingen kunnen echter wel
grote afwijkingen in de eigenvectoren veroorzaken, met name als een of
meer eigenwaarden dicht bij elkaar liggen. (Dan kan een storing dimmers
bewerken, dat twee eigenwaarden samenvallen, waardoor de eigenvectoren
zelfs onbepaald worden.)

Bij de behandeling van numerieke methoden beperken we ons tot reéle
matrices. Reéel Hermitisch is blijkbaar hetzelfde als reéel symmetrisch,
De matrix der eigenvectoren kan dan reéel unitair, dat is dus reéel

orthogonaal, gekozen worden.

Een andere belangrijke klasse van matrices, de zgn. normale matrices,
ontstaat, als we van bovengenoemde drie eigenschappen de eerste laten
vervallen, m.a.w. we laten complexe eigenwaarden toe. Een normale ma-
trix A is, wegens (1.1.5) na-vermenigvuldigd met X_1 = X*, te schrijven

als

(1.1.16) A = XXX,

waarbij X dus unitair is. Vermenigvuldigen we A links of rechts met A€

dan volgt hieruit

(1.1.17) A = XMWY = ATA,

want M = W

Eigenschap (1.1.17) is nodig en voldoende voor normaliteit. Hebhen
alle eigenwaarden een absolute waarde = 1, dan geldt M =1 en dus
ook AA* =1, m.a.w. A is dan een unitaire matrix.

Ook voor normale matrices is het eigen-probleem goed geconditioneerd.

Bij niet-normale matrices kunnen daarentegen de eigenwaarden zeer ge-



voelig zijn voor kleine storingen in de matrix-elementen. Dit is met
name het geval, als eigenvectoren (bij verschillende eigenwaarden)

een zeer kleine hoek maken, m.a.w. als de matrix der eigenvectoren
verre van unitair is. Maken we een limiet-overgang, waarbij we eigen-
vectoren laten samenvallen, dan ontstaat een defecté matrix, Defecte
matrices zijn slecht geconditioneerd en de oplossing van het eigen-
waarde-probleem is vaak niet eenvoudig, zeker als ook de eigenvectoren

en de principale vectoren gevraagd worden,

1.2 Vector- en matrix-normen

Vector-normen

Een norm in een lineaire vector-ruimte R over het lichaam der reéle
of complexe getallen is een functie, die aan elke vector xeR toevoegt

een reé€el getal [|x|| met de eigenschappen

1 x>0

2) [|x[| =0 < x=38

3) |Ix +y|] < ||x|| + ||y|| (driehoeks-ongelijkheid)
4) |lox|| = |a| x ||x]] (homogeniteit)

Voor een n-dimensionale vector-ruimte gebruiken we de volgende normen

-\P P P P’
(1.2.0) RV R L

Om aan de driehoeks-ongelijkheid te voldoen moet p minstens 1 zijn.

In de praktijk gebruiken we p =1, 2, of ®, Voor p = 2 hebben we de
ko
inwendig-product-norm ||x||2 =\//;—;: voor p = » krijgen we na limiet-

overgang
HxH°° = max kal.
k=1,...,n
Matrix-normen

. . 2 .
Een nXn-matrix kunnen we beschouwen als een vector in een n -dimensionale

ruimte. Een matrix-norm moet dan ook aan de bovengenoemde eisen voldoen.



Hieraan willen we voor matrix-normen graag de volgende eigenschappen

toevoegen
5) |lasl| < [|a]]| x ||B]| multiplicativiteit
6) IIAxII < |la]] x [ x]| consistentie m.b.t. ||x]|],

waarbij llxll een of andere vector-norm is.
Formule (1.2.0) wordt voor matrices alleen toegepast met p = 2, wat

de zgn. Euclidische norm of Schur-norm levert:

(1.2.1)

Andere matrix-normen krijgt men, door bij een gegeven vector-norm
||x||p een minimale matrix-norm te zoeken, die nog aan eigenschap

(6) voldoet:

| |ax] |

(1.2.2) HAI'p = sup ﬂm—g .

>
x#0 P
Deze norm heet de met ||x||p geassocieerde matrix-norm. Voor p = 1,2,

zijn deze expliciet te schrijven als volgt

(1.2.3) ||A||1 = max ) IAi.I
ii M

1.2.4) [la]], = max ] |A_j|
i3 *

\/ A @,
max

als Amax de grootste eigenwaarde aanduidt.

i}

(1.2.5) lall,

Hierom heet ||A||2 ook wel de spectrale norm van A. Matrix-normen zijn

van belang, omdat ze (wegens eigenschap 6) een bovengrens leveren voor
de modulus van de eigenwaarden. De normen ||A||E, ||A||1 en HAH°° zijn
gemakkelijk te berekenen en blijven invariant, als alle elementen van A
door hun absolute waarde vervangen worden. (Deze matrix wordt genoteerd
als |A].)

Dit geldt niet voor ,|A||2, die theoretisch belangrijk is en ook vaak

de scherpste bovengrens voor de eigenwaarden geeft.
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Hier volgen nog enige belangri jke relaties.
1.2.6) lall, < llally <\V/a [1all,
en dus ook

a.2.7) [P lal T, < 11 1al 11 g = Tlallg < nlla]l,

2
(1.2.8) Hall3 < Al < &1, [lall, = [1a]], []a]],-

Als A normaal is geldt

(1.2.9) _ Hall, = @] .-

1.3 Methode van Jacobi voor reé€le symmetrische matrices

Een reéle symmetrische matrix A van de orde n heeft re€le eigenwaarden
en n lineair onafhankelijke orthogonale eigenvectoren., Zij kan dus

worden geschreven als

1.3.1) A = XAX,

waarbij A een diagonaal-matrix is met de eigenwaarden van A op de
hoofddiagonaal en X de orthogonale matrix der eigenvectoren. In de
methode van Jacobi worden A en X iteratief bepaald als volgt.

0)

Uitgaande van de matrix A = A , wordt in elke stap een orthogonale

gelijkvormigheids-transformatie uitgevoerd, in formule:

(k)

A1) | LOOT () ()

(1.3.2)
(k)

Hierbij is R = R een speciale orthogonale matrix, nl. een vlakke
rotatie., Een rotatie in het (p,q)-vlak over een hoek 8§ is gedefiniéerd

door

R =R = cos R - R = sin
PP~ qq 8 %qp pq 8,

(1.3.3)

1 (i # p,q), R, ; = 0 voor alle andere i,j.

Rii J
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De transformatie (1.3.2) laat, wegens de orthogonaliteit van R,

de symmetrie intact en wijzigt alleen de p-de en gq-de rij en kolom

van A(k) en wel
a$k+1) = a(k) cos O + agk) sin g = a(#+1)
J ip ip iq pi
1.3.4) i # p,q
a(k+1) =-a$k) sin 6 + aFk) cos 6 = a($+l)
iq ip iq qi
{
a(k+1) = a(k) 0052 0 + a(k) sin 20 + a(k) sin2 ]
pp PP Pq qq
(1.3.5)]
a(k+1) = a(k) sin2 6 - a(k) sin 20 + a(k) cos2 ¢}
qq pp Pq qq
.
(1.3.6) a(k+l) = (aéz) - asz))cos 9 sin ¢ + a;:;)(cos2 0 - sin2 8) =
(k+1)
= a .
qp
De draaiingshoek 8 wordt zd gekozen, dat a;z+1) = 0, dus
(1.3.7) tan 26 = 2 a(k) / (a(k) - a(k)).
Pa PP qaq

Het doel van de iteratie is te verkrijgen een met A gelijkvormige

(m)

matrix A

matrix. Dan staan de eigenwaarden op de hoofddiagonaal van A

de matrix der eigenvectoren is

@ 1)

(1.3.8) X R R

o
~

Convergentie-onderzoek

... R

, die in voldoende precisie gelijk is aan een diagonaal-

(m) en

(m-1)

Als maat voor de bereikte precisie dient de Euclidische norm van de

)

)

)

2

matrix E(k) der niet-diagonale elementen, dus

r

E(k) = A(k) - diag (a.(k

ii
(1.3.9) d

k k

1B® =\ /1, @

i#j

L
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Uit (1.3.3) volgt voor i # p,q

JkH1y2 o Gil)y2 (kg2 (k) g2

( ip iq ip iq

Dus de enige verandering in de Euclidische norm der niet-diagonale
elementen wordt teweeg gebracht door de wijziging van het (p,q)-de
element.

Het grootste effect in een stap wordt bereikt, door dit element nul
te maken, vandaar de keuze van 0 volgens (1.3.7). Dan geldt

HE® D12 = 11290112 - 2@ ()2,

1.3.10)
¢ Pq

Wat betreft de keuze van het draaiingsvlak (p,q) bestaan de volgende

drie strategieén

a) Klassieke Jacobi. In elke stap worden p en q gekozen zd, dat |a

(k)]

Pq
maximaal is. Deze strategie heeft het nadeel, dat het zoeken van zo'n
maximaal element te veel tijd kost (aantal operaties is evenredig

met %n(n—l), terwijl het aantal operaties, nodig voor de transformatie,

evenredig is met n).

k
b) Serieele Jacobi. De elementen a;q) worden afgewerkt in een vaste volg-

orde. Deze taktiek heeft het nadeel, dat de convergentie te langzaam
is. Als |a;2)| veel kleiner is, dan andere niet-diagonale elementen,

heeft het weinig zin hieraan de moeite van een transformatie te
besteden.

(k)

c) Drempel-strategie. De elementen apq worden in een vaste volgorde

afgewerkt, maar de transformatie wordt alleen uitgevoerd, als
Ia;§)| boven een zekere drempel d ligt. Wegens (1.3.10) liggen na
een eindig aantal stappen alle niet-diagonale elementen onder de
drempel. Zodra dit het geval is, wordt de drempel verlaagd en het
proces herhaald, totdat een drempel bereikt wordt, waarmee voldoen-
de precisie overeenkomt.
Jacobi met drempel-strategie convergeert dus altijd. Als alle eigenwaarden
verschillend zijn, dan is de convergentie op den duur kwadratisch, pre-

cieser: voor voldoende grote k geldt:

||E(k+N)||E < constante x ||

k), 2
EV s
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waarbij N = 4n(n-1), d.w.z. alle elementen (boven de drempel) zijn

minstens eenmaal aan bod gekomen.

Voor- en nadelen van Jacobi's methode

De methode van Jacobi is betrekkelijk gemakkelijk te programmeren

en is redelijk snel. De methode kan de eigenwaarden in een behoorli jke
precisie leveren en de berekenée eigenvectoren zijn ook netjes (in yol-
doende precisie) orthogonaal. Wanneer echter enige eigenwaarden dicht
bij elkéar liggen, worden de bijbehorende éigenvectoren onbetrouwbaar.
Dit is weliswaar een essenti€le moeilijkheid van het probleem, maar
andere methodes kunnén in dit opzicht beter zijn. Bovendien zijn er

methodes, die sneller zijn dan Jacobi.

1.4 Reductie tot gelijkvormige bjjna-driehoekige of tridiagonale matrix

De methode van Jacobi is essentiéel iteratief. Andere methodes beginnen
met een iets minder volledige reductie van de gegeven matrix, bereik-
baar door een direct, dat is niet-iteratief, proces, bestaande uit een,
bij gegeven orde, vast aantal speciale gelijkvormigheids-transformaties.
De resulterende gereduceerde vorm is in het algemene geval de bijna-
driehoeksvorm. Voor reéle symmetrische matrices gebruikt men, teneinde
de symmetrie te handhaven, altijd orthogonale matrices, zodat de gere-
duceerde vorm dan dus symmetrisch tridiagonaal is. In Given's trans-
formatie zijn de transformerende matrices vlakke rotaties. Elke rotatie
introduceert &én nul, zodat in totaal #(n - 1)(n - 2) vlakke rotaties
nodig zijn. Eén ander, dubbel zo snel, procédé, uitgevonden door
Householder en ontwikkeld door Wilkinson, zullen we hier in meer detail

bespreken.

Householder's transformatie

Uitgaande van een reéle matrix A = A(l) wordt een gelijkvormige bijna-

bovendriehoeksvorm-matrix H (d.w.z. H =0 voor i > j + 1) verkregen

ij
door n-2 transformaties van de vorm
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(1.4.0) AT | p) (M) (yn-2,
waarbi j P(r) een orthogonale symmetrische matrix is van de gedaante

(1.4.1) P o1+ kuul.
rrr
Hierin is kr een scalar en u, een kolom-vector, waarvan de eerste

r elementen nul zijn, m.a.w.

T
(1.4.2) u, = 0,..., 0, ur+1,r""’ unr).

De bedoeling is dat de r-de transformatie de gewenste nullen intro-
duceert in de r-de kolom van de matrix A(r), zodat na n-2 stappen de
gewenste bijna-driehoeksvorm ontstaat. Door al deze voorwaarden ligt
de transformatie vrijwel eenduidig vast.

Ten eerste moet P(r) orthogonaal zijn (symmetrie is vanzelfsprekend),

2
aus ()2 = 1, waaruit onmiddellijk volgt
(1.4.3) k u Tu = -2 of 0
tTe rr r ’
r
waarbij de waarde O leidt tot het triviale geval P( ) = I. Vanwege de

nullen in de vector u en vanwege de reeds geintroduceerde nullen in de
eerste r-1 kolommen van de matrix blijven deze r-1 kolommen invariant.
De r-de kolom wordt alleen door de linker factor P(r) gewljzigd, zodat

we hiervoor hebben

(r+1) _  _(r), (r) _ L) T, (r)

(1.4.4) AL = (P A )ir =A kruir(urA )r

A

- Air U
waarbi j

n
_ (r)
(1.4.5) q =k ) u AT
i=r+l

Om de gewenste nullen te krijgen moet dus gelden

(1.4.6) 0 =A,

ir tuoq,i=r+ 2(1)n.
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Noemen we A(r+1) = b_ dan geldt hiervoor
r+l,r r
_a(@
@.4.7 b, = Ar+1,r * ur+1,rqr'
2 (r).2
Kwadrateren en sommeren van (1.4.6 & 7) levert, als S = z Qa; " "Ho:
i=r+1 T
2 T (r) 2. 2
(1.4.8) b.=8S+2q. ) u A0 +q°)u_ =
r r . ir ir r ir
i=r+l
n
=s+q@+kuu) J u AP =s
r rrr° ir ir
i=r+l
wegens (1.4.5 & 3). .
Als S = 0, dan moet men de transformatie onderdrukken, m.a.w. P(r) =1

nemen. In het andere geval kan de vector u altijd zd genormeerd worden,

dat qr = -1, Het teken van br worde zo gekozen, dat bij het berekenen

van u r (uit (1.4.7)) geen cijfers wegvallen. Tenslotte volgt kr uit
’

r+l
(1.4.6 & 7) door te vermenigvuldigen met kruir en te sommeren:

n (r) T
= = = =1
krur+1’rbr k, i—§+1 u, A+ akuu a,

wegens (1.4.5 & 3) en de gekozen normering van u. Samenvattend hebben

we dan (voor S # 0):

(r)

{ br =- Sgn(Ar+1,r)vr§.
=A™ o r 2@
ir ir

1.4.9) {

_a®
Yril,r T Brel,r r
kr = 1/(ur+1,rbr)'
L

Hiermee is de transformatie volkomen bepaald.
Het bovengenoemde uitzonderingsgeval S = 0 is onvermijdelijk. In de

praktijk onderdrukt men de transformatie, als V S onder een zekere

drempel ligt, bv. |]A|lw x machine-precisie.
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Andere transformaties

Voor reéle symmetrische matrices is Householder's transformatie, een
factor 2 sneller zijnde dan Givens, wel optimaal. Omdat de transfor-
matie orthogonaal is, blijft de symmetrie intact en er ontstaat dus
een symmetrische tridiagonaal-vorm. Deze vorm is zeer handzaam voor
de berekening van de eigenwaarden zowel als de eigenvectoren.

Bij asymmetrische matrices zijn we niet gebonden aan orthogonale
transformaties. Er bestaat voor het asymmetrische geval een trans-
formatie, die eveneens een bijna-driehoeksvorm levert en wederom een
factor 2 sneller is dan Householder.

De nullen worden geintroduceerd door Gauss-achtige eliminaties, waar-
bij, terwille van de numerieke stabiliteit, rij-verwisseling en over-
eenkomstige kolom-wisseling nodig zijn om een niet te klein element
als pivot te kunnen gebruiken. Afgezien van de verwisselingen komt
dit proces hierop neer, dat de transformerende matrix een driehoeks-

matrix is,

Verdere reductie

Men kan een bijna-driehoekige matrix nog verder reduceren, eveneens
met een direct proces, tot een Frobenius-vorm of tot een tridiago-
nale vorm. Als alle elementen van de nevendiagonaal niet-nul zijn,

is de matrix niet-derogatoir en de Frobenius-vorm is dan dus de
companian-matrix. Reductie tot Frobenius-vorm komt dus neer op be-
rekenen van de coéfficiénten van het karakteristieke polynoom. Dit
proces is numeriek vaak zeer instabiel; kleine storingen in de coé&ffi-
ciénten van het karakteristieke polynoom kunnen grote veranderingen

in de eigenwaarden teweeg brengen. De companian-matrix kan dan ook
veel slechter geconditioneerd zijn, dan de oorspronkelijke matrix.
Reductie tot tridiagonaal-vorm is minder stabiel (en kan bij uitzonde-
ring vast lopen) dan de reductie tot Hessenberg-vorm, maar is meestal
wel bruikbaar en veel beter dan reductie tot Frobenius-vorm,

Men kan de tridiagonaal-vorm verkrijgen door de Gauss-achtige eli-

minaties voort te zetten, waarbij nu echter geen verwisselingen
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meer mogelijk zijn. Omdat men kleine pivots kan tegenkomen, is het
aan te bevelen deze verdere reductie in dubbele lengte uit te voeren.
Een hiermee samenhangend proces is dat van Lanczos, dat eveneens een

tridiagonaal-vorm levert.

Conditie van een matrix m.b.t. eigenwaarde-probleem

Bij een matrix A kan men definiéren een conditie-getal (condition
number) m.b.t. matrix-inversie:

-1
(1.4.10) k@ = [|a7]] - |[a]],

waarbij ||A|| een van de in (1.2) genoemde matrix-normen is. Is
X de matrix der eigenvectoren van een matrix A, dan heet k(X) condi-
tie-getal m.b.t. het eigenwaarde-probleem van A. Dit in verband met

de volgende

(1.4.11) Stelling (van Bauer en Fike, [1] p. 87 en [3]):

Zij A een diagonaliseerbare matrix met eigenvectoren-matrix X, m.a.w.
-1
X "AX = diag(}))
en zij A een eigenwaarde van A + ¢B, waarbij ¢B een (kleine) storings-
matrix is. Dan geldt:
i A, - - k(X).
min [A; = A] < e||B]| - kGO
In het bijzonder, als A een normale matrix is, dan is X unitair en het

spectrale conditie-getal kz(X) (horende bij de spectrale norm van X)

is dan dus gelijk aan 1. Bovengenoemde stelling levert dan

min (A, - 2 < ¢|[B]],,

m.a.w. een kleine storing van de matrix brengt slechts een kleine wij-

ziging in de eigenwaarden teweeg.
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1.5 Berekening der eigenwaarden

Symmetrische matrices

In het reéle symmetrische geval nemen we aan, dat we m.b.v. House-
holder's transformatie een symmetrische tridiagonale matrix verkregen

hebben, die we noteren als

veees O
al bl 0\ |
~ \\ N 1
by IR « s \\\ :'.
1.5.0 s = R NN
( ) n 0 s NN
N N A \\
X N S s bn-l
' N N \\
o_._....0 b o4 a,
We definiéren voor i = 0(1)n:
(1.5.1) £f. (1) = det (A1, - S.),
i i i

waarbi j Ii de eenheidsmatrix van de orde i is. Deze voldoen aan de

recurrente bétrekking:

) - b2 £, (), i=2n

(1.5.2) £.00 = O - a)t, i-17i-2

1

met als start f. = 1 en fl(A) =X-a

0 1’
De eigenwaarden van Sn laten zich goed bepalen, dank zij de volgende

(1.5.3) Stelling (van Givens):

Als de nevendiagonaal van Sn geen nullen bevat, dan vormt de rij
functies fi’ i = 0(1)n, een Sturm-rij. Het aantal eigenwaarden van
Sn groter dan a is gelijk aan het aantal tekenwisselingen in de rij
{fi(a)}, mits natuurlijk fn(a) # 0. De nulpunten van elke fi zijn
verschillend en worden gescheiden door die van fi—l'
Op grond van deze stelling kan men met behulp van bisectie elke ei-
genwaarde localiseren. Heeft men eenmaal een interval gevonden, waar-
in blijkens de tekenwisselingen precies één eigenwaarde ligt, dan kan

men de iteratie aanzienlijk versnellen, door over te gaan op lineaire

interpolatie (regula falsi).
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Asymmetrische matrices

We nemen aan dat de matrix is getransformeerd in een gelijkvormige

bijna-driehoeksmatrix

hll'___-'—__--.hln
N '
b, N, ;
N AN ;
(1.5.4) H = 0~ N, :
RN \ !
| \ . . ,
' N \ N '
| N N N |
B AN N AN '
O.__...000Db “h.
n-1 nn

Voor een willekeurié getal A kan de waarde van de karakteristieke
determinant verkregen worden met Hyman's methode, mits de neven-
diagonaalelementen bi niet-nul zijn. In deze methode wordt getracht
het stelsel (AI - H)x = 0 op te lossen door uitgaande van xn =1
achtereenvolgens X,

i = n(-1)2, dus

1 te berekenen uit de i-de vergelijking voor

n
(1.5.5) x4 = Ox; - jgi hijxj)/bi'

1
De determinant van AI - H blijft invariant, als de laatste kolom
wordt vervangen door de vector ()I - H)x. Aangezien van deze vector
alleen het eerste element niet-nul is vinden we voor de karakteris-
tieke determinant

n
(1.5.6) det(AI - H) = Oxy - ] ByjX) x By x e x By

j=1
Merkwaardigerwijs is deze formule ook bruikbaar (althans voor het
localiseren der nulpunten), als op de nevendiagonaal zeer dicht bij
0 liggende elementen bi voorkomen. Deze formule stelt ons in staat
de eigenwaarden iteratief te bepalen door middel van lineaire inter-
polatie (vooral voor reéle eigenwaarden) of inverse kwadratische
interpolatie (formule van Muller of van Traub), welke laatste het

voordeel heeft, dat men, bij reéle start, vanzelf in het complexe
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vlak duikt en daardoor ook niet-reéle eigenwaarden kan vinden. Voor
de afgeleiden van de karakteristieke veelterm gelden soortgeli jke
formules, waarmee iteratie-processen zoals Newton's en Laguerre's
formule toepasbaar worden. Ook de methode van Bairstow, bekend als
methode voor expliciete polynomen, laat zich redelijk voor de karak-
teristieke veelterm van H formuleren.

Heeft men enige eigenwaarden Ai’ i < k gevonden, dan deelt men, voor
het vinden van verdere eigenwaarden, de karakteristieke veelterm door

het product 1T (A - Ai). Natuurlijk moet men dan wel oppassen, dat
i<k
de iterates X niet te dicht bij reeds gevonden eigenwaarden Ai komen.

Dit is een essentiéle moeilijkheid bij deze methodes.
Ook afgezien hiervan kan convergentie helaas niet gegarandeerd worden,
ofschoon het in de praktijk vaak wel lukt, mits men zorgt, dat de

iterates binnen een cirkel (bv. met straal ||A||) blijven.

De QR-algorithme

Deflatie wil zeggen, dat na het vinden van een eigenwaarde het pro-
bleem wordt herleid tot een lagere orde. Het voordeel is, dat reeds
gevonden eigenwaarden niet meer plagen; integendeel, wegens de orde-
verlaging verloopt het proces steeds sneller. Een belangrijke de-
flerende methode is de QR-transformatie. In een QR-stap wordt een

(k)

gegeven matrix H geschreven als het product van een unitaire

matrix Q en een boven-driehoeksmatrix R. Deze ontbinding is meestal

eenduidig.

+
Het omgekeerde product RQ is dan de volgende iterate H(k 1). Wordt
0
als uitgangspunt genomen een Hessenberg-matrix H = H( ), dan hebben

de matrices Q ook de Hessenberg-vorm. Py

De convergentie is lineair met convergentie-factor , waarbij

n-1
|An| de kleinste en |An—1| de op een na kleinste absolute waarde

der eigenwaarden is. De convergentie verloopt dus aanzienlijk sneller,
als men een shift kan vinden die An nagenoeg 0 maakt.

Een QR-stap met shift Ck luidt als volgt:
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k) _ _

H CkI = QR
1.5.7)

RQ + ¢ 1 = ),

’k
Als shift kan men nemen het element h;ﬁ) of de hier dichtstbij gelegen
k

eigenwaarde van de 2X2-matrix in de rechter-onder-hoek van H( ). De

convergentie is dan kwadratisch, mits de eigenwaarden enkelvoudig zijn.
Als het nevendiagonaal-element bé?i klein gepoeg is, kan héﬁ) als be-
nadering van een eigenwaarde worden afgeleverd en de berekening worden
voortgezet na het schrappen van laatste rij en kolom. Een belangri jke

eigenschap van de QR transformatie is, dat, wegens het unitair zijn

van Q, de conditie kz(X(k)) m.b.t. het eigenwaarde probleem van de
k

matrices H( ) invariant blijft (waarbij X(k) de matrix der eigenvec-
(k) |

toren van H is).

1.6 Berekening der eigenvectoren

Heeft men eenmaal een schatting van een eigenwaarde Ai’ dan kan een

bijbehorende eigenvector zeer goed verkregen worden door inverse

iteratie, d.w.z. uitgaande van een schatting v(o) berekent men
nieuwe schattingen v(k) uit
(1.6.0) @A - Ail)v(k+1) I

Men kan dit stelsel oplossen met Gauss' eliminatie met verwisselingen.
Deze verwisselingen zijn ook nodig, als A tridiagonaal of bijna drie-
hoekig is.

Merkwaardigerwijs geldt: hoe beter de benadering Ai is, dus hoe meer

singulier A - AiI is, des te sneller convergeert dit en vaak zijn 1
(k+1) i

of 2 stappen voldoende. Een maat voor de precisie van v
||v(k)||/[]v(k+1)||. Na de inverse iteratie moet men uiteraard, om een
eigenvector van de oorspronkelijke matrix te vinden, nog terug trans-
formeren. De formule hiervoor volgt gemakkelijk uit de transformatie-

formule (vgl. (1.4.0)).
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1.7 Iteratieve methodes

Hier zij vermeld de matrix-maal-vector iteratie (power method), even-
tueel voorafgegaan door matrix-kwadratering. Deze methode convergeert
slechts lineair en is daardoor alleen te verkiezen, wanneer enkele
van de grootste of de kleinste eigenwaarden verlangd worden. De
methode kan aantrekkelijk zijn voor grote matrices met overwegend
nullen.

Een andere iteratieve methode, die volgens Wilkinson veelbelovend is,
is die van Eberlein [}]. Deze methode 1ijkt op de Jacobi-iteratie,
maar nu gebruikt men in plaats van vlakke rotaties niet—unitairé
vlakke transformatieé (d.w.z. de transformerende matrix verschilt

in een diagonale 2x2-submatrix van de eenheidsmatrix). Deze vlakke
transformaties worden zo gekozen, dat de geitereerde matrices steeds
"normaler" worden, d.w.z. dat de eigenvectoren-matrix nadert tot een
unitaire matrix, Is de matrix voldoende normaal, dan zijn de verdere
transformaties unitaire (in het algemeen niet-reé&le) vlakke rotaties

en verloopt de convergentie naar diagonaal-vorm als bij Jacobi.
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2. Keuze van At en Ax bij een diffusieprobleem

2.1 Inleiding

Een benadering van de oplossing van een probleem in differentiaal-
vorm wordt vaak verkregen door met behulp van een rekenmachine de
oplossing te bepalen van een toegevoegd probleem in differentievorm.
De wijze van toevoeging van het probleem in differentievorm aan dat
in differentiaalvorm ligt niet bij voorbaat eenduidig vast. Als doel
staat voor ogen om m.b.v. de rekenmachine snel en met geringe kosten
een voldoend nauwkeurige benadering te vinden.

Om te kunnen aangeven 0f een benadering voldoend nauwkeurig zal zijn,
is voorkennis van het gegeven probleem zowel in differentiaalvorm als
in differentievorm noodzakelijk. Het verschil in gedrag van de oplos-
singen van beide problemen moet gering zijn. Typerend voor het gedrag
zullen vaak ook een aantal afgeleiden zijn. Voldoend nauwkeurig houdt
dus in, dat het differentieprobleem de oplossing alsmede de signifi-
cante afgeleiden van het differentiaalprobleem goed vertolkt.

De rekentijd, die nodig is om het differentieprobleem op te lossen,
zal afhangen van de aard van het toegevoegde differentieprobleem
alsmede van de methode van oplossen. Indien het bijvoorbeeld een ite-
ratieve methode is, is de snelheid van convergentie van belang. Bij de
toevoeging van het differentieprobleem gqat het niet alleen om de keu-
ze van het type differentievergelijking, maar spelen ook een belang-
rijke rol andere vrijheidsgraden zoals: de toe te passen waarden van
de differenties bij de onafhankelijke veranderlijken; de manier van
aanpassen van de gegeven nevenvoorwaarden; de methode van oplossen.
We zullen deze aspecten nader bekijken voor het volgende (lineaire)

ééndimensionale diffusieprobleem:

R

3t 2~ P2=
(1a) | o

z(0,t) =

(), z(A,t) = n(t);

(1)

N

~
™
(=]

~
I

= y(x).
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Voor de keuze van de differentievergelijking bestaan vele mogelijk-
heden. We zullen ons voornamelijk beperken tot de volgende l-parameter-

klasse van differentievergelijkingen:

5t_z(xm,tn) Giz(xm,tn) Giz(xm,tn_l)
(2) it - a > - (1-a) —— " apz(xm,tn)
1x) @x)
- (1-a)pz(xm,tn_1) =0,

waarbij § en §_ worden gebruikt om resp. het centrale en het achter-

waartse differentiequotiént aan te duiden:

2 .
6xz(xm,tn) B z(xm_l,tn) - 2z(xm,tn) + z(xm+1,tn)
= 5 :
o2 @x)
3)
6t—z(xm’tn) _ Z(xm’tn) - Z(Xm’tn—l)
At - At

Bijzondere gevallen van (2) zijn de differentievergelijking van Milne

(a = 0), Crank-Nicolson (a = %), Laasonen (a = 1).

De differenties At en Ax moeten niet kleiner worden genomen dan strikt
nodig is, omdat kleinere waarden van At en Ax resulteren in grotere
rekenkosten. In verband hiermee kan het soms zinvol zijn de rand- en/of
beginvoorwaarden van een differentiaalprobleem aan te passen alvorens
deze te gebruiken bij het toegevoegde differentieprobleem.

Bij het bestuderen van de argumenten op grond waarvan de stapgrootten
At en Ax kunnen worden gekozen, blijkt het nuttig te zijn een tweetal
begrippen in te voeren: "uitwendige oplossing" en "inwendige oplossing".
De uitwendige oplossing is een generalisatie van de bekende begrippen:
stationaire of periodiek-stationaire oplossing. De inwendige oplossing
is het inschakelverschijnsel, dat gesuperponeerd is op de uitwendige
oplossing. Tezamen vormen ze de totale oplossing.

Niet zelden zullen de randvoorwaarden niet snel veranderen en dus wei-
nig significante afgeleiden bezitten. Dit houdt dan ook in, dat de
uitwendige oplossing weinig significante afgeleiden heeft, zowel naar

t als naar x. De inwendige oplossing zal wel snel veranderen in zowel
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x- als t-richting, zodat vaak de inwendige oplossing bepalend zal

zijn voor de keuze van At en Ax.

2.2 Uitwendige en inwendige oplossing

Probleem (1) is een ''rand- en beginwaarden''-probleem. Het kan b.v.
worden opgevat als de wiskundige beschrijving van de temperatuur in
een staaf als functie van de plaats x en de tijd t. Voor p < O vindt
in elk punt x warmteafvoer evenredig met z plaats door thermische
geleiding naar een omgeving met temperatuur 0. Warmte kan alleen toe-
gevoerd worden via de randen x = 0 en x = 1, Op fysische gronden is
het dus duidelijk, dat voor p < O de oplossing van het diffusiepro-
bleem stabiel is, d.w.z. een verandering in de beginvoorwaarde zal
voor grote waarden van t naar O gaan.

De oplossing is volledig bepaald door de begin- en randvoorwaarden.
Bij twee verschillende beginvoorwaarden zal de oplossing voor voldoend
grote waarden van t op grond van de stabiliteit vrijwel niet verschil-
len. De oplossing, die dan aanwezig is, moet dus nagenoeg geheel gede-
finiéerd zijn door de randvoorwaarden. De randvoorwaarden dringen
blijkbaar aan het fysische systeem een oplossing op. Dit is niet al-
leen voor grote t waar, maar het geldt op elk tijdstip.

De door de randvoorwaarden op elk tijdstip aan het fysische systeem
"opgedrongen" oplossing noemen we de uitwendige oplossing. Bij con-
stante of periodieke randvoorwaarden is de uitwendige oplossing iden-
tiek met resp. de stationaire en de periodiek-stationaire oplossing.

De uitwendige oplossing moet op elk tijdstip t_ . zijn vastgelegd door

"informatie" omtrent ¢ en n in het verleden. $L zullen onze beschouwing
beperken tot oneindig vaak differentiéerbare functies ¢(t) en p(t).
Voor een oneindig vaak differentiéerbare functie geldt, dat verleden
zowel als toekomst volledig bepaald is door de afgeleiden op het tijd-

stip t.. Het ligt dus voor de hand te trachten de uitwendige oplossing

0
ze(x,t) op elk tijdstip t op te bouwen uit de afgeleiden van ¢(t) en
n(t) en wel als een lineaire samenstelling omdat probleem (1) lineair

is:
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(k)(t)}; p=0.

: o
k
@ oz =) {5 +n eon
e - k k
k=0
Deze reeksontwikkeling moet uiteraard een identiteit zijn, ongeacht
de keuze van de functies ¢(t) en n(t). Substitutie van (4) in (1a)
leidt o.a. tot de conclusie, dat de coé&fficiénten van (4) kunnen

worden uitgedrukt in Bernoulli-polynomen:

22k+1 x
) gD =@ -0 = G DT Pk T2

Voor een nadere beschouwing van (4) (zoals: convergentie, samenvallen
met het begrip periodiek-stationaire oplossing bij periodieke ¢ en n)
en het geval p # 0 zie: [1].

Reeksontwikkeling (4) houdt ten nauwste verband met de reeks van

Lidstone [2]:

0) 1@ = ] 5,00 +ga -0y,
k=0

mits

(7) |f(2k)(0)|, !f(zk)(l)l :_cn2k, c = constante < 1,

Ook bij gemengde randvoorwaarden is de uitwendige oplossing te formu-
leren als een reeksontwikkeling (4), uiteraard met andere rijen func-

ties gk(x) en hk(x).

Het begrip uitwendige oplossing is ook bruikbaar bij andere problemen.
Zo heeft voor niet-homogene gewone differentievergelijkingen N.E. Nor-
lund het begrip uitwendige oplossing ingevoerd onder de naam "Haupt—

18sung” [?]. Bij een inhomogene integraalvergelijking van de 2e soort
leidt de constructie van de uitwendige oplossing als een reeksontwik-

keling tot de bekende reeks van Neumann,

De inwendige oplossing zi(x,t) is per definitie het verschil tussen

de oplossing van (1) en de uitwendige oplossing, zodat:



27

&i fzi
(8a) 3 3 ~ Pz, = o, zi(O,t) = zi(l,t) = 0;
(8b) zi(x,o) = z(x,0) - ze(x,O) = y(x) - ze(x,O).

De inwendige oplossing voldoet aan de homogene differentiaalvergelij-
king alsmede homogene randvoorwaarden en brengt blijkbaar in rekening
de afwijking van de gegeven beginvoorwaarde t.o.v. de beginwaarde van

de uitwendige oplossing.

Onder elementaire oplossingen van (8a) zullen we verstaan oploésingen
met gescheiden variabelen. Deze blijken te zijn:

L (2
(9) sin jmx e{p Gm }t, j=1, 2, ...

De inwendige oplossing kan worden geschreven als een oneindige reeks
van elementaire oplossingen:
© 2 ©
— 3 t
(10) z (x,t) = Z c.sin jux e{p Gm } , 2. (x,0) = Z c.sin jmx.
i . J i . J
J=1 j=1
Uit (10) volgt, dat de inwendige oplossing stabiel is, zolang p < nz.
Ook bij gebruik van de benadering (2) is het mogelijk de uitwendige
oplossing te formuleren als een reeksontwikkeling naar differentie-
quotiénten van ¢(tn) en n(tn).
Formeél kan (2) ook worden geschreven als:

dt—

G- Ds, v 1fat *Cwt 1

(11)

+ plz(x_,t ) =0,
(Ax)z m’ 'n
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waarbij we het delen door (a - 1), + 1 definiéren als:

f(tn)

. Kk
a2 @ Do w1 - L @by

0

110~ 8

ki

6t—

@ - 15 _ + 1]t

Bij gebruik van de afkorting Ot(a) luidt de bij

het differentieprobleem behorende uitwendige oplossing:

G3) oz ,t) = L g (x )0 ()6 (t ) + g (1 - x )0} (@n(t )} ;p=0.
Ook nu zijn de functies é:(xm) polynomen. Voor convergentie van‘(13) en
eigenschappen van de polynomen g:(xm) alsmede voor p # 0 wordt weer
verwezen naar DJ.

We beperken onze beschouwing verder tot die randvoorwaarden ¢(t) en
n(t), waarbij de reeksontwikkelingen (4) en (13) praktisch na enkele
termen mogen worden afgebroken. In dat geval zijn de uitwendige op-
lossingen (4) en (13) vrijwel gelijk. Dit geldt omdat voor kleine
waarden van k allereerst de polynomen gk(xm) en g:(xm) weinig verschil-
len (voor k = 1, 2 zijn ze gelijk) en er ten tweede dan voor een goede

() (t), n (0
n

waarden van At en Ax toelaatbaar zijn.

overeenkomst tussen ¢ (tn) en resp. O:¢(tn), Otn(tn) grote

Ook voor het gediscretizeerde probleem (1), (2) is de inwendige op-
lossing per definitie het verschil tussen de totale oplossing en de
uitwendige oplossing. We zullen nu laten zien, dat om een goede ge-
lijkenis te verkrijgen tussen de inwendige oplossingen vaak kleine

waarden van At en Ax noodzakelijk zijn.

De elementaire oplossingen (of wel eigenbplossingen) van het differen-

tieprobleem zijn:
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_ . ‘
14) sin jrx_ gj“ , =1, ..., M-1; MAx = 1,

waarbij voor de groeifactor gj geldt:

1
At
@s) g. = 1t e- a’qJAt] _ 20 - cos jmax) _
i 1 + aq At A 2 :
J an J (Ax)
>
Hieruit volgt voor de inwendige oplossing zi(xm,tn):
s M-1 tn - M-1
(16) zi(xm,tn) = jgl dj sin jnx gj ; zi(xm,O) = j£1 dj sin jux .

Het differentieprobleem kent slechts een eindig aantal eigenoplossingen.
De "hoogfrequente’ elementaire oplossingen van het differentiaalprobleem
met j > M worden niet als zodanig vertolkt bij het differentieprobleem.
De aanwezigheid van de hoogfrequente elementaire oplossingen uit zich
bij het differentieprobleem door een verandering van de amplituden

van de "laagfrequente" elementaire oplossingen, j < M. In het geval

van gelijke beginvoorwaarden zi(xm,o) en z:kxm,o), wat bij de gemaak-

te veronderstelling omtrent ¢ en n vrijwel juist is, geldt: zie (10)

en (16):

M
an d, -c. =} (

), =1, ..., M-1,
J J r=1

CarM+j ~ S2rM-j
wat volgt uit de relatie: sin(2rM + j)nxm = + sin ijm.
Het verschijnsel van het veranderen van de amplituden van de "laag—

frequente" elementaire oplossingen staat bekend als "vouweffect".
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2.3 Aanpassen van de beginvoorwaarde

Volgens (9) dempen de elementaire oplossingen sneller uit, naarmate j
groter is., Dit betekent dat bij hHet differentiaalprobleem bij toenemen-
de tijd steeds minder elementaire oplossingen van betekenis zijn. We
zullen de stapgrootten At en Ax, waarmee op het tijdstip T de uitwen-
dige oplossing alsmede de dan in het differentiaalprobleem merkbaar
aanwezige elementaire oplossingen juist voldoende worden vertolkt,
aanduiden met Ato en Ax .

pt. opt.

Veelal zal het vouweffect de keuze At = At AX = AX niet toe-

opt.’ opt.

laten, omdat dan de fout in de amplitude dj te groot zal zijn voor de
laagfrequente elementaire oplossingen. Deze fout kan op twee manieren
worden verminderd.

Ten eerste door Ax te verkleinen, daar de rij ch| afnemend zal zijn
met j. Een gevolg is dat het aantal elementaire oplossingen toeneemt
(want M neemt toe). Uit (9) en (15) blijkt dat voor goed vertolken
van een meer hoogfrequente elementaire oplossing een kleinere At is
vereist., Een consequentie van verkleinen van Ax om het vouweffect te
vermindefen zal dus vaak zijn, dat ook At moet worden verminderd.

Een andere mogelijkheid om de fout in de amplitude d, te verkleinen
is het elimineren van het vouweffect. Dit kan gebeuren door in de
beginvoorwaarde van de inwendige oplossing van het differentiaal-
probleem alleen die fouriercomponenten mee te nemen bij het differen-
tieprobleem, waarvan de bijbehorende elementaire oplossingen op het

tijdstip T nog merkbaar aanwezig zijn.

Bij een voorbeeld in ‘:1], waarbij c. ® —1 , werd bij een toe-
-4 (23 + 1) 1
gelaten fout van 10 gevonden dat zonder aanpassen At = 120’
Ax = %ﬁ moest worden toegepast, terwijl na aanpassen van de begin-
1 1
voorwaarde At = Atopt. = 39’ Ax = Axopt. =9
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Bij niet-lineaire problemen kan het resultaat van "aanpassen van de
beginvoorwaarde" aan het differentieprobleem niet precies worden
voorspeld, omdat alleen bij een lineair probleem de elementaire oplos-
singen elkaar niet beinvloeden. Het is van de mate van niet-lineari-
teit afhankelijk Of aanpassen van de beginvoorwaarde zinvol zal zijn.
Indien de oplossing van (1) voor een aantal tijdstippen moet worden
bepaald, kunnen bij de berekening At en Ax geleidelijk worden ver-

groot.

2.4 Gedrag van de elementaire oplossingen als functie van t

Uit (9) en (14), (15) blijkt, dat overeenkomstige elementaire op-

lossingen verschillen, wat betreft de tijdsafhankelijkheid.

Het discretizeren van x is oorzaak van het vervangen van y1 = -(jwr)2

in de exponent van de groeifactor van de je elementaire oplossing van
N2

het differentiaalprobleem, ep-(Jn) , door Yy = 2(cos jrpax - 1)/(Ax)2.

In figuur 1 zijn y1 en y2 weergegeven als functie van j. Het vouweffect

weerspiegelt zich in de symmetriepunten j = k/0x, k =1, 2, ... . Voor

kleinere waarden van Ax stroken y1 en y2 over een groter j-interval,

pTy

Door het discretizeren van t wordt e 2 als e-macht aangetast;
t
zie (15). Beschouw de groeifactor per tijdstap gj At = g? . Om het aan-
’
tal parameters te verminderen schrijven we: gj At = gu:
’
(18a) g = 1+ (1 - a)u L u = {p _ 21 - cos JvAx)}At.
u 1 - au 2
(%)
2 -
(18b) =1 +u+au’ 4 ..+a" R L, |au| < 1.

In figuur 2 is gu uitgezet als functie van log u voor een aantal waar-
2

den van de parameter a. De kromme a = 3 b=~ % heeft betrekking op

een ander type differentievergelijking (waarvan (2) het bijzondere ge-

val b = O voorstelt) die in de volgende paragraaf ter sprake komt.
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Figuur 1 Invloed van het discretizeren van x.
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Figuur 2 Groeifactor gu als functie van u voor

een aantal differentievergelijkingen.
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We zullen nu eerst de groeifactoren van de je elementaire oplossingen
met elkaar vergelijken voor kleine waarden van At en jAx (dus ook van
u) ; gemakshalve beperken we ons tot problemen (1) met p = O.

-Gm2at

Door een Taylor-ontwikkeling toe te passen op gu en e vinden
we:

-m2at 2 2 (Jﬂ) a®

g, " ¢ = {u + (Mt} + {au” - 822 4
(192) + {a2ud 4 mgsA} b=
. (4 2
- L0ty @ - ygntan®

(19b) + {-@? - %7)(jn)6(At)3} +oaee

NIH

Hieruit volgt, dat voor kleine At en Ax de beste keuze voor a is a = 3,
overeenkomende met de differentievergelijking van Crank-Nicolson. Bij

-(J )

1
a = is gu - in eerste benadering evenredig met

2
. \4 2 . 12 2 . R
3m) {(Ax) - (jm)7(at) }At. Een merkwaardige conclusie is dus, dat om
de jg elementaire oplossing zo goed mogelijk te vertolken At en Ax

moeten voldoen aan:
(20) Ax _

In dit geval geldt:

-(joﬂ)ZAt 1
(21) g, -~ e = 180 (jﬂAx) cee s
0
t
i -am
Het verschil g, ~ € is een functie van t. Er treedt een maximum

op ter waarde
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’ 2
‘ -1 .2 (Ax) 1
(22a) ~ e (Gm 13 * (a - E)At} voor
1
(22b) t x 2
3m
1
Voor a = 3 wordt dit:
-1 2
j 2 2
(23a) x U0 {@o? - nan?)
n indien & _y m is het maximum voor j_.:
en indi At - Jo Jo*
-1
e . 4
(23b) = 180 (JO‘ITAx) .

Uit het voorgaande is duidelijk, dat bij kleine waarden van |u| de
differentievergelijking van Crank-Nicolson de kleinste fout geeft.
Echter voor grote waarden van ]ul is de differentievergelijking van
Laasonen (a = 1) de beste, zoals volgt uit:

1l - a
(24) lim g = - —.
|u}—>°° u a

Voor a = % wordt g, = -1 voor grote waarden van |u!. Grote waarden
van |u| treden op voor grote waarden van j en dus voor de hoogfrequente
elementaire oplossingen (tenzij At << (Ax)z). Indien At niet klein ge-
noeg is, zijn bij Crank-Nicolson de hoogfrequente elementaire oplossin-
gen alternerend en nagenoeg ongedempt, terwijl deze bij het differen-
tiaalprobleem niet alterneren en sterk gedempt zijn.

Zoals reeds eerder gezegd, moeten (indien aanpassen van de beginvoor-
waarde achterwege blijft) Ax en At zo klein worden gekozen dat resp.
de fout t.g.v. het vouweffect voldoende klein is en alle elementaire
oplossingen voldoende nauwkeurig worden vertolkt. Het zal dus duide-
lijk zijn, dat het bij a = % vaak zal voorkomen dat At gekozen moet
worden op grond van een goede vertolking van de hoogfrequente elemen-
taire oplossingen, d.w.z. At < (Ax)z. In dat geval blijkt uit (19)

dat dan de keuze a = 1 ook voor kleine waarden van |u| en At geen

2
voordeel biedt.
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2.5 Een differentievergelijking, die zowel de laagfrequente als de

hoogfrequente elementaire oplossingen goed vertolkt

Bij de differentievergelijking van Crank-Nicolson nadert voor de hoog-
frequente elementaire oplossingen de groeifactor naar -1. De reden
hiervoor is, dat teller en noemer in (18) polynomen in u zijn van ge-

1li jke graad. 62

In het geval dat p = O geeft het toepassen van de operator
tn (Ax)
op een elementaire oplossing zj = sin jﬂxm gj als resultaat:

2

%; zj. Een tweede macht van u in de noemer van g, kan dus worden ver-
) Giz(xm,ﬁn)
kregen door aan de differentievergelijking een term bAt )
(4x)
b = constant toe te voegen. De verkregen differentievergelijking

luidt:

6t ” z(xm’tn) Giz(xm’tn) aiz(xm’tn—l)
(25) Y - a 7 (1 - a) 3
(Ax) (Ax)
G:Z(xm,tn)
- bAt i =0,
(ax)

terwijl voor gu geldt:

1+ @ - a)u

(26a) ¢
2
Y 1 - au-bu

(26b) 1 +u+ (a+ b)u2 + (a2 + ab + b)u3 + vu., |au + bu2 <1,

Vergelijking van (18b) met (26b) leert, dat voor kleine |u| de beste
keus voor a + b is: a + b = %. We kunnen dan nog één van de constanten
vrij kiezen. Bijv. kunnen we zorgen, dat de 3e term van (19b) in le be-
nadering verdwijnt; dit geeft a = %, b= - %. Echter dan wordt gu voor
-u > 3 negatief (dus alternerende oplossingen) en bereikt een minimum
#-0,1 voor u « -8. Om alterneren te voorkomen, dus g, 2 0, moet a > 1.
Een aantrekkelijke keuze is a =1, b= - %, omdat dan de differgntiever-
gelijking (25) een term minder bevat:
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2 4
at—z(xm’tn) ze(xm’tn) At ze(xm’tn)
27) AT - +E_ = 0.

(Ax)2 (Ax)4

Het berekenen van z(xm,tn) met behulp van differentievergelijking

(25) (en dus ook (27)) vereist als gevolg van de aanwezigheid van

6:z(xm'tn)
de waarden van z op het tijdstip t in de punten x ,
4 n m-2
(8x)
Xi-1? Xma1’ Xmez® Dit geeft een moeilijkheid bij het berekenen van

z in de punten x, e De punten x_, en x zijn punten buiten

1 " *y-1- 1 M+1
het x-interval [0,1], waarvoor de oplossing niet is vastgelegd.-.

Omdat geldt: sin jmx__ = - sin jmx, sin jmx = - sin jmx kunnen

1 M+1 M-1’

z(x tn) en z(x tn) - wat betreft de inwendige oplossing - gevon-

-1’ M+1’
den worden door lineaire extrapolatie. We hebben verondersteld, dat
de uitwendige oplossing weinig verandert als fupctie van x en t,.
Binnen het gebied, waarAAt en Ax gekozen moeten worden op grond van
een juiste vertolking van de inwendige oplossing, zijn de waarden
van At en Ax veel kleiner dan nodig is voor een juiste vertolking

van de uitwendige oplossing. Dus ook voor de uitwendige oplossing

kan worden volstaan met lineaire extrapolatie om z(x_l,tn) en
Z(xM+1’tn) te vinden:
(28) z(x_l,tn) = Zz(O,tn) - z(xl,tn); z(xM+1,tn) = 2z(1,tn) - z(xM_l,tn).

2
Voor p # O komt in de noemer van (26a) i.p.v. -bu te staan
2
-b(u - pAt) . Het verloop van gu als functie van u is dan afhankelijk

van de waarde van p. Er blijft echter gelden lim gu = 0, Differentie-
u e

vergelijking (25) zal dus ook bij p # O zowel de laagfrequente als

hoogfrequente elementaire oplossingen goed vertolken.

In figuur 3 is voor enkele waarden van a en b het verloop van g,

als functie van u gegeven.
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Figuur 3 Groeifactor gu als functie van u voor

differentievergelijking (25)

2.6 Invloed At en Ax op rekensnelheid bij iteratief oplossen van het

differentieprobleem

Beschouw als niet-lineair diffusieproblecem:

2

oz 9

(29) Fri ——% - f(x,t,z) = 0; z(0,t) = ¢(t), z(1,t) = n(t); z(x,0) = y(x).
ax

Op elk tijdstip tn is de oplossing van het toegevoegde differentiepro-

bleem vastgelegd door z(O,tn), z(l,tn) en z(xm,tn_ ), m=1, ..., M-1

als een stelsel niet-lineaire vergeli jkingen. '
Omdat de oplossingen van twee opeenvolgende tijdstippen weinig verschil-
len, is op elk tijdstip een goede beginschatting van de oplossing be-
schikbaar. Iteratief oplossen van de stelsels niet-lineaire vergelijkingen
zal dus mogelijk zijn. Als voorspelling van de oplossing op tijdstip tn
kan bijv. worden genomen de oplossing op het vorige tijdstip. Voordat

aan de berekening op tn’ n > 2 wordt begonnen, is de oplossing van twee
vorige tijdstippen nog in het geheugen van de rekenmachine aanwezig.

Men kan dus ook de voorspelling van de oplossing op tn vinden door

middel van lineaire extrapolatie.
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In het volgende zullen we veronderstellen, dat de voorspelling van
de oplossing op tijdstip tn zo goed is, dat gedurende het iteratie-
proces slechts kleine veranderingen in z optreden. Dan is het geoor-
loofd het "iteratieprobleem” (dit is het probleem, wat bij het ite-
reren wordt opgelost) te linearizeren, wat betreft het gedrag van

de iteratiefout.

We nemen bij de keuze van het aan het differentieprobleem toegevoegde
iteratieprobleem aan, dat het oplossen van de iteratieformule zal

gebeuren in de natuurlijke volgorde, dus: xl, Verder zul-

©r Xy q-
len in de iteratieformule bij voorkeur de meest recent verkregen
waarden van z worden benut. De iteratiefout z(xm,tn,s) - z(xm,tn)
wordt genoteerd als e(m,s). Kortheidshalve schrijven we i.p.v.
z(xm,tn), z(x ,t ,s), f{xm,tn,z(xm,tn)} en f{xm,tn,z(xm,tn,s)} res-
pectievelijk z(m,n), zs(m,n), f(m,n,z) en f(m,n,zs). Om een expliciete
iteratieformule te verkrijgen, zal bij de se iteratie in de (niet-
lineaire) functie f als benadering van z moeten worden genomen
zs_l(m,n).

Bij gebruik van differentieformule (2) luidt dan de iteratieformule:

(30a) zs(m,n) = C1 {zs(m-l,n)+zs_1(m+1,n)} + sz(m,n,zs_1)+F(m,n)

(30b) F(m,n) = C3z(m,n-1) + Cq{z(m—l,n-1)+z(m+1,n—1)} + Csf(m,n—l,z),

c. = -2 , C. = alAt c. = 1—2(1—?)1 ,
1 1+2ay 2 1+2ay 3 1+2ay
(30c¢)
_ (-a)y _ (-a)at _ At
C4=172ay * S5 " Tizay = ' ° 2
(8x)

of
Gelinearizeerd geldt voor de iteratiefout, indien 5z =P = constant

wordt genomen:

(31a) ¢e(m,s)

Cl{e(m-l,s) + e(m+1,s-1)} + Czpe(m,s—l); €(0,s)=€(1,s)=0;

(31b) €(m,0) p(m,n) - z(m,n),
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waarbij u(m,n) voorstelt de voorspelling van z(xm,tn) op het tijdstip

t .
n

Als elementaire oplossing van (31la) voldoet :

m+2s . .
(32) AJ sin jrx ,

mits Aj een wortel is van de vierkantsvergelijking:

(33) Az - (ZC1 cos jmax) - Czp = 0.

De wortels AM—j zijn tegengesteld gelijk aan de wortels Aj. Omdat bo-

m+2s

+ .
m+2s sin(M-j)nxm = =) sin jnxm, zijn dus als onafhan-

vendien (-})

kelijke elementaire oplossingen te onderscheiden:

-1
(34) A'S_‘IZZ sin jmx_, =1,..., —’g bij M=even; j=1,..., MT bij M=oneven.
’

Er geldt 02 = (Ax)zcl. Voor praktische waarden van p en AX mogen we
dus wel stellen |C2p| << 2Cl. Voor kleine waarden van j zal Al ~ 1

en Az ~ 0 zijn. (Opmerking: bij p = 0 geldt exact AZ = 0; de bij AJZ

behorende componenten van e€(m,0) zijn dan na een eindig aantal itera-

af; voor j = M is be-

ties = 0; zie [l].) Voor toenemende j neemt Aj 2

1

2
Naarmate y groter wordt, komt Ajl voor kleine waarden van j dichterbij

halve A._ ook A. o O.
J j1

1 te liggen (want 2C, »~ 1), d.w.z. de convergentiesnelheid van het

iteratieproces neemtlaf. De rekentijd per tijdstap zal dus toenemen.,
Vergroten van At behoeft dus bij iteratief oplossen van het differen-
tieprobleem niet te leiden tot vermindering van de totale rekentijd,
hoewel het aantal tijdstippen, waarvoor de oplossing wordt bepaald,
afneemt!

Beschouw nu differentievergelijking (25) en wel gemakshalve voor

p = 0. We zullen voor z(x tn) in de iteratieformule niet de meest

m+2°’
recente benadering zs_l(m+2,n) nemen, maar zs_z(m+2,n). De reden
hiervoor is, dat dan de elementaire oplossingen van het iteratie-

probleem weer de gedaante hebben, zoals aangegeven in (32).
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De iteratieformule voor g(m,s) luidt:

(35a) €(m,s) = Kl{e(m—l,s) + e(m+l,s-1)} + Kz{g(m—z,s) + e(m+2,s-2)},

2 2
(35b) K]_ = __a_'l__4ti_2 , K2 - —B-—E .
1+2ay-6by 1+2ay-by

Hieruit volgt, dat Aj sin jnxm een elementaire oplossing is, indien:

(36) A2 - 2K1 cos jmAx - 2K2 cos 2jmAx = 0.

Ook hier zijn de wortels AM—j tegengesteld gelijk aan de wortels Aj'
Dus (34) is weer geldig. )
De in absolute waarde grootste A treedt op voor j = 1. Voor kleine

waarden van j en grote waarden van Y geldt:
(37 R T L

Voor Y »> ©® naderen zowel C1 als Kl’

(35b). Dit gebeurt voor de constanten Kl’ K2 echter veel sneller dan

2
voor C1 door de aanwezigheid van termen met y in teller en noemer

van Kl’ Kz.
Dit betekent, dat het toepassen van een grotere waarde van At bij

K2 tot constanten; zie (30c) en

differentievergelijking (25) - hoewel toelaatbaar uit het oogpunt

van nauwkeurigheid - bezwaarlijk is is verband met de slechtere
convergentie van het gekozen iteratieproces. Hierbij moet wel be-
dacht worden, dat vervangen van zs_z(m+2,n) in de iteratieformule
door zs_l(m+2,n) de convergentie van het iteratieproces ten goede zal

komen.

We merken nog op, dat het optreden van een elementaire oplossing
m+2s
A sin jnxm met A > 1 voor y - » bij een bepaalde iteratieformule
inhoudt, dat deze elementaire oplossing ook zal optreden voor y » «

bij elke andere keuze van de iteratieformule.
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Uit het voorgaande zal het duidelijk zijn, dat bij toepassen van
een grote waarde van At versneiling van de convergentie voor de
"laagfrequente” elementaire oplossingen van het iteratieproces ge-
wenst is. Het iteratieproces kan bijv. zo lang worden voortgezet,
dat diens elementaire oplossingen met kleine lk] voldoende klein
zijn om daarna door middel van extrapolatie te trachten de overige

elementaire oplossingen drastisch te verkleinen.

ﬂ] Dekker, L., Numerical Aspects of the One-Dimensional Diffusion
Equation. Proefschrift, Delft juni 1964.

P] Whittaker, J.M., On Lidstone's Series and Two-Point Expansions
of Analytic Functions. Proc. London Math. Soc. (2) vol 36
(1934), pp. 451-469.

@] Norlund, N.E., Vorlesungen liber Differenzenrechnung, Springer
Berlin, 1924,
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3. Behoud van stabiliteit bij wijziging van een differentie-schema

Zoals reeds in de hoofdstqkken 3 en 4 van deel 1 is uiteehgezet,
is het van belang te weten of een differentie-schema stabiel is, en
wel om de volgende redenen:

a) Als een methode stabiel is, dan werken locale storingen (zoals af-
rondingsfouten) niet al te fel in het eindantwoord door.

b) Is een consistente methode stabiel, dan is deze methode ook conver-
gent (verg. deel 1, stelling 3.3, p. 43).

c) Voor een stabiele methode kan niet alleen de convergentie bewezen
worden, maar kan ook de orde van nauwkeurigheid van het eindantwoord
worden bepaald (verg. deel 1, de stellingen 3.1 en 3.4, p. 43) .

In dit hoofdstﬁk zal de stabiliteit besproken worden van (niet line-
aire) differentie-schema's. Het zal blijken dat de stabiliteit invari-
ant is bij bepaalde wijzigingen in de differentie-methode. Hiervan kun-
nen we gebruik maken bij het stabiliteitsonderzoek van sommige (niet

lineaire) differentie-schema's.

3.1 Inleiding

We bekijken het volgende begin-randwaarde probleem:
Ut(x,t) = Uxx(x,t) + F(x,t,U(x,t)), 0 <x<1,0<t<T

(3.1) U(x,0)

Uo(x), 0<x<1

U(o,t)

$(t), U@,t) = n(t), 0 <t <T

Alle voorkomende functies nemen reéle waarden aan; een functie U(x,t)
wordt gezocht zo, dat aan (3.1) is voldaan. We veronderstellen dat de

functie F aan een Lipschitz voorwaarde voldoet:
(3.2) |F(x,t,U0) - F(x,t,0)| <L . [U-0T|], 0<x<1,0<t<T,
—o < U, U < +o,
2
We nemen aan dat At > 0, Ax > 0, r = At/(Ax)", en

X =m * A&x (m =0,1,2,...,M+1) met (M+l)&x =1,

t =n « At (n

0,1,2,... < T/At).



43

Met u
m,n

duiden we een benadering van U(xm,tn) aan, en
H

= F t .
fm,n (xm’ n’um,n)

Een differehtie—schema voor de oplossing van (3.1), analoog aan het

schema van Crank-Nicolson (verg. hoofdstuk 2, p. 24), is:

[

- - +
um,n+1 umln _ l{ um+1,n 2um,n ‘um-llg +
T2

t 2
A (ax)
u - 2u +u
(3.3) - m+1,n+l m,n+1 m 1,n+1} + (1-b)f + bf
(Ax)z m,n m,n+l
(m=1,2,...,M; n=0,1,2,...,)

In (3.3) moeten we natuurlijk u n = ¢(tn) en u = n(tn) kiezen.

o, M+1,n
b is een parameter, O < b < 1. We voeren (evenals in deel 1, p. 62-63)

een vector notatie in:

(] R ]

Y0 4Hon Zloce) +oce ]
0
“z,n f2,n
u = : £ =1 (u)= : » €y = ) ;

. . 0
u £ S ) +nce_ )]
M,n | M,n 2 n n+l

. . .

B= (B, .) is de M x M matrix met Bi g 1 +r (i 1,2,...,M),

i,J ’
B =-r/2 (i =1,2,...,M-1), B =-r/2 (i =1,2,...,M-1) en

i,i+1 i+l,i
met de overige Bi 5= 0 (Ji-j| > 1);
?

A =21 - B, waarbij I de M x M eenheidsmatrix is.
Met deze notaties is (3.3) gelijkwaardig met

(3.4) Bu . = Aun e+ At o [(1—b)fn + bfn+1].

We definiéren:

¢ (u_,u
n

LRI (I-B)un+ +Au +c,

1

Wn(u ,u

HAY = -
LR t) 1 b)fn + bfn+1’ en
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(3.5) Qn(un,u sAt) = Qn(un,u At),

nel’ At) + At - Wn(u ,u

n+1; n n+1;
Methode (3.4) is dus gelijkwaardig met:

(3.6) u

(u_,u At).

Q .
n+l n n’' n+l’

Als F(x,t,U) = 0, dan is Wn = 0 en is (3.6) de methode van Crank-Nicolson
(zoals behandeld in deel 1, p. 63-64) ., In dit geval is (3.6) een stabiel

schema (voor elke waarde van r), d.w.z. er is een getal a > O zo dat

= Q sA
als Yn+1 n(yn’yn+1’ t) + Vne1? 0
y .= G,y .; b =
Yn+1 n(yn’yn+l’At) * Vhe (@ =0,1,2, ),
dan

N
||yN‘yN|lf_°l . ||y0-y0|| +a'i£1 ||vi'Vi||

voor NAt = t T.

<
N —

(yo, }0, v, en vi zijn willekeurige vectoren; als norm van de vector w

met codrdinaten wl, w ceey wM gebruiken we hier

2’
M

lwll =\ /5 2 o .
m=1

We stellen nu de vraag voor welke waarden van b methode (3.6) (die gelijk-
waardig is met (3.3)) ook in bovenstaande zin stabiel is voor het geval
dat F # 0. Het antwoord op deze en soortgelijke vragen wordt gegeven

door de stelling die volgt in 3.2.

3.2 Een stabiliteitscriterium

We beki jken een algemene differentie-methode die vectoren un uit
een genormeerde vectorruimte V bepaalt (n = k, k+l, k+2, ...), wanneer

startwaarden uo, u cey U -1 gegeven zijn (k is hierbij een vast na-

1’ k
tuurlijk getal > 1). We nemen aan ,dat deze un successievelijk berekend

worden uit de formule

(3.7) u =Q (u
n

ik At), n=0,1,2,... .

0’17 Vnek’
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Formule (3.6) is een voorbeeld van (3.7) met k =1 en Q, onafhankelijk

Van U ,U ,...,0 .
0’1’ '“n-1

Definitie 3.1

Methode (3.7) heet stabiel als er een o, > O en een 8 > 0 is zo dat

-1

N
N R N A A R I [P AT

y = ﬂn(yo.yl,---.yn+k;l\t) + Vo o

n+k

Ypek = Qn(yo,yl,...,yn+k;At) *Vok (n =0,1,2,...), en

Nt = t < T, 0 <At < B.

Analoog aan (3.5) nemen we aan dat Qn(uo,...,un+k;At) =

= @n(u At) + At . Wn(uo,...,un+k;At), waarbij de functies y

0’ Ynk’
aan een soort Lipschitz voorwaarde voldoen:

(3.8) l]Wn(yo.yl,---,yn+k;At) = ¥ GV ¥ a0 ] <

L . max ||y -y || (met L onafhankelijk van n en At).
0 i i 0
O:}ip+k

Nu geldt:

Stelling 3.1

De methode Qn is dan en slechts dan stabiel, als de methode, bepaald

door ¢n’ stabiel is.

Voor het bewijs van deze stelling, zie [4], p. 165-166.

3.3 Voorbeelden

Voorbeeld 3.1

We zullen bovenstaand stabiliteitscriterium toepassen op methode

(3.6). Dit is mogelijk, want met L0 = L is aan (3.8) voldaan (verg, (3.2)).
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Immers:
||\yn(yn’yn+1;At) - \yn(;’n’i}nﬂmt)H :-(l—b)|lfn(yn)_fn(}n)|l * b|lfn+1(yn+1)

-1 <1 mex [yl

)| < a-owlly -y || + vL||y
i<n+l

n+1(yn+1 n+1_§n+1|l

Hiermee is bewezen, dat schema (3.3) stabiel is voor elke F die aan

(3.2) voldoet en voor elke waarde van b.

Voorbeeld 3.2
We bekijken het begin-randwaardeprobleem:

( Ut(x,t)_= G(x,t,U(x,t),Ux(x,t),Uxx(x,t)) +

t
+ J F(x,t,U(x,t),s,U(x,s))ds, 0 < x <1, 0<t<T

(3.9) 0
U(x,0) = Uo(x), 0<x=<1
U0,t) = ¢(t), U(,t) =n(t), 0 <t <T

9

(verg. Bﬂ , P. 49-50, voor soortgelijke vergelijkingen).
We nemen aan, dat F voldoet aan een Lipschitz voorwaarde:

|Fex,t,U;,8,U,) - Fix,t,0 s, 0] <L+ (Ju - ﬁll + |y, - ﬁzl).

1

Wanneer we nu in een differentie-schema voor de oplossing van (3.9) de op-
tredende integraal door een geschikte som vervangen, dan is (op grond van
stelling 3.1) het zo ontstane schema dan en slechts dan stabiel als het

schema stabiel zou zijn voor het geval dat F = O.
Voorbeeld 3.3

We bekijken het beginwaarde probleem

Ut(x,t) =U x(x,t) + F(x,t,U(x,t)), —» < x < 40, 0 <t <T
(3.10) x

U(x,0) = Uo(x), -0 < x < 4o,
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Op grond van stellinng.l is een differentie-schema voor de oplossing
van (3.10) stabiel, indien het stabiel is voor het geval dat

F(x,t,U) = 0 (we nemen aan dat de functie F in (3.10) aan een Lipschitz.
veorwaarde m.b.t. U voldoet).

Men kan zich afvragen of stelling 3.1 zo uitgebreid kan worden, dat een
defgelijke uitspraak ook mogelijk is voor het gebai dat F in (3.10) de
meer algemene gedaante F(X,t,U(x.t),Ux(x.t)) heeft. Het volgende voor-
beeld toont aan, dat zo'n generalisatie onmogelijk is. We beschouwen

het beginwaarde probleem:

Ut(x,t) = Uxx(x,t) + Ux(x,t), - < x <o, 0<t<T,
(3.11) |
U(x,0) = Uo(x), —o < X < 4o,
L

Voor de oplossing van (3.11) stellen we:

r

um,n+1 " umlg - um+1,n ~ zum,n M um—l,n . um+11n B um,n
At (a )2 Ax

(8.12) | X

m=0, +1, +2, ... ;n=0,1,2,,..).

9
Het is eenvoudig na te gaan, dat het schema
(3.13) um,n+1 } um,n - um+14n - 2um,n + um--l,n
At (Ax)2
2

stabiel is voor r = At/(Ax) = 1/2 wanneer we ||w|| = sup |wi| als
norm kiezen voor de vector w = ( sse) uit v,

ceeW_gy W_ga Wgr Woa, W,
Schema (3.12) is evenwel niet stabiel voor r = 1/2 (verg. het bewijs

van de instabiliteit van schema (3.13) voor r > 1/2, deel 1, hoofd-

stuk 1, p. 14).

3.4 Een toepassing van het stabiliteitscriterium uit 3.2

We bekijken de vergelijking

LU = F(4,U(0),U(G())), 0 <t < T
(3.14)
met de voorwaarde U(t) = ¢(t), -» < t < 0,
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Alle functies in (3.14) nemen reéle waarden aan; de functie G(t) vol-
doet aan G(t) <t (voor 0 < t < T) en F voldoet aan een Lipschitz

voorwaarde:

(3.15) |Fet,u,,0,) - Fee,b,,0) | < noe (Jup-B, |+ [u,-T, .

Om (3.14) numeriek op te lossen kunnen we (analoog aan de methode van

Euler, zie [3}, P. 9-63) stellen:

r PEr)

un+1 = un + At - F(tn,un,vn), n=0,1,2,..., waarbij

v, = ¢(G(tn)) voor G(tn) < 0, en
(3.16) :

. - G(tn) -t . . t T G(tn)  voor

n At m+1 At m

<
0 —'tm < G(tn) < tm+1'
Y Y N = = 3 .

Met n(uo,ul, ,un+1,At) F(tn,un,vn) en LO 2L (zie (3.15)) is aan
voorwaarde (3.8) voldaan (met ||w|| = |w| als w re&el is). De methode
U s (n = 0,1,2,...) is stabiel. Op grond van stelling 3.1 is (3.16)

dus ook stabiel. Hieruit volgt dat u, - U(tn) = 0(At) als U(t) op

0 < t < T een begrensde tweede afgeleide heeft, u, = ¢ (0) en u voor
n> 1 uit (3.16) wordt bepaald (verg. deel 1, hoofdstuk 3, p. 43, of
(4], p. 167).

De volgende methoden kunnen als generalisatie van (3.16) beschouwd

worden:
. k k
(317 Z T L CO R A
i=0 i=
n=20,1,2,... .
k 3_1 is een vast natuurlijk getal, ai en Bi re€le constanten, ak =1
en vn+i is weer een op interpolatie gebaseerde benadering van

U(G(tn+i)). Door deze interpolatie geschikt uit te voeren en ass Bi
goed te kiezen kunnen methoden geconstrueerd worden die (locaal bezien)
veel nauwkeuriger zijn dan (3.16) (verg. [?], deel II voor een bespre-
king van "lineaire multistep methoden').

Volgens stelling 3.1 is (3.17) stabiel dan en slechts dan, als de methode
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k-1
u = z o, u__ .
+ +
n+k jLo 1 mHi

van deze methode is nodig en voldoende, dat de co&fficiénten ai vol-

(n =0,1,2,...) stabiel is. Voor de stabiliteit

doen aan:

. k .
(3.18) alle complexe wortels z van de vergelijking Z oy zt =0
i=0

hebben modulus < 1 en wortels met modulus = 1 zijn enkelvoudig.

(verg. [4], p. 168). Hieruit volgt dus:

Stelling 3.2

Methode (3.17). is dan en slechts dan stabiel, als de co&fficién-

ten oy voldoen aan (3.18).

Een principié€el andere oplossingsmethode voor vergelijkingen van type
(3.14) is te vinden in [}], hoofdstuk 4.

Literatuur
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4. Het Noordzee-probleem

In dit hoofdstuk wordt de stabiliteit onderzocht van enkele nume-
rieke oplossingsmethoden voor het Noordzee-probleem. Er zullen uitslui-

tend expliciete differentie-schema's ter sprake komen.

4.1 De partiéle differentiaal-vergelijkingen

Het Noordzee-probleem is een begin-randwaarde probleem voor het

volgende stelsel vergelijkingen

= - - +
Ut AU + Qv gh Zx F1
. == - - +
(4.1) Vt QU AV gh Zy F2
Zt = - Ux - Vy.
Hierin zijn:
X, ¥y rechthoekige codrdinaten in het zee-vlak,
t de tijd,
u, v de over de diepte van de zee geintegreerde snelheids-

componenten van het zeewater (totale stroom genoemd)
langs de x en de y-as,
Z de verhoging van het wateroppervlak boven het ongestoorde

niveau Z = 0,

A wrijvings-coéfficiént van het water met de zeebodem,
Q Coriolis-coéfficiént,

g gravitatie-constante,

h diepte van de zee,

Fl’ F2 door de windsnelheid bepaalde functies.

De twee eerste vergeli jkingen zijn bewegingsvergelijkingen: de op het
zeewater werkende krachten zijn de negatieve bodemwrijving -A(U,V), de
loodrecht op de beweging werkende Coriolis-kracht Q(V,-U), de "verval'-
kracht -gh VZ en het windveld (Fl,Fz). De derde vergelijking is de con-
tinuiteits-vergelijking.

We zullen (4.1) als een matrix-vergelijking schrijven:
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Aoa - en i U F,
(4.1') S, =NS + F, N= Q -2 -gn?d $=| v |, ¥F=|rF
. t ’ = & 3y ’ =] ’ = 2

—%—g—y 0 z 0

De beginwaarden worden gegeven door de begintoestand § voor t = 0, de
randvoorwaarden worden bepaald door de eis, dat de stroming langs de

rand gericht is, wanneer de rand met de kustlijn correspondeert en dat
de verhoging Z = 0 is, wanneer de rand met een oceaan-begrenzing cor-
respondeert (zie figuur). Voor de wiskundige formulering van de kust-

voorwaarden, indien de kust niet een-

z2=0 voudig langs de x-as (V = 0) of langs
de y-as (U = 0) verloopt, wordt naar
Noordzee [2] verwezen.

Het is duidelijk dat een dergelijk
algemeen beginrandwaarde probleem
niet analytisch oplosbaar is.

Met behulp van differentie-schema's
kan men het probleem voor willekeurige
kust en oceaan-situaties en een wil-

lekeurig bodemprofiel oplossen.

4.2 Differentie-schema 1

In het (x,y)-vlak kiezen we een rechthoekig rooster met netpunt-
afstanden Ax en Ay; voor functies gegeven op dit rooster definiéren

we de operatoren:
y a¥, + b +a¥ X -X

!

~n

X 2a + b 2Ax

aX + b + aX Y -Y
D =% -t -
Ay < y 2a + b 24y *
X x

Hierin zijn a en b gewichts-factoren en X+ en Y+ translaties over + Ax

respectievelijk + Ay in de x- en de y-riéﬁting._
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] ]
De operatoren Dx en Dy zijn benaderingen voor de operatoren = en 5; :
3 2 3 2
Dx =33 0(ax™), Dy =% + 0(Ay)” .
Vervangen we de operator %? door voorwaartse differenties, dan is het
schema (Schema I)
> -> >
(4.2) St = (I + D + 1C) St T
waarin
0 0 - gh Dx - 0
D= 0 0 - gh Dy enC=|-80 -XA 0 ’
\-D -D 0 0 0 0
x ¥

consistent met de vergelijking van (4.1'); de benaderingsfout is

o(At + sz + Ayz), waarin At de tijdstap is.

Schema I kan gebruikt worden om de toestand ;k in de inwendige punten

van het rooster te berekenen. In de randpunten gelden andere formules

P], maar daar gaan we niet op in.

Schema I is expliciet, zodat de karakteristieken van (4.1') een eerste

verband geven tussen At, AX en Ay.

4,3 Het karakteristieken-criterium

Volgens Courant-Friedrichs (1948) ﬁ], p. 384, worden de karakte-

ristieke vergelijkingen van (4.1') gegeven door:

gh (o] 0 0
(4.3) det pl+q (O O O |+r [0 O gh = 0.
1 0

P, 4 en r zijn de richtings-cosinussen van de lijn-elementen (dt, dx, dy)
loodrecht op de karakteristieke richtingen.
Uitwerking van vergelijking (4.3) geeft:
2 2 2
(4.3") : p(p” - gh g~ - gh r’) = 0.

Aan deze vergelijking wordt voldaan door lijn-elementen evenwijdig met
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het (x,y)-vlak en lijn-elementen evenwijdig aan de beschrijvenden van

de kégel

t2 - gh x2.— gh y2 = 0.

De karakteristieke richtingen zijn dus richtingen evenwijdig aan de

t-as en evenwijdig aan de beschrijvenden van de kegel:

Een karakteristiek lijn-element (dt, dx, dy) moet voldoen aan

(4.4) dt = —l-v dx2 + dyz.

Ven

Uit (4.4) volgt dat verstoringen zich met een snelheid Vgh voortplanten.

Voor de tijdstap At vinden we het criterium
(4.5) At i-l— \/sz + Ayz.
Vgh

4 -
Voor een concreet geval, waarin Ax = Ay = 210 m, g = 10 m sec 2 en
h tussen 20 en 200 m variéert, betekent dit dat de tijdstap At moet

voldoen aan:

2000 sec als h= 20 m

(4.5") st <2 .10t

1
—7= sec
> A

Bij gebruik van uniforme roosters vormt At = 10 min een bovengrens

~ 1000 sec als h = 80 m
600 sec als h = 200 m,

voor de tijdstappen, welke met schema I genomen kunnen worden.
Het karakteristieken-criterium (3.5) is wel noodzakelijk, echter
niet voldoende om er zeker van te kunnen zijn, dat de resultaten

goed zijn; daartoe moet het schema stabiel zijn.

4,4 Stabiliteit van schema I

In deel 1, hoofdstuk 5 is een methode beschreven om de stabiliteit

van differentie-schema's te onderzoeken door de eigenwaarden van de dif-
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ferentie-operator te beschouwen. Indien de differentie-operator con-
stante coéfficiénten heeft, de netpunten in een rechthoek liggen en
de randvoorwaarden door periodiciteitsvoorwaarden te vervangen zijn,
zijn de eigenwaarden de eigenwaarden van de amplification-matrix A

van de differentie-operator A; de amplification-matrix wordt gedefi-

niéerd door de relatie

>

(4.6) Aexpig*%=Aexpiuw * x,

> ->
waarin x de netpunten doorloopt en w = (wl,wz) een zeker aantal punten
-~ >

in het (x,y)-vlak doorloopt. A is een gewone matrix afhankelijk van w;

de eigenfuncties van A zijn van de vorm:

-»> > >

aexpiw:* x,
waarin a een eigenvector van A is.
Volgens een vermoeden van O'Brien, Hyman en Kaplan (1950) [}] kan de
stabiliteit van differentie-schema's met veranderlijke coéfficiénten
bestudeerd worden door aan elk inwendig netpunt een schema toe te
voegen met constante coéfficiénten, en wel met die coéfficiénten, wel-

ke het gegeven schema in dat netpunt aanneemt. Voor stabiliteit zou

het voldoende zijn dat al deze (locaal geldende) schema's stabiel zijn.

Volgens Rjabenki en Filippow (1960) [?] is deze hypothese in de prak-
tijk inderdaad houdbaar gebleken. Rest nog de moeilijkheid met de rand-
voorwaarden; alleen wanneer we een rechthoekig Noordzee-model beschou-
wen en @ = 0 stellen, kunnen de randvoorwaarden door periodiciteits-
voorwaarden vervangen worden. In het algemene geval kunnen we slechts
noodzakeli jke stabiliteits-criteria afleiden. We breiden daartoe de

->

begintoestand s, over het gehele rooster in het (x,y)-vlak op een min

0
of meer willekeurige wijze uit. Passen we een locale differentie-ope-
>
rator op de nieuwe begintoestand s, toe dan lossen we in feite een

0
Cauchy-probleem op, waarvan de oplossing binnen de karakteristieke

kegel, gedefiniderd op het "Noordzee-gebied' met de gezochte oplos-
sing samenvalt. (In nevenstaande figuur is de situatie in een é&éndi-

mensionaal model getekend.)
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N t karakteristieken Wil de oplossing binnen deze kegel

stabiel zijn dan moet het volledige

Cauchy-probleem stabiel zijn, m.a.w.

het is noodzakelijk dat de locale

schema's zonder randvoorwaarden sta-

\ biel zijn. In NSP VIII [3] wordt dit

At Ax interne stabiliteit genoemd. De in-
k_9 D X

Noordzee-gebied

terne stabiliteit van de locaal gel-
dende schema's kan geanalyseerd
worden met de door (4.6) gedefini&erde amplification-matrices. In de
Noordzee berekeningen zijn deze noodzakelijke criteria ook voldoende
gebleken., We construeren nu de amplification-matrix A(g) behorend bij
het locale differentie-schema in een zeker netpunt ;O' Daartoe gaan

>
we het effect na van de operatoren Dx en Dy op de functie exp i Z . X3

-> > > 2 - E(b + 2a V1 - n)2

>
D expiw-+*x=18 expiw-:*x, B
x 1 1 (b + 2a)%ax2
4.7)
: > > > o> 2 n(b + 2a V1 - E)z
D expiw-e*x=1i 82 exp i w * x, 82 = 3 5
y (b + 2a) Ay

2
£ en n zijn reéle parameters variérend tussen 0 en 1 (£ = sin w, Ax

2 1
en n = sin” w, Ay).

2
Voor A(%) vinden we

(4.8) A@) =1+ st D+ atC,
waarin
0 0 - gh g,
b={0 0 -gnig,

-iBl -182 0

Eisen we dat de oplossing voor berekeningen over een eindig interval
[0,T] uniform stabiel is op (0,Ax)], (0,ay,] en (0,at)] (stabiliteit
in de zin van Rjabehki en Filippow), dan moet de norm van A voldoen

aan:
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(4.9) [1A]] <1 +o0@Gb).

Nu is ||&|| < ||1 + at B|| + 0(at), zodat ||I + At D|| < 1 + 0@t)

moet zijn. We kiezen in het netpunt ; een nieuwe tijdseenheid S,

0
zodanig dat gh = 1. Men verifiéert eenvoudig dat (I + At f» een nor-
maal-matrix is (hoofdstuk 1), zodat operator-norm en spectraal-norm

gelijk zijn:

||T + at D|| = Max|u(I + at D)|
= Max (1,]1 + 1 atl/82 + 62>
\/ 2,2 2
=/ 1 + At (B1 + 82).
Definiéren we:
2 2 2
Bm = Max (Bl + 62),
£,n

dan is
[la@ || <V1+ at? Bf. + 0(At) voor alle w.

Blijkbaar moet gelden At Bﬁ = constant voor Ax, Ay, At - O. In de oor-
spronkeli jke eenheden dus

(4.10) at < Somstante .. ay, At > 0.

2
Bm gh

2
Hierin is Bm een functie van Ax, Ay, a en b. Uit (4.7) volgt dat
+
(4.11) sfl (0x, by, a, b) <A XX LY

Deze maximale waarde wordt b.v. aangenomen als a = 0:

2 2
(4.12) & x, by, 0, b) = =l
Ax™ Ay
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2
We willen echter Bm zo klein mogelijk laten zijn; voor b = O vinden

we eén kleinere waarde voor Bm; er geldt nl. in dat geval

2 < ax WD, 10-D),
g,n Ox by

Dit is een harmonische functie in & en N, zodat het maximum op de

rand van het gebied 0 < & <1, 0 < n <1 aangenomen wordt, dus

(4.13) g2 1

. (Mx, by, a, 0) =

min(sz, Ayz) .

Het is duidelijk dat b = O de voorkeur verdient boven a = O.

Stel nu dat a en b gekozen zijn; criterium (4.10) legt geen beﬂerking
aan de tijdstap op, maar bij verfijning van het rooster moet gelden

At Bﬁ = constante, dus At = O(Ax2 + Ayz). Hebben we dus voor een zeker
rooster op grond van het karakteristieken-criterium een tijdstap At ge-
kozen en willen we de nauwkeurigheid opvoeren door bv. Ax en Ay te hal-
veren, dan‘betekent dit een vier maal kleinere tijdstap, dus 16 maal
meer rekentijd!

In NSP VIII B] is de stabiliteit van schema I beschouwd voor bereke-
ningen over zeer grote tijden (stabiliteit in de zin van O'Brien,

Hyman en Kaplan [h]). Inderdaad zijn bij de Noordzee-berekeningen tij-
den van 60 uur niet ongebruikelijk, hetgeen bij tijdstappen At van de
orde van 5 tot 10 minuten als zeer lang beschouwd mag worden. We eisen
nu dat alle eigenwaarden van de differentie-operator A binnen de een-
heidscirkel liggen, want dan convergeert Akgb naar nul voor k -+ « @J.
Dit impliceert wel niet dat de norm van A kleiner of gelijk 1 is (hoofd-
stuk 3, stelling 3.4), maar wel dat de operatoren ||Ak|| voor alle k
uniform begrensd zijn, zodat het schema stabiel is in de zin van
O'Brien, Hyman en Kaplan (deel 1, hoofdstuk 3, definitie 3.10).

Volgens NSP VIII P] kunnen stabiliteits-criteria verkregen worden

door het Hurwitz-criterium toe te passen op de eigenwaarden-vergelij-

king van de amplification-matrix; deze 1luidt

2
M +a, yu + a2 U+ a

1 =0,

3
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waarin a , a, en a, functies zijn van At, Bl, 82, Q2 en A (zie [3]);
het Hurwitz-criterium luidt
>
1+ al + a2 + a3 0
l1-a +a - a, >0
(4.14) 1 2 3
- - >
3 + a; a, 3a (]
1-a,6 +a, a, - a2 > 0.
2 1 3 3

Onder deze voorwaarden geldt |u| < 1. Uitwerking l}] geeft

(4.152) At < Min (g-)\ , %)
2+ g
A

2
Bm gh

(4.15b) At <

De eerste voorwaarde geeft een directe bovengrens voor At; nu zijn

A en ( ongeveer

-1

(4.16) A <2510 % sect , =125 1078 sect.

Substitutie geeft een bovengrens van ongeveer 50 min zodat (4.15a) geen
beperking vormt (vergelijk (4.5')).

Het tweede criterium is van dezelfde vorm als dat in het geval van sta-
biliteit voor eindige intervallen, alleen moet nu de constante geli jk
aan de wrijvings-coéfficiént gekozen worden. Deze is echter zo klein
dat een onaanvaardbaar kleine tijdstap gevonden wordt; kiezen we weer

Ax = Ay = 20 103 m, g =10 m/secz, X = 25 1076 sec"1 en b = 0, dan geldt:

A .2 1000
A < — A =
t <o % h

sec,

zodat At van de orde van enkele seconden gekozen moet worden.
Het is duidelijk, dat schema I onbruikbaar is voor gevallen waarin de
bodemwri jving gering is; dit suggereert een schema te construeren met

meer demping, m.a.w. de toevoeging van een viscositeits-term.
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4,5 Differentie-schema I1

->
Stellen we de stroming (U,V) voor door de vector W, dan zijn de
Noordzee-vergeli jkingen onder Weglating van de uitwendige krachten

(windveld, bodemwrijving, Coriolié—kracht), te schrijven als

-> >
(4.17) W= -ghVZ , z, = - W

->
Differentiatie naar t en eliminatie van W geeft

= AZ .
Z,, = gh Az

Zonder de uitwendige krachten wordt de verhoging door een ongedempte
golfbeweging beschreven. De bodemwrijving -A(U,V) zal (indirecé) deze
golfbeweging enigszins dempen; we kunnen deze demping verhogen door
een directe dempings-term toe te voegen b.v. van de vorm eAZt (voor de
physische betekenis van een dergelijke term zij verwezen naar [6],

pg. 163): Z wordt dan in ongestoorde toestand beschreven door de ver-
gelijking

Ztt = gh AZ + eAZt,

en de Noordzee-vergelijkingen (4.17) worden

, > >
(4.17") W= -ghVz , z, = -VW + €Az,

Om een goede benadering te krijgen voor het oorspronkelijke model,
moet € voldoende klein gekozen worden.

De volledige Noordzee-vergelijkingen worden nu

5
- -oh &
Q gh %
(4.18) S =NS+F, N = Q A h 2
. t - 2 - g By
5 d
% E €A

Het differentie-schema wordt (schema II)

(4.19) S, .= (I+AtD' +AtC)s, +at?
. sk+1 = (I + At + At )sk + At K’

waarin
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0 0 -gh Qx
D' = 0 0 -gh D .
& y
-D -D E(D2 + Dz)
X y X y

Indien we € = O(At) kiezen is schema II consistent met de oorspronkelijke
vergelijkingen (4.1), zodat de benaderingsfout weer O(At + A2x + Azy) is.
We merken op dat voor Noordzee-modellen met A = 0, dus zonder demping van
de stroming W, het volgende consistente schema gebruikt kan worden voor

numerieke berekeningen:

-> _ ' ' -> >
(4.20) sk+1 = (I + At D' + At C )sk + At fk’
waarin
-0 Q 0
C' = -Q -6 0 , 8 =o0(@t).
Q 0 0

-
Er wordt dan een model berekend met fictieve bodemwrijving -6W, welke
echter naar nul gaat wanneer At > 0. In de stabiliteitsanalyse zal blij-
ken dat de stabiliteit van een differentie-schema eerst toeneemt met ©

maar dan weer afneemt en dat de optimale waarde voor 6 zeer klein is [8].

4.6 Enkele Stabiliteits-stellingen

Beschouw het differentie-schema
>
(4.21) S . =As =a¥lg
waarin A niet van k afhangt., In deel 1, hoofdstuk 3 werd A wel afhanke-
1lijk van k verondersteld en de stabiliteit werd geanalyseerd aan de hand

van de grootheid

o= Max lla 1], N = 1/at.
0 <k <N-1

Het schema was dan stabiel wanneer o <1 + O(At) voor At + O (Lax en

Richtmyer) of wanneer o < 1 voor T - = (O'Brien-Hyman-Kaplan). Indien A

niet van k afhangt kunnen scherpere stellingen voor deze twee vormen van

stabiliteit gegeven worden.
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Stelling 4.1

Wanneer schema (4.21) R-F stabiel is dan blijft het schema R-F sta-
biel, wanneer A door A + At C vervangen wordt en C uniform begrensd is

voor Ax,Ay,At =+ O,

Bewi js

Het nu volgende bewijs werd gegeven door T.L. Johnson (Universiteit
van Oslo) tijdens zijn bezoek aan het Mathematisch Centrum (zomer 1967).

Bewezen moet worden dat (A + At C)N voor N = T/At en Ax,Ay,At - O
uniform begrensd is wanneer gegeven is dat AN en C voor Ax,Ay,At - O uni-
form begrensd zijn. Binomiaal ontwikkeling van (A + At C)N leidé tot een

som van termen van de vorm

n m n m n m n
) At talteatey 2. at et TaT,

waarin ni en m, niet negatieve gehele getallen zijn zodanig dat

i

T T
Z n, + Z m, =N, n, >1voori=1,2, ..., -1 enm, > 1 voor

. i . i i-— i—

i=0 i=0 n,

i=1,2, ..., r. In deze termen worden de factoren A = uniform begrensd

door een constante M welke we groter dan 1 mogen veronderstellen. Hieruit

volgt dat
0ot

n m m n m_ +m_+
k
Aot ot ... ot o) T a¥||<mat || T 2 r
waarin k een geheel getal is groter of gelijk aan het aantal getallen
n, # 0 in (39,
Men verifieert eenvoudig met behulp van volledige inductie dat
N-1

N-1
la+at o] <u § (le) wE| (st c||®+ [lat || M | <
K=0 K=0

N-1

K’

u'| ot cf ¥,

waarin elke bijdrage tot de eerste term een som van termen (*¢) met
nr # 0 majoriseert en waarin elke bijdrage tot de tweede som een som

van termen (>¢) met nr = 0 majoriseert. Hieruit volgt

I+ at V| <ma +uljat ¢| DY a + ||at ¢l < ma + at]|c| ]
exp(T™M| |C|]).

Aangezien C uniform begrensd is voor Ax,Ay,At > 0, volgt hieruit de stelling.
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Stelling 4.2
Wanneer voor elke 3 de eigenwaarden u van ﬁ binnern: of op de een-
heidscirkel liggen en een multipliciteit 1 hebben wanneer |u| =1, dan

is schema (4.21) stabiel in de zin van O'Brien, Hyman en Kaplan.

Bewi js
Er moet bewezen worden dat lIAk|| voor zekere Ax, Ay en At uniform
~ >
in k begrensd is; we beperken ons tot de amplification-matrices A(w).

Nu geldt volgens Varga {7], p. 65 dat
-k k ~ 1k-p+l
HERI] < e v 5 o] )
waarin c een constante is. en p de orde van de grootste Jordan-kast Ji

-~ 1
(hoofdstuk 1) met spectraal-norm O(Ji ) = 0(A). Hieruit en uit de voor-

~ >
waarden van de stelling volgt dat ||A || voor elke w uniform in k be-
grensd is en aangezien we voor vaste Ax, Ay, At volstaan kunnen met een
-> ~k >
eindig aantal w's is ||A II ook uniform begrensd in w, waarmee de stel-

ling bewezen is.,

4,7 Stabiliteit van schema I1

In de eerste plaats merken we op dat het afhankelijkheids-gebied

-> t—->
van sk+1 in een netpun X,

groot is tot een rechthoek met zijden 4Ax en 4Ay, zodat de door het

van een rechthoek met zijden 2Ax en 2Ay ver-
karakteristieken-criterium toegestane tijdstap At verdubbeld is:

(4.22) at < 2= .\ ax? + Ay,

Vervolgens onderzoeken we de bruikbaarheid van schema II voor bereke-

ningen over een eindig tijdsinterval [O,Tﬂ waarin Ax,Ay,At + O,
Volgens stelling 4.1 kunnen we ons beperken tot het onderzoek van de
matrix I + At D', De bijbehorende amplification-matrix wordt gegeven

door
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1 0 -1 At ghg,

I+ At D = ) 1 -i At ghB,
‘ ) 2 2
i Atel i At62 1 eAt(B1 + 62)

De eigenwaarden v van I + At D voldoen aan de vergeli jking

v - 1)(v2 - S +P) =0,

waarin

[©]
1]

2 2
2 - eAt(B1 + 62),

2

1 + (gh At - e)At(sf + 85

P ).

De eigenwaarden V liggen binnen of op de eenheidscirkel wanneer S en P
voldoen aan de ongelijkheden (o.a. af te leiden uit het Hurwitz-crite-

rium)
(4.23) P<1,1-8S+P>0,1+8+P>0.
Substitutie van S en P geeft:

gh At - € <0,

2

2 2 2 2
(B + Bydgh At™ - 2e(B) + B,)At + 4 > 0.

Het door deze betrekkingen in het

2218
(At ,e) vlak bepaalde gebied is in
nevenstaande figuur gearceerd.
De meest gunstige waarde voor € is
i € = gh At.
I
! N
0 ' At
2 1
I/gh 82 Bz Met deze waarde voor € liggen de
+ ~ >
2 eigenwaarden van I + At D'(w) op

de eenheidscirkel (P = 1) wanneer
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vy
gh \/ 2 2
131+B2

Volgens Richtmyer [1], p. 65 is er stabiliteit wanneer aan dit criterium
->
voor alle w voldaan is en wanneer de eigenvectoren van de amplification

ay > -+
matrix I + At D'(w) voor alle w linear onafhankelijk zijn. Er geldt

2 2 2,,.2 2 2,,.,2
=1 -3 ene®+ 20?4 \/(igh(Sl + BALY - 1)(B] + BAE .

Vi =1 V3
Dus voor

2 1 2
(4.24) At < . <

V en \/ Bf + B: gh B
en

2 2
31+32£o

zijn de drie eigenwaarden verschillend en hebben dus onafhankelijke ei-
genvectoren; indien Bl = 62 = 0 is er een drievoudige wortel v = 1, zo-
dat I + At D' = I met eveneens onafhankelijke eigenvectoren., Hiermee is

bewezen dat onder de voorwaarde

(4.25) At < 2 o 1

_.v"g—h‘ Bm

schema II R-F stabiel is,

Criterium (4.25) heeft het voordeel boven het overeenkomstige criterium
voor schema I, dat At lineair met Ax en Ay samenhangt en dat in plaats
van 1/h de minder snel vari&rende functie 1/\/E‘in het rechterlid op-
treedt. Vergelijken we (4.25) met het karakteristieken-criterium (4.22)

voor het geval Ax = Ay en b = 0, dan vinden we:

N
=3
"

Karakteristieken-criterium: At E_V 2 -

7)

Stabiliteits-criterium: At < 28x
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Deze criteria leveren dus vergelijkbare tijdstappen.

Een bezwaar van schema II in vergelijking met schema I, is de toename
van het rekenwerk per tijdstap ten gevolge van de operatoren Di en
D?; we zullen nu schema II zo wijzigen dat (4.25) bIijft gelden, ter-

wijl de hoeveelheid rekenwerk gelijk wordt aan dat in schema 1I.

4.8 Differentie-schema III

Schema II wordt gedefiniéerd door de vergelijking:

>

-> >
(4.26) s 1= (I + At D' + At c)sk + Atz(D Cs -D ?k) + At £

k+ k k+1°

Het is duidelijk, dat indien Ax = O(At) en Ay = O(At), schema III con-
sistent is met de Noordzee-vergelijkingen (4.1) en dat de criteria
(4.22) en (4.25) ook voor dit schema gelden.

(4.26) kan geschreven worden als

( D.u -2 Q f
> >
w. =w,_ - At gh x k + At _v: + At 1 .
k+1 k k
Dv -Q A £
v k , 2
(4¢26')1 k
=z -4
Ty T % T At F DoV ).

Voor numerieke berekeningen zijn de schema's I en III per tijdstap na-
genoeg gelijk, want ze verschillen alleen hierin, dat in schema I voor-
waartse differenties voor de verhoging‘gebruikt worden en in schema

III achterwaartse differenties.

We merken op dat het schema waarin de stroming met achterwaartse diffe-
renties en de verhoging met voorwaartse differenties berekend wordt,
neerkomt op demping van de stroming in plaats van demping van de verho-

ging; de amplification-matrix ﬁ is dan van de vorm
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2 2 2 .
1 - gh at™g) gh At” BB, igh B

=
1}

2 2
_ - A - B
gh At” B8, 1 - gh At 3132 i gh 5 .

—iBl —iBz 1

De stabiliteit is nu echter veel lastiger te analyseren, omdat de
eigenwaarden niet expliciet bekend zijn. Bovendien kan ook demping van
de stroming verkregen worden door de toevoeging van een term —Ategk,

8 = 0(At), aan de bewegings-vergelijkingen, zodat we op deze mogelijk-

heid niet in zullen gaan.

4,9 Stabiliteit van schema III

Schema II 1ijkt uitermate geschikt voor numerieke berekeningen.
Echter moet nog nagegaan worden in hoeverre het bruikbaar is voor be-
rekeningen over de zeer lange tijdsintervallen die gevraagd worden.
Volgens stelling 4.2 kan de stabiliteit van de oplossingen als T + «

bestudeerd worden door de eigenwaarden van de amplification-matrix

A=TI+atD +AtC+at2DC

-~

te onderzoeken. De eigenwaarden van A voldoen aan de vergelijking:

3

2 N —
U+ alu + a2u + a3 = 0,
waarin
2 2 2
a, = -3 + 2AAt + (Bl + Bz)At ’
a, = 3 - 4xAt + (Az + oDt - (Bf + BZ)(l - AAt)Atz,
agz = -1 + 2)\At - (Az + Qz)Atz,

en waarin weer gh = 1 gesteld is.

Toepassing van het Hurwitz-criterium (4.14) levert de ongelijkheden
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2 A A
(4.272) At < Min (% 3P T3
AT+ Q AY + Q

2 2
(4.27b) )\(Bl + 62) >0,

c 2 2

At (A Q°y - 2A

(4.27¢) (Bf + 6:) > - ()\2 + 92) . Bt( + ) 2

a2 4+ 22y -2

41 - 2:8) + A2(02 & @d)
At2@2 - AAt)

(4.274) @+ &) <2 .
1 2

De eerste ongelijkheid geeft een directe bovengrens voor At en is te

vergelijken met criterium (4.15a). Aan de tweede ongelijkheid is vol-

daan voor alle ;'met Bf + Bg # 0; wanneer Bl = 62 = 0 is de amplifi-

cation-matrix

1 - At ant 0
A= -QAt 1 - At 0
0 0 1

met de eigenwaarden vergelijking

W -10a62 - 2@t - D + a - a2+ %t = o.

Een der oplossingen is p = 1, de andere twee wortels liggen binnen de

eenheidscirkel wanneer At voldoet aan

At < —Egi__i .
AT+ Q

Hier is volgens (4.27a) altijd aan voldaan, zodat de voorwaarden van
stelling 4.2 voor Bl = 82 = 0 vervuld zijn.
Ongelijkheid (4.27c) volgt weer uit (4.27a).

De laatste ongelijkheid schrijven we als

2
82 4 g2 < g . (2= M) &

17 72 M2 - At 2 - At
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Hieraan is zeker voor alle p voldaan, wanneer

2 _4-2)t+ goat
g 2 ,
At

ofwel
(B:l - Qz)Atz + 2)At - 4 < O,
In de oorspronkelijke eenheden wordt dit

(ghBi - o®at? + 2xat - 4 < 0.

Nu is in het algemeen ghBi > Qz (b.v. Bm =1/Ax = 5 10_5, dus ghﬁﬁ =

= 25h 1072, terwijl 02 = 1252 10722 = 15 107%), dus At moet voldoen

aan

-2 +\/4A2 + 16(gh8§ - 92)

At < > .
2(ghg” - Q7)
m

Herleiding geeft

2
2 1
At < . 5 ° [ 1 + ].
2 _ 2
BV en \/7_ o2 4(ghg, - Q") 2\/gh6i g2
2
B q8h

Voor relatief kleine waarden van @ en A is dit nagenoeg gelijk aan het

criterium (4,25), zodat in benadering gevonden wordt

A 2
2 2

(4.28) At < Min ,
A+ Q Bm gh

Er is dus geen stabiliteit wanneer er geen bodemwrijving is, maar de
toevoeging van een zeer geringe wrijvingsterm is al voldoende om er

voor te zorgen dat het eerste deel van (4.28) geen enkele beperking
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vormt. Stel n.l. dat we in het geval A = 0 een kunstmatige wrijvings-

coéfficiént 0 = eAt toelaten, dan moet gelden

! - chAt
At <5 3
c At™ + Q

ofwel

At < 1 c - 92 .
c

‘/ 2
Nu neemt % ¢ - @ een maximum aan voor c = 202, hetgeen resulteert in

1 3
At < 20 ° 4 » 10 sec = 1 uur.

Dus de introductie van de wrijvings-coé€fficiént 8 = zﬂzAt voorkomt
instabiliteit. Het is duidelijk dat niet alleen de consistentie behou-
den blijft, maar dat dit ook een verwaarloosbare verstoring van het
model betekent (voor een uitvoerige behandeling van dergelijke kunst-

matige wrijvingstermen zie v.d. Houwen [?]).
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5. Elliptische randwaardeproblemen

Tot dusver zijn uitsluitend begin-randwaardeproblemen ter sprake
gekomen. Op zuivere rapdwaardeproblemeh, zoals het Dirichlet rand-
waardeprobleem, zijn de besproken oplossingsmethoden niet zonder meer
van toepassing. Vat men echter een elliptisch randwaardeprobleem op
als de limiet voor t > ® van een begin-randwaardeprobleem dan is de
gegeven theorie zonder meer van toepassing. We zullen er echter ge-

bruik van maken dat alleen de oplossing voor t + » van belang is.

5.1 Definitie van iteratieve processen

Beschouw het elliptische randwaardeprobleem:

A U(x,y)
U(x,y)

F(x,y) in R,

(.1 d(x,y) op B,

[}

waarin A de Laplace-operator is in de Cartesische codrdinaten x en y,
en waarin F en ¢ bekende functies zijn gedefinieerd op het gebied R
resp. op de rand B van R; U(x,y) is de gezochte functie en kan opge-

vat worden als de stationnaire oplossing van het volgende begin-

randwaardeprobleem:
T U(x,y,t) = A U(x,y,t) - F(x,y) in R,
(5.2) U(x,y,t) = ¢ (x,y) op B,
U(x,y,t) = Uo(x,y) - voor t=0.

U hangt nu ook van de tijd t af en T is een operator welke een limiet-

functie Lim U(x,y,t) toelaat. Het is duidelijk, dat als Lim TU(x,y,t) = O
te oo
de stationnaire oplossing van (5.2) aan (5.1) voldoet; we zullen ver-

onderstellen dat T hieraan voldoet. We definieren nu een iteratief
proces als een consistent differentieschema voor (5.2). Het differen-
tieschema moet zo gekozen worden, dat de stationnaire oplossing zo
snel mogelijk bereikt wordt. Het is daarom voldoende om het gedrag van

het verschil

(5.3) Vv(x,y,t) = U(x,y,t) - Lim U(x,y,t)
t—)m

te beschouwen.
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De fout V voldoet aan het homogene begin-randwaardeprobleem:
TV = AV in R,

(5.4) ' V=0 op B,
\'

V0 voor t=0,

Het differentieanalogon voor (5.4) is van de vorm

(5.5) Vo = beginapproximatie, Vs = Akvk’ k=0,1,2,... .

Ook algemenere randwaardeproblemen dan (5.1) kunnen op deze manier tot
de vorm (5.5) teruggebracht worden.
Het probleem is nu operatoren Ak te vinden zodanig dat

K

I Ak -0 als K> o,

k=0

K
In de praktijk zal men wensen dat voor een zekere K, || n Akll zo
k=0

klein mogelijk is. Als een maat hiervoor heeft men de gemiddelde con-

vergentiesnelheid over K iteraties gedefinieerd:

K-1
- 1lno n Ak

=0
(5.6) R(K) = X :
K
K-1 K-1
Hierin is © I Ak de spectraalnorm van I Ak'
k=0 © k=0

Indien Ak niet van k afhangt wordt het iteratieve proces (5.5)
stationnair genoemd; de convergentiesnelheid R(K) is dan onafhanke-

1i jk van K:
(5.6) R(K) = R = - 1no(A).

Indien Ak wel van k afhangt, maar periodiek voorkomt, wordt het pro-

ces semi-iteratief (Varga) genoemd.
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5.2 De methode van Richardson
In vele gevallen is (5.5) te schrijven als

(5.7 Vsl (1 - ka) Vi

waarin L onafhankelijk van k is en positieve eigenwaarden heeft; wk is

een reéle parameter de z.g. relaxatie-parameter.

We beschouwen semi-iteratieve processen van de graad K; deze worden ge-
K-1,

definieerd door de relaxatie-parameters {mk}k=0°

: K-1
1 - — =
5.7") Vg = 20 (1 ka) Yo PK(L)VO.
PK(L) is een polynoom-operator van de graad K in L met eigenwaarden

PK(Ai), waarin Ai voor i =1, 2, ..., M de eiggnwaarden van L zijn.

pK(A) Het spectrum van Pp(L) bestaat
dus uit punten op de kromme PK(A).
| In nevenstaande figuur is PK(A)
: als functie van A getekend.
|
| NN N\ De convergentiesnelheid van (5.7')
\ NNV WS
1 o (L) wordt gegeven door
In o(P (L)) In||p (M) ]
(5.8) R(K) = - m > - % )
waarin voor de norm II Il de maximum norm over het interval D&,O(L)]

genomen is. Om een zo groot mogelijke convergentiesnelheid te krij-
gen minimaliseren we IIPK(A)II. In dit verband is de volgende stelling

van belang.

Stelling 5.1

-1 _b+a b+a-21 X
K (b-a) TK( b-a ), waarin TK(y) de Chebyshef

polynoom van de graad K in y voorstelt, heeft van alle Kde graads-

Het polynoom T

polynomen in A, welke in X = O gelijk 1 zijn, de kleinste maximum norm

over het interval a < A < b (Markoff).

7
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In het vervolg zal met PK(L) steeds de door stelling 5.1 gedefinieerde
Chebyshefoperator bedoeld worden.

De operator

-1 -b+a e T (M‘)’ a=A b =0(L)

5-9) Pp@ =T G T 1’

definieert de methode van Richardson t.o.v. de operator L. Voor de

relaxatie-parameters w, betekent dit het volgende: de nulpunten van

k
PK(A) worden gegeven door

(5.10) A= 1/wk, k=0,1, ..., K-1
-2\
en de nulpunten van‘TK(Ei%:E—) worden gegeven door
(5.11) A =% (a+b) +% (a-b) cos 2;;1 T, 1=0,1, ..., K-1,

zodat uit (5.9) volgt dat de methode van Richardson gedefinieerd wordt

door de relaxatie-parameters

-1

2141 oy 1 =0,1,...,K1,

2K

(5.12) G O +0() +3 (A, - 0(L) cos

in een of andere volgorde.

De convergentiesnelheid van het Richardson proces volgt uit de relatie:
b+a 1 a
(5.13) TK(B:Z) ~ 3 exp[ZK\/%],

waarin a << b en K >> 1,

+
Dus volgens (5.8) en het feit dat IPK(O(L))I = TK(%:E) geldt

/A
1 ln 2
(5.14) R(K) ~ 2 O(—L) X

Opmerking 5.1

Indien de eigenwaarden Ai van L expliciet bekend zijn kan men voor
wk nemen de waarden 1/)\i (mits K = M) en indien er geen afrondingsfou-
ten optreden wordt de oplossing na M iteraties exact gevonden. In de
praktijk kent men de Ai echter niet (Richardson zelf (1910) verdeelde
het interval [?I,O(L)] in K equidistante intervallen I met

(1w, -1/w ] =1).
ky ky
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Opmerking 5.2

Een bezwaar van de Richard§0n~methode is dat voor kleine waarden
van Al zeer grote relaxatie-parameters optreden welke tot numerieke
instabiliteit éanleiding ﬁunnen geven. Door echter de volgorde van
de wk's geschikt te kiezen (zie paragraaf 5.3) blijft de methode voor
relatief grote waarden van K en 0(L) nog stabiel.

ggmerking 5.3

Alles wat men van de positieve operator L moet weten om methode
(5.9) toe te passen is de kleinste eigenwaarde Al en de spectraal-norm
0(L). De laatste vo;gt uit een stelling van Gerschgorin; de eigenwaarde
A is echter moeilijker te schatten, hetgeen een tweede bezwaar van de

1
Richardson-methode is (zie 5.4).

Opmerking 5.4

Uit (5.14) volgt dat men zo mogelijk o (L) zo klein mogelijk moet
kiezen. Inderdaad is dit soms eenvoudig te bereiken. Daarentegen wordt
Al meestal door de aard van het analytische probleem bepaald en is
dezelfde voor alle differentieschema's (zie 5.5). Wanneer men nuy de
eerste eigenwaarden Al’ Az, ... negeert en a > Al kiest, maar later
de eigenfuncties behorend bij deze eigenwaarden elimineert, dan neemt

de asymptotische convergentiesnelheid (K *> ) toe (zie 5.4).

5.3 Numerieke Stabiliteit van de Richardson-methode

We zullen stabiliteit in de zin van O'Brien, Hyman en Kaplan be-
schouwen (immers k > »), Uit (5.13) volgt dat de methode zeker stabiel
t.o.v. de beginvoorwaarden is (deel 1, definitie 3.10), m.a.w. de me-
thode is zwakstabiel (deel 1, stelling 4.1). In tegenstelling tot de
stabiliteitsbegrippen van Rjabenki en Filippow impliceert dit geen
stabiliteit t.o.v. de inhomogene term (zie [1], pg. 40), ofwel sterke
stabiliteit. In deel 1, hoofdstuk 4 is gesteld, dat wanneer de versto-
ringen van de inhomogene term (zo kunnen afrondingsfouten opgevat worden)

at random zijn als functie van plaats en tijd, zwakke stabiliteit sterke
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stabiliteit impliceert. Voor een willekeurige volgorde van de relaxatie-
parameters in de methode van Richardson is het echter helemaal niet ze-

ker dat de afrondingsfouten at random op zullen treden. Dit is als volgt
in te zien:

Stel dat we de fout Vi kunnen ontwikkelen naar de eigenfuncties e(i)

van L, dus

M
Ve = .Z Yk(i) e(i).
i=1

Hierin zijn de Yo(i) coéfficiénten van de ontwikkeling van v., en de

0’
yk(i), voor k # 0, worden gegeven door :

YW = @ -y A v, ().

Wanneer nu een aantal malen geitereerd wordt met een grote relaxatie-
parameter, zullen de hoogfrequente eigenfuncties, welke meestal met
grotere eigenwaarden corresponderen, in sterke mate aanwezig zijn;
dit wordt nog versterkt door de hoogfrequente afrondingsfouten, welke
nu eenmaal altijd zullen optreden. Het gevolg is dat er grote waarden
voor bepaalde Yk(i) kunnen optreden; toch is YK(i) klein, hetgeen ver-
oorzaakt wordt doordat de grote Yk(i) met kleine factoren (1 - wkki)
vermenigvuldigd worden; hierbij zal echter precisie-verlies optreden,
zelfs zo dat de numerieke fout de fout Vi gaat overheersen. De rij
{wk}ﬁ;; moet dus zo gekozen worden, dat de Yk(i) niet groot kunnen
worden, dus het liefst zo snel mogelijk afnemen. Dit betekent dat

de beste ordening der wk's die zal zijn waarbij de norm van de tussen-

resultaten v, zo snel mogelijk naar nul gaat. Dit is een eenvoudig

criterium om experimenteel de beste ordening te bepalen. Ook theore-
tisch kan men echter m.b.v. deze eis tot bepaalde ordeningen komen,
waarvan verwacht mag worden dat ze voldoen; daartoe gebruiken we de

volgende stelling

Stelling 5.2

Indien K deelbaar is door een oneven getal d, en indien wk’

k=0,1, 2, ..., K-1, de relaxatie-parameters zijn van de Chebyshef-
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operator PK(L), dan vormen de parameters Wy k = md + 4(d-1),
m=0,1, ..., Kd - 1 de Chebyshef-operator PK/d(L).

Indien K niet exact deelbaar is door d, mag verwacht worden dat m.b.v.

de stelling een redelijk goede benadering voor een Chebyshef-operator
def

van de graad [k/dﬂ €' entier (K/d) verkregen wordt. Stel nu dat een

ordening gevonden is welke stabiel is voor K < K1 en we zoeken een or-

dening die stabiel is voor K >> K. ; we kiezen een oneven getal d met

K/d < K

1
1; de volgens stelling 5.2 bepaalde [K/d] relaxatie-parameters

wk kunnen stabiel geordend worden, waarmee de fout v, zo klein gemaakt

wordt als in [K/d] iteraties mogelijk is, terwijl tetens al een groot
aantal grote relaxatie-parameters "verwerkt" wordt. Men vervolgt dit
proces met [K/d] naburige relaxatie-parameters, enz. Het is te ver-
wachten dat men d zo klein als mogelijk moet kiezen, want dan stellen
een groep van [K/d] naburige relaxatie-parameters een operator samen
welke nog enigszins een benadering voor beginoperator P[K/q](L) is,
dus een goede kans maakt ook numeriek stabiel te zijn.

Rest nog een stabiele begin-ordening te vinden; het schijnt dat Young

[2] de enige is die zich met dit ordenings-probleem bezig heeft ge-

houden. Hij beveelt aan om de wk's in paren (mk,wk,) te ordenen,
welke voldoen aan
1
(5.15) 4l -p-a
k k'
en
(5.16) o(( - w DA - e D) > 0@ - e DA -6, D).

Gemiddeld is de relaxatie-parameter dus 4(b-a). Experimenten met deze
ordening [?] bleven stabiel voor (volgens Forsythe en Wasow Eﬂ)
relatief grote K. De spectraal-normen van de operatorparen nemen echter

voortdurend toe, zodat te verwachten is dat deze ordening (met toenemende
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K) instabiel zal worden.
Uit in 5.5 beschreven
experimenten zal blijken
dat wanneer de ordeﬁing
van Young instabiel is,

de hierboven beschreven

>V

ordening nog steeds
stabiel is.

Voor een uitvoeriger

discussie van de nume-

rieke stabiliteit van
Spectra van de operatoren Richardson's methode
1-wUlL, 1 -w ,Len zij verwezen naar

k™’ k'
a - ka)(l _ wk'L) v.d. Houwen Bﬂ .

5.4 Versnelling van de Richardson-methode

Wanneer we in de operator PK(L), a > Al kiezen, zodat er een aan-

tal eigenwaarden Al’ Az, ey AM buiten het interval [h,c(lb] liggen,
1

wordt de fout Vi in de deelruimte, opgespannen door de eigenfuncties
e(i) van L behorend bij»Al, Az, ""»AM geprojecteerd. Stel dat we

1
y deze eigenfuncties in K ite-
1 raties m.b.v. een operator
EK*(L) kunnen elimineren, dan
P_(A
K( ) is de gemiddelde convergentie-
L\ N8 A snelheid over K + K. iteraties
r f l‘\v] \_ \_/* \,/(L)
1 volgens (5.6) en (5.14)
/ * \/ l1n 2 + 1n O (E *0
o(L)
.1 + ~
(5.17) R(K K ) 2 o(L)

De asymptotische convergentie-snelheid R(») wordt dus gegeven door
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-
= \/;_l_ \/3_
R(oo) = 2 O(L) ° )\1 .

Wanneer we dit met de asymptotische convergentie-snelheid van het
Richardson-proces vergelijken zien we dat een factor \/%— gewonnen
1
wordt. In nevenstaande figuur is deze winst-factor uitgezet tegen ;—;
1

we zien dat het effect van

AN
/
R

een grotere waarde voor a in
1 het begin het grootst is,
maar snel afneemt als a toe-

neemt; aangezien het aantal

te elimineren eigenfuncties

1 2 3 4 1 ook met a toeneemt moet men
a niet te groot kiezen. We

zullen nemen:

Een voordeel is dat men de eerste eigenfunctie Al niet exact hoeft
te kennen, zoals bij de oorspronkelijke Richardson-methode wenselijk
was.

Vervolgens moeten de eigenfuncties e(l), e(2), ... ge€limineerd

worden. Indien K voldoende groot is zal e(l) sterk domineren, dus

Vi = const. e(1).

Laat || || een of andere norm zijn, dan geldt:

Ly, - 2] Lo,y | _ 4@ - wrp)]

(5.18) — - N -1
K Yg+1 T Yk Wk Vk+1 ~ Yk Wk Wy

Dus we vinden automatisch de eerste eigenwaarde (een controle kan ver-
kregen worden door Al met verschillende normen ll || te berekenen). We

passen nu een polynoom-operator EK*(AI,L) toe met de eigenschappen
1

=X
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> = =
(5.19) EKI(AI,O) 1, Exale(;\l,xl) 0.

Stelling 5.3

e
Het polynoom Pk*(l) heeft van alle K,
0

welke in A = 0 gelijk 1 en in A = AO gelijk nul zijn, de kleinste

€ graadspolynomen in A,

maximum norm over het interval AO < X < b, wanneer

oA + b(cos(w/zK:) - 1)

a3
cos(ﬂ/2KO) + 1

Een bewijs van deze stelling vindt men in v.d. Houwen [4].

Kiezen we AO = A, en b = g(L) dan voldoet de door stelling 5.3 gedefi-

1
nieerde operator PK*(L) aan (5.19), waarmede op de graad KT na de beste
1
eliminatie-operator EKw voor e(l) gevonden is. Op deze manier kunnen
1
ook e(2), e(3), ... ge€limineerd worden zodra AZ’ As, ... bekend zijn.

Rest nog de juiste graad K: te bepalen. Een redelijke, maar niet opti-
male, keus voor de K; is het kleinste getal waarvoor
(5.20) G(Ek*(ki,L)) < 1.

i
In dit geval kan K: direct in Ai en o(L) uitgedrukt worden.
Stellen we Ai gelijk aan het eerste nulpunt van EK*(Ai,A) dan is vol-
gens (5.11) N

A =3 @+ o) +3 (a] - o(L)) cos T,
i 2 i 2K
i

>
waaruit voor Ki volgt:

* a A

-1 3 T o - 24,
T arccos  ( gvs
o(L) - a;

(5.21) K ).

1]
N
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Indien Ai << o(L) geldt:

(5.21")

> :
Voorwaarde (5.20) betekent dat ay positief moet zijn, maar zo klein

mogelijk, dus

* (1 o (L)
(5.22) Ki = [4 T ) ] + 1.
. L
Ten koste van wat meer rekenwerk kan ook de optimale waarde voor Ki
. >4
gevonden worden, d.w.z. de waarde voor Ki welke bij reeds gevonden
Lo L >
Kl’ Kz, ceer K90 de gemiddelde convergentie-snelheid
> ¥
R(K + K1 + ...+ Ki) zo groot mogelijk maakt. We geven hier deze

optimale waarde voor de gevallen waarin K groot is:

Stelling 5.4

L
De waarden voor Ki' welke de uitdrukking

e
0B, (L))
lz 2 - 1In 1
o (L) o(E 01D

Ki+1

minimaliseren, maximaliseren voor K >> 1 de convergentie-snelheid
B

% - Ead
+ + ...
R(K + K|+ K, *+K),

waarin n het aantal te elimineren eigenfuncties is.
Deze stelling wordt bewezen in v.d. Houwen [4'

In de volgende paragraaf zal het een en ander geillustreerd

worden aan de hand van voorbeelden.
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5.5 Proces van Richardson t.o.v. de methode van Jacobi

Als voorbeeld kiezen we het Dirichlet-probleem voor de Laplace-
vergelijking op een vierkant met zijden m. Op een rooster met vier-
kante cellen (h,h) definiéren we de differentie-operator

Y, +oa+Y X -2+X X +B+X ¥ -2+7

D = . + °
+ ]
2 o hZ 2+ 8B h2

waarin X+ en Y+ translaties over + h in de x- respectievelijk de y-
richtiné—voors?ellen en waarin o en B positieve gewichtsparameters zigjn.
De operator D is consistent met de Laplace-operator. Kiezen we voor T
de operator %f en discretiseren we deze als voorwaartse differeﬁtie

met tijdstap T dan ontstaat het volgende schema voor de fout v

k’ k

(5.23) Vsl = Vi T Tk(—D)vk.

Indien Tk = % h2 is dit equivalent met de methode van Jacobi.

Dit schema is van de vorm (5.7) met

De eigenfuncties van -D, welke nul zijn op de rand worden gegeven door:
e(n,m) = sin njh sin mlh, n,m = 1, 2, ...,
Hierin stelt (jh, lh) een netpunt van het rooster voor. De eigenwaar-

den van -D behorend*bij e(n,m) worden gegeven door

-2 o B o] 2

A(n,m) = - 2h P (2+a + E:E) + (EIE - 2+B) cos nh
8 _ 2 2, 2
+ (2+B 2+a) cos mh + (2+a + 2+B)cos nh cos mh].

Nu is A(n,m) een harmonische functie in cos nh en cos mh en is langs
de randen van het (cos nh, cos mh)-gebied in benadering lineair. Dus
de grootste en kleinste eigenwaarden treden op in de hoekpunten van
het (cos nh, cos mh)-gebied. Deze waarden (in de figuur zijn dit A(A),

A(B), A(C) en A(D)) worden begrensd door A(A'), A(B'), A(C') en A(D'};
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voor kleine h geldt:

A\ COs mh
-2 0-2 B-2
] 1 hy ' = — —
D — i, c (A" = 4h = (o + B+2)’
I[D c|!
1 ! -9
] | > A(B') = )\(D') = 4h ,
—1: : 1 cos nh
1A Bl A ' 3
L‘""T‘J c')y = 2.
A’ B'
Om de Richardson-methode te kunnen toepassen moet L = -D positief zijn

en is het wenselijk dat Al zo groot en 0(L) zo klein mogelijk is. We

stellen daarom

Q
[N
™

U
[\M]

+
| A
=

n? <

(5.24) "

=
Q

N
™
+
N

dan is (A ,0(L)) = (2,407 %).

Bli jkbaar is de gebruikelijke manier om de Laplace-operator te discre-

tiseren (¢ = B = ®) niet de beste, want dan vinden we (Al,G(L)) ~ (2,8h_

Voor de convergentiesnelheden wordt volgens (5.14) verkregen:

R(K =V 2n - 12 2 als (5.24) geldt,
(5.25)
R(K) = h - In 2 als a = B = o,

K

Voor grote K betekent het eerste geval een aanzienlijke verbetering.
Young [2] heeft geéxperimenteerd met de Richardson-methode toegepast

op het schema (h,0,B) = ( o, ©); de ordening (5.15), (5.16) bleek

T_

20’

stabiel te zijn voor K = 40. We zullen hier het schema (h,0,R) =
™

= Gor

vO met norm ongeveer 1 en we passen de Richardson-methode met (K,a,b) =

= (27,2,162) toe.

2

2, ©) onderzoeken. Voor de beginapproximatie kiezen we een functie

).
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A S k

0 9 18 27

In bovenstaande figuur is de Kkwadraatnorm van Vi als functie van k

uitgezet voor verschillende waarden van d (vergelijk stelling 5.3).
De relaxatie-parameters in de factoroperatoren zijn volgens Young geor-
dend ((5.15) en (5.16)). De ordening d = 1 is dus in feite de ordening

van Young voor de operator P (L). We zien dat er een duidelijke voor-

keur is voor de ordening d =2;. Vervolgens beschouwen we de Richardson-
methode met (K,a,b) = (81,2,162). Men mag verwachten dat de ordening

d = 3 stabiel is op grond van het feit dat §l = 27 relaxatieparameters
van de operator P27(L) stabiel geordend kunnen worden.

N

Al

> k

0 27 54 81
In bovenstaande figuur zijn de gevallen d = 1, d = 3 en d = 41 getekend.

'De ordening van Young (d = 1) is instabiel, terwijl de ordening d = 3
inderdaad wel stabiel is. Ook de ordening d = 41 blijkt nog stabiel te

zijn.
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We besluiten dit hoofdstuk met enige numerieke gegevens over de conver-
gentiesnelheid van de in 5.4 beschreven eliminatiemethode. De eerste
(kleinste) eigenwaarden van L = -D worden in benadering gegeven door

de formule
2 2
A(n,m) ~n +m,

dus achtereenvolgens 2, 5, 8, 10, 13, ...

We berekenen de convergentiesnelheid volgens formule (5.17). Daartoe
>

moeten we K, kennen.

i
Volgens formule (5.22) vindt men direct

K =8, K. =5, K. =4, K, =4.

=

Past men stelling 5.4 toe, dan hebben we de volgende tabel nodig:

o o (EK->1<-) y g (EK;-) , K (EK-;(-) y o (EK-:)
SO T 3 [ ) [ [ ) g [ e
2 3 4

1 0!013 4,6 0,032 5 0,052 0,066

2 0,061 2,5 0,16 2,4 0,27 0,34

3 0,15 1,8 0,39 1,97 0,68 2,05 0,90 2,11
4 0,27 1,6 0,77 1,69 1,4 1,85 1,9 1,94
5 0,44 1,5 1,3 1,68 2,6 1,77 3,7 1,83
6 0,68 1,44 2,2 1,59 4,6 1,69 6,8 1,76
7 0,98 1,42 3,5 1,51 7,8 1,66 | 12 1,75
8 1,4 1,36 5,3 1,50 | 13 1,61 | 21 1,71

Volgens stelling 5.4 moet gelden

a (EK*)
a i

exp (2 G(L)) = TE* ) !
Ki+1

>
dus zodra a gekozen is kan Ki afgelezen worden, waarbij we Ki naar boven

zullen afronden, omdat de schatting van stelling 5.4 een ondergrens is.
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) a * *
B.v. a = 8 levert exp (2 o(L)) = 1,56 en dus K1 =5 en K2 = 7 met

IED < IED - o (B = ©,4071 . 3,57 = 0,62.

Aldus verkrijgt men de volgende tabel

a | A A g A [ K6 | K | K (oo R(K + KO
5| 2 8 0,7 0,351 - 3,144/(K + 8)
5| 2 8 0,7 0,351 - 3,144/(K + 8)
8| 2] 5 8 |5 0,55 | 0,444 - 5,867/(K + 13)
8| 2| 5 5 |7 0,62 | 0,444 - 5,543/(X + 12)
10| 2| 5 |8 18 |5 |4 0,4 0,497 - 8,226/ (K + 17)
10| 2| 5 |8 4 |6 |8 0,13 | 0,497 - 7,599/ (K + 18)
13| 2|5 (8 |10({8 (5 |4 |4 0,22 | 0,566 -11,065/ (K + 21)
13| 2|5 |8 |10]4 |4 |5 0,15 | 0,566 -10,142/(K + 20)

De eliminatie-operator is afwisselend volgens (5.22) en stelling 5.4
berekend; we zien dat beide manieren ongeveer op hetzelfde neerkomen.
Om te illustreren dat de eliminatiemethode werkeli jk een aanzienli jke
versnelling betekent, berekenen we het aantal slagen dat nodig is

om hetzelfde resultaat te verkrijgen als met de Richardson-methode
(a,b,K) = (2,162,81) verkregen wordt:

Stel

B

*.—
R(K+K) = A - ——
K+ K

dan is

(K + KOR(K + K = A(K + K) - B = 8IR,

waarin RO de snelheid van het Richardson-proces is; het aantal benodig-

de iteraties is dus
81R0 + B

K+ K = A
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0
Nu is RO = 0,222 - —é%gg ~ 0,214, zodat we achtereenvolgens uit

bovenstaande tabel vinden:

>4
K + K = 60,60; 52,51; 51,50; 50,48.

Door de eliminatiemethode toe te passen en & = 2, B = @ te kiezen
is een besparing van ongeveer 60% verkregen op het door Young toe-

gepaste iteratieproces.
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