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INLEIDING

Variatierekening, in ruime zin opgevat, is de bestudering van onetndig
dimensionale extremaalproblemen, Voor M een gegeven verzameling van ele-
menten (meestal functies van tijd en/of plaatsvariabelen die aan zekere
(neven-)voorwaarden voldoen), en een functie J op M, zijn het bewijzen
van het bestaan, en het karakteriseren van dié elementen van M waarvoor

J op M een lokaal minimale waarde (of, meer algemeen, een stationaire
waarde) heeft belangrijke onderdelen van het bestuderen van zo'n extre-
maalprobleem,

De bestudering van dit soort problemen begon in de 17e eeuw toen men ont-
dekte dat veel problemen uit de Mathematische Fysica, i.h.b. de Klassieke
Mechanica, beschreven kunnen worden als zo'n extremaalprobleem. Bijvoor-
beeld, het principe van Fermat luidt dat de voortplanting van een licht-
straal in een optisch medium tussen twee punten plaatsvindt langs di@
baan tussen de twee gegeven punten waarvoor geldt dat de benodigde tijd zo
klein mogelijk is in vergelijking met de tijd die nodig is langs enig
andere baan tussen de twee punten. Ook voor de beweging van massapunten
onder invloed van conservatieve krachten werden al snel verschillende va-
riatie-principes geformuleerd, en later gegeneraliseerd ter beschrijving
van het statisch en dynamisch gedrag van continue media (vloeistoffen,
elastica, etc.). Ook andere basiswetten van de theoretische natuurkunde
werden later beschreven door, of worden juist afgeleid uit, variatie-prin-
cipes (speciale en algemene relativiteitstheorie, de electro-magnetische
velden theorie en de moderne ijkvelden theorieén zoals die welke leiden
tot de Yang-Mills vergelijkingen). Behalve in de Mathematische Fysica
komen extremaalproblemen van bovenbeschreven aard ook veelvuldig voor in
de economie, speltheorie en meer algemeen in elk probleem waarin van op-
timaal handelen sprake is., Toepassingen in deze gebieden zijn in het bij-
zonder gedurende de laatste 50 jaar onderzocht,

In deze vakantiecursus kunnen slechts enkele aspecten van de variatie-

rekening aan de orde komen. Van de veelheid van ideeén en resultaten op
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dit gebied volgt hier een korte omschrijving van de gekozen onderdelen.
Na een inleiding over het ontstaan van de variatierekening, komen karak-
teristieke ideeé&n van zowel locale alsook van globale methoden aan bod.
De locale variatietheorie, onder aanname van differentieerbaarheidsvoor-
waarden, omvat o.a. het afleiden van een stationairiteitsvoorwaarde waar-
aan een locaal minimaal element moet voldoen. In het eenvoudigste geval
waarin M een lineaire ruimte van functies en J een dichtheidsfunctionaal
is, is deze stationairiteitsvoorwaarde te herleiden tot de Euler-Lagrange
vergelijking, in het algemeen een (stelsel) gewone- of partiéle differen-
tiaalvergelijkingen, eventueel vergezeld van natuurlijke randvoorwaarden.
In geval de elementen van M nog aan extra nevenvoorwaarden voldoen, leidt
de stationairiteitsvoorwaarde tot veralgemenisering van de bekende multi-
plikatorenmethoden van Lagrange voor functies van een eindig aantal va-
riabelen, of, in geval M een convexe verzameling is, tot een variatie-
ongelijkheid. Door bestudering van het globale gedrag van J op M kan de
existentie van oplossingen van het extremaalprobleem verkregen worden,
bijvoorbeeld door aan te tonen dat J op M een eindige, minimale waarde
aanneemt, Van zowel conceptueel, alsook van praktisch belang is het asso-
ciéren van een zogenaamd duaal probleem met het oorspronkelijke, primaire,
probleem. In het gewenste geval leidt bestudering van het, eenvoudiger,
duale probleem tot uitspraken over het primaire probleem.

In het bijzonder voor problemen met nevenvoorwaarden worden deze ideeén
behandeld en leiden tot een andere interpretatie van de multiplikatoren-
methode. Een concrete toepassing hiervan is het membraanprobleem voor de

stroming van een stof door een semi-permeabele wand.

Bestudering van het globale gedrag van de functie, en meer in het bijzonder
van de topologische eigenschappen van de verzamelingen {xeM | J(x) < c}, c € R,
maakt het mogelijk stationaire punten van J op M (i.e. elementen van M

die aan de stationairiteitsvoorwaarde voldoen) te vinden die niet corres-
ponderen met locale minima of maxima van de functie. Mini-max methoden
worden behandeld waarmee de existentie van zo'n "zadelpunt" kan worden

bewezen.
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Veel van de in de Mathematische Fysica voorkomende extremaalproblemen zijn
te moeilijk voor directe bestudering of om daarvan expliciete oplossingen
te vinden., Twee van de mogelijke reacties op deze constatering worden be-
sproken., E&n daarvan is het zoeken naar een benadering van het model dat
het oorspronkelijke probleem beschrijft. Benaderen van de oorspronkelijke
functie door een eenvoudiger functie die hetzelfde kwalitatieve globale
gedrag heeft, levert in veel gevallen een consistente benadering op voor
de oorspronkelijke Euler-Lagrange vergelijking. Een andere methode is het
numeriek benaderen van de oplossing. Dit impliceert dat het oneindig-di-
mensionale probleem benaderd wordt door een (reeks van) eindig dimensio-
nale problemen. Het gebruik maken van de variationele structuur heeft
geleid tot het ontwikkelen van een efficiénte numerieke methode, de me-
thode van Ritz ofwel de eindige elementen methode. Na een uiteenzetting
hiervan zal deze methode worden toegepast op het bovengencemde membraan-

probleem,

E.W.C, van GROESEN
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1. INLEIDING

In 1744 verscheen van de hand van LEONHARD EULER (1707 - 1783) een belang-
rijk werk getiteld Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive pro-
prietate gaudentis (Methode om krommen te vinden die maximum of minimum
eigenschappen bezitten). In dat boek, dat als het eerste leerboek der va-
riatierekening kan worden beschouwd, behandelt Euler een, rijk met toepas-
singen op allerlei soorten problemen geillustreerde, theorie om vraagstuk-
ken van het volgende type op te lossen: Gevraagd een kromme y(x) met

a £ x £ b waarvoor de integraal

een extreme waarde heeft. Daarbij is Z een uitdrukking waarin y(x) op ver-
schillende manieren kan voorkomen en de verzameling toegelaten krommen
y(x) kan op verschillende manieren door &€&n of meer nevenvoorwaarden inge-
perkt zijn.

Wij zullen in de volgende paragrafen de belangrijkste onwikkelingen schet-
sen die tot Euler's Methodus hebben geleid. Wij zullen bovendien laten
zien hoe Euler in de Methodus de bekende nodige voorwaarden voor een ex-—

treem, de vergelijkingen van Euler, afleidt.

2. GALILEI, FERMAT

In zijn Discorsi van 1638 behandelt GALILEO GALILEI (1564 - 1642) zijn
theorie van de valbeweging. Tot die theorie behoort de stelling dat bij
wrijvingsloze val uit rust onder invloed van de zwaartekracht de snelheid
van het vallend stoffelijk punt gelijk is aan een constante maal de wor-
tel uit de afgelegde hoogte. Daarbij maakt het niet uit of de val lood-
recht naar beneden plaats vindt of langs een hellend vlak: de snelheid is
alleen afhankelijk van de afgelegde hoogte ([GALILEI, 1974], p. 174). In
hetzelfde boek vergelijkt Galilei de tijd die een stoffelijk punt nodig
heeft om van een punt D naar een punt C te vallen langs het lijnstuk DC

(fig. 1) met de tijd die nodig is als de route DBC wordt gevolgd.



Figuur 1

Daarbij is B een willekeurig punt op de boog DC van de ;irkel door de pun-
ten D en C met middelpunt M loodrecht boven C. Galilei komt tot de conclu-
sie dat de route DBC minder tijd vergt en hij leidt daar (ten onrechte)

uit af dat de snelste valweg van D naar C cirkelboog DC is ([GALILEI, 1974],
pp. 211 - 213).

Ruim twee decennia later wordt naar dit werk van Galilei verwezen door
PIERRE FERMAT (1601 - 1665) in brieven aan DE LA CHAMBRE. In die brieven
treffen wij een visie aan die teruggaat tot de antieke natuurfilosofie,
inhoudende dat de natuur niets op onredelijke wijze of tevergeefs doet.
Vaak heeft die visie de vorm dat de natuur er altijd naar streeft om effec-
ten met zo eenvoudig mogelijke middelen tot stand te brengen. Illustraties
hiervan waren in de oudheid de rechtlijnige weg van het licht en ook de
stelling van Heron, die zegt dat ook bij weerkaatsing in een spiegel de
door het licht afgelegde weg de kortst mogelijke is ([DIJKSTERHUIS &
FORBES, 1961], p. 43). De juistheid van de stelling van Heron is onmiddel-
lijk in te zien (fig. 2) omdat elke mogelijke route van het licht APB van

A naar B de lengte AP + PB' heeft, waarbij B' het beeld van B is bij spie-

geling in s. A




De kortste route van A naar B via de spiegel is klaarblijkelijk die waar-
bij P op de lijn door A en B' ligt en dat is het geval als de hoek van in-
val gelijk is aan de hoek van terugkaatsing. Fermat verdedigt in zijn
brieven het standpunt dat de natuur niet zozeer altijd de kortste weg
kiest, maar veeleer die wegen die het gemakkelijkst en het snelst zijn.

De brieven van Fermat aan de la Chambre zijn belangrijk omdat Fermat op
basis hiervan de wet van Snellius bewees. In feite stelde Fermat zichzelf
het volgende probleem. Welke route van een punt A in een medium 1 naar een
punt B in een medium 2 kost de minste tijd indien de grens tussen de media

rechtlijnig is en met de media | en 2 resp. de snelheden v, en v

1 corres-—

2
ponderen (fig. 3).

|
| @,
|
I
Figuur 3

Men gaat gemakkelijk na dat het probleem neerkomt op het minimaliseren van
een functie van &€&n variabele. Het gelijk aan nul stellen van de afgeleide
leidt tot de conclusie dat de snelste route die is waarvoor geldt dat

sin o sin a
1 2
(2.1) - = — .
1 2

Fermat deed het eigenlijk ook zo. Hij maakte gebruik van zijn "methode van
maxima en minima", een voorloper van de differentiaalrekening (zie

[GOLDSTINE, 1980], pp. 1 - 6).

3. DE BRACHISTOCHROON, JOHANN BERNOULLI

In de Acta Eruditorum van juni 1696 nodigde JOHANN BERNOULLI (1667 - 1748)

de wiskundigen van zijn tijd wuit om het volgende probleem op te lossen:



Als in een verticaal vlak twee punten A en B gegeven zijn, moet men voor
het beweeglijke punt M een baan AMB aanwijzen, waarop het, van A uitgaande,

door zijn zwaarte, in de kortste tijd in B aankomt.

Bij het stellen van het probleem van de brachistochroon (brachistos = kort-
ste, chronos = tijd) was Johann er zich klaarblijkelijk niet van bewust
dat Galilei zich er ook mee had beziggehouden. Het probleem moet ook ge-
zien worden in de context van de ruim 10 jaar eerder door LEIBNIZ geintro-
duceerde differentiaalrekening, die talloze nieuwe mogelijkheden opende.
In een in januari 1697 te Groningen uitgegeven Aankondiging herhaalde
Johann de uitdaging en voegde er aan toe dat natuurlijk uitgegaan diende
te worden van de hypothese van Galilei dat de snelheden, die een vallend
lichaam bereikt zich verhouden als de 2% machtswortels van de afgelegde
hoogten.

Vrijwel alle grote wiskundigen van die tijd hebben het probleem om de bra-
chistochroon te vinden opgelost: Leibniz, Newton, Johann Bernoulli, Jakob
Bernoulli e.a.. De oplossingen van de broers Bernoulli verschenen beide

in de Acta Eruditorum van mei 1697. De oplossing van Johann berust op de
gedachte dat in een uit horizontale lagen van verschillende, goed gekozen
dichtheid opgebouwd medium een lichtstraal eenzelfde snelheidsverloop kan
hebben als een wrijvingsloos vallend stoffelijk punt. Het bovengenoemde
resultaat van Fermat (in feite een speciaal brachistochroon-probleem), dat

Johann kende, houdt in dat daarbij

(3.1) Ei%_ﬁ = constant.

Johann Bernoulli redeneerde nu als volgt. Laat (fig. 4) AB de gezochte

kromme zijn en laat Cc = dx, mn = dy en Mn = dz. Dan volgt met (3.1) dat
(3.2) dy _ t
dz c

1

waarin t de snelheid in het punt M en ¢, een constante 1is.

Dan hebben we <, dy = t dz of

(3.3) 2 2 2 2 2 2 2
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Figuur 4
Dat wil zeggen
t d
(3.4) dy = 5 X — .
/(cl - t7)

Met t = cz/x (hypothese van Galilei) volgt

<, Vx dx
(3.5) dy =
/(c2 - czx)
1 2
of, met CI/CZ = a,
_ X
(3.6) dy = dx /(———a —)-

Vervolgens toont Johann Bernoulli aan dat de door punt A gaande cycloide
ontstaan door een cirkel met straat a op de y - as te laten rollen, aan
deze differentiaal vergelijking voldoet. De lezer kan dit gemakkelijk zelf
controleren.

Het artikel van Johann Bernoulli bevat meer dan alleen de oplossing van
het probleem van de brachistochroon. Duidelijk is dat voor t een willekeu-
rige functie czf(x) van x kan kiezen. De brachistochroon wordt dan door de
volgende vergelijking beschreven

f(x) dx

(3.7) dy = 5
Y(a - (£(x))7)




Aan het eind van zijn artikel zegt Johann dat hem bij het schrijven van
het voorafgaande nog een opmerkelijk resultaat is ingevallen. Men beschouwt

(fig. 5) alle cycloiden met basis AG.

G

Figuur 5

De kromme PB (door Bermoulli symnchroon genoemd) van alle punten, die door
vanuit A langs die cycloiden vallende stoffelijke punten na een bepaalde
tijd worden bereikt, laat zich puntsgewijs gemakkelijk '"construeren". Als

P en een middellijn GK gegeven zijn vindt men het snijpunt van de synchroon
door P en de door de cirkel met middellijn GK bepaalde cycloide als volgt.
Bepaal L zodanig (fig. 5) dat boog GL = V(AP.GK). Dan snijdt de horizonta-
le lijn door L de cycloide in kwestie in het gezochte punt B. Bernoulli

vermeldde dit resultaat zonder bewijs.
4. JAKOB BERNOULLI (1654 - 1705), ISOPERIMETRISCHE PROBLEMEN

De oplossing van Johann Bernoulli van het probleem van de brachistochroon
is zeer elegant, maar heeft tegen de achtergrond van de verdere ontwikke-
lingen enigszins een ad hoc karakter. De oplossing van zijn broer Jakob

is voor die verdere ontwikkelingen belangrijker geweest. Die oplossing ver-
loopt als volgt. Laat ACDB de gezochte kromme zijn met C en D oneindig
dicht bij elkaar (fig. 6). We beschouwen nu uitsluitend het stukje CD van
de kromme (fig. 7) en vergelijken de tot de oplossingskromme behorende rou-
te CGD met een alternatieve route CLD, waarbij GL oneindig klein is t.o.v.

EG (d.w.z. oneindig klein van de 2% orde (N.B. CE = EF)).
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Dan moet voor de tijden tCL’ tip> teg ©T tGD die nodig zijn om resp. CL,
LD, CG en GD te doorlopen, gelden dat
fer * 'up T fce * tep
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Figuur 7

Vergelijken we de routes CE, CL en CG dan levert dat (op grond van de hypo-

these van Galilei)
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of, anders geschreven,

CE CE
(4.2) = - - .
CG CL tCG tCL

Als nu LM L CG (fig. 7) dan is CL = CM (op 28 orde termen na, die weggela-

ten kunnen worden) en A MLG ~ A ECG zodat
_ EG
(4.3) rey e
en dus volgt met MG = CG - CL uit (4.2) en (4. 3)

. EG. t
(4.4) Ef e EEt 5 -
* CG CL

1

Op analoge wijze volgt door vergelijking van de routes EF, GD, LD dat

EF GJ.tpp

GL GD.(tLD -t

(4.5) 3
GD

Uit (4.1), (4.4) en (4.5) en CE = EF volgt

(4. 6) ES-ter _ ce
GJ.tEF GD

Volgens de valwet geldt

t
CE YHE
(4.7) — =
[ VHC

en dus volgt uit (4.6) en (4.7) dat

EG _  GJ
(4.8) VHC.CG ~ VHE.GD

hetgeen we kunnen schrijven als

dx dx'
4.9 =
( ) Yx dz Vx' dz'

hetgeen betekent dat tijdens de beweging langs de brachistochroon geldt dat



dx
7% dz = constant

waarmee Jakob precies dezelfde differentiaal-vergelijking had gevonden als
zijn broer Johann. Ook Jakob besluit zijn oplossing met een bewijs dat de

cycloide aan de differentiaal-vergelijking voldoet.

Het artikeltje waarin Jakob zijn oplossing van het brachistochroon-probleem
levert, is getiteld: Oplossing van de opgaven van mijn broer, aan wie ik
daarvoor andere voorleg.

De eerste opgave die Jakob aan Johann voorlegde is de volgende. Beschouw
de verzameling van alle cycloiden (of ook cirkels, parabolen of andere
krommen) die door A gaan en AH als basis hebben (zie fig. 6). De vraag is
nu op welke van die krommen een uit A vertrekkend stoffelijk punt zo snel
mogelijk de verticaal ZB bereikt.

Jakob schreef verder: In het bijzonder echter zou hij (dat is Johann), als
hij wraak wil nemen, mogen proberen het volgende algemene probleem op te
lossen. Onder alle isoperimetrische figuren op de gemeenschappelijke basis
BN moet de kromme BFN bepaald worden, die weliswaar niet zelf de grootste
oppervlakte omsluit, maar tot gevolg heeft dat een andere kromme BZN het
doet, waarvan de ordinaat PZ evenredig is met een of andere macht of wor-

tel van het lijnstuk PF of de boog BF (fig. 8).

Z

VAN
N

Figuur 8

Isoperimetrische problemen vinden we al in de oudheid. Virgilius verhaalt
in zijn teneis (gezang 1, 340 - 368) dat koningin Dido op de vlucht voor
haar broer Pygmalion aan de Noord-Afrikaanse kust van de bewoners daar net
zoveel land geschonken kreeg als zij met de huid van een stier kon omspan-

nen. In het door Justinus geschreven uittreksel van Pompeius. Trogus'
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"Wereldgeschiedenis" (boek 18, §5.9) staat dat Dido beval om de huid in de

fijnste delen te snijden om op die manier een groot stuk land in bezit te

nemen. Zo zou Carthago zijn gesticht, 72 jaar vddr de stichting van Rome

([szaBO, 19771, p. 117).

Ook is er het verhaal van de heldendaad van Horatius Cocles, die in zijn

eentje op de Etruskische oever van de Tiber de Etrusken tegenhield, totdat

zijn metgezellen de brug achter hem hadden afgebroken. In volledige wapen-

rusting zwom hij vervolgens de Tiber over en werd aan Romeinse zijde be-

loond met zoveel land als waar hij op €én dag met de ploeg omheen kon rij-

den. (Verhaald door TZtZius LZvZius in diens "Geschiedenis van Rome" ([SZAB@,

19771, p. 118).)

Een tamelijk uitvoerige behandeling van de wiskundige problematiek op de

achtergrond van deze verhalen vinden we in een verhandeling van Zenodorus,

geschreven tussen * 200 voor Christus en 90 voor Christus. Zo bewees hij

de volgende drie stellingen:

(1) Van alle veelhoeken met hetzelfde aantal zijden en gelijke omtrek
heeft de regelmatige veelhoek de grootste oppervlakte.

(2) Van alle regelmatige veelhoeken met gelijke omtrek heeft de veelhoek
met de meeste hoeken de grootste oppervlakte.

(3) Een cirkel is groter dan elke regelmatige veelhoek met dezelfde omtrek

([HEATH, 1963], pp. 382 - 383).

Heath brengt de belangstelling van Griekse wiskundigen voor het isoperi-

metrische probleem in verband met foutieve opvattingen met betrekking tot
oppervlakte en omtrek van figuren, waarover verschillende auteurs schrij-
ven. Zo verhaalt Proclus volgens Heath, van leden van communes die groot-
moedig stukken land met grote omtrek (en kleine oppervlakte) aan anderen

lieten en zelf genoegen namen met een stuk land met kleine omtrek (en gro-
te oppervlakte) en zodoende een reputatie van grote eerlijkheid wisten op

te bouwen (Ibid.).

Jakob Bernoulli legde zijn broer, naast het al genoemde probleem, in fei-

te twee gegeneraliseerde isoperimetrische problemen voor.



Wat moderner geformuleerd:

PROBLEEM 1. Gevraagd y(x) met a £ x < b, y(a) = y(b) = 0, zodanig dat

Z(y(x)) dx

=
L}
n —o

maximaal is, onder de nevenvoorwaarde dat

/(1 + (y'(x))2) dx = constant.

<
L[}
oo

PROBLEEM 2. Gevraagd y(x) met a < x < b, y(a) = 0, zodanig dat

Z(s(x)) dx

=
]
o o

maximaal is,met s(x) = /(1 o+ (y'(x))z) dx,

[

onder de nevenvoorwaarde dat

/(1 + (y'(x))%) dx = constant.

<
]
» o

Jakob beperkte zich in zijn vraagstelling tot functies Z met Z(t) = tn,

n geheel of gebroken.

Jakob beeindigde zijn artikel met de mededeling dat hij Johann drie maan-
den gaf om de uitdaging te aanvaarden en dat bij aanvaarding de oplossing-
en voor het eind van 1696 zouden moeten worden gepresenteerd. Jakob stel-
de Johann tevens een beloning van 50 dukaten in het vooruitzicht, die zou-
den worden betaald door een onbekende, een non nemo, waarvoor Jakob naar

zijn zeggen borg stond.

5. HET FALEN VAN JOHANN BERNOULLI

In een brief aan Basnage, die in juni 1697 werd gepubliceerd in het Jour-
nal des Savans deelde Johann mede dat hij de door zijn broer gestelde pro-
blemen binnen drie minuten had opgelost. Het probleem betreffende de cyclo-

iden kan worden opgelost met de synchronen, die hij tegelijk met zijn
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oplossing van het brachistochroon-probleem had geintroduceerd, zo deelde
hij mede. In december van hetzelfde jaar verscheen in het Journal des Sa-
vans een brief van Johann aan Varignon, waarin hij, weliswaar zonder be-

wijs, zijn oplossingen gaf. In die brief gaf hij voor het isoperimetrische

Probleem 1 als oplossing de functie gedefinieerd door
n
dy
(5.1) x =/ —X <y
/(aZn _ y2n)

voor het geval dat Z(y) = yn en voor het geval dat Z(y) = f(y) willekeurig:
(5.2) x = [ __bdy

V(a® - b°)
met b := | fi%l dy

(Dit laatste zou hij later corrigeren tot b := f(y).)

Het isoperimetrische Probleem 2 deed hij af met &&n zin, die er op neer
komt dat het evident is hoe je in dat geval een differentiaal vergelijking
kunt afleiden. In dezelfde brief aan Varignon deelde Johann mee dat hij
zijn oplossingen aan Leibniz had gestuurd en dat Leibniz zich bereid had
verklaard om de rol van arbiter op zich te nemen mits Jakob daarmee zou
instemmen. Daarop ontstond de volgende situatie. Jakob aanvaardde klaar-
blijkelijk de arbitrage van Leibniz niet; hij wenste een publicatie van

de volledige correcte oplossingen met bewijzen. Johann weigerde in feite
zijn volledige oplossingen te publiceren. Begin 1701 zou hij ze door
Varignon in een verzegelde envelop aan de Parijse Academie laten aanbie-
den met de bepaling dat het pak pas geopend mocht worden nadat Jakob diens

oplossingen zou hebben vrijgegeven ([Joh. BERNOULLI, 1968 I], p. 424).

De verstandhouding tussen de beide broers, die toch al te .wensen overliet
bereikt nu weldra een dieptepunt. In februari 1698 verscheen in het Jour-
nal des Savans van Jakob een korte mededeling, waarin hij, reagerend op
de brief van Johann aan Varignon, die in december 1697 was verschenen, me-
dedeelde dat Johann's oplossing van het belangrijkste probleem, nl. dat
betreffende de isoperimetrische figuren, niet helemaal correct is ([Joh.

BERNOULLI, 1968 1], p. 214). i
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Johann reageerde in het Journal des Savans van 21 april 1698. Volgens hem
had hij de problemen volstrekt bevredigend opgelost. Het probleem betref-
fende de cycloiden met behulp van zijn synchronen en de isoperimetrische
problemen met behulp van zijn brachistochronen. Hij corrigeerde de naar
zijn zeggen door haast ontstane fout in zijn oplossing van het isoperime-
trische Probleem 1 (zie onder (5.2)) en merkte op dat hij eigenlijk alle
problemen al had opgelost vdédrdat zijn broer ze hem voorlegde. En inder-
daad is de verzameling oplossingskrommen van isoperimetrisch Probleem 1
precies de verzameling brachistochronen die Johann had gevonden bij vari-
atie van de manier waarop de smnelheid van een vallend lichaam van de afge-
legde hoogte afhangt (vergelijk (5.2) met (3.7)). Het is mogelijk dat
Johann inmiddels in de gaten had gekregen dat hij zich had vergist in de
moeilijkheid van isoperimetrisch Probleem 2. Hij was er heel kort over.
Hij schreef zelfs dat de formulering van ziin broer zo gelezen kan worden
dat slechts een oplossing van &&n van de twee isoperimetrische problemen
werd gevraagd: de voegwoorden vel, ve, waarvan in de probleemstelling ge-
bruik wordt gemaakt lijken van mij slechts de oplossing van het ene &f

het andere probleem te verlangen ([Joﬁ. BERNOULLI, 1968 I], p. 218).

De ruzie liep vervolgens en plein public hoog op. Jakob ging zelfs zover
dat hij veronderstellingen ging uiten over de manier waarop Johann het
isoperimetrisch Probleem 1 2ou hebben opgelost en vervolgens fouten in de
redenering aanwees. Johann zou z3 hebben geredeneerd: Iedere mens is van
steen; lIedere kei is mens; Dus iedere kei is van steen ([Joh. BERNOULLI,
1968 I], p. 227). M.a.w. Johann zou door middel van foute uitgangspunten
tot een goed antwoord zijn gekomen. Jakob ging zover dat hij schreef: Ik
heb nooit geloofd dat mijn broer de ware methode voor het isoperimetrische
probleem bezat, maar nu twijfel ik er meer dan ooit aan. Johann reageerde
met een open brief aan Jakob waarin hij zei: het uittreksel van de brief,
die ik gisteren ontving, deden me inzien dat alle omzichtigheid en alle
beleefdheden jegens hem niet hebben kunnen verhinderen [...] partij tegen
mij te kiezen; en op een manier zo verhit en zo heftig dat er niemand meer

is, die niet ziet dat het in plaats van de lofwaardige wedijver waarmee -
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ik mij vleide, slechts blinde jalouzie is die hem drijft [...]; hersen-
schimmen, sterker en levendiger dan die van die zogenaamde heksen, die
zich lichamelijk op de heksensabbat aanwezig waanden, hebben hem verleid;
hij laat zich meeslepen door de stroom van zijn ijdele vermoedens; in &én
woord, hij lijkt niet meer voor rede vatbaar, zelfs niet meer in staat om
alles wat ik hem over de kwestie zou kunnen zeggen te horen. Ik laat hem
dus over aan zijn hartstochten en ik zal me ertoe beperken aan de lezer

de absurditeit van zijn aanvallen te laten zien ([Joh. BERNOULLI, 1968 1],

pp. 231 - 232).

Tegen de achtergrond van het voorafgaande is het niet vreemd dat, toen op
14 februari 1699 de beide broers tot buitenlands 1id van de Parijse Aca-
demie werden benoemd, dat gebeurde "onder deze conditie dat men u beiden
verzoekt om als er tussen u wetenschappelijke twisfpunten zijn, fatsoen-
lijker te handelen dan u in het verleden hebt gedaan en dat beledigingen
niet meer voor mogen komen" (geciteerd uit een brief, d.d. 16 februari

1699 van De L'Hopital aan Johann Bernoulli [Joh. BERNOULLI, 1955], p. 367).

Het conflict tussen de broers is nooit bijgelegd. De oplossingen van Jakob
van de isoperimetrische Problemen 1 en 2 verschenen in twee artikelen in
de Acta Eruditorum in 1700 en 1701 (zie e.g. [Joh. BERNOULLI, 1968 II],
pp. 214 - 218 én pp. 219 - 234). De oplossingen van Johann verschenen
door onbekende omstandigheden pas in 1706 nd de dood van Jakob op 16 au-
gustus 1705.

Uit die publicaties blijkt dat Jakob een methode bezat die tot een correc-
te oplossing van beide isoperimetrische problemen voert. Euler zou later
voortbouwen op het centrale idee van die methode. Ook blijkt dat Johann
géén bevredigende oplossing voor het isoperimetrische Probleem 2 had kun-
nen leveren.

Zowel Johann als Jakob pakten de isoperimetrische problemen aan in de
geest van Jakob's oplossing van het brachistochroon-probleem: uitgangs-—
punt is dat de maximum eigenschap ook locaal geldt, d.w.z. dat een locale

variatie van de oplossingskromme een variatie 0 in de waarde van de te
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maximaliseren uitdrukking teweegbrengt en men tracht op die basis een dif-
ferentiaal-vergelijking voor de oplossingskromme te vinden. Johann pro-

beerde dat als volgt.

v
T
m n y (%)
—.————-/
y yl y’| y”l
M N 0 P
X Xl X" X"'
Figuur 9
Laat y(x) de gezochte kromme (fig. 9) zijn en x, x', x'', x''', etc. een

progressie van infinitesimaal van elkaar verschillende waarden. Daarmee

Al

correspondeert dan een progressie y, y', y'', y'''

y , etc.. Johann varieer-—
de de kromme locaal door &&n punt te variéren: n wordt v. De nevencondi-

tie houdt dan in dat mn + no = mv + vo, m.a.w. dat v op de ellips door n

met brandpunten m en o moet liggen.

Jakob ging ook uit van de gezochte kromme y(x) (fig. 10).

w
) p//”/’% /”’—_—
P
’/’/////‘ o
¥_ n
m
y yl y'| yll'
M N 0 P
X x' X" X"'

Figuur 10
Hij varieerde de kromme echter locaal door twee punten verticaal te vari-
eren: n wordt v en o wordt w. De nevenconditie houdt dan in dat mn + no +
+ op = mv + Vvw + wp. Met deze aanpak slaagde Jakob er in om de beide iso-

perimetrische problemen op te lossen, terwijl Johann met diens methode
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vastliep bij isoperimetrisch Probleem 2.

Omdat het werk van Jakob nogal wat op zichzelf bewonderenswaardig maar

saal rekenwerk met zich meebrengt, zullen we dat hier niet bespreken. Even-
min bespreken we een artikel uit 1718 van zijn broer Johann waarin hij de
ideeén van zijn 13 jaar daarvoor overleden broer Jakob in gestroomlijnde
vorm behandelde. Voor een uitvoerige bespreking kan men [GOLDSTINE, 1980]
raadplegen. De moeite van het lezen waard is ook [ CARATHEODORY, 1945].
Caratheordory betoogt daarin dat ook bij isoperimetrisch Probleem I, on-
danks het goede antwoord, de redenering van Johann niet deugt.

In zijn artikel van 1718 gaf Johann Bernoulli in feite zijn ongelijk met
betrekking tot isoperimetrisch Probleem 2 toe. Hij schreef dat hij ver-

"om aandacht te schenken aan een zekere omstandigheid, die ver-

geten had
hindert dat zij (i.e. zijn methode) zonder enige modificatie zou kunnen
worden toegepast" ([ Joh. BERNOULLI, 1968 II], p. 237) op isoperimetrisch
Probleem 2.

In de volgende paragraaf zullen we zien welke vorm de methode van Jakob

Bernoulli in de handen van Euler kreeg.
6. EULER's METHODUS

Zoals wij in de inleiding hebben opgemerkt hebben Euler's beschouwingen
in de Methodus betrekking op vraagstukken van het volgende type: Gevraagd

een kromme y(x) met a < x £ b waarvoor de integraal
b

(6.1) W= z dx
a

een extreme waarde heeft.

Indien er geen nevenvoorwaarden zijn dan hanteert Euler wat hij de abso-

lute methode van de maxima en de minima noemt. We zullen laten zien wat

Euler daaronder verstaat in het geval dat Z = Z(x,y,p) met dy = p dx, m.a.w
dy

als Z alleen van x, y en Iz afhangt.



Laat het interval [ a,b] corresponderen met AZ

ook wat de notatie betreft, Euler op de voet.)

™

— |
m o z

n
a
y y' y''
A X x' x''
Figuur 11

(fig. 11). (N.B.

Laat amnoz de gezochte kromme zijn en laat met de progressie x,

etc. de progressies y, y', y'' etc., p, P', P
corresponderen. Omdat amnoz de gezochte kromme

niet veranderen als we amnoz vervangen door de

wijkende kromme amvoz. Nu kunnen we W opvatten

(6.2) W= ... + 2 dx + 2Z' dx + Z2'' dx

De progressie x, x', x

' etec., 2, Z', Z"'

X
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3

X

etc.

We volgen,

is, zal de waarde van W

ermee oneindig weinig af-

als de som

''" etc. is zodanig gekozen dat opeenvolgende waar-

den gelijke onderlinge afstand du hebben. Laten we nu de ordinaat Nmn aan-

groeien met nv dan veranderen ..., X, X', x''

etc. veranderen in respectievelijk ..., y, y'

A}

P> P

''" etc. veranderen in respectievelijk ...

In (6.2) veranderen alleen Z dx en Z' dx en we

Gebruik makend van de totale differentiaal
(6.3) dZ = M dx + N dy + P dp
nemen Z dx en Z' dx toe met respectievelijk

vn
dx P -&; en

De aangroeiing van W is

(6.4) nv(N' dx - ——— dx)

etc. niet; ..

+ nv, y'*

nv '
b p + dx’

1 als volgt.

nv

dx (N'.nv - P' ——

dx’ "

e Yo

etc.; en

nv

dx’

y

P

Al

1

y

P>

etc..
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ofwel
dP
(6.5) vn (N E;) dx
omdat N = N', afgezien van een kleine hogere orde term die kan worden weg-

gelaten. Hieruit volgt onmiddellijk dat

(6.6) N-—=—=20

of, modern opgeschreven
’ 3

(6.7) 3y " gxlsz) =0

een nodige voorwaarde is opdat y(x) met een extreem van W correspondeert.
Vergelijking (6.6) vinden we in [ EULER, 1744], p. 54, waar Euler de indruk
wekt de voorwaarde ook als voldoende te beschouwen.

Het ligt voor de hand dat &&n van de eerste toepassingen die Euler van (6.7)
geeft het brachistochroon-probleem betreft ( [EULER, 1744], pp. 60 - 61).

Het assenstelsel van fig. 4 hanterend, wordt y(x) gezocht, waarvoor

]

B ax v+ p?)

;X

=
(R

minimaal is. (6.7) leidt onmiddellijk tot (2.7).

In het geval dat er nevenvoorwaarden zijn hanteert Euler de relatieve me-—
thode van de maxima en minima. 2ij is toepasbaar bijv. op vragen van het

type: Voor welke kromme y(x) met a £ x < b heeft
b

(6.8) W= 2 dx
a

een extreme waarde onder de nevenvoorwaarde dat
b

(6.9) V =) G dx = constant.
a

Euler redeneert als volgt. Laat amnopz de gezochte kromme zijn (fig. 12).

De ordinaten Nn en Oo laten we nu aangroeien met resp. nv en ow.
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w 2
\)/
p
o
m [n
——
a
M N 0 P
A x x! x'! x'"! 7

Figuur 12

De aangroeiing nv alleen heeft tot gevolg dat W aangroeit met
(6.10) nv.dA

waarvoor geldt, als Z alleen afhankelijk is van x, y en p, dat, zoals we

hebben gezien
- - de
(6.11) dA = (N dx) dx.
De aangroeiing ow alleen heeft tot gevolg dat W aangroeit met

(6.12) ow.dA'

waarvoor geldt, als Z alleen afhankelijk is van x, y en p, dat

A
(6.13) dA' = (N' - —;{-) dx.
De totale aangroeiing van W ten gevolge van de aangroeiingen nv en ow is
dan
(6.14) nv dA + ow dA'.

Euler gaat hierop uitvoerig in ([EULER, 17441, pp. 95 - 98).
Voor de aangroeiing van V tengevolge van de aangroeiingen nv en ow vinden

we een soortgelijke uitdrukking

(6.15) nv dB + ow dB'.

Opdat W extreem is onder de nevenvoorwaarde dat V = constant, moet gelden
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nv dA + ow dA' = 0
(6.16) {

[]
o

nv dB + ow dB'
waaruit volgt dat

(6.17) g%»= constant.

Euler leidt (6.17) op twee verschillende manieren uit (6.16) af ([EULER,

17441, pp. 99 - 100). Het snelst gaat het zo. Uit (6.16) volgt
A’ _ da
dB' dB

en daaruit volgt onmiddellijk (6.17).

Indien Z en G beide slechts van x, y en p afhangen, kunnen we (6.17) wat

moderner zo opschrijven

_ 36 _ d 3G
(6.18) = - ) = e &

3y~ dx'3p 3y ~ axlap)

Een van de toepassingen die Euler van (6.18) geeft betreft isoperimetrisch
Probleem 1: "Onder alle krommen az van dezelfde lengte is degene te bepa-
len, die bij draaiing om de as AZ het grootste volume teweegbrengt"
([LEULER, 1744], p. 109). Duidelijk is dat gezocht wordt naar de kromme

y(x) waarvoor

maximaal is onder de nevenvoorwaarde dat

{1 + (y'(x))z}% dx = constant.

<
[
o T

(6.18) levert dan

(6.19) < 2y dx - ¢,
- E§(_——_B__7_) dx
V(1 + p7)

waaruit na kruislings vermenigvuldigen, vermenigvuldigen met p en integra-

tie volgt
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[
(6.20) y2 + ¢, = — 1 .

V(1 + pz)

Oplossen naar p en integratie geeft

(6.21) x = Y dy

{c? - (y2 + cz)z}%
(zie [EULER, 17441, p. 110).
OPMERKING 1
Het is duidelijk dat ook het meer algemene isoperimetrische Probleem | op
deze wijze kan worden opgelost. Als W = z f(y) dx dan vinden we de oplos-
sing

f(y) + ¢

(6.22) x = Z dy.

2 - (£ + ep?

(Vergelijk (5.2).)
OPMERKING 2
Euler merkt op dat de kromtestraal van de oplossingskromme, in het alge-

meen gelijk aan

dx

(6.23) —_—,
q— P
/(1 o+ pz)
c
hier gelijk is aan 7y? m.a.w. omgekeerd evenredig is met de ordinaat vy,

waaruit volgt dat (6.21) de '"curva elastica" is, d.w.z. de kromme die de
vorm beschrijft van een onder invloed van een, op €&n uiteinde aangrijpen-

de kracht, gebogen homogene elastische staaf.

In de Methodus lost Euler ook het isoperimetrische Probleem 2 op. Wij zul-
len die oplossing hier niet bespreken. We verwijzen de lezer naar de oor-
spronkelijke latijnse versie van de Methodus (L. Euler, Opera Omnia, Serie
I, Vol. 24, pp. 198 - 200). In het eenvoudigste geval dat W = Z s(x) dx

vindt Euler dat de oplossingskromme de kettinglijn is.
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7. HET PRINCIPE VAN DE KLEINSTE ACTIE

Zoals we in paragraaf 2 hebben gezien speelt het principe dat de natuur al-
tijd de eenvoudigste weg kiest een rol in de voorgeschiedenis van de vari-
atierekening. Echter, ook in de 185 eeuw is dat idee invloedrijk. Dan wordt
ook het probleem van de precieze formulering van het principe actueel.

De term "principe van de kleinste actie" ("le principe de la moindre quan-
tité d'action") is afkomstig van PZerre de Maupertuis (1698 - 1759).
Maupertuis gaf de volgende definitie: De natuur werkt zodanig dat m.v.s
minimaal is (m is massa, v is snelheid en s de afgelegde weg).

Mach schreef: "Grootmoedig veranderde Euler de naam van het principe niet,
liet de roem van de uitvinding aan Maupertuis, maar veranderde het in iets
nieuws en werkelijk nuttigs" ([MACH, 19601, p. 550).

Euler's visie blijkt duidelijk uit de inleiding van "Additamentum I" van

de Methodus. Hij schreef: "Omdat de constructie van het heelal zo volmaakt
mogelijk is, zijnde het werk van een absoluut alwetende Schepper, zo ge-
schiedt niets in de wereld, waarin geen maximum- of minimum—eigenschap
blijkt". Het is volgens Euler niet eenvoudig die maximum- of minimum-eigen-
schappen a priori uit de principes van de metafysica te definiéren. De
variatierekening stelde Euler echter in staat om a posteriori zulke eigen-
schappen te formuleren. We noemen er hier &&n. In "Additamentum II" van de
Methodus komt Euler o.a. tot de conclusie dat, indien een stoffelijk met
massa m zich beweegt in een "krachtveld" waarin de kracht uitsluitend van
de plaats afhangt, de baan van het stoffelijk punt zodanig is dat de inte-
graal

(7.1) [ mv ds = | mv2 dt

minimaal is. Aan Euler kan dan ook de ontdekking van het principe van
kleinste actie voor vlakke beweging in een conservatief krachtveld worden

toegeschreven.
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I. INLEIDING

In deze bijdrage worden enkele van de basisideeén van de variatierekening
behandeld. De keuze van onderwerpen is voor een deel bepaald door de nood-
zaak de behandeling zo beperkt mogelijk te houden. Anderzijds moesten en-
kele speciale, voor de volgende voordrachten voorbereidende, onderwerpen
aan bod komen.

De tekst omvat meer dan in een uur behandeld kan worden.

Van oorsprong is de variatierekening ontstaan door de ontdekking dat veel
problemen in de Mathematische Fysica een "variationeel" karakter hebben.
Voor sommige van deze problemen betekent dit dat zij geformuleerd kunnen
worden als een minimaliseringsprobleem waarvan de oplossingen overeenkomen
met de oplossingen van het fysische probleem. Voor andere problemen bete-
kent het dat de oplossingen overeenkomen met de oplossingen van een meer
algemeen variatieprobleem, in casu met de zogenaamde stationaire punten
van een functionaal.

Om dit te verduidelijken geven we eerst de algemene formulering, en karak-
teristieke probleemstelling, van mimimaliserings- en variatie-problemen;

daarna geven we verschillende voorbeelden.
1.1. MINIMALISERINGSPROBLEMEN

De ingrediénten van een minimaliseringsprobleem (afgekort: min. pr.) zijn:

V een lineaire ruimte,
(1.1) M € V een verzameling toegestane elementen,

J: M > R een functionaal.

V is in de meeste toepassingen een oneindig-dimensionale ruimte van func-
ties u; zo'm functie u zal dan de "toestand" van een fysisch systeem, of
de evolutie daarvan, representeren. De deelverzameling M bestaat in die ge-
vallen uit functies die nog aan extra nevenvoorwaarden voldoen, zoals bij-
voorbeeld randvoorwaarden, positiviteit-of zekere integraalvoorwaarden. De
functionaal J is de te minimaliseren doelfunctie; J(u) heeft in veel geval-

len een specifieke fysische betekenis, bijvoorbeeld de totale energie van
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het systeem in toestand u.

Onder het minimaliseringsprobleem voor J op M, dat genoteerd wordt als

(1.2) inf J(u) of als inf {J(u) | u e M}
ue M

verstaan we ruwweg het zoeken van oplossingen, dat is, per definitie, het

zoeken van elementen 4 € V waarvoor

G ¢ Men

(1.3) J(8) = inf J(u)

ueM
zodat dus J(G) < J(u) voor alle u ¢ M.
Meer precies geformuleerd behoren de volgende vragen tot het onderzoeks-
terrein:
(i) Is het infimum eindig (> -=) ?
(ii) Bestaat er een oplossing 4, en, zo ja, zijn er eventueel meerdere
oplossingen ?

(iii) Bepaal (benaderingen voor) de oplossing(en).

Voor het onderzoek van deze vragen is het vaak nodig het globale gedrag

van J op de hele verzameling M te beschouwen. Daartoe zijn functionaal-
analytische en topologische methoden ontwikkeld; enkele van deze globale
variatiemethoden worden in paragraaf 5 besproken.

Het is in het algemeen niet mogelijk expliciete oplossingen te vinden.
Gebruikelijk is dan het probleem te benaderen door een eenvoudiger pro-
bleem dat wél oplosbaar is, of waarvan tenminste meer te zeggen valt over
de oplossingsverzameling. Benaderingen kunnen verkregen worden door J en/of
M te benaderen. Bij gebruik van numerieke methoden, bijvoorbeeld, wordt de
oneindig-dimensionale ruimte V benaderd door (zo geschikt mogelijk te kie-
zen) eindig-dimensionale ruimten (zie Hoofdstuk 5). Voorbeelden van bena-
deringen van J komen hierna (en i.h.b. in Hoofdstuk 4) aan de orde. Belang-
rijk, maar in de meeste gevallen erg moeilijk, is het onderzoek van de
vraag hoe "goed" (in nader te preciseren zin) de oplossing van het benade-

rende probleem de exacte oplossing representeert.
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1.2. LOCALE VARIATIEMETHODEN IN DE KLASSIEKE VARIATIEREKENING

Naast het globale onderzoek van J op M is een heel andere methode het zoe-
ken naar nodige en/of voldoende voorwaarden waaraan 4 moet voldoen opdat
het een oplossing is van het min. pr.. Door een locaal onderzoek van de
functiewaarden J(u), voor u ¢ M in een omgeving van @, kan in veel geval-
len relatief eenvoudig een nodige voorwaarde afgeleid worden. Nodig daar-
voor is dat J en M voldoende "glad" zijn in een omgeving van G; in de klas-
sieke variatierekening worden problemen onderzocht waarvoor aan deze
gladheidsvoorwaarden wordt voldaan.

De nodige voorwaarde voor U die dan gevonden wordt kan ruwweg omschreven
worden als de eis dat de afgeleide van J langs de verzameling M in het

punt 4 nul moet zijn; laten we dit symbolisch noteren als

(1.4) d

Bijvoorbeeld, voor M = R™ en J ¢ C'(R™) is dM J(d) = grad J(3G) met "grad",
(verderop V), de gradiént van de functie J. In dat geval is grad J(d) = O
het bekende resultaat dat elk minimaal element van J een stationair punt
van J moet zijn. Naar analogie worden daarom elementen van M die voldoen
aan dM J(u) = 0 stationaire (ot kritieke) punten van J op M genoemd en
wordt deze voorwaarde wel de stationairiteits-voorwaarde genoemd.

Het afleiden van de stat. v.w. voor algemene min. problemen wordt behan-

deld in de paragrafen 2 en 3.

In enkele gevallen zijn efficieénte methoden beschikbaar om oplossingen
van de stat. v.w. te vinden; in die gevallen kan de stat. v.w. gebruikt
worden om kandidaat-oplossingen van het min. pr. te vinden.
Stationairiteitsvoorwaarden zijn echter van veel fundamenteler belang dan
alleen als nodige voorwaarde voor minimale elementen. Om dat te verduide-
lijken is het nodig op te merken dat deze voorwaarde voor G van een geheel
ander karakter is dan het oorspronkelijke min. pr.. Bijvoorbeeld, voor het
n

bovenstaande geval dat M = R, is de voorwaarde grad J(u) =0 een stelsel

van n vergelijkingen (in het algemeen niet lineair) voor de n componenten
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van de vector u ¢ R". Voor problemen uit de mathematische fysica is de
stat. v.w. in het algemeen een gewone of partiéle differentiaalvergelij-
king voor de functie u.

Vanwege het meer algemene, en anderssoortige, karakter zullen we het onder-

zoek van de stat. v.w. als een apart probleem beschouwen.
1.3. VARIATIEPROBLEMEN

Gegeven V, M en J als in I.1., waarbij J en M aan zekere gladheidsvoorwaar-
den voldoen zoals in 1.2.
Dan verstaan we onder het variatieprobleem voor J op M het onderzoek van

de stationaire punten van J op M

(1.5) ue M met dM J(u) = 0.

Dit variatieprobleem wordt ook wel genoteerd als

(1.6) stat J(u) of als stat {J(u) | u e M}.
ue M

Omdat de stat. v.w. afgeleid wordt als nodige voorwaarde (die i.h.a. niet
voldoende is) voor oplossingen van het min. pr., is het variatieprobleem
meer algemeen dan het min. pr..

De reden om variatieproblemen te bestuderen is dat verschillende klassen
van problemen in de mathematische fysica juist door zo'm variatieprobleem
worden beschreven en niet door het meer beperkte min. pr.. In het bijzon-
der kan het variatieprobleem zinvol zijn in gevallen waarin het infimum
van J op M -» is (denk aan de functie x - x3 op R). Zelfs voor veel pro-
blemen die oorspronkelijk als min. pr. zijn geformuleerd, kunnen ook sta-
tionaire punten die niet corresponderen met minima van J op M van fysisch

belang zijn. In het bijzonder geldt dit voor dynamische systemen.

Karakteristieke vragen die tot het onderzoek van een variatieprobleem ho-

ren, zijn

(i) Bestaan er stationaire punten; karakteriseer de stationaire punten al
naar gelang het gedrag van de functionaal in een omgeving (bijv. locale

minima, maxima, of "zadelpunten" [zie voor dit laatste type stationaire
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punten Hoofdstuk 3]).

(ii) Vind benaderingen van tenminste enkele stationaire punten. In de ge-
vallen waarin het corresponderende min. pr. zinvol is en oplossingen
heeft kunnen de specifieke benaderingsmethoden die daarvoor bestaan
gebruikt worden. Maar ook voor stationaire punten van zadelpunt-type
worden steeds meer constructieve benaderingsmethoden ontwikkeld. Bij-
voorbeeld, door het invoeren van zogenaamde natuurlijke nevenvoor-

waarden N < V kan een zadelpunt van J op M een globaal minimum geven

van J op de extra beperkte verzameling M N N,

De laatst genoemde mogelijkheden om sommige stationaire punten op construc-—
tieve manier te vinden, is een van de redenen waarom‘het van belang is te
weten dat een gegeven fysisch probleem ook een variatieprobleem is. Natuur-
lijk zijn niet alle problemen variatieproblemen: in R", bijvoorbeeld, is
niet elke afbeelding F: R™ > R te schrijven als de gradiént van een func-
tie; alleen als F(x) = grad J(x) kan het probleem van het zoeken naar op-
lossingen van F(x) = 0 met variatiemethoden worden aangepakt.

Het zoeken naar voorwaarden waaronder een probleem een variatieprobleem is,
en het in dat geval construeren van de functionaal J en de verzameling M,
is bekend als het "inverse-probleem van de variatierekening"”". Bijvoorbeeld,
in R® met F(x) = AXx, A een n X n - matrix, is nodig en voldoende dat A
symmetrisch is; in dat geval is J(x) gelijk aan }x.Ax. We gaan hier niet
verder op in; voorbeelden van het "herkennen" van een specifiek probleem
als een variatieprobleem komen in het vervolg nog aan de orde (zie ook de
Hoofdstukken 5 en 7).

Na deze algemene inleiding zullen we enkele voorbeelden geven van proble-
men uit de Mathematische Fysica. We beperken ons hier voornamelijk tot
problemen die zich laten formuleren als min. pr.. Het befaamde principe

van stationaire actie, ter beschrijving van de beweging van discrete
puntmassa's of continue media, zal besproken worden in paragraaf 4, na

een precieze behandeling van stationairiteitsvoorwaarden.
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l1.4. GEODETISCHE MINIMALISERINGS-PROBLEMEN

Bij geodetische problemen denken we aan problemen die te maken hebben met
het vinden van een weg van kleinste "afstand'", een zogenaamde geodeet,
waarbij het begrip "afstand" van geval tot geval verschillend kan zijn.
We geven hiervan een aantal voorbeelden. Ook analoge meer-dimensionale

problemen komen vaak voor (bijv. "minimale oppervlakken").
1.4.1. WEG VAN KLEINSTE AFSTAND

Met het gewone begrip van afstand formuleren we de volgende problemen als
minimum problemen.
PROBLEEM 1. Gegeven twee verschillende punten A en B in R3. Vind de weg

van kleinste afstand tussen A en B ("weg" = continue kromme).

PROBLEEM 2. Gegeven twee verschillende punten A en B op de eenheidssfeer

S2 in R3. Vind die weg op de sfeer van kleinste afstand tussen A en B.

De oplossingen van beide problemen zijn wel bekend. Merk op dat Probleem 2,

afhankelijk van de ligging van A en B, €én of oneindig veel oplossingen

heeft.

De wiskundige symbolisering Qan Probleém 1 als min; pr. 1is mogélijk met:
& = {y | vy is weg van A naar B}
J(y) = 4 ds (= lengte van y).

Een meer analytische formulering is mogelijk en wenselijk. Neem daartoe
een Cartesisch coordinatenstelsel (x,y,z) in de ruimte R3. Het is altijd
mogelijk ervoor te zorgen dat A samenvalt met de oorsprong 0 emn B = (b,0,0)
= b e, met b > 0 (eventueel ook b = 1 te kiezen). Een parameter-voorstel-

. . 3 . . .
ling van een "weg" in R™ is een continue afbeelding

t > r(t) = (x(t),y(t),z(t)).

We beperken ons in eerste instantie tot continue differentieerbare (C1 D)
dr
krommen. Dan geldt, met s de booglengte, f := E% = (%,¥,2), en met | | de

Euclidische norm
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ds = |£(t)]| dt = {iz(t)+§2(t)+é2(t)}% dt.

Laat M de verzameling Cl - krommen zijn van A naar B:

M= {rec'o,11,8% | £r(0) = 0, r(1) = b e }

1
(het parameter—~interval, hier [0,1], kan willekeurig gekozen worden).

De voorwaarden r(0) = 0 en r(l) = b e, zijn voorbeelden van randvoorwaar-

1

den ("rand" van het parameter-interval). Voor r ¢ M is

1 1 2.4
J(r) = dt = [ {x° + §° + £7}% dt
0 0

de lengte van de kromme beschreven door r. (Deze uitdrukking verklaart de
reden voor beperking tot Cl - krommen.)

Het min. pr. voor J op M kan met standaard-methoden uit de variatiereke-
ning aangepakt worden. Omdat M < & en M # ﬁ, is een extra argument nodig,
en mogelijk, om te laten zien dat de oplossing van inf J ook de oplossing

is van inf J.

M

Een vaak gebruikte andere aanpak is om alleen krommen te bekijken die ge-
parametriseerd kunnen worden met de x-coordinaat. Onder verdere beperking
tot krommen in een vlak door A en B, zeg (x,y,0)-vlak, wordt de formule-

ring dan voor C1 - krommen y = y(x):

M= {yecl(Co,b]) | y(0) = 0, y(b) = 0} .

en

{1+yi}% dx met y  := dy |

I(y) = dx

oo

Zoals we weten is ook de oplossing van dit meer beperkte probleem de op-

lossing van het oorspronkelijke probleem.

Ons meteen beperkend tot C1 - krommen, zijn er twee voor de hand liggende
formuleringen voor Probleem 2. De eerste is met de functionaal J(E) van

hierboven met

M= {rec 0,11, | £(0) = a, £(1) = b, |x(t)] = 1 voor t ¢ (0,1)};
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hierin zijn a en b de codrdinaten van de punten A en B, en is [r(t)| = 1
een nevenvoorwaarde die specificeert dat een toegestane kromme op S2
moet liggen.

In een tweede formulering vermijden we zo'n nevenvoorwaarde door gebruik
te maken van bolcodrdinaten: elk punt r op 82 wordt beschreven met een-

2-tal bolhoeken (¢,06) € [0,27m) x [0,n] volgens
r = (cos ¢ sin 6, sin ¢ sin 6, cos 6).

Dan is Probleem 2 voor C1 - krommen te formuleren als min. pr. met

(QA en wy uit R2 definiéren de punten A en B)

M= 1(,8) e ¢ (C0,1T,ED) | (6(0),8(0)) = w,, ($(1),6(1)) = wp)
en

1
3(6,8) = [ {42 sin%e + 6211 qe.
0

1.4.2. WEG VAN KLEINSTE GEWOGEN AFSTAND

Als specifiek voorbeeld kunnen we hier denken aan de modificatie van
Probleem 1 uit 1.4.1. die eruit bestaat tussen twee gegeven punten in een
plat vlak die weg te vinden waarvan de aanlegkosten zo klein mogelijk zijn.
Tengevolge van bodemgesteldheid, Bijvoorbeela, zal de prijs per 1engte-éen—
heid afhangen van de plaats in het (x,y) vlak. Laat n(x,y) ds de prijs

zijn voor een stukje weg ter lengte ds door het punt (x,y) (n is een gege-
ven, positieve functie op Rz; de prijs hangt niet af van de richting van

de weg). Ons beperkend tot C] - wegen zoeken we oplossingen van het min.

pr. met

M= {xr e c'(Co,17, %) | £(0) = (0,0); r(1) = (b,0)}

en
1

I(r) = [ alx(t),y(e)) (&2 + 323} ax.
0

Een fysisch voorbeeld van dit probleem is de voortplanting van licht in
een inhomogeen, isotroop optisch medium. "Inhomogeen" wil zeggen dat de
voortplantingssnelheid ¢ van het licht afhangt van de plaats, en "isotroop"

dat ¢ niet afhangt van de richting.



37
Dan is dt = ET%E;T de tijd (die het licht nodig heeft) om een stukje weg
’
met lengte ds, door het punt (x,y) te doorlopen. Zij n(x,y) := 1/c(x,y)

de zogenaamde brekingsindex. Dan geeft de oplossing van bovenstaand min.

pr. de fysische baan van het licht, en wel op grond van het befaamde

Principe van Fermat: Voor de werkelijke, fysische baan die licht volgt
tussen twee punten in een optisch medium geldt dat de daarvoor benodigde
totale tijd zo klein mogelijk is in vergelijking met de tijd voor een wil-

lekeurige andere baan door die punten.

1.4.3. GEODETEN OP VARIETEITEN

Bovenstaande voorbeelden zijn speciale gevallen van de volgende situatie:
M is een n-dimensionale gladde variéteit,

g is een gladde metriek op M.

1

Dat wil zeggen, als u = (u , ...,un) een coordinatenstelsel is op M, dan
is g(u), voor elke u € M, een symmetrische n X n - matrix met elementen
g..(u). Verder is u » g(u) glad en voor de lengte van een lijnelement op

ij

M door u geldt

n . .
d52 = I g..(u) du® dud = g(u) du.du.
. ij
i,j=1
Voor een C1 - kromme op M wordt dan de lengte gegeven door
1 1
J(u) = f [g(u(t)) a(t).a(e)1? de =
0

1 . .
[ 02 g..(u(e)) ab ai1t qe.
0 1]

In de voorbeelden van l.4.1 en 1.4.2 was steeds g(u) een positief-definiete
matrix (Riemann-metriek). In dat geval corresponderen geodeten met minima
van J op de verzameling C1 -~ krommen met dezelfde eindpunten. Een belang-
rijk grotere klasse van problemen wordt verkregen door ook metrieken g toe
te staan die niet positief-definiet zijn. In dat geval corresponderen de

fysisch relevante oplossingen vaak met stationaire punten van J in plaats
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van met minimale elementen. In de algemene relativiteitstheorie wordt de
4-dimensionale ruimte-tijd als zo'n Riemann-variéteit gezien met gij de
potentialen van het gravitatieveld. In het bijzonder, voor "vrije deeltjes"

(geen gravitatie), is g de Minkowski-metriek:

g(u) = dlag (1"1’—19_1)-

1.4.4. OBSTAKEL-PROBLEMEN

Een extreem geval van de in 1.4.2 besproken situatie treedt op als er een
open gebied Q < R2 is dat uitgesloten is voor wegaanleg (of voor lichtvoort
planting). @ fungeert dan als een "obstakel". We kunnen dit op twee manie-
ren behandelen. (Aangenomen wordt natuurlijk dat A ¢ @ , B ¢ Q.)

De eerste manier is om, formeel, toe te laten dat de functie n de waarde

+ o heeft. Voor het geval dat n(x,y) = | buiten 2, bijvoorbeeld, zetten we
dan
_ © voor (X,y) € Q
n(x,y) {1 anders.

Daardoor zal dan de functionaal J alleen dan eindig zijn als de baan E(t)
de verzameling Q niet doorsnijdt: i.h.b. zal een oplossing van het min. pr.
deze, gewenste, eigenschap hebben.

De andere manier is om de verbodsbepaling in de definitie van M als neven-

voorwaarde op te nemen:

M= {x e Cl([O,]], R?) | r(0) = (0,0), r(l) = (b,0); r(t) ¢ @ voor t € (0,1)}.

Een speciaal geval hiervan, waarvoor { beschreven kan worden met een func-
tie Y(x), met Y(0) < O en Y(b) < 0, leidt tot een obstakelprobleem voor

functies y(x):

M={ye Cl([O,b]) | y(0) = 0, y(b) = 0; y(x) = ¢(x) voor x € (0,b)}

en

b
J(y) = [ {1 + yi}% dx.
0

OPMERKING: Dit voorbeeld maakt duidelijk dat het simpel kan zijn functio-

nalen met waarden in R U {+ «} te bestuderen. Het zal ook duidelijk zijn
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dat in veel van deze gevallen niet voldaan wordt aan de standaardgladheids-
voorwaarde van de klassieke variatierekening (zie ook Hoofdstuk 6 voor uit-

breidingen van de methoden tot niet-gladde problemen).
1.5. PRINCIPE VAN MINIMALE POTENTIELE ENERGIE

De statische (= tijdonafhankelijke) toestand van veel systemen uit de ma-
thematische fysica kunnen worden beschreven als een minimaliseringsprobleem.

In algemene termen geformuleerd luidt dit variatie-—principe:

Principe van minimale potentiéle energie (M.P.E.):

Laat M de (wiskundig) mogelijke toestanden van een systeem zijn en laat
P(S) de potentiéle energie zijn van het systeem als het zich in de toestand
S € M bevindt. Dan wordt de werkelijke, fysische, toestand van het systeem

gegeven door die toestand § ¢ M die oplossing is van

inf P(S).
Se M

In het bovenstaande wordt het begrip "systeem" zonder nadere aanduiding ge-
bruikt. Merk op dat de vertaling van het fysische probleem naar het wiskun-
dige min. pr. volledig vastligt door specificatie van M en P; anders ge-

zegd: M en P definiéren het systeem. We geven enkele voorbeelden.
1.5.1. KETTINGLIJN

Dit is het probleem de vorm te vinden van een homogene, onrekbare, volko-
men buigzame, ketting met constante massadichtheid p en lengte L, die in
het constante zwaartekrachtsveld is opgehangen in twee punten A en B.
Kies in het verticale vlak door A en B een coordinatenstelsel met y-as
tegengesteld aan de richting van de gravitatiekracht. De geidealiseerde
beschrijving van de ketting als een &€&n-dimensionaal continuum gebeurt
door r(s) = (x(s),y(s)), met s ¢ [0,L] de booglengte. Als we de x-as als

nul-niveau nemen voor de potentiéle energie, dan is de potentiéle energie

van een stukje ketting ter lengte ds, ter plaatse s gelijk aan

p ds.g.y(s)

waarin g = gravitatieconstante.
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Voor dit probleem is dan het MPE-principe toepasbaar met (ons beperkend

tot C1 - krommen)

M= {r e ¢'(ro,L1, r?) | r(0) = A, r(L) = B}
en

P(r) = J p g y(s) ds.

o\t

Als we de krommen willen beschrijven met een andere parameter, bijv. met

x, dan moet de constante-lengte-conditie expliciet worden meegenomen:

8
M={ye c'(Ca,8]) | y(@) = a, y(8) = b; £ {1 + yi}% dx = L}

en

B -
P(y) =/ ogyll + y }* dx
a

(waarin A = (a,a), B = (B,b), met o < B ondersteld).
1.5.2. SNAAR EN BALK

We bekijken nu de vorm die een snaar of een balk aanneemt onder invloed
v&n een gegeven uitwendig krachtveld. Voor het gemak beschouwen we alleen
configuraties in een plat vlak, beschreven als r(s) = (x(s),y(s)), met

s de booglengte. Als "nul-stand", i.e. de vorm waarin de potentiéle ener-—

gie nul is, nemen we de toestand waarin de snaar of balk langs de x-as

ligt, r(s) = (s,0), s ¢ [0,L]. De potentiéle erergie van de toestand r(s)
tengevolge van een gegeven krachtveld f(r) = (fl(ﬁ)’ f2(£)) is
L
- J £(x(s)).x(s) ds.
0

Daarnaast is er een Znwendige potentiéle energie die voor balk en snaar
verschillend zijn. Een snaar is, per definitie, volkomen buigzaam, maar
voor uitrekking is energie nodig; een balk, daarentegen, wordt veronder-
steld onrekbaar te zijn, maar buiging vereist energie. (In werkelijkheid
treden natuurlijk steeds beide effecten tezamen op.)

De afleiding van de uitdrukking voor deze inwendige energie is lastig; in

veel leerboeken wordt een eenvoudige uitdrukking in veel gevallen als
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vanzelfsprekend naar voren gebracht. Voor de balk geven we enkele details

van een benaderingswijze die tot zo'n eenvoudig resultaat leidt.

Voor de balk veronderstellen we dat een eindpunt met de oorsprong samen-—
valt: zeg r(0) = 0. Omdat de lengte L constant is, kan niet ook het andere
eindpunt voorgeschreven worden. Wel nemen we steeds y(L) = 0, zodat dan
r(L) = (£,0) met £ = x(L) afhankelijk van de configuratie.

De precieze materiaaleigenschappen van de balk worden beschreven door een
functie E(s,k), waarvan de betekenis is dat E(s,k) ds de inwendige poten-
tiéle energie is van een stukje balk ter lengte ds op de plaats s en met
kromming k. Voor een configuratie r(s) wordt k(s) op het teken na bepaald

door
lk(s)l = Iz  (s)].

Voor een homogene balk zal E een even functie zijn van k, en zal E(s,0) = 0
wegens de definitie van "nul-stand".

De inwendige potentiéle energie wordt dan gegeven door
L
{)E(s, I, (s)1) ds
en het principe van M.P.E. kan toegepast worden met
M= {x(s) e« c?([0,L]) | £(0) = 0, y(L) = 0}

P(r) = [ E(s, Iz 1) ds - [ £(x(s)).x(s) ds.

o
ot

In plaats van deze "exacte'" uitdrukkingen wordt vaak een benadering hier-
van gegeven. De gezochte benadering is voor toestanden waarvoor de krom-
ming in elk punt klein is, zeg |k(s)| < e, voor alle s.

Deze eis op |£ss|’ tezamen met de randvoorwaarden 5(0) = 0 en y(L) = O,
impliceert ook restricties op de functies r(s) en Es(s).

Eenvoudige analyse leert dat

Iys(s)| < 2Le en |- 2212 < x < 1.
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Dit betekent i.h.b. dat X tot in de 2% orde in € benaderd wordt door 1,
. 2

zodat x(s) = s + 0(52). In het bijzonder is dan £ = L + 0(e”).

Als E voldoende glad is, kan voor |k| < € de functie k - E(s,k) benaderd

worden door

E(s,k) = lo(s) k2 + 0(|k|>)

2
. ) . .
waarin o(s) = -—%(S,O) een bekende functie 1is.
ok
Door nu in de inwendige potentiéle energie alleen termen te nemen van

. . 2 .
laagste orde in €, i.e. €, vinden we voor krommen beschreven door x - y(x)

L L 2 2
[ E(s, Ix 1) ds = [ fo(s) lx |° ds + 0(e%) =
0 0
L
= ¢? [ to(x) yix dx + 0(53).
0

(Merk op dat nu x € [0,L]. Voor oplossingen met y # 0 wordt nu dus niet
meer exact aan de constante-lengte-conditie voldaan; wél in de gewenste
benadering: £ = L + 0(82).)

Voor krachtvelden f van de orde € geldt in dezelfde benadering

L L
J £(x(s)).x(s) ds = & [ £,((x,0)) y(x) dx + ¢ + 0(>)
0 0
L 3
waarin ¢, = f f]((x,O)) x dx + 0(e”) een bekende constante is.
0
Stellen we fz((x,O)) = g(x), dan vinden we een benaderde beschrijving

voor de balk uit het principe van M.P.E. met

M= {y e c2([0,L1) | y(0) = 0, y(L) = 0}

P(y) = {}o0(x) yix - g(x) y} dx.

ot

De hier opgelegde randvoorwaarden, y(0) = y(L) = 0, zijn een voorbeeld

van homogene Dirichlet-randvoorwaarden, en beschrijven een zgn. "opgelegde
balk". Voor dit probleem is het mogelijk ook nog de eerste afgeleiden in

X = 0 en/of x = L voor te schrijven (Neumann-randvoorwaarden); bijvoor-

beeld yX(O) = yX(L) = 0 voor een in beide eindpunten "ingeklemde balk",
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Voor een snaar kunnen de twee eindpunten vast gekozen worden, zeg 0 en
(L,0), omdat de lengte variabel is. Een "exacte" beschrijving van de in-
wendige potentiéle energie is ook nu mogelijk; omdat lengtevariaties deze
energie bepalen, zijn in zo'n uitdrukking eerste-orde-afgeleiden de hoogst
voorkomende.

De interpretatie van de exacte uitdrukking, zowel als de afleiding van

een benadering daarvoor, is wat lastiger dan voor de balk, en wordt hier
achterwege gelaten. We geven alleen het resultaat van een benadering die
afgeleid is voor toestanden x + y(x) waarvoor Iyx(x)l, en bijgevolg

|y(x)]|, voor alle x ¢ [0,L] klein is:
L 2
P(y) = [ {40(x) y, - g(x) y} dx
0

waarin o(x) een gegeven functie is die geinterpreteerd kan worden als de

spanning in de snaar in de nul-stand.
1.5.3. TROMMELVLIES

De uitwijking van een voorgespannen trommelvlies t.g.v. een gegeven kracht
is een 2-dimensionaal analogon van de snaar.

Laat Q < R2 een gebied zijn dat correspondeert met de ruststand van het
vlies. Laat u(x,y) de verticale uitwijking zijn van het vlies op de plaats

(x,y) eQ. Op de rand 92 van Q, veronderstellen we het vlies vastgeklemd:
u(x,y) = 0 voor (x,y) € 2Q.

Dit is weer een voorbeeld van een (homogene) Dirichlet-randvoorwaarde.

Met de notatie Vu = grad u = %%,%%) voor de gradiént van u, wordt door

het principe van M.P.E. een beschrijving gegeven van de uitwijking t.g.v.

een verticale kracht g(x,y) (voor configuraties met "kleine uitwijking";

meer precies, waarvoor |Vu| klein is op 2) met

M= {u e CI(Q) | u(x,y) = 0 voor (x,y) € aQ

en

P(u) = [ {io ]Vu]z + gul}l dx dy
Q
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waarin ¢ = o(x,y) een bekende functie is (spanning in het vlies in rust-

stand) .
1.5.4. ELECTROSTATICA

Het principe van M.P.E. is ook geldig voor problemen uit de electrostatica.
Laat Q < R3 een (enkelvoudig samenhangend) gebied zijn, met rand 3Q, waar-
in zich ladingen bevinden met ladingsdichtheid p(x) in x € Q. Tengevolge
daarvan is er een electrisch veld E(z). Een van de wetten van Maxwell

leert dat in een tijdonafhankelijke situatie de rotatie van E nul is, zo-

dat E beschreven kan worden met een electrostatische potentiaal ¢ volgens
E = - V¢

Voor zo'n veld kan de uitdrukking
P(¢) i= J (de(x) |vo]% - o(x) ¢} dx
Q

geinterpreteerd worden als de totale potentiéle energie; hierin is de
scalarfunctie e, de diélectrische "constante", een gegeven functie die
het materiaal in Q karakteriseert.

Als het materiaal een zgn. Zsolator is, zal het veld niet uit het gebied
© kunnen ontsnappen; er geldt dan voor elke x ¢ 3 dat E(x).n(x) = 0, met
n(x) de (naar buiten wijzende) normaal op de (gladde) rand 39 in het punt

X € 3R. Met de notatie

Vo (x).n(x) = %i(x), X € 3Q
X).n(x o X X
is deze randvoorwaarde te schrijven als %%(5) = 0, x € 3Q, en staat bekend

als een Neumann-randvoorwaarde. Later (§ 3.3) zal blijken dat dit een na-
tuurlijke randvoorwaarde is, en dat in dit geval voor M de hele ruimte
CI(Q) genomen dient te worden.

Voor een geleider zal gelden E(E)‘ T(x) = 0, x ¢ 32, voor elke raakvector
1(x) aan 32, hetgeen impliceert dat ¢ constant moet zijn op 30, zeg ¢ = 0

op 32 (homogene Dirichlet-randvoorwaarde). In dat geval is

M= {¢ € Cl(ﬂ) | ¢$(x) = 0 voor x € ant.
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1.5.5. DIFFUSIE EN TEMPERATUURGELEIDING

Diffusie is het verschijnsel dat t.g.v. moleculaire bewegingen en plaatse-
lijke concentratieverschillen een bepaalde stof, opgelost in een oplosmid-
del, zich verspreidt. In het algemeen is dit een tijdafhankelijk proces
in de zin dat de concentratie van die stof op een vaste plaats verandert
als functie van de tijd. (Denk bijvoorbeeld aan suiker of inkt in water.)
Indien er "bronnen" en "putten" aanwezig zijn, i.e. indien door oorzaken
van buitenaf (bijv. door chemische reacties), plaatselijk stof toegevoegd
of afgevoerd wordt, kan er een tijdonafhankelijke concentratieverdeling
optreden. Als we de tijd-onafhankelijke concentratie ter plaatse x € Q
aangeven met c(x), dan zegt de wet van Fourier dat de snelheid v van de
stof t.g.v. concentratieverschillen evenredig is en tegengesteld van rich-

ting, met de concentratiegradiént:
v(x) = - k Ve(x);

de evenredigheidscoéfficiént v« > 0 hangt i.h.a. van x en c(x) af.
De "kinetische" energie van de massa in een volume-element is dan evenre-

2 . . -
k Ve(x)|“. Voor zo'n volume-element is de potentiile

dig met jc(x) dx.
energie t.g.v. een brondichtheid g(x) in Q: - g(x)c(x) dx.

Voor kleine concentratie-verschillen t.o.v. een uniforme concentratie, zeg
c(x) = o + eu(x) + 0(52),vinden we dan in laagste orde van € voor u als

uitdrukking van de totale potentiéle energie (op een constante na):

P(u) = [ (4D(x) |vu|? - g(x)u} dx.
Q

waarin D(x) de zgn. diffusie-coéfficiént is.

Een Dirichlet-randvoorwaarde voor u, bijvoorbeeld u = ¢ op 3R, met ¢ een
gegeven functie gedefinieerd op 3R, betekent in dit geval dat de concentra-
tie op de rand wordt voorgeschreven. Homogene Neumann-randvoorwaarden,

%% = 0 op 92, betekenen dat geen stof door de rand 3Q het gebied Q2 kan ver-

laten of binnenkomen.

Vanzelfsprekend kan ook een l- of 2-dimensionaal model worden bekeken.
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Thermische geleiding, bijvoorbeeld in een metaal, wordt op precies dezelf-
de manier beschreven met deze functionaal P; u(g) is dan de temperatuur

in X, en g is een warmtebron.

2. ALGEMENE STATIONAIRITEITSVOORWAARDEN

In deze paragraaf zal duidelijk worden waaraan de variatierekening zijn
naam te danken heeft. Variéren is namelijk, historisch gezien, de eerst
gebruikte methode geweest om nodige en voldoende voorwaarden te vinden

waaraan een element @ € M moet voldoen opdat J(#) een locaal minimum is

van J op M, i.e. opdat er een 8§ > 0 is zodat
J(4) < J(u) voor alle u € M met ||lu - G || < §.

(Elke oplossing van het min. pr. voor J op M geeft natuurlijk een locaal

minimum.)

Het basisidee is eenvoudig: Als G zo'm locaal minimaal element is, wordt
de waarde J(U) vergeleken met de waarden van J in gevarieerde punten, i.e.
in punten u die in een kleine omgeving van G liggen en die tot M behoren;
u-i heet dan een '"toegestane variatie" van G. Het is duidelijk dat het
onderzoek van J(u) - J(G) afhangt van de functionaal J in een omgeving van
4, alsook van de "vorm" van de verzameling M in een omgeving van 4, i.e.
van de toegestane variaties. Het resultaat dat gebaseerd is op lineaire
benaderingen voor zowel J als M in de buurt van {4, i.e. het onderzoek van
J(u) - J(8) in eerste orde van ||lu - @G|, levert de stationairiteitsvoor-
waarde en is bekend als de theorie van eerste variatie. Verdere nodige en
voldoende voorwaarden worden bestudeerd in de theorie van tweede variatie,

die hier geheel buiten beschouwing wordt gelaten.

In deze paragraaf geven wij kort de uitwerking van deze ideeén uitgaande
van een algemene functionaal J en zekere deelverzamelingen M van een ge-
normeerde ruimte V. In paragrafen 3 en 4 worden de hier gevonden resulta-
‘ten gespecificeerd voor de in toepassingen meest voorkomende functionalen,

nl. dichtheidsfunctionalen op ruimten van functies.
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In het vervolg is:
V een genormeerde lineaire ruimte met norm || |[];

J een functionaal op V: J: V »> R.
2.1. GATEAUX- EN FRECHET-DIFFERENTIEERBAARHEID VAN FUNCTIONALEN

Het idee van richtingsafgeleide zoals bekend van functies op R™ is bruik-
baar voor generalisatie tot functionalen op oneindig-dimensionale ruimten.
Dit leidt tot het begrip "Gateaux-afgeleide". Zodra van het differentie-
quotient zekere uniformiteit in de verschillende richtingen wordt geéist,
wordt Fréchet—differentieerbaarheid de generalisatie van differentieerbaar-

heid op r".

2,1.1. DEFINITIE
Laat § €V. Indien zinvol, wordt de eerste variatie van J in @ in de rich-

ting N € V gedefinieerd door

1

83(8;n) 1= o= J(@+en)|__o = lim L Ci(@+en) - J@)]1.

e> 0

Indien 6J(8;n) bestaat voor elke n € V, en de functionaal n = 8J(d;n) is
een continue lineaire functionaal op V, dan heet J Gateaux-differentieer-
baar in 4, en wordt de Gateaux—afgeleide van J in @ gedefinieerd als de

continue lineaire functiomnaal J’(4): V - R, dus J’(8) € V* door

<J’(d),n> = &8J(43n).

2.1.2. OPMERKINGEN

* In sommige boeken wordt de Gateaux-afgeleide gedefinieerd door de &én-
zijdige limiet voor € + 0 van %[J(G+an) - J(4)] te beschouwen. In het ver-
volg zou ook deze definitie gebruikt kunnen worden.

* De Gateaux—afgeleide in een punt, indien die bestaat, is uniek.

* Als J Gateaux-differentieerbaar is in @, dan is J niet noodzakelijk con-
‘tinu in 4; bijvoorbeeld: V = Rz, en J(x,y) = 1 voor y = x2, x # 0, en = 0

anders, in 4§ = (0,0).
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* Als J Gateaux-differentieerbaar is in 4, dan geldt voor elke n ¢ V, de

lineaire benadering
J(G + en) = J(A) + € <J’(4d),n> + 0(e), e > 0

maar de 0(e) - term zal i.h.a. niet uniform zijn in n ¢ V.

2.1.3. DEFINITIE
Stel J is Gateaux-differentieerbaar in {, met Gateaux—afgeleide J’(Q).
J heet Fréchet-differentieerbaar in G4 als

lim _TITIIIT [J(@ + v) - J(d) - <J’(8),v>] = 0.

[vil~ o
v e V

In dat geval noemen we J’({) de Fréchet-afgeleide in Q.

2.1.4. OPMERKINGEN

* Als V = R" en < , > wordt opgevat als het Euclidische inproduct, dan
komt Fréchet-differentieerbaarheid overeen met de gebruikelijke definitie
en is J’(8) de gradiént van J in 4: J’(4) = vJ(Q).

* Als J Fréchet-differentieerbaar is in i, dan is J continu in 4. Uit de

definitie volgt dat nu zelfs de lineaire benadering voor J(d + v) uniform

is in v € V:
J(G + v) = J(A) + <J°(Q),v> + o [[v D), v ] -0, v ev.

* Er kan aangetoond worden: als J Gateaux—differentieerbaar is in een om-
. ~ . * . .
geving U van G, en als dan de Gateaux-afgeleide J’: U - V° continu is, dan

is J Fréchet-differentieerbaar in .

2.1.5. VOORBEELDEN

(i) Als £ ¢ V*, dan is £ Fréchet-differentieerbaar in elk punt 4@ ¢ V, en

£’ (a)

£ (onafhankelijk van 4).

(ii) Laat a(.,.): V x V - R een continue, symmetrische bilineaire functio-
naal zijn. De quadratische vorm daarbij geven we ook aan met a, dus
a(u) = a(u,u). Dan is deze quadratische vorm a: V - R Fréchet-diffe-

rentieerbaar op V, met als Fréchet-afgeleide in G ¢ V: .

a’>(d) = 2a(d,.) (dus <a’(d),n> = 2a(d,n), n e V).
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2.1.6. ENKELVOUDIGE INTEGRALEN

Zij Q een interval, zeg Q@ = (0,1), en beschouw scalar- of m-vectorfuncties

u op 2: u: (0,1) ~» Rm, m

v

1.
Een dichtheidsfunctionaal, of enkelvoudige integraal, is dan een functio-

naal van de vorm
1
J(u) = [ Flu(x)] dx
0

waarin de "dichtheid" F[u(x)] de afgekorte notatie is voor

F(x, u(x), ux(x), uxx(x), ...), waarin F een gege;en functie van zijn ar-
gumenten is, en geevalueerd wordt in x, u(x), en afgeleiden van u in x
tot zekere orde.

Een specifiek voorbeeld (waartoe we de algemene formules zullen beperken

i.v.m. de toenemende complexiteit van de notatie) is

FecCl([0,17 x R® x R™)

1 1
J(u) = [ Flu(x)] dx = | F(x,u(x),ux(x)) dx.
0 0

Noteer de partiele afgeleiden van de functie (x,u,v) = F(x,u,v) op

standaard manier:

9F oF

F o= o = (50

u du du, " "°?3u ),

Fv analoog.
1 m

(Om begrijpelijke redenen wordt Fv ook vaak genoteerd als Fu )
X
Het is eenvoudig in te zien dat voor u ¢ C]([O,IJ) en n € Cl([O,l]) de

eerste variatie van J wordt gegeven door

1
§J(uzn) = ,(f) {F lu(x)J.n(x) + F [u(x)l.n (x)} dx

waarin Fu.n = ig] Fui n; etc.. Hieruit volgt meteen dat n > §J(u;n) een
‘lineaire functionaal is op CI([O,IJ).

We kunnen differentieerbaarheid onderzoeken als de norm op Cl([0,1])
gespecificeerd is. Het blijkt dat J voor elke u ¢ C]([O,l]) Gateaux-—, en

zelfs Fréchet-differentieerbaar is voor de, voor deze functionaal meest
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voor de hand liggende, normen:
1

de C - norm, gedefinieerd door
inllgt = 1nll g0 + llnll 0 waarinl[nll 0 = max [nGol
x e [0,1]
en de H1 - norm, een Hilbert-norm, gedefinieerd door
2 2 2 2 ! 2
[ n HHl =lInllg lingly waarin [[n]fg = g [n(x)|* dx
(|| ||0 is de gebruikelijke L2 - norm). Immers, om Gateaux-differentieer-

baarheid aan te tonen, merken we op dat

ls3cusm | < |17, uw 10 MInll g0+ ITFg w [T 0 [Iny |l 0 < ailnll 1
waarin o := max {IlFu[u]||CO, ||Fv[u]||CO} eindig is vanwege F ¢ ¢! en
u € Cl. Daaruit volgt dan dat n - 8J(ujn) continu is. Dus is J Gateaux-

differentieerbaar op C] met norm || . Hetzelfde resultaat volgt voor

P

de H1 - norm: door gebruik te maken van de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz

1
l(f) £(x).g(x) dx| < [[£]] 5.1l ell
volgt namelijk
Jsscuind | = 11 E,Cudll gDl nll g + N1 E,Cudll gelingll o < V2.8l nll 1

met B = max {]lFu[u]llo,lva[uJIIO} eindig.

2.1.7. Voor de (benaderde) potentiéle energie van snaar en balk (zie 1.5.2)

geldt:
! 2
P(u) = [ {}o(x)u, - £(x)u(x)} dx
0
met

1
§P(u;n) = J {o(x)u .n_ - £(x)n(x)} dx,
0

respectievelijk

P(u) =

o -

{%c(x)uix - f(x)u(x)} dx
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met

1
§P(ujzn) = é {c(x)uxx.nxx - f(x)n(x)} dx.

2.1.8. MEERVOUDIGE INTEGRALEN

Beschouw nu meer algemeen een gebied Q < R™ en scalarfuncties u op

Q: u: Q@ » R (vectorfuncties kunnen analoog behandeld worden). In tegen-
stelling tot paragraaf 1 1Aten we voortaan streepjes onder vectoren ach-
terwege. Een dichtheidsfunctionaal, of meervoudige integraal, is nu een

functionaal van de vorm

J(u) = f Flu(x)] dx
Q

waarin F[u(x)] de afgekorte notatie is voor een gegeven functie F geéva-

lueerd in de argumenten x, u(x), u, (X)ye0ey u_ (x), u (X)y eoe &
1 1

X XX
Als specifiek voorbeeld nemen we weer dat alleen afgeleiden van eerste

orde in F optreden:
Fec(xrxrY
en

J(u) = I Flu(x)] dx = f F(x,u(x),Vu(x)) dx.
Q Q

. . . . 1 . . .
Dan vinden we voor de eerste variatie in u ¢ C (), in de richting

n e C‘(Q):
§J(uzn) = [ {F [u(x)In(x) + F _[u(x)].Vn(x)} dx.
Q
Met voor de hand liggende aanpassing van de definitie van Cl en H1 - norm

voor functies op Q < Rn, kan dan aangetoond worden, als in 2.1.6, dat J in
elke u e Cl(Q) Gateaux—- en Fréchet-differentieerbaar is m.b.t.elk van die

twee normen.
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2.1.9. Voor de potentiéle energie van het diffusie-probleem (1.5.5) geldt

P(u) = J (4D(x) |vu|? = g(x)u} dx
Q

6P(uzn) = [ {D(x)Vu.Vn - g(x)n} dx.
Q

2.2. STATIONAIRITEITSVOORWAARDEN VOOR EEN AFFIENE VERZAMELING M

2.2.1. Het eenvoudigst te onderzoeken is het geval dat M een affiene
ruimte is:

M = {uo} + M met

0

u, € V en Mo een gesloten lineaire deelruimte van V.

Voor elke @i eM is M dan ook te schrijven als M = {G}+ M,. Daaraan zien we
dat MO de verzameling van toegestane variaties is in het punt G: voor elke

noe Mg behoort @ + en tot M voor elke € ¢ R .

Beschouw daarom voor willekeurige n « MO de functie van &&n variabele:

R 3 e » j(e) := J(4 + en).

Triviaal, maar essentieel, is de opmerking dat als J locaal minimaal is in
4, dan is j locaal minimaal in ¢ = 0, zodat dan moet gelden é%j(o) = 0.

Omdat
d. ~
Feie) ]l Lo = 83(E;m)
volgt hieruit het eerste resultaat.

2.2.2. STELLING

Zij M als in 2.2.1, en 4 ¢ M, J Gateaux-differentieerbaar in G, J locaal
minimaal op M in G.

Dan geldt dat @ voldoet aan de volgende, zogenaamde, stationairiteitsvoor-

waarde :

<J’(@),n> = 0 voor alle n € M.
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2.2.3. DEFINITIE
Een element § ¢ V heet een stationair punt of kritiek punt van J op M, met
M als in 2.2.1, als J Gateaux-differentieerbaar is in @4, @ € M, en &

voldoet aan de stationairiteitsvoorwaarde 2.2.2.

In veel toepassingen is MO een lineaire deelruimte van eindige codimensie

in V.

2.2.4, In het speciale geval dat M = V drukt de stationairiteitsvoorwaarde
<J?(d),n> = 0 voor alle n € V

uit dat J’ () de nul-functionaal is:

2.2.5. Een andere veel voorkomende situatie is:
M= {uevVv | <£i,u> =c;, 1< i < p}

met (c],...,cp) e RP en tl,..., Zp € V*, lineair onafhankelijk.

Uit de lineaire onafhankelijkheid van Kl,..., Zp volgt dat
{(<£l,u>,<£2,u>,...,<ﬂp,u>) | u e vI = RP.

Hieruit volgt:
(i) voor elke keuze (cl,...,cp) e RP is de verzameling M niet leeg;

(ii) er bestaan elementen e,,...,e_ € V zodanig dat
1 P g

0 als i # j
Li(ej) = 6ij = {

1 als i j
(iii) V is de directe som

vV = [|el,...,epl] + MO

waarin MO de gesloten lineaire deelruimte van codimensie p is, gegeven door

M, = {v e v] <Zi,v> =0, 1 <i < p};

anders gezegd: elke u € V kan op eenduidige manier geschreven worden als

«



54

P
= P
u = El ase. + v, met Vv € MO, (al,...,ap) € R

en o, wordt in feite gegeven door

a, = <L.,u>, 1 £ i < p.
i 1’ ’ p

De stationairiteitsvoorwaarde 2.2.2 impliceert in dit geval dat voor

elke u € V:

P
<J’(4),u> = iél <J’(G),ei><£i,u>

m.a.w. dat J’(d) een bepaalde lineaire combinatie is van ll,...,ﬂp.

Dit resultaat formuleren we expliciet.

2.2.6. LINEAIRE MULTIPLICATORREGEL
Zij M als in 2.2.5, 4 een stationair punt van J op M. Dan zijn er eendui-

dig bepaalde getallen (AI,...,AP) ¢ RP zodanig dat

Deze getallen A], Az,..., Ap worden multiplicatoren genoemd.

Een andere interpretatie van dit resultaat, die ook voor meer complexe
situaties van belang is, wordt verkregen door 2.2.6 als volgt te

herformuleren.

2.2.7. Voor M als in 2.2.5, definieer de zogenaamde Lagrange-functionaal

L op V x RP door

L(u;AI,...,Ap) = J(u) - Al<£1,u> - ee. - Ap<£p,u>.

Dan geldt: @ is een stationair punt van J op M dan en slechts dan als er
multiplicatoren (Xl,...,Ap) e RP zijn zodanig dat @ ¢ M een stationair

punt is van L(.;Al,...,Ap) op V.

'2.2.8. De formulering 2.2.7 geeft een indicatie dat het in principe moge-
lijk is de nmevenvoorwaarden (i.e. de restrictie van J tot M) te elimineren

door introductie van een geschikt gemodificeerde functionaal L(.,Al,..,,A

ﬁ)'
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Er zij met nadruk op gewezen dat er zo'm verband, zonder verdere voorwaar-
den, alléén bestaat tussen stationaire punten, en dus, bijvoorbeeld, niet

tussen (locaal) minimale elementen. Bijvoorbeeld:

V=R, M= {(x,y) | x = 0}, J(x,y) = x3 + y2, 4 = (0,0).

2.2.9. EQUIVALENTIE VAN VARIATIEPROBLEEM EN MINIMALISERINGSPROBLEEM

In sectie 5.2 geven we voorwaarden waaronder de stationairiteitsvoorwaarde
equivalent is met de formulering als min. pr.. We geven hier een voor toe-

passingen belangrijk voorbeeld daarvan.

Laat Q: V - R een quadratische functionaal zijn, i.e. Q(u) = a(u) - £(u),

. . *
met a: V - R een continue, quadratische vorm, en £ ¢ V .

STELLING: Laat M zijn als in 2.2.1, en Q als boven. Veronderstel dat a niet
negatief is op My, i.e. a(n) 2 0 voor alle n € M.
Dan geldt: @ is een stationair punt van Q op M d.e.s.d.a. § een oplossing

is van het min. pr. voor Q op M.

Bovendien, als a positief is op MO’ i.e. a(n) > 0 voor alle n € MO’ n# 0,

dan is een eventueel stationair punt (= minimaal element) eendutdig.

BEWIJS: Merk op.dat voor elke G ¢ M

Q(d + n) = Q(4) + <Q’(d),n> + a(n) voor alle n e€ M..

0
Daaruit volgt dat voor een stationair punt @ van Q op M geldt
Q(d + n) =2 Q(d) wvoor alle n € MO.
Omdat elk element u € M te schrijven is als G + n met n € M. (n.l1. n =

0

= u - @) volgt hieruit dat Q(d) minimaal is op M, en dat Q(d + n) > Q(d)
voor n # 0 als a(n) > 0 voor n € MO\{O}.

Met Stelling 2.2.2 volgt dan het gestelde.
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2.3. STATIONAIRITEITSVOORWAARDE VOOR EEN GLADDE VARIETEIT M

In geval M geen affiene ruimte is, kunnen we in het algemeen geen lineaire
deelruimte MO < V vinden zodanig dat voor n € M0 geldt G + en € M voor

e € R, ¢ # 0. In plaats daarvan zoeken we meer algemene &&n-parameter-
krommen € - u(e) op M waarvoor u(0) = G en u(e) € M voor alle € ¢ R, |€]
voldoende klein. Als de raakrichting v aan zo'n kromme in € = 0 goed ge-
definieerd is, i.e. als é% u(e)[€=0 = v € V bestaat, dan geldt dat

€ > 4 +ev een raaklijn is aan M in 4, d.w.z. dat G + ev dan (tot op hoge-

re orde dan lineair in e, |[e| =+ 0) tot M behoort. De verzameling van al

dit soort raakrichtingen definieert de raakruimte aan M in G.

2.3.1. DEFINITIE

Voor § € M wordt de raakruimte TMﬁ aan M Zn @ gedefinieerd als de verzame-
ling v € V waarvoor geldt: er is een €0 > 0 en een afbeelding

w(.,v): (-90,60) + V zodanig dat

(i) @ + ev + w(e,v) € M voor alle € ¢ (—50,50)

.. . 1
(ii) 1lim TeT [|w(e,v) || = oO.
e~>0 €
2.3.2. STELLING
Zij G4 € M, en TMﬁ de raakruimte, J Fréchet-differentieerbaar in G en J

locaal minimaal op M in .

Dan voldoet § aan de volgende stationatiriteitsvoorwaarde:

<J’(d),n> = 0 voor alle n € TMG'

BEWIJS: Neem n € TMﬁ willekeurig en €, en w(.,n) als in 2.3.1. Beschouw

0

dan voor Iel < € de functie
j(e) = J(@ + en + w(e,n)).
Uit de differentieerbaarheid van J in @ volgt m.b.v. 2.3.1. (ii) dat

J(@ + en + w(e,n))= J(G) + <J’(d),en + w> + 0(||€V + wl| =

= J(4) + e<J’(@),n> + o(le|) als € -
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Dit impliceert dat j differentieerbaar is in € = 0 met f%j(s)ls=0 =
= <J’(d),n>. Omdat j locaal minimaal is in ¢ = 0, is deze afgeleide gelijk

aan nul en het resultaat volgt.

2.3.3. DEFINITIE
Een element G ¢ V heet een stationaiZr (of kritiek) punt van J op M als
J Fréchet-differentieerbaar is in @& ¢ M, en @ aan de stationairiteitsvoor-

waarde 2.3.2 voldoet.

2.3.4. We bepalen nu de raakruimte TMG in het volgende geval:

M= {uev| Gi(u) =c;, 1 < i < p} met gegeven

(c],...,cp) € RP zodanig dat M # ¢ en waarbij
Gl""’Gp functionalen zijn op V

en G is een zogenaamd regulier punt van M, i.e. G eM, G, Fréchet-differen-
tieerbaar in &, voor 1 < i < p, en de Fréchet-afgeleiden GI(G),...,G;(G)

. *
in @ lineair onafhankelijke functionalen in V .

LEMMA (Lyusternik)
Voor M en @ als hierboven is TMG de gesloten lineaire deelruimte van

codimensie p in V gegeven door

TMG = {v eV | <Gi(ﬁ),v> =0, 1 <i < pl.

BEWIJSSCHETS: Het moeilijkste deel van het bewijs is om bij gegeven v ¢ V

met <Gi(ﬁ),v> =0, 1 < i < p, de afbeelding w te vinden die aan de eisen
P
van 2.3.1 voldoet. We zoeken een w van de vorm w = X asess waarin de ge-

1
tallen ul,...,ap van ¢ (en v) zullen afhangen, en waarin el,...,ep uit V

gekozen worden als in 2.2.5 met Li = Gi(ﬁ). Een vrij directe toepassing
van de impliciete functiestelling (in de eindig-dimensionale ruimte Rp)

op de functie

P P
(e,al,...,ap) > (Gl(u+ev+§ aiei),...,Gp(u+ev+f aiei))
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levert dan het gewenste resultaat.

De verdere uitwerking hiervan laten wij achterwege.

2.3.5. MULTIPLICATORREGEL
Laat M en @ zijn als in 2.3.4 en zij G een stationair punt van J op M.

Dan geldt: Er zijn multiplicatoren A],...,AP zodanig dat in v*

J2(8) = A, GI(8) +... + X _G’(Q).
(@) (@) »%p )

Equivalent: Er zijn multiplicatoren Al,...,xp zodanig dat U een statio-
nair punt is van de volgende Lagrange-functionaal L(.;A],...,Ap) op V
L(u;Al,...,Ap) := J(u) - AIGl(u) - i, - ApGp(u).

BEWIJS: Dit volgt meteen uit 2.3.2, 2.3.4 en de lineaire multiplicator-

regel 2.2.6.

2.4, STATIONAIRITEITSVOORWAARDEN VOOR EEN CONVEXE VERZAMELING M

2.4.1. Een verzameling M heet convex als voor alle paren punten u en v van

M het gehele lijnstuk tussen u en v tot M behoort:
u,v ¢ M= xu + (1 = A)v e M, VX e (0,1).

Voor ons doel belangrijk, kan dit ook anders geinterpreteerd worden:

voor G € M en elke v ¢ M geldt dat @ + e(v - §) € M voor elke ¢ ¢ [0,1].
Met andere woorden: voor 4 € M is {e(v - G) | v e M, ¢ € [0,1]} de verza-
meling toegestane variaties.

Beschouw nu de functie € » j(eg) := J(4d + e(v - 4)), gedefinieerd voor

e € [0,1]. Als J op M locaal minimaal is in @, dan is j locaal minimaal

in het linker eindpunt € = 0 van het interval [0,1]. Voor de rechter af-
. .. _ d.

geleide van j in € = 0 moet dan dus gelden HEJ(E)I€=+0 > 0.

Omdat E%j(€)|s=0 = 8J(4;v - G), vinden we het volgende resultaat.

2.4.2. STELLING
Zij M ©¢ V een convexe verzameling, @ € M, J Gateaux-differentieerbaar in
G en J locaal minimaal op M in 4.

-~

Dan geldt dat @ voldoet aan de volgende, zogenaamde, variatie—-(of varigti-
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onele-) ongelijkheid:

<J’(d),v - 4> =2 0, Vv ¢ M.

2.4.3. OPMERKING

Iﬁ het eenvoudigste geval dat M = [a,B] ¢ R, J ¢ Cl([a,B]) en J locaal
minimaal is in @, volgen uit de variatie-ongelijkheid de bekende eigen-
schappen: J’(84) 2 0 als @ = o, J’(d) < 0 als @ = B en J’(d) = 0 als

G4 ¢ (a,B).

Meer algemeen, als G € M een inwendig punt is dan .wvolgt uit de variatie-
ongelijkheid het bekende resultaat J’(4) = 0 door op te merken dat voor

elke w ¢ M en elke e, met |e| voldoende klein, v = G + ew ¢ M.

2.4.4, Een kegel K is een verzameling met de eigenschap: als u ¢ K dan is
Au € K voor alle A > 0.

Een kegel K heet een puntkegel als 0 e K.

LEMMA. Zij M een convexe puntkegel. Dan is de variatie-ongelijkheid equi-

valent met

<J’(8),4> = 0 &n <J’(d),v> 2 0, Vv e M.
BEWIJS: Neem achtereenvolgens v = 0 en v = 28 in de variatie-ongelijkheid.
Dat levert <J’(d),4G> = 0 en <J’°(4),v - 4> = <J’(4),v> 2 0, Vv ¢ M.

Zie verder Hoofdstuk 7 voor toepassingen van vatiatie-ongelijkheden.
2.4.5, EQUIVALENTIE VAN VARIATIEONGELIJKHEID EN MINIMALISERINGSPROBLEEM

STELLING.

Zij M ¢ V een conveie verzameling, Q(u) = a(u) - £(u) een quadratische

functionaal als in 2.2.9. Veronderstel dat a niet-negatief is op V, 1i.e.
a(u) 2 0, Vu e V.

Dan geldt: @ voldoet aan de variatie-ongelijkheid

2a(l,v - G@) - &(v - 4) 20, VWveM

d.e.s.d.a. 4 een oplossing is van het min. pr. voor Q op M.
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Bovendien, als a positief is op V, i.e. a(u) > 0, Vu ¢ V, u # 0, dan is
een eventuele oplossing eenduidig.
BEWIJS: Dit is een eenvoudig gevolg van 2.4.2 en de observatie dat

Q(v) = Q@ + (v - §)) = Q(d) + (Q’(@),v - @) + a(v - @)
met (Q’(d),v - 4) = 2a(d,v - 4) - £(v - @) voor elke v ¢ M.
3. STATIONAIRITEITSVOORWAARDEN VOOR DICHTHEIDSFUNCTIONALEN
In de voorgaande paragraaf is gebleken dat in veel gevallen de stat. v.w.
voor een stationair punt @ € M te herleiden is tot de vorm

(3.1) <J*(4d),n> 0 voor alle n € V zodat J’(d) = 0 in v*.

Immers, dit is precies de voorwaarde opdat 4 een stationair punt is van de
functionaal J op M = V. Maar ook voor stationaire punten van J op zekere
deelverzamelingen M ¢ V geldt zo'n voorwaarde als we voor J’(8#) van hier-

boven lezen L’ (d,A ...,Ap) met L de Lagrange-functionaal bij J en M,

1°
’,...,Ap zekere multiplicatoren, zoals voor verschillende gevallen
gedefinieerd in 2.2.7 en 2.3.5.

In deze paragraaf doen we niets anders dan de voorwaarde dat J’(d) de
nul-functionaal is van v* concretiseren voor in de toepassingen meest
voorkomende gevallen. Voor concrete functionalen wordt de notatie van een

en ander al gauw wat onoverzichtelijk. Daarom schetsen we nu slechts, als

leidraad, de te volgen procedure in algemene termen.

V zal een ruimte zijn van functies gedefinieerd op een (open) gebied

Q c Rn, waarvan de rand, 3Q, voldoende glad wordt verondersteld.

V is steeds een deelverzameling van LZ(Q), de verzameling van (equivalen-
tieklassen van) quadratisch Lebesgue-integreerbare functies op Q. Dit in-

troduceert het L2 - inproduct, aan te geven met ( , )0 en bijbehorende

norm || || 4

(£,8) := [ £(x).g(x) dx, ||f||0 1= (f,f)%.
Q
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Voorts zal V steeds de ruimte Cz(Q) van willekeurig vaak differentieerbare
functies met compacte drager in Q omvatten; in het bijzonder betekent dit
dat de elementen van V, mogelijk met uitzondering van (homogene) randvoor-
waarden niet aan enige nevenvoorwaarde voldoen. Dus V is een ruimte van
functies op  met C:(Q) c Vc LZ(Q).

De 185 eceuwse ideeén volgend (die veel later geformaliseerd zijn in distri-
butietheorieén) redeneren we als volgt.

Het komt nogal eens voor, i.h.a. slechts voor een beperkte klasse van func-
ties G € V, dat er een element %%(ﬁ) van LZ(Q)’ of zelfs van CO(Q), bestaat

zodanig dat
~ s/ 6J , A ®
(3.3) §J(d;3;n) = <J’(d),n> = (Eﬁ(u),n)o voor alle n € CO(Q).

Omdat C;(Q) dicht ligt in LZ(Q) wordt %%(ﬁ), als element van LZ(Q), hier-
door volledig bepaald. In die gevallen wordt %%(ﬁ) de variatie-afgeletide

van J in het punt G genoemd.

Als zo'n %%(ﬁ) bestaat, definieer dan een uitdrukking R door
(3.4) <J’(d),n> = (%i(ﬁ),n) + R(G;n) voor alle n € V.
u 0
(In concrete gevallen vinden we de uitdrukking (3.4) door "partiele inte-
gratie".) Voor R geldt dan
R(d;n) = 0 voor alle n € CZ(Q).
Als, zoals vaak het geval is, functies uit V een voldoend glad gedrag heb-

ben in de buurt van en op de rand 39, dan hangt R({;n) alleen af van de

restrictie tot 3Q van § en n, en eventuele afgeleiden.

Als de variatieafgeleide bestaat, impliceert de stat. v.w. (vanwege

CO(Q) c V):

(3.5) (%(a),n)o = 0 voor alle n & Ch(a).

Een fundamenteel lemma van Lagrange herleidt deze voorwaarde in geval

8§J A . A ..
E:(u) een continue functie is op Q@ tot een puntsgewijze voorwaarde op Q:

6J , A
(3.6) Eﬁ(u) =0 op Q.
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Dit is dan de befaamde Euler-Lagrange (of Euler-, of Lagrange-) vergelijkin,

Hiervan gebruik makend volgt als restant van de stat. v.w.:
(3.7) R(d3;n) = 0 voor alle n € V.

Afhankelijk van eventuele randvoorwaarden die al in de definitie van V zijn
opgenomen, zal blijken dat (3.7) nog extra voorwaarden kan geven voor G of

afgeleiden daarvan op de rand 3Q, de zogenaamde natuurlijke randvoorwaarden.

Deze algemene ideeén worden hierna uitgewerkt voor verschillende concrete
voorbeelden. In deze paragraaf behandelen we elk van de codrdinaten X, van
X = (x],...,xn) € Q op gelijke wijze, in tegensteiling tot de volgende para-
graaf waarin é&n coordinaat (de tijd) onderscheiden wordt van de andere,

ruimtelijke, coordinaten.
3.1. LEMMA'S VAN LAGRANGE EN DU BOIS-REYMOND

Een (reéel-waardige) functie f op Q is per definitie een voorschrift dat
aan elke x ¢ Q een getal f(x) toevoegt. Een fundamenteel andere beschrij-
vingswijze van f zou zijn om i.p.v. deze puntsgewijze karakterisering, de
waarden f f(x)n(x) dx voor te schrijven voor een grote klasse van (test-)
functiesnn. In hoeverre de functie f hierdoor bepaald is wordt in de vol-
gende lemma's onderzocht. (Het fundamentele idee om functies op te vatten
als (continue) lineaire functionalen op zekere ruimte van testfuncties

heeft geleid tot een generalisatie van het functiebegrip en wordt bestu-

deerd in de distributietheorie.)

3.1.1. De ruimte CB(Q) van willekeurig vaak differentieerbare functies met
compacte drager in Q bevat meer dan alleen de nulfunctie. In het bijzonder
behoort voor elke Xg € Q en § > 0 voldoende klein de radiaalsymmetrische

functie h(.;xo,é) tot CS(Q), waarbij

1

exp (- 5 < 6

) voor x met |x - X
2
§° - |x - x

l o!
h(x;xo,é) = { 0

0 voor x ¢ Q met |x - x s.

ol 2
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3.1.2. LEMMA VAN LAGRANGE

Zij f een functie op Q waarvoor geldt f ¢ CO(Q) en f f(x)n(x) dx = 0 voor
Q
alle n ¢ C;(Q). Dan geldt f(x) = 0 voor elke x ¢ Q.

BEWIJS: Als er een punt x, €  zou zijn met f(xo) # 0, zeg o = f(xo) > 0,

0
dan is er vanwege f € CO(Q) een § > 0 zodanig dat {x | |x - x0| < 8} ¢ @
en £(x) > }o voor x met |x - Xyl < 6. Dan geldt

) f(x)h(x;xo,d) dx > }a [ h(x;xO,S) dx > 0
Q Q

in strijd met het gegeven omdat h(.;xo,d) € CS(Q).
3.1.3. LEMMA VAN DU BOIS-REYMOND

Laat n = 1 en neem, bijvoorbeeld, @ = (0,1) ¢ R. Zij f een functie op (0,1)
waarvoor geldt

1
f e CO((O,l)) en f f(x)nx(x) dx = 0 voor alle n ¢ C;(O,I).
0

Dan is de functie f constant op (0U,1).

1
BEWIJS: Voer in de functie f(x) = f£(x) - [ f£(x) dx.
0

1

Dan geldt, voor elke r ¢ Cz met ¥ = [ r(x) dx, dat
0

E(x)[r(x) - r] dx = fF(x)lr(x) - 1 dx

o —
OV -

en dit is gelijk aan nul volgens het gegeven omdat r(x) - r = nx(x)

0°

E(x) = 0 voor x ¢ (0,1), en daaruit het resultaat.

X
met n(x) = J [r(s) - ] ds ¢ C Uit het lemma van Lagrange volgt dan dat
0

3.2. ENKELVOUDIGE INTEGRAAL-PROBLEMEN

We beschouwen enkelvoudige integralen zoals geintroduceerd in 2.1.6, en,
.voor notationeel gemak, bekijken we (als algemeen geval) alleen dichtheden
waarin de hoogst voorkomende afgeleide van orde 1 is. Bovendien eisen we

wat meer gladheid van de dichtheidsfunctie:
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F e c2(L0,11 x R® x &™)

(3.8) 1 1
J(u) = f Flu(x)] dx = f F(x,u(x),ux(x)) dx.
0 0

C]([O,l],Rm), geldt voor u e V, n e V:

Ter herinnering, met V

(3.9) §J(u3zn)

1
g {Fu[u].n + Fv[u].nx} dx.

We gebruiken eerst het lemma van Lagrange om tot de Euler-Lagrange verge-

lijking te komen. Dat is voor dit l-dimensionale probleem niet de beste ma-
nier, maar geeft wel precies de methode aan waarmee meervoudige integralen
moeten worden aangepakt. Daartoe wordt de laatste term in de integrand van

§J(u3;n) partieel geintegreerd, met als resultaat (vergelijk met (3.4)):

1
d x=1
(3.10) §J(uzn) = g {F lul = oF [ulb.n dx + F Lu(x)Ion(x) 1 _,.
3.2.1. LEMMA
Veronderstel dat u ¢ CZ((O,l),Rm).Dan bestaat de variatie~afgeleide ﬁi(u)
Su

en deze wordt gegeven door

8J _ _ 4
Eﬁ(u) = Fu[u] dva[u]
en is een continue (m-vector) functie op (0,1). Als geldt dat 8J(ujn) = 0

voor alle n € CZ((O,I),Rm), dan voldoet u aan de m Euler-Lagrange

vergelijkingen

(3.11) Fu[u(x)] - é%Fv[u(x)] = 0 voor alle x € (0,1).

(Uitgeschreven:

F, (xu(x),u (%)) - é%Fvi(x,u(x),ux(x)) =0, i=1,2,...,m;

1

dit zijn m, gekoppelde, 28 orde gewone differentiaal-vergelijkingen voor

de m componenten Ujseee,u  van de functie u.)

m
BEWIJS: Vanwege de aannamen F ¢ C2 en u € 02 is de partiéle integratie die

leidt tot (3.10) gerechtvaardigd en is %%(u) een continue functie op (0,1).
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Door beperking tot n e C; verdwijnen de stoktermen in (3.10) en het lemma

van Lagrange leidt tot de Euler-Lagrange vergelijkingen (direct als m = 1,
en als m > 1 door voor n te nemen n(x) = a(x)ei met o € C; scalarfuncties

. . . m
en e., 1 < i £ m, de basisvectoren in R ).

Door gebruik te maken van het lemma van du Bois-Reymond kunnen we de aanna-
2 .
me u € C° laten vervallen in bovenstaand lemma en toch concluderen dat

§J . . . . . . .
Eﬁ(u) een continue functie is als u een stationair punt is van J(de varia-

tionele eigenschap van u impliceert wat extra regulariteit !).

3.2.2. LEMMA
Veronderstel dat u € Cl([O,I],Rm) en 8J(u;n) = 0 voor alle n « C;.

Dan geldt dat %%(u) bestaat en een continue functie is op (0,1), en dat u

voldoet aan de m Euler-Lagrange vergelijkingen (3.11) op (0,1).

BEWIJS: We integreren nu de eerste (!) term in (3.9) partieel, met als

resultaat:

l = (-]
£ -{G6(x) + Fv[u(x)]}.nX dx + G(x).n(x)|§;é =0 Vn € CO

waarin G(x) = ? Fu[u(E)] dE. Merk op dat G een ¢! - functie is en dat de
term tussen acgoladen een C0 - functie 1is.

Vanwege n(0) = n(l) = 0 verdwijnt de stokterm. Het lemma 3.1.3 (toegepast
op elk van de componenten als m > 1 zoals in 3.2.1) geeft dan de zogenaam-

de geintegreerde vorm van de Euler-Lagrange vergelijkingen:

- G(x) + Fv[u(x)] = ¢ voor elke x ¢ (0,1)

1 . .
voor zekere constante vector c. Omdat ¢ + G(x) een C - functie is volgt
hieruit dat ook Fv[u(x)] een C] - functie is. We kunnen dit resultaat dus

differentiéren en het resultaat is dan (3.11).

Tot zover de Euler-Lagrange vergelijkingen. Een onderzoek van vergelijking

(3.7) die in dit geval 1luidt
(3.12) Fv[u(x)].n(x)|::é = 0 voor alle n ¢ V

kan nog eventuele natuurlijke randvoorwaarden opleveren, en wel
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ka[u(i)] =0

als voor n € V de k< component van n in het punt x = £, met § = 0 of § =1,

niet is voorgeschreven.

Als voorbeeld van het bovenstaande geven we nu een sterk resultaat dat de
equivalentie uitdrukt tussen een oplossing van een min. pr. en de oplossing

van een randwaarde-probleem (r.w.p.) voor de Euler-Lagrange vergelijking.
3.2.3. TOEPASSING: SNAARVERGELIJKING EN 1-DIMENSIONALE DIFFUSIE

Beschouw de quadratische functionaal (zie 1.5.2 en 1.5.5)
! 2
Q(u) = [ {fo(x)u, - £(x)u} dx
0

met f € CO(O,I), o € Cl(O,l) en 0(x) > 0 voor x ¢ [0,1], op een van de vol-

gende verzamelingen (u0 en u, zijn gegeven getallen; in het geval van dif-

1

fusie, de voorgeschreven waarden van de concentraties in x = 0 en in x = 1,

respectievelijk):

]
L}

Moo= fuec'(f0,17) | u(0)

1 u

0’ u(l) = ul}

of

u

My = fu e ¢ (10,11 | u(0) = ug}.

STELLING: Er geldt de volgende equivalentie: de functie G ¢ CI([O,I]) is de
eenduidige oplossing van het min. pr. voor Q op Ml’ resp. voor Q op MZ’
dan en slechts dan als: de functie § is regulier, i.e. { ¢ C2(0,1), en is

de oplossing van de Euler-Lagrange vergelijking

(3.13) —(o(x)ux)x = f(x) voor x ¢ (0,1)

die voldoet aan de randvoorwaarden:

in geval M;: u(0) u,, u(l) =u

0’ 1

in geval MZ: u(0) = uys ux(l) = 0.

BEWIJS: Laat § ¢ C' een oplossing zijn van inf {Q(u) | u ¢ Mi}’ i =1 of 2.

Dan geldt 6Q(d;n) = 0 voor alle n € v, met
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tneclcro,1) | n(0)

<
]

n(1) = 0}

en

<
]

, = tn e c(ro,1]) | n(o) = o).

~

Vanwege ¢ > 0 op [0,1] is volgens 2.2.9 G de enige oplossing van het min.
pr.. Uit 3.2.2 volgt dat c(x)ux € Cl, zodat {4 € C2, én dat @ voldoet aan
(3.13). Voor het geval M1 moet 4 voldoen aan beide voorgeschreven rand-
voorwaarden. Voor het geval M2 moet G voldoen aan u(0) = uo; de waarde
n(l), voor n « V2, is nu niet voorgeschreven, zodat uit (3 .12) volgt:
o(l)ﬁx(l) = 0. Omdat o(1) > 0, volgt daaruit ux(1) = 0 als natuurlijke
randvoorwaarde.

Omgekeerd, laat G eCz voldoen aan (3.13) en de randvoorwaarden. Dan geldt
zeker dat U € Mi' Neem nu het L, - inproduct van (3.13) met een willekeu-
rige functie n € Vi' Een partiéle integratie, gebruik makend van de rand-
waarden voor G en n, levert dan 6Q(d;n) = 0 voor alle n € Vi' Dit betekent
dat U een stationair punt is van Q op Mi’ en dus, wegens 2.2.9, dat 4 de

eenduidige oplossing is van het min. pr. van Q op Mi'

3.2.4. Ook voor dichtheden die hogere orde afgeleiden bevatten is door ge-
neralisatie van het lemma van du Bois-Reymond aan te tonen dat stationaire
punten een extra regulariteitseigenschap hebben. Als specifiek voorbeeld be-
schouwen we kort de

BALKVERGELIJKING.

Zij 0 € CZ(O,I) met o(x) > 0 op [0,1], f € CO(O,I) en
p 2
Q(u) = é {%O(X)uxx - f(x)u} dx.

Zowel voor de ingeklemde balk:

M, = fu e ¢®(C0,1D) | u(0) = u(l) = 0 = u _(0) = u (1)}
-als voor de opgelegde balk:
M, = {ue c2(C0,17) | u(0) = u(1) = 0}

2
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volgt dan uit G € C2([0,1]) en 6Q(d;n) = 0 voor alle n € Vi met Vi = M
dat G een C4 - functie is op (0,1) die moet voldoen aan de 48 orde

Euler-Lagrange vergelijking:

(o(x)u, ) o= £(x) op (0,1).

Er is dan weer een equivalentie tussen de oplossing van het min. pr. voor
Q op Mi en de oplossing van de Euler-Lagrange vergelijking die voldoet aan
de voorgeschreven randvoorwaarden en, in geval MZ’ nog aan de extra na-

tuurlijke randvoorwaarden:

uxx(O) = uxx(l) = 0.

3.3. MEERVOUDIGE INTEGRAAL-PROBLEMEN

Als in de voorgaande sectie geven we voor dichtheidsfunctionalen op een ge-

bied 2 ¢ R™ (zie 2.1.8) alleen algemene formules voor het geval

J(u) = [ Flu(x)] dx = [ F(x,u(x),Vu(x)) dx
Q Q

waarin F € Cz(ﬁ x R X Rn) een gegeven functie is.

In de uitdrukking voor de eerste variatie:

(3.14) 8§J(u3n) = [ {F [uln + F_[ul.Vn} dx
Q u v

willen we nu de laatste term '"partieel integreren" om het lemma van Lagrange

te kunnen gebruiken. Daartoe memoreren we eerst enkele standaardresultaten.

3.3.1. Laat a € cl(n) een scalarfunctie zijn en a = (al,...,an) € CI(Q) een

n-vectorfunctie.

(i) De divergentie van a, div a, wordt gedefinieerd door
Ba] Baz Ban
div a(x) = axl(x) + s;z(x) + ...+ an(x).

(ii) Er geldt

div (a(x)a(x)) = a(x) div a(x) + a(x).Va(x).



69

(iii) Laat 3Q de (stuksgewijs gladde) rand zijn van Q en, voor x € 3%,
n(x) de naar buiten wijzende normaal op 3Q. Dan geldt de stellzing

van Gauss:

f div a(x) dx = f a(x).n(x) do.
Q N

3.3.2. Als we hiervan gebruik maken en we schrijven
F -Vn = div {an} - ndiv F
dan volgt formeel (i.e. als FV € C]) voor (3.14):

§J(uzn) = f {F [ul - div F _[ulln(x) dx + | n(x)F_[u(x)].n(x) do.
Q u v o) A4

Vergeleken met (3.4) levert dit formeel als Euler-Lagrange vergelijking

de tweede orde partiéle differentiaal-vergelijking:

(3.15) Fu[u(x)J - div Fv[u(x)] = 0 voor x € Q3
eventuele natuurlijke nevenvoorwaarden moeten volgen uit (3.7), i.e.

(3.16) f n(x)Fv[u(x)].n(x) do = 0 voor alle n € V.
aQ

Als concreet voorbeeld beschouwen we het meer-dimensionale analogon

van 3.2.3.

3.3.3. TOEPASSING: DIFFUSIE-PROBLEEM MET DIRICHLET-RANDVOORWAARDEN
.. 1 = 0

Zij o € C (Q) met o > 0 op Q, £ € C (Q),

Qu) = [ {3o(x) |vu(x)|% - £(x)u(x)} dx
Q

en

¢ € co(asz),

M = {u ¢ Cl(ﬁ) I u(x) = ¢(x) voor x e 3R},



70

STELLING
Een functie u ¢ M n CZ(Q) is (de eenduidige) oplossing van het min. pr.
voor Q op M dan en slechts dan als u € CZ(Q) voldoet aan de Euler-Lagrange

vergelijking:

(3.17) - div (o(x)Vu(x)) = f(x) voor x €
en aan de randvoorwaarde

(3.18) u(x) = ¢(x) voor x € 0Q.

BEWIJS: Omdat nu gegeven is dat u e CZ(Q), zodat o(x)Vu(x) € C], is het
lemma van Lagrange bruikbaar en loopt het bewijs verder analoog aan dat van

het I-dimensionale geval 3.2.3.

3.3.4. OPMERKING
In verschillende gevallen, zoals hierboven met wat extra condities op f,
kan op een directe manier bewezen worden dat het min. pr. een oplossing

u € M heeft (zie §5). In dat geval geldt dan zeker

(3.19) f {o(x)Vu(x).Vn(x) - £f(x)n(x)} dx = 0
Q

voor alle n € {n € CI(Q) | n(x) = 0 voor x ¢ 9Q}. Echter, als u ¢ CZ(Q),

of als we dat nog niet weten, dan kan (3.16) (nog) niet opgeschreven worden.
We zeggen daarom wel: u is een variationele (of zwakke) oplossing van het
randwaardeprobleem (3.17), (3.18) als: u € M en u aan (3.19) voldoet.
Daarmee vinden we dan: u ¢ M is oplossing van het min. pr. voor Q op M
d.e.s.d.a. u € M een variationele oplossing is van (3.17), (3.18).

Voorts, onder de extra regulariteitsaanname: u € M n CZ(Q) i.e. variatione-
le oplossing van (3.17), (3.18) d.e.s.d.a. u € CZ(Q) oplossing is van

(3.17), (3.18).

3.3.5. We modificeren nu het diffusieprobleem 3.3.3 door de Dirichlet-

voorwaarde slechts op een deel 3Q, van de rand 3Q voor te schrijven, zeg

1

u(x) = ¢(x) voor Xx € 391.



Omdat dan n(x)

uit (3.16) dat

= 0 op 3Q,, en n(x) willekeurig is op BQT = 3Q\9Q
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= 10 volgt

J*n(x)Vu(x).n(x) do = 0.
Q
1

Met het lemma van Lagrange, onder de aanname dat

volgt dan dat u op aq”

Ju
EF(X)

Ju
3E(x)

vu(x).a(x) ¢ c®(aa])

moet voldoen aan de homogene Neumann-randvoorwaarde

—

0 wvoor x € BQT

als natuurlijke randvoorwaarde.

3.3.6. Een verdere modificatie bestaat eruit dat we op een deel 3Q, van de

1

rand Dirichlet-voorwaarden willen voorschrijven en op het resterende deel

inhomogene Neumann-randvoorwaarden:

(3.20)

u(x) = ¢(x) voor x € 391
%%(X) = y(x) wvoor X € BQT.

In plaats van deze inhomogene Neumann-voorwaarden op te nemen in het

definitiegebied van Q, kan hetzelfde doel bereikt worden door een andere

functionaal te bekijken, nl. de functionaal J die de som is van de qﬁadra—

tische functionaal Q uit 3.3.3 en een lineaire rand-functionaal over 3Q, :

*
1

J(u) = Qu) = [, o(x)¥(x)u(x) do
30

(met dw als oppervlakte-element i.p.v. do om verwarring te voorkomen).

Voor een stationair punt u van J op M] = {u € Cx(Q) | u(x) = ¢(x) op anl}

geldt dan

[ {o(x)Vu(x).Vn(x) - £(x)n(x)} dx - I* g(x)Yv(x)n(x) dw =
Q

BQ]

0
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voor alle n ¢ CI(Q) met n(x) = 0 op an'

. . . . 2 . .
Weer onder de aanname dat dit stationaire punt regulier, C°, is, vinden
we dan

f {- div (o(x)Vu(x)) - f(x)In(x) dx + f* o (x){Vu(x) .n(x)-P(x) In(x) dw=0.

Q BQ]

Daaruit volgt dan eenvoudig de equivalentie tussen een eenduidige oplossing
van het randwaardeprobleem (3.17), (3.20) en een eenduidige, reguliere,

oplossing van het minimaliseringsprobleem voor J op Ml'
4, VARIATIONELE DYNAMISCHE SYSTEMEN

In deze paragraaf behandelen we voorbeelden van variatieprincipes die de
evolutie beschrijven van veel dynamische systemen, zowel systemen uit de
klassieke mechanica bestaande uit een eindig aantal puntmassa's (discrete
systemen) alsook van systemen uit de continuum-mechanica bestaande uit een
continuum van deeltjes (continue systemen).

De optredende functionalen zijn in wezen van dezelfde soort als die behan-
deld in de voorgaande paragraaf (i.e. dichtheidsfunctionalen), maar de spe-
ciale rol die &&n van de onafhankelijke variabelen, nl. de fysische tijd t,
speelt geeft reden voor een aparte behandeling met vermelding van de speci-

fieke naamgeving en de te bezigen notatie.
4.1. PRINCIPE VAN STATIONAIRE ACTIE

Beschouw een systeem waarvan de "toestand" op elk tijdstip t, gedurende ze-
ker tijdsinterval (tl,tz), beschreven kan worden door een element z(t) uit
een of andere toestandsruimte Z. (We gaan hier niet in op de vraag wat ver-—
staan kan worden onder de toestand van een gegeven systeem. De beschrijving
t - z(t) zal voor ons, per definitie, betekenen dat het systeem op elk tijd-
stip volledig gekarakteriseerd is.)

Van alle mogelijke evoluties van het systeem, i.e. van de familie van banen
t > z(t) in de toestandsruimte Z, zijn we geinteresseerd in die banen die
het systeem in werkelijkheid, i.e. tengevolge van fysische wetten, zal kun-
nen doorlopen. Ter onderscheiding noemen we deze laatste banen de (werke-

lijke, of) fysische evolutie (beweging) van het systeem.
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Variationele dynamische systemen worden gekarakteriseerd door het feit dat
de fysische wet die de beweging van zo'n systeem bepaalt, geformuleerd kan
worden m.b.v. een actie-principe. In algemene termen geformuleerd luidt

dit variatieprincipe:

PRINCIPE VAN STATIONAIRE ACTIE: Er is een functionaal S, de zogenaamde
actie-functionaal, die gedefinieerd is op de verzameling van banen in de
toestandsruimte Z, zodanig dat stationaire punten van S (op nader te speci-
ficeren deelverzamelingen M van evoluties) corresponderen met de fysische

evoluties van het systeem.

In sommige gevallen corresponderen de fysische evoluties met minimale ele-
menten van S op M; in die gevallen kan men spreken van een principe van
minimale actie. In het algemeen is de benaming stationaire actie meer ge-

past.

OPMERKING
Ter beschrijving van de fysische evolutie gedurende zeker tijdsinterval

[t],tz] zal de verzameling M i.h.a. bestaan uit evoluties die, behalve aan
en/of t

eventuele andere nevenvoorwaarden, ten tijde t tenminste gedeel-

1 2
telijk voorgeschreven eigenschappen hebben. In veel leerboeken worden deze
randvoorwaarden niet expliciet beschouwd. Het min of meer expliciet beschre-
ven actie-principe komt er dan op neer dat, bij afwezigheid van extra ne-

venvoorwaarden, een fysische evolutie correspondeert met een functie

Z(t) die voldoet aan

(de formele variatie-afgeleide), i.h.a. een gewone of partiéle differenti-
aal-vergelijking: de "evolutie-vergelijking".

De reden voor de vaagheid hierover is misschien begrijpelijk: de aard van
de evolutie -vergelijkingen is namelijk zodanig dat het rand-waardeprobleem
een niet goed gesteld probleem is: het willekeurig voorschrijven van rand-
voorwaarden in t, en t, zal i.h.a. betekenen dat er geen oplossing bestaat !

(Dit in tegenstelling tot de algemene situatie bij begin-voorwaarden:

dan worden op €&n tijdstip, zeg t voorwaarden gegeven en meestal bestaat

1°?
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er dan een oplossing op zeker tijdsinterval [t],tzj mits t, -t voldoende
klein is.)

De remedie is dan ook om het actie-principe niet te beschouwen als een for-
mulering waarmee de existentie van een fysische evolutie wordt uitgesproken.
Een deel van de formulering dient als volgt gelezen te worden: als Z(t) een
fysische evolutie is, waarvan, behalve de existentie, niets anders bekend

p en t, > t), dan wordt Z gekarakteriseerd

is dan zekere eigenschappen in t
(i.h.b. voor t « (t],tz)) door de eigenschap dat Z een stationair punt van
S is op de verzameling evoluties die diezelfde eigenschappen hebben op t
en t2. (Het andere deel van de formulering geeft de omkering: als er een
stationair punt is van S bij zekere voorwaarden in tl en tz dan is dit een
fysische evolutie.)

We beschrijven nu de twee bekendste klassen van variationele dynamische
systemen, nl. Lagrangiaanse en Hamiltonse systemen. Dit zijn geen elkaar
uitsluitende klassen van systemen; integendeel, veel systemen kunnen, afhan-
kelijk van wat gekozen wordt als de toestand van het systeem, zowel als een
Lagrangiaans alsook als een Hamiltons systeem worden opgevat. In die geval-
len spreken we dan over de Lagrange— resp. Hamilton-formulering van zo'n
systeem. Het verband tussen beide beschrijvingswijzen is in die gevallen

gebaseerd op convexiteitseigenschappen en wordt gegeven door een Legendre

transformatie.
4.2. LAGRANGIAANSE SYSTEMEN

4.2.1. In de eenvoudigste gevallen is de toestand van een Lagrangiaans sys-—
teem, de positie van dat systeem, beschreven in zeker coordinatenstelsel.
In plaats van Z en z(t) is de gebruikelijke notatie Q en q(t), waarin Q de
zogenaamde configuratie—-ruimte is. De actiefunctionaal is van de vorm

ty

S(q) = J Llq(t)] dt

t

waarin L[q(t)], de Langrangiaan van het systeem, een bekende functie is van
zijn argumenten t, q(t) en afgeleiden van q naar t: q(t) = %%(t), qy, o

Wij zullen steeds te maken hebben met systemen waarvoor G de hoogst
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voorkomende afgeleide is:
Llq(t)] = L(t,q(t),q(t))

met L € Cz([tl,tzj xTQ), waarin TQ de raakruimte van Q is:

TQ = {(q,v) | ¢ € Q, v e T Q3

Het is voorts gebruikelijk te veronderstellen dat de functie v » L(t,q,v)
niet (positief) homogeen van de graad | is, maar dat, in het bijzonder,

va(t,q,v) # 0, voor alle voorkomende (t,q,v).

Voor een Lagrangiaans systeem met actiefunctionaal S luidt het actieprincipe:
Laat q, en q, twee gegeven toestanden in Q zijn en t1 < t2. Beschouw alle
mogelijke Cl - banen in de configuratieruimte van q, (ten tijde tl) naar q,

(ten tijde tz) geparametriseerd met t:

1
M=1{qgecC ([t;,t,1,Q | alt)) = q;, q(t,) = q,l.
Dan geldt: § is een fysische evolutie van het systeem waarvoor § ¢ M, dan en

slechts dan als § een stationair punt is van S op M.
4,2,2. DISCRETE SYSTEMEN )

Voor discrete systemen is de configuratieruimte Q een deelverzameling van
RN voor zekere N > 1. Als Q = RN,is N het aantal vrijheidsgraden, i.e. het
minimale aantal positie-coordinaten die nodig zijn om de posities van alle
deeltjes van het systeem te beschrijven.

Bijvoorbeeld, voor een systeem bestaande uit n deeltjes waarvan elk deeltje,
onafhankelijk van de andere, elke positie in de ruimte (R3) kan innemen,

is N = 3n en q(t) = (El(t),...,zn(t)) € R3n geeft de positie van het totale
systeem als zi(t) € R3 de positie is van het i-de deeltje.

In dat geval is de Lagrangiaan een functie op [t],tzj x RN x rN:

(tyq,v) =~ L(t,q,v).
Uit het actieprincipe volgt dat de fysische evolutie van het systeem beschre-

ven wordt door de Euler-Lagrange vergelijking bij S, i.e. door de N 2% orde

gewone differentiaal-vergelijkingen voor q(t):
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- —dt(—a—v—[q(t)]) + -a—a[q(t)] =0

waarin weer [q(t)] = (t,q(t),q(t).

4.2.3. Voor veel Lagrangiaanse systemen, de zgn. natuurlijke systemen, is

de Lagrangiaan het verschil tussen kinetische energie en potentiéle energie.
Neem als voorbeeld de n puntmassa's bewegend in R3 waarvan de posities X,
beschrevenbworden met Cartesische codrdinaten. Als m, (> 0) de massa 1is van

het i-de deeltje, dan is de totale kinetische energie van het systeem

n
J(6) . Mq(e) = (I, dm;

waarin M, de massa-matrix, de 3n % 3n diagonaal matrix is die gegeven wordt

door M = diag (ml,m],ml,mz,...,mn,mn,mn).
Veronderstel dat de potentiele energie V = V(t,q) een gegeven functie van
de tijd 'en de positie is: V € Cl([t],tz] X RN).

Dan wordt de actiefunctionaal voor dit systeem gegeven door

t
2 .
S(q) = [ {$q(e).Ma(t) - v(t,q(t))} dt
t
1

en de bewegingsvergelijkingen zijn de Euler-Lagrange vergelijkingen hiervan:
. _ v
Mq(t) - aq(tsq(t))-

Zonodig na het herschrijven van deze 3n vergelijkingen als een n-tal
vergelijkingen voor de posities X,

EAY

- mizi(t) = 351

(t’§1’§2’°"’§n)’ i=1,2,...,n

herkennen we deze bewegingsvergelijkingen als de wet van Newton voor de be-

weging van de massapunten onder invloed van de kracht F = - v .

dq
4.2.4. SLINGERVERGELIJKING
Een speciaal geval van een natuurlijk systeem is de slingerbeweging van een

massapunt m bewegend in een vlak, onder invloed van de zwaartekracht en

verbonden aan een vast ophangpunt met een massaloos koord van constante
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lengte £. Dit voorbeeld dient ook om te illustreren dat de toestand niet
noodzakelijk met Cartesische coordinaten beschreven hoeft te worden. Laat
nl. ¢(t) de hoek van uitwijking zijn t.o.v. de verticale ruststand.
De kinetische energie is dan &m(ﬂé)z en de potentiele energie (met de
arbitraire keuze V(¢) = 0 voor ¢ = 0) wordt gegeven door mgf(l - cos ¢).
De actiefunctionaal

t2

s(¢) = J {imlz ¢2 - mgl(l - cos ¢)} dt

£

geeft dan via het actieprincipe als bewegingsvergelijking de bekende

slingervergelijking:

d(t) + m2 sin ¢(t) = 0 met w” = %.

OPMERKING
Voor kléine uitwijkingen (|¢(t)| << 1 voor alle t) wordt deze vergelijking

vaak benaderd (ingegeven door sin ¢ ~ ¢ voor |¢| klein) door:

Merk op dat deze linearisering van de vergelijking ook verkregen kan worden
door '"quadratisering" van de actiefunctionaal, nl. door benadering van

(1 - cos ¢) door £¢2.
4.2.5. CONTINUE SYSTEMEN

Voor continue systemen is de configuratieruimte Q zelf een (deelverzameling
van een) functieruimte: voor elke t wordt de toestand (positie) van het
systeem beschreven door een functie van zekere ruimte-coordinaten x, zeg

X € Q met @ < R™. (x € Q speelt de rol van continue index als we dat verge-
lijken met de discrete index i ¢ {1,2,...,N} voor q; van een discreet sys-—
teem van N vrijheidsgraden.) Als we de positie beschrijven met u(x,t), dan
is de Lagrangiaan L[u(.,t)] nu zelf een functionaal die afhangt van t,
u(.,t) en ut(.,t) (en eventuele hogere orde afgeleiden naar t). In de ge-

vallen die wij bekijken is L een dichtheidsfunctionaal over Q:

Llu(.,t)] = L(t,u(.,t),u (.,t)) = [ Llu(x,t)] dx
2
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waarin L[{ul de Lagrange-dichtheid is, een uitdrukking in t, x, u(x,t) en

partiele afgeleiden van u en u, naar x: u_, u u__,

u cen
x t’ xx tx?

De Euler-Lagrange vergelijking kan in dat geval geschreven worden als

S§L

- G, 0D ¢ Pu, 01 = 0

waarin we voor L = L(t,u(.,t),v(.,t)) de variatie—afgeleiden naar u en naar
v gebruiken die in paragraaf 3 zijn gedefinieerd.

Voor het speciale geval dat
L = L(t,x,u,ux,ut) = LLu(x,t)]

worden deze variatie—afgeleiden gegeven door (met voor de hand liggende,

maar wat slordige, notatie):

zodat de Euler-Lagrange vergelijking luidt:

-2
5t

L}
o

3L 9, oL oL
Cg;:[U(X,t)J) - sgfsﬁzﬁu(xgt)]) + EE[U(X,t)]

(Merk op dat dit resultaat analoog is aan (3.15) als we de set (t,x) opvat-

ten als de onafhankelijke variabelen met bijbehorende V = (%g , §§)')
4.,2.6. DYNAMICA VAN SNAREN

Zij u(x,t) de uitwijking in een plat vlak, loodrecht op de x-as, van een
langs de x-as gespannen snaar ter plaatse x, zeg x ¢ (0,£), ten tijde t.
Als de snaar vastgebonden is aan de x-as in x = 0 en x = £, dus u(0,t) =
u(L,t) = 0 voor alle t, dan is Q = {y ¢ Cl([O,ZJ) | y(0) = y(&) = 0} en de
Lagrangiaan van dit natuurlijke systeem wordt gegeven (in de benadering

voor kleine uitwijkingen) door

Llu(.,t)] = {%p(x)ui - %o(x)ui} dx.

o>

Hierin is
1) p(x) de massadichtheid van de snaar ter plaatse x;

£
2) | %p(x)ui dx de totale kinetische energie;
0
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3) o(x) (> 0) een maat voor de spankracht in de snaar en

£
4) f %o(x)ui dx de totale potentiéle energie.
0

De bewegingsvergelijking die volgt uit het actieprincipe luidt:
p(x)utt(x,t) = (c(x)ux(x,t))x, x e (0,2).

Deze partiele differentiaal-vergelijking staat bekend als de golfvergelij-

king. (In het speciale geval dat o en p constant zijn, en c2 t= %, is
u(x,t) = f(x - ct) + g(x + ct)

voor willekeurige functies f en g een oplossing van deze vergelijking.
De functie f(x - ct), resp. g(x + ct), is te interpreteren als een zich
met constante snelheid ¢, onvervormd naar rechts, resp. links, voortplan-

tende "golf".)
4.2.7. DYNAMICA VAN BALKEN

De beweging van een balk wordt voor dezelfde configuratie als voor de snaar

hierboven, gevonden uit de Lagrangiaan
£ 2 2
Llu(.,t)] = [ {ip(x)ut - fo(x)u’_} dx.
0 XX

De bewegingsvergelijking luidt nu
p(x)u  (x,t) = =(a(x)u ) > x e (0,2);
als alleen de randvoorwaarden u(0,t) = u(£,t) = 0 worden voorgeschreven

(opgelegde balk), volgen uit de variationele formulering bovendien nog de

natuurlijke randvoorwaarden

uxx(O,t) = uxx(ﬂ,t) = 0.

4.3. HAMILTONSE SYSTEMEN

4.3.1. Voor een Hamiltons systeem wordt de toestand veelal beschreven door
een paar variabelen: z(t) = (q(t),p(t)) € Z; Z heet nu de faseruimte. In de
eenvoudigste gevallen is q(t) te interpreteren als de positie (zoals bij een

Lagrangiaans systeem) en p(t) als de Zmpuls van het systeem ten tijde t.
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In die gevallen is Z de coraakruimte van een configuratie-ruimte Q: Z=T*Q,
en heten q € Q en p € T:Q een paar kanonieke (of kanoniek geconjugeerde)
variabelen. Voor elke gladde baan t > (q(t),p(t)) in de faseruimte is dan
de uitdrukking <p(t),q(t)> goed gedefinieerd voor elke t.

De (kanonieke) actiefunctionaal is van de vorm:

ty

S(q,p) = J {<p(t),q(t)> - Hlq(t),p(t)]} dt

t

waarin H[q(t),p(t)], de HamiltonZiaan van het systeem, een bekende functie
is van zijn argumenten t, q(t) en p(t). (Merk op dat in H geen afgeleiden
van q en/of p naar t voorkomen.) Voor zo'n Hamiltons systeem luidt het
(kanonieke) actieprincipe:

Laat q, en q, twee gegeven toestanden zijn in Q, en t, < t,. Beschouw

1 2

in de faseruimte de volgende verzameling banen:
1 *
M = {(q’P) e C ([tlytzj’T Q) | Q(tl) = ql, q(tz) = qz}.

Dan geldt: (4,p) is een fysische evolutie van het systeem waarvoor

(§4,p) ¢ M, d.e.s.d.a. (§,p) een stationair punt is van S op M.

4.3.2. DISCRETE SYSTEMEN

Voor een discreet systeem met N vrijheidsgraden is de faseruimte RZN

2N-dimensionaal, en de Hamiltoniaan is een gewone functie van t, q en p:

1 . . . .
He C ([t],tz] x ’RY x RN). De actiefunctionaal luidt in dat geval

ty

S(q,p) = J {p(t).aq(t) - H(t,q(t),p(t))} dt

t

Door gebruik te maken van het feit dat met het lemma van du Bois-Reymond
extra regulariteit voor stationaire punten bewezen kan worden, kunnen we
0

in dit geval de verzameling M iets groter laten zijn door alleen p € C

te eisen:

1 N 0
M= {(a,p) e c'(Ce,e,1,8Y x cOe e, 0,8Y) | a(t)=a;,a(t,)=q,}.
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Het actieprincipe 1leidt tot de volgende set van 2N eerste orde gewone dif-
ferentiaal-vergelijkingen voor de functies q(t) en p(t), de zgn. Hamilton-

vergelijkingen:

at) = -g—‘;(c,q(t),p(m

-p(t) = g—:‘(c,q(c),pu)).

VOORBEELDEN
Laat
H(t,q,p) = bp.M 'p + V(t,q)
waarin M"1 de inversevis van de massamatrix en V de potentiéle energie als

in 4.2.3, Dan zijn de Hamilton-vergelijkingen:

ace) = m ()

-b(e) = §lt,a(e)).

Merk op dat na eliminatie van de functie p(t) uit deze vergelijkingen, de-
zelfde bewegingsvergelijking voor q(t) resulteert als in 4.2.3.
Op analoge manier kan de slingerbeweging uit 4.2.4 beschreven worden

m.b.v. de Hamiltoniaan

H(q,p) = lzpz + mgl(l - cos q)
2ml

door eliminatie van p, en te zetten q(t) = ¢(t), in de Hamilton vergelij-

kingen:
o 1
d(e) = —5p(e)
ml
-p(t) = mgl sin q(t).
4.3.3. CONTINUE SYSTEMEN

De faseruimte is nu zelf weer een (deel van een) functieruimte, en de kano-
nieke variabelen q en p zijn nu (scalar-, voor het gemak) functies van t en

van de ruimtelijke variabelen x € Q: q = q(x,t), p = p(x,t).
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De Hamiltoniaan H[q(.,t),p(.,t)] is dan een functionaal, in veel gevallen

een dichtheidsfunctionaal van de vorm

Hlq(.,t),p(.,t)]1 = [ Hlq(x,t),p(x,t)] dx
Q

waarin H[q,pl, de Hamilton-dichtheid, een functie is van t, x, q(x,t), p(x,t

en partiéle afgeleiden van q en p naar X: Qys Pys Qyys +o0 -
De actiefunctionaal luidt
t2
S(q,p) = J at {f p(x,t)q (x,t) dx - Hlq(.,t),p(.,t)]} =
t Q .
1
t
= [ dat [ dax {p(x,t)q, (x,t) = Hlq(x,t),p(x,t) ]},
t Q

1

Gebruik makend van variatie-afgeleiden, leidt het kanoniek actieprincipe

tot de Hamilton-vergelijkingen:
SH
qt(.,t) = -g—r;[q(.,t),p(.,t)]

§
P (at) = gelaC,0),p (., 00,

Bijvoorbeeld, als H = H(t,x,q,p,qx), dan is

§H aH §H oH 9 , oH
=28 en 2 o= - SS(52N).

§q 9q 9x 8qx

VOORBEELDEN

De beweging van een snaar (4.2.6) en van een balk (4.2.7) is ook te beschrij
ven als een Hamilton-systeem, zoals blijkt door te zetten u(x,t) = q(x,t)

en door eliminatie van de functie p(x,t) uit de volgende Hamilton-vergelij-
kingen:

vVoor smnaar:

qt(X,t) = ET&T p(x,t)

2 2
met: H = 5T p + %O(X)QX

-pt(x,t) —(O(X)qx)X
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voor balk:

1
] ) ) q (x,t) = FYE3) p(x,t)
met: H = FTIC)) P+ ic(x)qxx :

(o(x)q__)

_Pt(x’t) XX’ xx "

4.4, EQUIVALENTIE VAN LAGRANGE- EN HAMILTON-FORMULERING

We laten in deze sectie zien dat als de Lagrangiaan van een Lagrangiaans
systeem aan zekere convexiteitseigenschappen voldoet, dit systeem dan ook
een Hamiltons systeem is. De Hamiltoniaan volgt dap uit de Lagrangiaan mid-
dels een Legendre-transformatie. Het omgekeerde, dat een Hamiltons sys-

teem waarvan de Hamiltoniaan zekere convexiteitseigenschappen heeft, ook

een Lagrangiaans systeem is, kan op analoge manier bewezen worden. Voorbeel-
den hiervan zijn al gegeven in 4.3.2 en 4.3.3.

Voor de eenvoud van presentatie.bepetken we ons tot discrete systemen met
configuratieruimte RN. Er kan dan gebruik gemaakt worden van de resultaten

over Fenchel- en Legendre —transformatie zoals beschreven in 5.2.6.

4.4.1. Beschouw de actiefunctionaal van een discreet Lagrangiaans systeem
met N vrijheidsgraden:
t2

S(q) = [ L(t,q(t),q(t)) dt
t
1

- ] T N -— e
M=1qecCc (lt,t,1,R) | q(t)) = q;, q(t,) = q,}.

We veronderstellen dat de Lagrangiaan voldoet aan:

(a) L e C2([t1,t2] x RN x RN)

(b) voor elke (t,q) € [tl’t2] x RN geldt dat de functie
N
R 3 v > L(t,q,v)
. . . N
(i) strikt convex is op R

(ii) superlineair is in het oneindige, i.e.

wﬁiv—h = voor |v| + .
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Definieer dan de functie H: [tl,tzj x RN x RN door

H(t,q,p) := max [p.v - L(t,q,v)].
N
veR

Volgens 5.2.6 is H, de Fenchel-transformatie van L m.b.t. de variabele v,

eindig gedefinieerd, en wordt ook gegeven als de Legendre-transformatie:

H(t,q,p) = p.v - L(t,q,v) waarin v zo dat p = Lv(t,q,v).

Voorts geldt:

L(t,q,v) max [p.v - H(t,q,p)] =

peRN

= p.v - H(t,q,p) waarin p zo dat v = Hp(t,q,p).

4.4.2. BEWERING
Het Hamilton-systeem met Hamiltoniaan H zoals hierboven gedefinieerd, is
equivalent met het oorspronkelijk gegeven Lagrangiaanse systeem met

Lagrangiaan L, i.e. de bewegingsvergelijkingen:

= 5L, (£,4(6),3(6)) + L (£,q(£),3(6)) = 0
en

qt) = g—;‘u,q(t),p(t))

-p(t) = %gu,qm,p(c))

zijn equivalent via de transformatie

p(t) = L (t,q(t),q(t)) of 4(t) = Hp(t,q(t),p(t)).

OPMERKING

Het standaardbewijs van dit resultaat is een directe verificatie dat de

ene set bewegingsvergelijkingen volgt uit de andere via de gegeven transfor-
matie tussen p(t) en q(t). In plaats hiervan zullen we een direct bewijs ge-
ven via de respectievelijke actieprincipes door gebruik te maken van de

Fenchel-karakteriseringen van L en H. ~
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4.4,3. BEWIJS: We zullen aantonen dat voor elke q € CI([tl,t 1, RN) geldt:

2
S(q) = sup S(q,p) = stat  S(q,p)
0 0
peC (tl’tZ) peC (t],tz)
waarin §(q,p) de kanonieke actiefunctionaal is bij H:

t
2
S(q,p) = J {p(£).d(t) - H(t,q(t),p(t))} dt.

t

Daaruit volgt dan dat stationaire punten van S op M overeenkomen met de

stationaire punten van §(q,p) op
M= ((qp) e clcte e 1,8 x %t ,e.),RY) 1 q(t))=q,,a(t,)=q,}
QsP l’ 2 ’ l’ 2 ’ q 1 qllq 2 qz M

Omdat stationaire punten van S op M de Euler-Lagrange vergelijkingen leve-
ren, en stationaire punten van s op M de Hamilton-vergelijkingen, zijn dit
dan twee equivalente formuleringen van hetzelfde systeem.

Met de extremaal-karakterisering van L in termen van H kunnen we schrijven:

S(q) = max [p.q(t) - H(t,q(t),p)] dt.

1 peRN

t >~

Voor elke t ¢ (tl’tZ) wordt het maximum in de integrand aangenomen voor ze-

kere p(t) € RN waarvoor p(t) = Lv(t,q(t),ﬁ(t)), en dit is tevens het enige

stationaire punt. Omdat q ¢ Cl, zien we dat t > p(t) een C0 - functie 1is,
zodat
2
S(q) = sup [ [p(t).q(r) - H(t,q(t),p(r))] dt
0 t
pe C 1

en sup kan hier vervangen worden door stat. Daarmee volgt het gestelde.

pECO P€C0

5. GLOBALE VARIATIEMETHODEN

In deze paragraaf beschrijven we enkele aspecten van het globale onderzoek

van een functionaal J op een verzameling M.

Het eerste aspect betreft het onderzoek naar de existentie van een globaal

minimaal element van J op M. Het blijkt dat in veel gevallen generalisaties

van de stelling van Weierstrass gebruikt kunnen worden voor zo'n existentie-
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onderzoek. Daarvoor moet gebruik gemaakt worden van daartoe ontwikkelde
functionaal-analytische methoden.

Een ander aspect is het onderzoek hoe convexiteit de oplossingsverzameling
van een min. pr. beperkt en hoe in die gevallen stationaire punten en glo-
bale minimale elementen overeenkomen (equivalentie tussen het min. pr. en
het variatieprobleem).

Zoals i.h.b. in Hoofdstuk 6 tot uitdrukking zal komen, kunnen voor convexe
minimaliseringsproblemen veel van de gladheidsvoorwaarden die meestal ge-
eist worden in de klassieke variatierekening verzwakt worden. In Sectie 5.2
zullen echter wel (onnodig sterke) gladheidsvoorwa;rden opgelegd worden

bij het introduceren van Fenchel-transformaties van zekere klasse van func-
ties. Daardoor wordt het verband, of beter, de equivalentie, met de veel

oudere Legendre-transformatie eenvoudig beschreven.
5.1. GENERALISATIE VAN DE STELLING VAN WEIERSTRASS

De bekende stelling van Weierstrass zegt dat een continue functie op een
compacte verzameling begrensd is en z'n maximale en minimale waarde aan-
neemt. Voor het minimaliseringsprobleem voor J op M betekent dit dat er

een oplossing bestaat als J continu is en M compact.

In veel toepassingen voldoet de verzameling M niet aan deze sterke compact-
heidsvoorwaarden. Nader onderzoek leert dat het enige dat nodig is om de
existentie van een minimaal element te bewijzen, is dat er een minimale

rij gevonden kan worden waarvan de convergentie (in zekere zin) bewezen kan
worden. Ook voor onbegrensde verzamelingen M kan dit (in feite voor deel-
rijen van elke minimale rij) bewezen worden mits de functionaal J aan zekere
extra groeicondities (coérciviteit) voldoet. Een verdere, voor oneindig-
dimensionale problemen essentiéle, verzwakking van de eisen is dat onder-

half continuiteit van J volstaat.

5.1.1. DEFINITIES. V is een genormeerde lineaire ruimte, M ¢ V en J: V -+ R.
(i) J heet coércief op M als voor elke rij {un} c M, met Ilunll + o geldt

dat J(un) > o
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(ii) J heet onderhalf continu (o.h.c.) in het punt @ € V als voor elke rij

{un} c V die convergeert naar 4 geldt:

J(d) £ lim inf J(un).
n > o

VOORBEELDEN
Als M begrensd is dan is elke functionaal coércief op M.

. X . . “_ . . 2 2. .22 4
De functie x -~ e  1is niet coercief op R; de functie (x,y) -+ x -y +x"y +y
is wel coercief op rZ.

Als J continu is in @, dan is J o.h.c. in Q.

De functie
o als x > 0
x -

B als x £ 0

is o.h.c. op R dan en slechts dan als a = B.

5.1.2, Laat V = RN, N > 1. Dan geldt

STELLING: Veronderstel dat J en M voldoen aan:
(i) M is gesloten in V
(ii) J is coércief op M
(iii) J is o.h.c. in elk punt van M.

Dan geldt: het min. pr.

u = inf J(u)
ueM

heeft een eindige waarde U, en er bestaat tenminste &&n oplossing.

BEWIJS: Neem een minimale rij {un}, i.e. een rij {un} met u_ < M voor alle

n, en J(un) + u. Op grond van (ii) is dan deze rij begrensd: er is een

M > 0 zodat I[un|| < M voor alle n. Vanwege de stelling van Bolzano-
Weierstrass is er een deelrij, zeg {un,} die convergeert naar een zeker
element, zeg § ¢ V: u s, > 4 in V. Vanwege (i) geldt dan G e M. Uit (iii)
volgt voorts J(d) < lim inf J(un,) = p, dus J(84) < u. omdat J eindig gede-
finieerd is in alle punten van M, volgt hieruit, ten eerste, dat p eindig is,
en, ten tweede, dat J(4) = yu op grond van de definitie van p. Dit voltooit

het bewijs.
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5.1.3. Zoals duidelijk blijkt uit het bewijs, berust dit resultaat op de
volgende twee essentiéle eigenschappen van V = RN:
(a) V is volledig: elke Cauchy rij in V heeft een limiet die tot V behoort;

(b) de eenheidsbol is compact: elke begrensde rij heeft een deelrij die

convergeert (Bolzano-Weierstrass).

Omdat (b) een definieérende eigenschap is van eindig-dimensionale ruimten,
geldt deze eigenschap zeker niet voor oneindig-dimensionale ruimten.

Aan (b) kan, in veel gevallen, tegemoet gekomen worden door introductie
van het begrip zwakke convergentie. Met v* de duale van V (de verzameling
van alle continue lineaire functionalen £ op V) wordt gedefigieerd:

een rij {un} c V is zwak convergent naar 4 ¢ V als <Z,un> + <f,84> voor

elke £ ¢ V™.

Dan kan aangetoond worden, ;f als definitie genomen worden, dat een Banach-

ruimte B voldoet aan

(b)zw: de eenheidsbol is zwak compact: elke (norm-) begrensde rij heeft een
deelrij die zwak convergent is,

dan en slechts dan als B een reflexieve Banach-ruimte is.

Alle Hilbertruimten blijken reflexieve Banachruimten te zijn.

Het is duidelijk dat begrippen als geslotenheid van verzamelingen, en

(onderhalf-) continuiteit van functionalen ook gedefinieerd kunnen worden

m.b.t. deze zwakke convergentie. (Merk op &at de norm-functionaal niet

continu, maar wel onderhalf continu is voor zwakke convergentie; dit illu-

streert het belang van o.h.c. in oneindig-dimensionale ruimten).

Exact hetzelfde bewijs als dat van Stelling 5.1.2, nu steeds gebruik makend

van de zwakke convergentie, en van eigenschap (b)zw, levert dan de volgende

oneindig-dimensionale generalisatie van 5.1.2.

5.1.4. STELLING

Laat V een reflexieve Banachruimte zijn. Veronderstel

(i) M is gesloten in V m.b.t. zwakke convergentie;

(ii) J is coércief op M; ~
(iii) J is o.h.c. voor zwakke convergentie in elk punt van M.

Dan geldt hetzelfde resultaat als in 5.1.2,
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Als, abstracte, toepassing van 5.1.4 bewijzen we de stelling van Riesz
die zegt dat de duale van een Hilbertruimte H geidentificeerd kan worden

met de ruimte H zelf.

5.1.5. STELLING (RIESZ)

Zij H een Hilbertruimte, met ( als inproduct. Laat £ een continue 1li-

. Dy
neaire functionaal zijn op H. Dan bestaat er precies &&n element up € H

zddat

<l,v> = (uz,v)H voor alle v € H.
BEWIJS: Beschouw de volgende quadratische functionaal op H:

Qw) := 4[| ullf - <t,u>, u c H

waarin Ilu[|§ = (u,u)H. Op grond van Stelling 5.1.4 is Q naar beneden be-
grensd en heeft een minimaal element @& ¢ H. Immers, (M = H in dit geval)
Q is de som van een zwak onderhalf continue en een zwak continue functionaal,

dus zwak o.h.c., en Q is coéercief:

o) = llull yGllully - T3 2
> Hlull g Clully = 1213 > =, voor [[ully > =

De stationairiteitsvoorwaarde voor 4 luidt in dit geval

(G,v), = <€,v> voor alle v ¢ H

H

en volgens 2.2.9 is dit element G eenduidig. Met G = up volgt het gestelde.
5.1.6. TOEPASSEN VAN HILBERTRUIMTE-METHODEN

Bovenbeschreven 1ideeén, zoals het herkennen van het belang van volledige

ruimten (Banach- en Hilbert-ruimten) en het introduceren en bestuderen van
zwakke topologieén zijn sinds het begin van deze eeuw ontwikkeld. Ontstaan
door onderzoek van vragen uit de variatierekening is het tot een zelfstan-

dig vakgebied uitgegroeid, de Functionaalanalyse.

Het toepassen van deze zogenaamde Hilbertruimte-methoden op concrete
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problemen, zoals de functionalen die we tot nu toe zijn tegengekomen, be-
staat er uit dat geprobeerd wordt een formulering van het probleem te vin-
den waarvoor (een variant van) Stelling 5.1.4 toepasbaar is. In de prak-
tijk betekent dit dat een Hilbert—- (of reflexieve Banach-) ruimte gevonden
moet worden zodat aan de eisen van de stelling wordt voldaan. Afgezien van
de eis op de verzameling M, kan aan de coérciviteitseis van J in concrete
gevallen alleen voldaan worden als de topologie zwak genoeg is, terwijl aa:
de continuiteitseis voor J juist eerder door keuze van een sterkere topolo-
gie voldaan kan worden. Voor dichtheidsfunctionalen zal voorts, vanwege de
coérciviteitseis, steeds een integraal-norm vereisk zijn in plaats van de
bekende puntsgewijze CO, Cl, ... — normen.

Daarom zijn speciale Hilbertruimten geconstrueerd die in veel toepassingen

gebruikt kunnen worden. Een eenvoudige klasse daarvan wordt gevormd door

de zgn. Sobolev-ruimten Hm(Q), m=0,1,2, ... voor (scalar-) functies op
een gebied Q c RN. HO(Q) is niets anders dan de bekende LZ(Q); Hi(Q), bijv
is de completering van C - functies onder de norm || ]|H
1
2 2 2
|[u]|H = (uX + u”) dx.
1 Q

De bekende methode om een niet-volledige ruimte te completeren tot een vol
ledige, in feite door te werken met equivalentieklassen van Cauchy-rijen
die een nulrij verschillen, vereist in praktische situaties nog een aanvul:
ling. Om nl. een gevoel te hebben voor deze nieuwe objectén (equivalentie-
klassen) zoekt men graag naar representaties van zo'n completering, zodat
de elementen van de completering behoren tot een bekende ruimte en/of ge-
interpreteerd kunnen worden als gegeneraliseerde functies. Bijvoorbeeld,
alle elementen van H](Q) kunnen opgevat worden als LZ(Q) - functies, en de
inbedding die dan ontstaat H](Q) c LZ(Q) is continu en zelfs compact. (Voo

functies van &&n variabele, zeg Q@ = (0,1), geldt zelfs dat H](O,l) c CO(O,

Na herformulering van een concreet probleem tot een probleem waarin boven-
beschreven Hilbertruimte-methoden toepasbaar zijn en tot existentie van
een minimaal element leiden, dient i.h.a. nog een regulariteitsonderzoek

plaats te vinden, d.w.z. een onderzoek hoe "glad" (regulier) zo'n minimaal
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element in feite is. Het blijkt namelijk dat in veel gevallen de extrema-
liteits- (of stationairiteits-) eigenschap extra regulariteit impliceert
in vergelijking met de regulariteit van willekeurige elementen van de ge-
completeerde ruimte. (Een voorbeeld van extra regulariteit voor statio-
naire punten hebben we in een eenvoudig geval gezien bij het lemma van

du Bois-Reymond, i.h.b. in de toepassing 3.2.3.)

Op de concrete uitwerking van deze methoden kunnen we hier niet verder in-

gaan.
5.2. CONVEXITEIT

De eenvoudigste eindig-dimensionale voorbeelden laten al zien dat er i.h.a.
meerdere oplossingen van het minimaliseringsprobleem voor J op M kunnen
zijn. Eenduidigheid van de oplossing is verzekerd als de functionaal J en

de verzameling M aan zekere convexiteitseigenschappen voldoen.
5.2.1. DEFINITIE: Laat M ¢ V een convexe verzameling zijn.
De functionaal J heet convex op M als

J(Au + (1 = A)v) < AJ(u) + (1 = A)J(v)
voor elk paar u,v in M, en X ¢ (0,1).
J heet strikt convex als gelijkheid alleen optreedt als u = v.
OPMERKING: Door introductie van de epigraaf van J:

epi(J) := {(u,u) e M xR | v 2 J(u)} ¢ V xR

is convexiteit van de functie J op M equivalent met convexiteit van de

deelverzameling epi(J) van V x R.

5.2.2. STELLING
Zij M ¢ V een convexe verzameling en J: M - R strikt convex op M.
Dan is een eventuele oplossing van het minimaliseringsprobleem voor J op

M eenduidig.

BEWIJS: Stel @ en ¥ zijn beide oplossing van p = inf {J(u) | ue M}.

Dan geldt J(4) = J(¥) = u. Als @ # ¥ dar volgt uit de strikte convexiteit:
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J(AG + (1 = A)¥) < u voor elke X € (0,1)

hetgeen, omdat A4 + (1 - X))V ¢ M, in strijd is met de definitie van p.
5.2.3. VOORBEELDEN

De eenduidigheidsresultaten in 2.2.9 en 2.4.5 (en de toepassingen daarvan:
3.2.3 en 3.3.6) zijn een speciaal geval van 5.2.2.
Beschouw (de volgende modificatie van) het obstakel-probleem 1.4.4:

Met y € CO([O,IJ) gegeven, en Y(0) < 0, ¥(1) < 0, laat
M= {uecl(ro,11) | u(0) = u(l) = 0; u(x)2¥(x) voor xe(0,1)

! 1
u2 dx en J,(u) = [ (1 + u2)2 dx.
b3 2 0

Jl(u) = X

O -

De verzameling M is een convexe verzameling in Cl, en zowel de functionaal
I, als I, is strikt convex. Bijgevolg: het min. pr. voor Ji op M, i=1,2,

heeft ten hoogste &&n oplossing in C]([O,l]).

5.2.4. Analoog als voor functies van &&n variabele geldt:

LEMMA: Laat J convex en Gateaux-differentieerbaar zijn op M. Dan geldt:
(i) J(v) = J(u) = <J’(u),v-u> voor alle wu,v ¢ M

(ii) <J’(u) - J’(v),u-v> =2 0 voor alle wu,v e M.

BEWIJS: (i) Uit de convexiteit van J volgt meteen:

J(u + A(v = u)) - J(u) < ALJI(v) - J(u)] wvoor alle X € (0,1
Delen door A en dan limiet A + 0 geeft het resultaat.
(ii) Door optelling van

J(v) - J(u) =2 <J’(u),v-u>

J(u) = J(v) 2 <J’(v),u-v>.
5.2.5. Uit 5.2.4 (i) volgt meteen de equivalentie van het min. pr. en het
variatieprobleem voor convexe problemen:
als M een lineaire variéteit is en J convex en Gateaux-differentieerbaar,

dan zijn de enig mogelijke stationaire punten de globale minimale elementen
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van J op M;
als M convex is, dan zijn de enig mogelijke oplossingen van de variatie-
ongelijkheid <J’(u),v-u> > 0, Vv € M de globale minimale elementen van

J op M.
5.2.6. LEGENDRE- EN FENCHEL-TRANSFORMATIE

We willen tenslotte een idee geven van de begrippen Legendre- en Fenchel-
transformatie van een functie. Fenchel-transformaties liggen, al dan niet
expliciet, ten grondslag aan bijna alle dualiteitsmethoden in de convexe
analyse (en uitbreidingen daarvan tot niet-convexe problemen). We zullen
zien dat de Fenchel-transform van een voldoend gladde, convexe functie de
globale formulering is van de veel oudere, en in de klassieke mechanica
veel gebruikte Legendre-transformatie. Voor het gemak beperken we ons tot
functies op r" (een directe generalisatie tot functionalen op (reflexieve-)
Banachruimten is mogelijk).

n

Voor een gegeven functie f: R R wordt de Fenchel-transformatie gedefini-

eerd als de functie g met

(5.1) g(y) := sup [x.y - £(x)1], y € Rr".

n
xe R

Merk op dat g(y) i.h.a. niet eindig hoeft te zijn, en dat g(y) ook gegeven

wordt door

g(y) = inf {a | £(x) 2 x.y - o voor alle x ¢ r"}.

Dit laatste maakt duidelijk dat (als g(y) eindig is), van alle lineaire
functies x > x.y - & waarvan de grafiek geheel ligt onder de grafiek van f,
de functie x * x.y - g(y) de maximale is; de grafiek van deze lineaire func-

tie is een stuthypervlak aan de epigraaf van f.

In het vervolg beschouwen we transformaties van devolgende klasse van func-
ties F: £ ¢ F als

(i) £ ec'@®Y)

(ii) f is strikt convex op R"

(iii) f is superlineatir in het oneindige, in de volgende zin:
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(5.2) Tx[ + @ voor |x| + =.

STELLING
Zij f € F, en beschouw de Fencheltransformatie g gegeven door (5.1).
Dan geldt:
(1) g is eindig gedefinieerd op R™ en het sup in (5.1) wordt voor elke
y € rR" aangenomen in een uniek punt x, nl. het punt x waarvoor y=f’(x
De afbeelding f’: R™ > R" is bijectief.

(ii) g kan op equivalente manier gedefinieerd worden als de zgn.

Legendretransformatie van £f:
(5.3) g(y) = x.y - £(x) waarin x zo dat y = f’(x)

(iii) Voor de functie f geldt

(5.4) f(x) = sup [x.y - g(y)], x ¢ R
yeRn
en het sup wordt voor elke x aangenomen in het unieke punt y = £’(x)

f(x) = x.y - g(y) met y = £’(x).

(iv) De functie g is strikt convex en zelfs differentieerbaar;

n n ., .
g’: R+ R 1is de inverse van f’:

(5.5) y = £°(x) &=x = g’ (y).

OPMERKING

Uit (iii) volgt dat f = g*, zodat £ = (£*)* voor f e F.

BEWIJS: Voor y € R™ is de functie x ~» f(x) - x.y strikt convex, en coércie
vanwege (5.2). Met Stelling 5.1.2 en 5.2.2 volgt dat ;zﬁn[x.y - f(x)]
precies &&n oplossing x heeft, waarvoor dan y = f’(x). Daaruit volgt dat
f> bijectief is en (5.3).

Als g gegeven wordt door (5.3), dan is met 5.2.5 en 5.2.2 direct in te zie

dat g ook gekarakteriseerd wordt door (5.1). Uit (5.1) volgt
g(y) 2 x.y - £(x), Vx, Vy

zodat
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£(x) 2 x.y - g(y), Vx, Vy

en ook
f(x) 2 sup [x.y - g(y)1.
yeRn
Uit (5.3) volgt dat voor y = f’(x) dit sup wordt aangenomen en dan de

waarde f(x) heeft. Daaruit volgt (5.4).

De functie g is gedefinieerd in (5.1) als het sup van een familie convexe
(want lineaire) functies y - x.y - f(x), en is dus convex. Strikte convexi-
teit volgt vrij eenvoudig met de karakterisering (5.3).

Het wat technischer bewijs dat g in feite C1 is (als gevolg van het feit
dat f strikt convex is) laten we achterwege. Uit de stationairiteitsvoor-
waarde voor het maximale element y(= £’(x)) van (5.4): x = g’(y), volgt

dan (5.5).
5.2.7. VOORBEELD

Laat o > 1, en f£(x) := & lea’ x ¢ R

Dan geldt
* 1 B n
£7(y) = glyl", vy eR

waarin B zdédat 1 + LI 1.
o B

Tot slot wil ik prof. dr. A. van ROOIJ van harte bedanken voor zijn prompte
commentaar en bruikbare opmerkingen bij een eerdere versie. De invloed van
zijn getoonde belangstelling is in deze tekst, hoewel onzichtbaar, duidelijk

aanwezig.
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0. INLEIDING

Gedurende de laatste jaren zijn er aanzienlijke vorderingen gemaakt op het
gebied van de variatierekening. Zonder overdrijving kan men zeggen dat het
bewijs van P.H. RABINOWITZ [12] van een stelling van A. WEINSTEIN [13]

over het bestaan van periodieke oplossingen met gegeven energie voor Hamil-
tonsystemen een belangrijke stap betekent in de geschiedenis van de varia-
tierekening. Dit bewijs heeft een nieuwe impuls gegeven aan de directe
methoden die gebruik maken van karakterisering van kritieke waarden van

een functionaal met behulp van "minimax methoden". Het spreekt vanzelf dat
heel wat andere -al dan niet hiermee verwante- methoden (dualiteitsmethoden,
voortgekomen uit de convexe analyse, theorie van Morse, etc.) uitermate
actueel zijn, maar in deze voordracht zullen we ons beperken tot - wat men
noemt - de "minimax methoden". Deze methoden vinden hun oorsprong in the
"theorie van algemene eigenwaarden" van LYUSTERNIK & SCHNIRELMANN [41,[5].
Bij wijze van voorbeeld van deze theorie beschouwen we de volgende situatie:
Laat F : RN + R (n > 1) een functie met continue afgeleide zijn (notatie

F € c'(mﬁ ,R) en laat SN_] de eenheidssfeer zijn in RN:
sVlos (ke ®Y | ||| = 13

Wij interesseren ons nu voor de kritieke punten van de beperking van F tot

SN_] (notatie voor deze beperking: F|SN—1), d.w.z. voor de punten X van

SN"I met de eigenschap dat de gradient van FISN-I daar nul wordt of, met

! met de eigenschap dat de gradiént

van F in x loodrecht staat op het raakvlak in x aan SN-I, of, nog weer an-

N_
andere woorden, voor de punten x € §

N-1 s s
ders, voor de punten x van S waarvoor er een A € IR bestaat (multipli-

cator van Lagrange) zodanig dat F'(x) = Ax.
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F'(x) = \x
Figuur 1
Indien X een kritiek punt van F|SN-1 is, dan zegt men dat F(x) een kritie-
ke waarde is van F|SN-I. Daar F continu is op SN_l en daar SN'-1 compact

is (d.w.z. begrensd en gesloten), bezit F een maximum en een minimum op
N-1

S . Men kan nu bewijzen dat, indien FISN—I zijn maximum (resp. minimum)

bereikt in X, dit punt x tevens een kritiek punt is van F[SN-I en dus dat

a := max F(x) en b := min F(x) kritieke waarden zijn van F| N-1. Het
xeSN“l xeSN_] S

kan voorkomen dat deze a en b de enige kritieke waarden zijn van FISN~1,

bijv. indien F(x) = X, waarbij geldt:
¥
x = | .
X
n

LYUSTERNIK [4] heeft evenwel bewezen dat, indien FISN—I even is, d.w.z.

indien F(x) = F(-x) voor x € SN_] N-1

, de restrictie F|SN—1 van F tot S
minstens N paren kritieke punten bezit. Het getal N is optimaal, zoals

uit het volgende voorbeeld blijkt: Laat F(x) := xTA.x, waarbij A een

symmetrische NxN matrix is met N verschillende eigenwaarden. Inderdaad is

in dit geval een kritiek punt x van FISN—] een eigenvector van A en zelfs
genormaliseerd omdat || x || = 1 en men weet dat A precies N paren van zulke
eigenvectoren bezit. Men ziet ook dat, indien Ax = ;;, tevens geldt:
— - _ ——T— —
F(x) = xA%X =7%x x = X

en dus dat A (de bijbehorende eigenwaarde) een kritieke waarde is van

F|SN—1. Indien men de eigenwaarden van A naar opklimmende grootte ordent:
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dan weet men dat A, = min F|SN—I en AN = max F|SN-I. Anderzijds heeft

FISCHER [3, 1905] de volgende karakterisering gegeven van de eigenwaarden:

A, = inf max F(x)
Dst xeD
.. _ N-1 N-1 . . . .
waarbij r, = {D c8 |D =5 nEk}. Hierin is Ek een deelruimte van
]RN met de dimensie minstens k. Men ziet dat, indien X, = A voor een

k k+1

zekere waarde van k, F | _N-1 een oneindig aantal kritieke punten bezit.

S
In het geval dat F even is, maar niet noodzakelijker wijze van de tweede
graad, bestaat de methode van Schnirelmann daarin dat men klassen Fk van
gesloten deelverzamelingen van SN_] kiest die de eigenschap hebben dat de

waarden c gedefinieerd door:

k?

Cp = inf max F(x)
DeT xeD

k

kritieke waarden zijn en wel zodanig dat, indien voor zekere k geldt:

€k T Ck+1
de functie F een oneindig aantal kritieke punten bezit. Het bewijs van
de existentie van dergelijke klassen vereist resultaten van topologische
aard (stelling van Borsuk) die wij hier niet zullen introduceren. Het doel
van deze voordracht is aan te tonen dat men in het geval van een functie
F : EN + R, kritieke waarden van F kan definiéren die corresponderen met
kritieke punten van F (zonder nadere voorwaarden) die niet noodzakelijk
ook extrema van F zijn. Aan de andere kant zullen wij ook "kritieke waar-
den", zeg ¢, van F definiéren, waarvoor er niet noodzakelijk een X ¢ RN

bestaat zodanig dat F(x) = ¢ en F'(X) = 0 maar waarvoor er wel een rij

N .
(xn) met X, € IR bestaat zodanig dat

lim F(x_) = ¢ en 1lim F'(x_) = 0.
n-—>o° n n-—> n
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1. MINIMA EN DE "PALAIS-SMALE" CONDITIE
Zij F : ]RN + R een C] funktie. Definieer voor ¢ ¢ IR de verzameling

K= (x ¢ BY [F(x) = c en F'(x) = 0}.

Als Kc # @ is, dan heet elke x ¢ Kc een kritiek punt van F en c een kri-

tieke waarde van F. Als F naar beneden begrensd is, dan is

c := ianF(x) een eerste kandidaat om een kritieke waarde te zijn. Immers
xeR )
als er een X € IRN bestaat z8 dat F(x) = ¢ dan is F'(x) = 0 en Kc # 0.

Om te onderzoeken of er zo'n minimaal element X bestaat, merken we op dat,
e e s + N
op grond van de definitie van ¢, er voor elk n € IN een element X e R

bestaat zodat

(1.1) cSF(xn)Sc+

2=

Als deze rij (xn) begrensd zou zijn, dan bestaat (xnk) zodanig dat

X = lim p S Wegens de continuiteit van F geldt dat F(x) = ¢, waaruit
k> o k )

volgt dat X zo'n minimaal element is. Begrensdheid van zo'n minimale rij

(xn) als boven kan volgen uit een bepaald globaal gedrag van de functie F.

Definieer daartoe: de functie F heet coercief als geldt
F(xn) +> + ®© voor elke rij (xn) met H an > o,

Als F coercief is, dan zijn de verzamelingen A, := {x ¢ ]RN |[F(x) < d}

d
voor alle d ¢ IR begrensd en gesloten, en bovendien is F naar beneden be-
grensd. Hieruit volgt dan dat ¢ = inf N F(x) = minN F(x) een kritieke
x e IR xe R
waarde van F is.
VOORBEELD 1.
Zij A een NxN symmetrische matrix die positief definiet is (er is een a >0
T T N .. N 1
zo dat x AXx 2 ax x voor alle x ¢e R ) en zij G: R =+ R, GeC , G(0) =0

zodat g(x) := G'(x) (we beschouwen G'(x) als kolomvector) begrensd is,

d.w.z. er is M > 0 zodat H g(x)|[ <M voor alle x € lRN.

cos (\1 + ||x|[2)x

Vi+ =112

(B.v. G(x) = sin (\1 + Hx”z), G'(x)
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Dan is F(x) := } xTAx - G(x) coercief. Immers, merk op dat

T -] x|

G(x) = G(x) - G(0) = jé g(tx)Tx dt en F(x) = ixTAx - G(x) 2 %~x

Dus

i F(x) 2 lim lell(% [l x]] - m) = + =,
Il - > -

F bezit dus een globaal minimum en de vergelijking

Ax = g(x), x € RN

heeft een oplossing.

De in de toepassingen meest voorkomende situatie is niet dat het definitie-
gebied van de functie F eindig - maar juist oneindig dimensionaal is. Om
een idee te geven hoe de eindig-dimensionale methoden gegeneraliseerd kun-
nen worden tot problemen in oneindig-dimensionale ruimten, beschouwen we

in de rest van deze paragraaf functies F gedefinieerd op een reéle Hilbert-
ruimte H. Het inproduct in H geven we aan met ( , ). Als F € C](H;HU naar
benedern begrensd is en coercief is, dan volgt dat de rij (xn) gedefinieérd
door (1.1) uniform begrensd is. Echter, daaruit kan niet geconcludeerd
worden dat er een deelrij (xnk) en een x € H moeten bestaan zodat

lim x, = x. Immers, begrensde en gesloten deelverzamelingen in een onein-

k+oc k
dig-dimensionale Hilbertruimte zijn niet noodzakelijk compact. Er zijn ten-

minste twee methoden om deze moeilijkheid te overwinnen. Een van deze be-
rust op het feit dat er wél een X € H en een deelrij (x“k) bestaan zodat

lim (xnk,y) = (x,y) voor alle y ¢ H. Men spreekt dan van zwakke convergen-
k> o
tie van (xnk) naar x. Zelfs als F continu differentieerbaar is, geldt dan

niet noodzakelijk

lim F(Xnk) = F(x).

k> o

2

"Denk aan H = £, e (1,0,...), e, = (0,1,...) enz.. Dan geldt voor
2

1

(x,y) =,Z] Xy, dat lim (ei,y) = limyi = 0 voor alle y € Zz en toch
1= B i>o

lim He.||2 = lim (e,,e.) = 1.]

. i . i’71

1> 1>

Maar voor het bestaan van een minimum is het voldoende om aan te tonen

~

dat F(x) < lim F(xgq Dit geldt in het bijzonder als F convex is. Dit

k >

E
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soort redeneringen is het uitgangspunt van een belangrijk deel van de
niet-lineaire functionaal analyse: de zogenaamde monotoniciteit, pseudo-
monotoniciteit methoden. We zullen in deze lezing deze weg niet volgen.
(Zie Hoofdstuk 2, §5)

Een tweede methode bestaat er uit een beter gebruik te maken van de dif-
ferentieerbaarheid van de functie F. Laten we een eenvoudig, maar belang-
rijk, voorbeeld beschouwen. Zij A een zelfgeadjungeerde operator in H die
positief definiet is (er is a > 0 zodat (Ax,x) 2 a||x||2 voor alle x € H)

en zij £ € H. Definieer
F(x) := § (Ax,x) - (f,x).

Dan geldt: F € CI(H;H() en F is naar beneden begrensd en coercief. Laat

¢ := inf F(x) en beschouw een rij (xn) c H zodat
XeH

8-

|
I

Dan geldt voor alle t ¢ I]R en elke h € H: F(xn) - c < F(xn + th).

Hieruit volgt

2 2 2
t I nfl® + 2e(Ax_- £,h) + =20
2 2 2
voor alle t ¢ IR en alle h € H. Dus I(Axn - f,h)|° < E~||h|| voor alle
h € H. Kies h = Axn - f. Dan geldt:
|| Aax_ - £]] < V2.
n n
Merk op dat
' = —
F (xn) Axn f.
We hebben dus een rij (xn) gevonden zodat
. - . 1 =
lim F(xn) c, lim F (xn) 0.

n > n-> o

Deze informatie is voldoende om te garanderen dat (xn) een convergente

rij is. Immers
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< (A(xm - xn), x0T X)) =

((Axm - f£f) - (Axn - f), X - xn) <

IA

Clax, = €]l + lax, - £])llx, - x || <

-

IA

2
gD g - xy

Hieruit volgt

< a_l[\/% + \/%]

%, - = |

en dus dat (xm) een Cauchyrij is in H. Omdat H volledig is, is er dan een
element X ¢ H zodat lim x_ = X, en we hebben dan Ax = f. Dit eenvoudige

m > o
voorbeeld laat zien hoe belangrijk het is te weten dat

lim F'(x_) = 0.
n-> o n

We besluiten deze paragraaf met een (zwakkere vorm van een) stelling van
Ekeland waaruit volgt dat deze informatie altijd aanwezig is als F naar

beneden begrensd is.

STELLING. (EKELAND [21])
Laat (V,d) een volledige metrische ruimte zijn en zij F : V > IR y {+ =}
onder-half continu, naar beneden begrensd en # + », Zij € > 0 en u € V

zodanig dat

F(u) < inf F(v) + €.
v eV

Dan bestaat er voor alle A > 0 een v € V met de eigenschappen:
F(v) < F(u),
d(u,v) <.

Voor alle w # v, F(w) > F(v) - eA-l d(v,w).

GEVOLG. Laat V een Banachruimte zijn (b.v. RN), en laat F ¢ cl(v;m),

met ¢ = inf F(x) > -«, Neem een rij Un e V, n € m+ , X € V zodanig dat
F(U ) € ¢ + l.
n n
Beschouw % als de ¢ in bovenstaande stelling en neem A = 1/V/n. Dan bestaat

er een element x € V zodanig dat
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1
n
en voor elke t > 0 en h ¢ V \ {0} geldt:
1
F(xn + th) - F(xn) > = '/; [e] |In]].

Als we de limiet voor t + O nemen, krijgen we

F'(x )b 2 - /2 [l
voor alle h e V.
Vervang h door -h, dan volgt

B Gx) ml o< /o el
voor alle h ¢ V en dus [lF'(xn) I < /%.

Dit resultaat motiveert de volgende definitie:

N

DEFINITIE. De functie f « C](H{ 3;R) voldoet aan "P.S" in ¢ € TR indien het

bestaan van een rij (xn) in RN met de eigenschappen:

lim F(x_ ) = ¢ lim F'(x_ ) =0
n-> o n ’ n-> o« n

impliceert dat c een kritieke waarde van F is. Als F aan "P.S" voldoet voor
alle ¢ ¢ R, dan zeggen we dat F aan "P.S" voldoet. De notatie "P.S" staat

voor PALAIS & SMALE [8] die voor het eerst zo'm conditie hebben ingevoerd.

Voor de volgende paragraaf is het van belang op te merken dat, in de
situatie van Voorbeeld 1, als de matrix A niet positief-definiet is, maar

wel regulier is, de functie F aan "P,S" voldoet.

2. TWEE "MINIMAX" STELLINGEN

Beschouw het voorbeeld 1 met A noch positief definiet, noch negatief de-
finiet maar wel regulier en, om te beginnen, g = 0(!). Dan is 0 een kri-
tiek punt van F, en wel een zadelpunt in de zin dat iedere omgeving van O
punten y en z bevat waarvoor geldt

F(y) > F(0) > F(z).

«

Laat H_ (resp. H_) de deelruimte van EN zijn die voortgebracht wordt door

de eigenvectoren van A waarvoor de bijbehorende eigenwaarden positief
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(resp. negatief) zijn. Dan is F|H naar beneden begrensd en inf F(x) = 0.
* x €Hs
Voor het gemak nemen we aan dat dim H_ = 1, Zij V een &&n-dimensionale

deelruimte van RN zodanig dat RN = H, eV (bijvoorbeeld V = H_). Het
is niet moeilijk in te zien dat er punten U, en -U0 in V bestaan waarvoor
F(UO), F(-UO) < inf F(x). In dat geval kan de kritieke waarde 0 op de vol-

x €eHy
gende manier gekarakteriseerd worden: zi]

r := {u : [-1,1] > rY |u continu en u(-1) =-U,,u(1) =U0}.
Voor u € T beschouw max F (u(t)). Er is dan zeker een t ¢ (0,1) zodanig
_ tel-1,11]
dat u(t) e H .
 H,
. "
- %
0
Figuur 2
Dus max F(u(t)) = F(u(t)) 2 inf F(x) =0,
tel-1,11] xeH
+
Dan geldt dat inf max F(u(t)) = 0 omdat u gedefinieerd door
_ uel' te{-1,1]
u(t) = tu, een element van I' is waarvoor

0
max F(u(t)) = 0
tel-1,1]

(t > F(u(t)) = utzals u, een eigenvector is van A bij de negatieve eigen-

0

waarde a). Zelfs als g # 0 (en x - g(x) begrensd), kan men een complement

V van H_ in rY vinden zodat F(—UO),F(UO) < inf F(x), met UO e V.

er+
Op dezelfde manier definiéren we dan
¢ = inf max F(u(t))
ue'l tel-1,1]
N . . - =
met T := {u:l-1,11 » R | u is continu, u(-1) = U, ,u(l) = UO}. Weer

geldt ¢ > max (F(—UO) ,F(UO)). Dat ¢ een kritieke waarde van F is, is een

~

gevolg van



STELLING A. (RABINOWITZ [11]1)

Zij F € CI(RN 3;IR) een functie die aan "P.S" voldoet. Laat E, en E_ deel-

ruimten van rY zijn zo dat RN =E_® E_, en definieer voor R > 0
By i= {x ¢ E_| ||x]| £ R} en 3By := {x ¢ E_| |lx|l = R} . Veronderstel nu dat
er een R > 0 bestaat zodanig dat
(2.1) max F(x) < inf F(x).
xeBBR xeE
Definieer de verzameling T door
r := {u : By > RN | u is continu en u(x) = x voor x € BBR}.

Dan 1is

c := inf max F(u(x))

r B
ue xeBy

een kritieke waarde van F en er geldt

c > max F(x) .
xeaBR

We zijn nu in staat om het bestaan van een oplossing van (1.2) aan te tonen
zelfs als dim H_ > 0. Immers, als 0 < dim H_ < N, kies dan E,=H,_en

E_ = H_ in stelling A en merk op dat uit de begrensdheid van g volgt dat

aan (2.1) wordt voldaan voor elke R die voldoende groot is.

OPMERKINGEN

1. Het bestaan van een oplossing van (1.2) met A regulier en G : H(N%-RN

continu, begrensd (niet noodzakelijk de gradient van een functie G) kan
op een andere manier aangetoond worden. Immers, definieer T door
Tx := A_]g(x) voor x € RN . Dan is T continu en wegens de begrensdheid
van G bestaat er een R > 0 zodanig dat T de bol met straal R in IRN in
zichzelf afbeeldt (||Tx|| < R voor R groot genoeg). Uit een beroemde stel
ling van Brouwer volgt dat T een dekpunt x heeft, dus x = Tx = A_]g(;),
of wel Ax = G(x).

2. Naar aanleiding van de discussie van §1 komt de volgende vraag aan de
orde: als niet aan "P.S" voldaan wordt, bestaat er dan toch een rij (xn)

zadat lim F(Xn) = c en lim F'(x_) = 0? Het antwoord op deze vraag -
n->« n-—>o n



wordt gegeven in het volgende lemma.

LEMMA

Laat F € CI(RN;R), K CIRNbegrensd en gesloten, en K

gesloten. Zij VY € C(KO;RN) en definieer
N
I' := {u € C(K;R") | u(x)

inf
ue'l

Laat b F(y(x)) en c

max

xeK0

als

max
x eK

Dan geldt:

lim

F(xn) = c
n->w
lim F'(x_) = 0.
n-—>o n

We geven een schets van het bewijs in de
OPMERKING

Het feit dat KO begrensd en gesloten is

max F(V(x)) bestaat. I bestaat uit alle
xeK
Dat zulke voortzettingen bestaan is een

gemene topologie (stelling van Tietze);

BEWIJS VAN STELLING A.

9B K =B

Neem in het lemma K R

0 v

R,
de projectie op E_ "langs" E . Voor u «

Vv € C(BR;EN) en v(x) = x voor alle x €

stelling van Brouwer is het mogelijk om

heeft, d.w.z. er is een x ¢ BR zodanig d
u(x) = (I-P)u(x) e E+. Dan geldt
max F(u(x)) 2 F(u(x)) 2
xeBR
en
c =inf max F(u(x)) =
ue'l XEBR

Aan de voorwaarden van het lemma wordt d

b < c, dan bestaat er een rij (xn) c RN

c K niet

0 leeg en

y(x) voor alle x € K

F(u(x)).

zodat

Appendix.

en dat ¢ continu is garandeert dat
continue voortzettingen van ¥ tot K,

gevolg van een stelling uit de al-

dus T # @ en b € ¢ < o,
(x) = x op aBR. Zij P : IRN > IRN
I'y definieer v := p ou. Dan geldt

BBR. Met behulp van bovengenoemde

aan te tonen dat v een nulpunt

at v(x) = 0. Voor x is dan-

inf F(x)

er+

inf F(x) > max F(x) = b.
er+ xeBBR

us voldaan. De conclusie van het

lemma en "P.S" geeft dan het resultaat van Stelling A.



We beéindigen deze paragraaf met de nu beroemde stelling van AMBROSETTI &

RABINOWITZ [11].

STELLING B. HET "MOUNTAIN PASS LEMMA"

Zij G € CI(RN;IR). Neem aan dat er twee getallen d en R, R > 0, zijn zo-

danig dat
F(x) 2 d op de sfeer S, := {x ¢ =Y I fIx]l=r?,

F(0) en F(e) < d voor een e ¢ IRN met ile” >R,

Dan bestaat er een rij (xn) c RN met

lim F(xn) = ¢, lim F'(xn) =0
n->o >

waarbi]j

¢ = 1inf max F(u(t)) =2 d
uel' tel[0,1]

en

r := {u : [0,1] > le u is continu en u(0) = 0, u(l) = e}.

VOORBEELD 2.

. 2 . . .
We beschouwen een voorbeeld van een functie F : IR™ > TR die als enige kri-

tieke punten een lokaal minimum in (0,0) en een zadelpunt in (1,-1) bezit.

Zij
y2 x3
F(x,y) = X + XYy +T"T.
De kritieke punten van F voldoen aan:
9F 2
E (x,y) = 2x + y — X = 0
oF
3y (x,y) = x +y = 0.
2
Dus y = -x en x = x , of wel x = 0, y =0 en x =1, y = -1,
De Hessiaan van F wordt gegeven door
2 2
3" F 9 F
2 (Xay) Bxay (X;y) 2-2x 1
9x
2%F Ly 2 | | ‘
9xdy ? 2 ’

9y
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Joor x =y = 0 1is [% :} positief definiet, dus (0,0) is een lokaal minimum.
loor x = 1, y = -1 is det [? :] = -1, dus (l,-1) is een zadelpunt. Omdat
F(0,0) = 0, en (0,0) een strikt locaal minimum is, zijn er getallen

R, d > 0 zodat F(x,y) =2 d voor x2 + y2 = R2 (R voldoende klein). Kies

2 = (3,0); dan is F(3,0) = 0 < d.

Voor iedere rij (xn,yn) € m? zodanig dat

lim F(xn,yn) bestaat en 1lim F'(xn,yn) =0
n-> o n->o
hebben we 5 3
a) 1lim (x2 + Xy o+ ZE - fﬁ ) = a € IR
n n’n 2 3
n->eo
b) lim (2x_ +y_ - x2) =0
n n n
n->o
c) lim (xn + yn) = 0.
n>o

Uit b) en c) volgt: lim xn(l-xn) = 0. Dus

n->w
of lim X = Oen lim y =0
n->o n->o
of lim x = len 1lim y = -1
n->o n-—>o

en aan "P.S." is voldaan.

Merk op dat ¢ = F(1,-1) = > 0. Omdat (0,0) en (1,-1) de enige kritieke

I
6
punten zijn, is c = % de kritieke waarde, met K = {(1,-1)} die gekarakte-
riseerd wordt door het Mountain Pass Lemma.

Situatie voor N = 1

Figuur 3
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BEWIJS VAN HET MOUNTAIN PASS LEMMA

We gebruiken weer het Lemma, nu met K = [0,1], K0 = {0,1}, ¢(0) = 0, ¢(1)=ce.
Voor u € T bestaat er een to € (0,1) zodanig dat []u(to)ll = R zodat

max F(u(t)) = F(u(to)) 2 d en ¢ = inf max F(u(t)) 2d>b =
te[0,1] uel tel0,1]

max (F(0), F(e)). O

We beschouwen weer het voorbeeld 1 waar A positief definiet is, maar nu met

g niet begrensd.

Als g(0) = 0 en lim g(x) _ 0 dan is 0 een lokaal minimum van F
x>0 | x ||
x3
n 4 R
(bijvoorbeeld G(x) = 1} z X g'(x) = : ).
i=1 3
X
n

Er zijn dan getallen d > 0 en R > 0 (R voldoende klein) waarvoor geldt
F(0) < d en F(x) 2 d voor ||x||] = R. Als er bovendien een y ¢ R" bestaat
zodanig dat

sup

G(Ay) T
A>0 >\2

2 § y Ay

dan geldt voor A voldoende groot F(Ay) <d. Hieruit volgt dan dat F een an-

der kritiek punt (dan (0,0)) heeft indien aan "P.S." voldaan is. Bijvoor-
beeld
3
*
Ax : 3 , (met A positief-definiet)
3
x
n

bezit altijd tenminste &&n oplossing ongelijk aan de nuloplossing.

OPMERKING

In dit laatste voorbeeld is F even en dus heeft F een paar kritieke punten
ongelijk aan nul. Bovendien geldt hiervoor dat F(x) < 0 < d voor alle

x ¢ R® mits [|x|] =2 R', met R' groot genoeg. Een resultaat analoog aan dat
van de stelling van Lyusternik garandeert het bestaan van tenminste N paren

verschillende kritieke punten ongelijk aan nul! [1].
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Als laatste toepassing van het Mountain Pass Lemma vermelden we de volgende
stelling [91]:

Zij F ¢ cl(mp sIR) een functie die aan "P.S." voldoet en neem aan dat F
twee verschillende lokale minima bezit. Dan bestaat er een derde kritieke

punt.
APPENDIX

BEWIJS VAN HET LEMMA (voor F ¢ cz(mN sIR)) .

Beschouw de differentiaalvergelijking

o)+ () n(] F(ule)) [ Fru®) =0
0.1 { N
u(0) = x ¢ R
1 voor s < 1
met h(s) := { s-1 voor s > 1
d(y,A)
en O CR VEX LC
.. N
waarbij A :={x e R |F(x) < b}
B := {x ¢ R | F(x) 2 ¢}
. N
en d(y,C) = inf ||y-2z || voor c ¢ R .
zeC
Omdat b < ¢, is A n B = @ en voldoet g aan:
i) g(y) = 1 als F(y) 2 ¢
ii) g(y) = 0 als F(y) < b
iii) 0<g(y) £ 1 voor alle y « RN
iv) g : IRN +» TR is lokaal Lipschitz continu.

Omdat y + H(y) := g(y) h(IIF'(y)[|)F'(y) lokaal Lipschitz continu is met

0 < ||H(y) || £ 1 voor alle y « RN, bezit de D.V. voor elke x € RN €én

en slechts &&n oplossing t + u(t;x) en die bestaat voor alle t = 0. Boven-
dien is x - u(t;x) continu op H{N voor alle t 2 0. Stel voor het gemak
T(t)x := u(t;x) voor alle t = 0, x ¢ IRN. Dan is T(t) : RN ->‘RN dus con-
finu voor alle t 2 0. Voor x € IRN waarvoor F(x) < b geldt g(x) = 0, en

dus H(x) = 0. Dan is u(t,x) = x, voor alle t 2 0 een oplossing van (D.V.)

en wegens de eenduidigheid van de oplossingen geldt T(t)x = x voor allé
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t 2 0 en elke x met F(x) < b. Voor alle x € mN en t > 0 is

a
dt

F(I(t)x) = F'(T(0)0) " 2= ule)=

2
= —g(T(e)x) h (]| F' (T()x) [|) || Fr(T(t)x) ||© < 0.
Hieruit volgt dat voor alle x € RN, de functie t > F(T(t)x) niet stijgend
is. Kies € ¢ (0,1). Uit de definitie van c volgt dat er een ¢e € T bestaat

zodanig dat ¢ < max F(¢ (x)) < c + €.
xeK €

Dan is T(t)0¢E : K » IRN continu voor alle t > 0

en T(t) °¢E IKO = T(t) oy voor alle t 2 O.

Voor x € Ko geldt F(P(x)) < b dus T(t)y = ¢ voor t 2 0. Hieruit volgt dat

T(t) °¢E el voor t 2 0. Uit de definitie van c volgt dat

c < max F(T(t)e ¢ (x)) < max F(¢p_ (x)) < c + €.
xeK € xeK €

Dit impliceert dat voor iedere t > 0 er een x(t,e) € K bestaat zodanig dat
c < F(T(t) °¢E(x(t,e)) < c + €.

Omdat K compact is, is er dan een element x_ € K en een rij (x(tn,e)) z0
dat t 4 » en x(tn,e) > X als n > », Wegens de continuiteit van ¢ geldt
lim ¢E(x(tn,e)) = ¢e(xs)' Neem nu t > 0, en n groot genoeg zodat tn > t.

n-> o
Dan geldt:

0
IA

F(T(t ) o ¢ _(x(t ,e))) < F(T(t) o ¢ _(x(t ,e))) <

IA

F(¢€(X(tn,8))) < c + €.

IA

Dus c F(T(t) °q)e(x(tn,e))) < ¢ + €.

Als we de limiet voor n - =» nemen krijgen we
c < F(T(t)e ¢ _(x)) < c + e.

Omdat t > 0 willekeurig is, geldt c < F(T(t)ye) < ¢ + € voor alle t > O
met y_ := ¢(x€). Omdat t - F(T(t)y) niet stijgend, en naar beneden be-
grensd is bestaat er een t. > 0 zodanig dat l é% F(T(t)ye)[ <e.

Dan geldt:



g(T(e )y Il Frrce Dy I I E (e oy 1 < e,

lerk op dat F(T(ta)ye) 2 c en dus g(T(te)yE) = 1. Omdat € €(0,1), geldt

» en z = T(te)ye;

S|—

+
||F'(T(t€)yE |l < Ye. Neem nu, voor n ¢ N , e =
ian hebben we

(1) c

IA
o]
~
N
~
A
[g]
+

(2) lerce )yl s VA

Daarmee is het lemma bewezen.

Ik wou graag mijn collega Prof.dr. A.W. Grootendorst bedanken voor de ver-

taling van de inleiding.
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1. INLEIDING

In de mathematische physica worden vergelijkingen die uit de theoretische
physica volgen nader onderzocht en, zo mogelijk, opgelost, Dit is vaak
heel moeilijk; er is dan behoefte aan betrouwbare vereenvoudigingen door
geschikte benaderingen. Deze benaderingen dienen dan de voor het onder-
havige probleem belangrijke eigenschappen van de vergelijkingen en hun op-
lossingen in hoofdzaak onveranderd te laten. .

We beperken ons in het volgende tot conservatieve golfvergelijkingen.
Ruwweg betekent dit dat er geen demping of wrijving is. Physisch komt het
er als regel op neer dat de totale energie constant is. Dit soort verge-
lijkingen kan meestal afgeleid worden uit een variatieprincipe van de
Lagrange of Hamilton soort. De kern van het volgende verhaal is te laten
zien dat deze formulering van het probleem een belangrijk hulpmiddel kan
zijn bij het opsporen van geschikte benaderingen. Hierbij zullen we de
belangrijkste elementaire eigenschappen van het Lagrange- of Hamilton-(af-
gekort L - of H -) formalisme bekend veronderstellen., Een tweetal opmer-
kingen die in inleidende leerboeken meestal niet voorkomen voegen we hier-
aan toe,

De eerste betreft de H-formuleringen., Laten we indices (discreet systeem)
of ruimtelijke anrdinaten (continu systeem) weg dan kunnen de Hamiltonse

vergelijkingen worden geschreven als
(lol) q = = P = - ——

waarin we gebruik maken van de notatie %% s resp. %g , met de betekenis
van partiéle afgeleide van de functie H naar p, resp. q, voor het geval
van discrete systemen, en met de betekenis van variatieafgeleide van de
functionaal H naar p, resp. q, voor continue systemen (zie Hoofdstuk 2,
§4) .

Beschouw nu q, p als componenten van een vector u. Dan kan (l1,1) geschreven

worden als
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_ SH -1 _ §H
(1.2) ut— S.—g; of S ut'—-a—ﬁ

S is een symplectische operator, d.w.z. SST = 1 (unitair) en S = - ST

(antisymmetrisch). De opmerking is nu dat voor de algemene theorie

eigenlijk alleen het laatste van belang is. Vergelijkingen van het type:

. sH -1 _ §H
(].3) ut—Aﬂ-, A ut—'s—\I
noemen we gegeneraliseerde Hamilton - vergelijkingen (afgekort g.H - ver-
gelijkingen). Vergelijking (1.3) volgt uit een kanoniek actie - principe
van de vorm
JL(u,ut)dt

waarin

L(u,ut) = %(u,A_lut) - H(u)
met ( , ) het Euclidische inproduct voor discrete systemen, en het L2 -
inproduct over de ruimtelijke variabele voor continue systemen, Wanneer
A = S dan is dit de standaard formulering van het kanoniek actie - prin-

cipe voor (1.2) (zie Hoofdstuk 2, §4).

Ofschoon we dat verder niet zullen gebruiken, merken we op dat het wel be-
kend is dat algemene eigenschappen van klassieke H- vergelijkingen gefor-
muleerd kunnen worden met behulp van Poissonhaken.

Voor (1.2) kan de Poisson-haak van twee functies geschreven worden als

een bilineaire vorm:

(1.4) {F,G} =

Het blijkt nu dat voor g.H - vergelijkingen de uitdrukkingen

(1.5) {F,c} = (lg_g, A g—g

dezelfde hoofdeigenschappen (i.h.b., de Jacobi-regel) hebben als (1.4),.
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In het bovenstaande is A = - AT een constante, i.e, niet van t afhangende,
niet-singuliere operator, Het is mogelijk, maar voor ons doel niet nodig,
de zaak nog verder te generaliseren voor een bepaalde klasse van niet-
lineaire, van u afhankelijke, operatorenl).

De tweede opmerking betreft lineaire vergelijkingen. Een lineaire conser-
vatieve vergelijking volgt middels het L-variatie principe uit een homo-
geen kwadratische L-functionaal die de tijd niet expliciet bevat, In het
algemeen is het dan mogelijk om andere, essentieel verschillende L-for-
muleringen voor hetzelfde probleem te vinden, Uit het principe van Noether
volgt dat er (voor elke t-onafhankelijke L) een gwadratische behoudswet

is. Slechts &&n hiervan kan de energie zijn. Welke dit is, is een physisch
probleem; het volgt uit de physische betekenis van de gebruikte variabelen,
Laat nu de te onderzoeken benadering van een gecompliceerd probleem be-
staan uit een linearisering. Neem aan dat voor deze 1ineaire vergelijkingen
een kwadratische Langrangiaan te vinden is, Er is dan geen enkele zeker-
heid dat deze iets te maken heeft met een "kwadratisering" van de L van

het complete probleem. Dit probleem heeft n.l, in het algemeen maar &&n

L, het lineaire probleem heeft er vele, Overeenkomst zou dus een toevals-
treffer zijn., Een specifiek voorbeeld hiervan komt aan het eind van de

volgende paragraaf aan de orde.

2, KORTE GOLVEN IN EEN INHOMOGEEN MEDIUM
In deze paragraaf bekijken we golfvergelijkingen van het type

1 =
(2.1) 7 0 Yee T Ykx
¢ (x)

b.v. geluidsgolven in een inhomogeen medium. De golfsnelheid c(x) is
overal positief. We nemen verder aan dat c in het oneindige naar vaste,
eventueel links en rechts verschillende, asymptotische waarden gaat en
dat er zoveel eindige en continue afgeleiden bestaan als nodig.

- Vergelijking (2.1) volgt uit het variatieprincipe voor IL(u,ut)dt met

2
[u u

(2.2) L = de[ tz - —’E]
2c 2
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Er is een behoudswet:

(2.3) E, +F =0
met
2 2
ut ux
(2.4) E = 7 + —, F =-u u .
2¢c 2 X

(2.3) bestaat, volgens Noether, omdat L de tijd niet expliciet bevat,
Een algemene analytische oplossing van (2.1) voor een willekeurige func-
tie c(x) is niet bekend. We gaan nu zoeken naar een benadering voor kor-
te golven., Dit betekent ruwweg dat de relatieve verandering van c,

Ac

— » over een golflengte klein is t.,o.v. 1, De grootte orde van deze gra-

diént van ¢ wordt verder aangegeven door de parameter e, Een eerste stap

op te merken dat c(x) de karakteristieke snelheid in (2,.,1) is. D.w.z.
kleine discontinuiteiten in u of u lopen volgens dx = = cdt, Het ligt

dus voor de hand een nieuwe variabele y in te voeren volgens

x
1]
(2.5) c dy = dx , y = I E{E;T .

Om nu de resterende factor c¢ in (2.,2) weg te werken voeren we een nieuwe
afhankelijke variabele in:

(2.6) u = ci W

Substitutie van (2.5) en (2.6) in (2.2) levert

(2.7) L = I ay 4tw? - w? - Wit v 891,
Hierin is B = - ! de B' = 48 De getransformeerde vergelijking 1is
e dy I g gelijking
dan:
(2.8) w - w. . +w(g +8%) =0
¢ tt yy ‘

De laatste termen in (2.7) en (2.8) zijn 0(52). Een benadering voor korte
golven wordt dus verkregen door deze termen eenvoudig weg te laten, Dit

levert:

(2.9) Ve T wyy =0,

Oplossingen zijn:

is
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(2.10) wiq,t) = ro(t-y) + s,(t+y)
voor willekeurige functies r, en s,, en dus
T [ _ax’
- _ dx' dx
(2.11) u(x,t) c?(x) [ro(t J ET;TT) +so(t+ ] ET;TT)]'

De oplossing (2.11) wordt wel de W.K.B.-benadering genoemd. Historisch
juister is de naam Liouville-Green benaderingz). Het is lokaal een goede
benadering. Een tekortkoming is echter dat er geen reflectie in voorkomt,
De uitgangsvergelijking (2,1) heeft, als c(x) niet constant is, altijd
reflectie., Dit is b.v. in te zien door de volgende combinatie van wiskun-
-dige en fysische argumenten. Omdat c de karakteristieke snelheid is zou
voor een naar rechts lopende golfberg, zeg U(x,t) = ¢(x-c(x,t) in laagste
orde, met ¢ bijvoorbeeld een functie met compacte drager, uit (2.3) vol-

gen dat in laagste orde:

Uit (2.4) volgt echter

_ _ 1 2
(2.12) F cE = E(ut + cux) .

Het is niet moeilijk in te zien dat oplossingen van (2.1) waarvoor u *cu
overal nul is alleen mogelijk zijn voor constante c, Reflectie is dus es-
sentieel voor niet-lokale oplossingen. Dit reflectieprobleem kan als volgt

worden aangepakt.

Ga uit van de vergelijkingen:

]
+
~

]

Bs
(2.13)

7]
|
(%]
]

- Br.

Differentiatie van beide vergelijkingen naar t en naar y en een geschikte
combinatie van de resultaten leert dan dat w = r+s voldoet aan (2.8). Om
de reflectie van een naar rechts lopende golf te onderzoeken nemen we als

randvoorwaarden:

r = ro(y-t), s =0 als y » + =,

Omdat B van de orde r is schrijven we:



126

2 3

r =rg + € r, t e s = €s, + € Sq + e o
Dus an,t * an,y B Son+1? SZn+l,t - s2n+l,y -- 8 Ton*
De eerste orde bijdrage tot de reflectie volgt dus uit

Si,e T S,y T 7 BT
met s, = 0 als y - + », Voor monochromatische golven komt dit neer op de
methode van Bremmer 3).
We vermelden nog dat uit (2.13) volgt:

2 2 2 2
+ + - =0

(r= +s7) (r” -s )y

waaruit nog eens blijkt dat de splitising w = r+s neerkomt op een split-

sing in naar rechts en naar links lopende golven. We kunnen nu (2.13)

schrijven in de vorm

2, = 8 36
(2.14) Ty o St _
St 36
B - By 9s
. L2 2 . . .
waarin G = }(r” +s”) dus een bewegingsconstante is., De vorm (2.14) is een

voorbeeld van een g.H-vergelijking in de vorm (1.3).

Tenslotte merken we op dat andere transformaties van (2.1) van nut kunnen
zijn 4), Een voorbeeld is de substitutie

(2.15) v =u_ ,

Dit levert dan de golfvergelijking:

(2.16) Ve = (czvx)x.

Deze vergelijking heeft de Langrangiaan
vi c2 2
(2.17) L' = jdx [ - = v_ 1.
2 2 X
Volgens Noether is er weer een behoudswet die samenhangt met de invarian-

tie van (2,17) voor tijdverschuiving. Deze is nu

1.2 2 2 _ 2 _
(2.18) (zvt + c vx)t (c vxvt)x = 0,



Het is duidelijk dat (2.17) en (2.18) niet overeenkomen met (2.2) en
(2.4). De vraag of (2.3), (2.,18) of wellicht nog een andere relatie, de
energiebalans is kan slechts beantwoord worden wanneer de fysische bete-
kenis van u of v bekend is. We geven deze transformatie hier slechts als
voorbeeld van een in § | vermelde eigenschap van lineaire conservatieve

vergelijkingen,

3. LANGE GOLVEN IN DISPERSIEVE HOMOGENE MEDIA

In deze paragraaf bekijken we vergelijkingen van het type:

(G.1) u, * de.R(x-y) uly) = 0

waarin R(z) een reéle, symmetrische en overigens '"nette" functie is.
Een formele oplossing van (3.1) kan verkregen worden door een Fourier

transformatie., De hierbij gebruikte basisoplossingen zijn:
uk(x,t) = exp(- ilwt tkx]).

Dit is, met complexe schrijfwijze, een functie die een golf voorstelt,
2w . 2w .

met golflengte = frequentie w (dus - als periode) en constante

voortplantingssnelheid % (de zgn, fase-snelheid). Door substitutie van

deze uitdrukking in (3.1) volgt dat dit een oplossing is mits w en k

aan een zekere relatie voldoen., Deze zogenaamde dispersie-relatie luidt

in dit geval:

(3.2) w? = R(K)

-~

waarin R, symmetrisch in k, de F-getransformeerde van R is. We interes-
seren ons nu voor de dispersie-effecten voor golven die t.a.v. een of an-

der criterium lang zijn, Het ligt dan voor de hand om R naar k te ontwik-

kelen
(3.3) R = czk2 + a kA + e
waarbij aangenomen is dat R(0) = 0, c is de snelheid van zeer lange golven

(i,e. nu k » 0) en o een dispersieparameter. Een benadering voor de rela-

tie (3.3) tot en met 4% orde in k, k - 0, leidt tot de golfvergelijking



(3.4) u = ¢ u - a

Deze vergelijking kan afgeleid worden uit de Lagrangriaan

2
2 c 2 a
= 1 - -
L de [zut 7 Uy 5 u 1.

Dit gaat allemaal probleemloos zolang a > 0, d.w.z. wanneer de kortere
golven wat sneller zijn dan de lange., In de praktijk, b.v. bij watergol-
ven, is het omgekeerde vaak het geval. Dit kan tot moeilijkheden leiden.

Als voorbeeld nemen we de vergelijking

.5 = +
& ) utt uxx uxxxx

die als dispersierelatie heeft

(3.6) w? = k2(1-k%).

.- . . . 2
Blijkbaar is het systeem instabiel voor k° > 1: Wanneer het spectrum van
de beginwaarden daar niet exact nul is kan de korte-golf bijdrage exponen-
tieel, als functie van t, stijgen. Neem b.v. als begintoestand een symme-

trische golfberg in rust:

u(x,0) = U(x) = U(~-x), ut(x,O) =0,

De oplossing is dan formeel

1 o

- L - 1
u(x,t) = J dk U(k) cos kx. cos k(1~k2)2t + [ dk U(k) cos kx. cosh k(l-—kz) 2t.

0 1
De tweede term "ontploft" voor t -+ =,
Er is dus nu een betere benadering voor (3.1) nodig. Voor lineaire pro-
blemen kan dit natuurlijk op allerlei manieren. We willen echter graag
iets doen waardoor de vergelijking niet veel ingewikkelder wordt om ana-
loge methoden ook op meer gecompliceerde niet-lineaire vergelijkingen toe
te passen zijn.
De vergelijking (3.5) heeft als Lagrangiaan:

2

u
xx 1

ol

2 2
(3.7) L = jdx [%ut - %ux +

Substitueer nu
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(3.8) u=v+v .,
Dan vinden we

2 2
- ]
tx %vx * %vxxx -

=
n

Idx[%vi + by

De laatste term is van de zesde orde en kan worden weggelaten, Dit is im-
mers ook al gebeurd met de zesde orde termen bij de overgang van (3.1)

naar (3.5). Op deze manier vinden we de benadering

(3.9) v =0

- v - v
tt ttxx XX

met de dispersierelatie:

1
|+k2

(3.10)

FN' EN

Voor kleine k2 is dit ongeveer hetzelfde als (3.6). Voor grote k2 zijn
(3.6) en (3.10) verschillend en beide i.h.a. niet juist. Het essentiéle
punt is echter dat dit in (3.10) onschadelijk is omdat w reéel blijft. De

oplossing van het golfbergprobleem is
-]
u(x,t) = [ dk ﬁ(k) cos kx. cos
0

kt
(1+k %)}
Wanneer U(k) klein genoeg is voor grote k is dit een bruikbare benadering

voor een oplossing van (3.1). Voor het analoge resultaat bij (3.5) is dit

i.h.a. niet het geval,

4, WATERGOLVEN

De beweging van vloeistoffen is een buitengewoon ingewikkelde zaak; bena-
deringen zijn hiervoor dus belangrijk en noodzakelijk., Deze benaderingen
kunnen, naar de aard van het probleem, van de meest uiteenlopende soort
zijn., In deze paragraaf kijken we naar golven die onder invloed van de
zwaartekracht ontstaan in een horizontale laag water met een vrij opper-
vlak, Het eenvoudigste is dit wanneer de bodem horizontaal is en er
slechts &&n horizontale codrdinaat meegenomen wordt, De wrijving (visco-
siteit) verwaarlozen we ook nog, evenals de compressibiliteit, Het over-

blijvende probleem laat een, reeds lang bekende, fraaie analytisché
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formulering toe. Exacte oplossingen hiervan zijn echter slechts in spe-
ciale gevallen (periodieke en solitaire golven) te vinden.s) Ook de com-
puter biedt niet altijd uitkomst: verdere benaderingen zijn daarom zeer
gewenst, Bij de formulering hiervan zijn twee dimensieloze parameters van

belang., Deze zijn:

b

a _ amplitude h2k2 . (waterdieptei2
h waterdiepte en (golflengte )

De eerste heeft te maken met de niet-lineariteit, de tweede met de disper-
sie., Een belangrijk en veel bestudeerd geval is nu dat beide parameters
van dezelfde orde en vrij klein zijn. Ze worden dan vaak slechts in de
eerste orde meegenomen. Ook met deze beperking zijn er nog vele benade-
ringen mogelijk, Een van de oudste wordt gevormd door de Boussinesq ver-

gelijkingen. Na geschikte schaaltransformaties komen deze neer op:

(4.1) ne * (I +n)u + uxx]x =0

(4.2) u_+ (3u” + n)_= 0.

Hierin is u (een maat voor) de horizontale snelheid aan het oppervlak, n
het hoogteverschil tussen oppervlak in beweging en in evenwicht., We merker

op dat (4.1) en (4.2) een g.H-stelsel vormen met

A = » H = J[%(l+n)u2 + %nz - %ui 1dx .

In een aantal gevallen hebben deze vergelijkingen redelijke oplossingen.
Echter, het teken van de laatste term in H bedreigt de stabiliteit van
het systeem (4.1), (4.2). Linearisering levert een vergelijking als (3.1):
het systeem is dus toch verdacht. Tientallen jaren heeft men zich dit niet
gerealiseerd; duidelijke gevallen van situaties waarin (4.1) en (4.2)

geen aanvaardbare oplossingen hebben zijn pas later gevonden met behulp

van een computer. Een voorbeeld hiervan is weer het golfbergprobleem:
n(x,0) = f(x) , u(x,0) =0

wanneer f(k) # 0 voor k2 > 1



Verbetering kan bereikt worden op dezelfde manier als in §3. We voeren een

nieuwe variabele in door:

u=v + v_ = Dv,
X
Hiervoor geldt:
_ T 6H S§H
Up TPV D E T Ey
. T . . T
waarin D° de formeel geadjungeerde is van de operator D, dus D'v = v - v_.

X

De nieuwe vergelijkingen in g.H-vorm zijn dus

T _ SH
D Mg = (E)X
en -
Dv = - (E_n')x .
De getransformeerde H is:
2 2
(4.3) H = de[i(lm) ve o+ nT]

wanneer termen van een hogere orde dan 3 worden weggelaten. Op deze manier

vinden we de vergelijkingen:

(4.4) Ny = Ny * IZ(1+n)-vJx =0

(4.5) Ve t vt [%v2 + n]x = 0.

Computerresultaten voor (4.4) en (4.5) zijn mij niet bekend. De "gekort-
wiekte" Hamiltoniaan (4.3) 1lijkt echter de stabiliteit in een voldoend
ruime omgeving van het evenwicht v = n = 0 te garanderen.

Er is nog een andere manier om een voldoend stabiele benadering te verkrij-
gen, en wel in de oorspronkelijke variabelen.e) Dit gaat met behulp van

een Green-operator of Greense functie. Laat G de inverse zijn van de, po-

o s 2
sitieve, operator I- 3x. We nemen dan:

(4.6) H = J dx. [{ u.Gu + § n u2 + 4 n2]
en dus:
(4.7) n, + [Gu + nu] =0

(4.8) u, o+ [%u2 + n]x

]
o
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In het gelineariseerde probleem komt dit neer op het vervangen van de ge-
vaarlijke factor (l—kz) in de dispersierelatie door de tamme factor

2.- . . . .
(1+k ™) 1. In (4.7) is G een integraaloperator; voor computerwerk lijkt dit

geen probleem. Het stabiliteitsgebied van (4.6) lijkt weer groot genoeg

voor de praktische toepassingen van dit soort vergelijkingen.

5. EEN PROCES-VERGELIJKING

In de praktijk van de theoretische mathematiscﬁe fysica is de laatste jaren
bijzondere aandacht gegeven aan een soort niet-lineaire partiéle differen-
tiaalvergelijkingen die als "volledig integreerbaar" bekend staan. De meest
markante eigenschappen hiervan zijn dat het, niet-lineaire, conservatieve
vergelijkingen zijn met een oneindige rij van bewegingsconstanten of be-
houdswetten en dat zij een zekere relatie hebben met een lineaire vergelij-
king waardoor zij in principe opgelost kunnen worden.7) Het bekendste voor-
beeld hiervan is de Korteweg-de Vries vergelijking. Nadere studie hiervan
begon ongeveer twintig jaar geleden; dit werk was het begin van de boven-
genoemde trend. Deze K.d.V vergelijking was reeds sinds 1894 bekend. Hij
was uit (4.1) en (4.2) afgeleid als een benadering voor lange golven die

in hoofdzaak naar rechts lopen. Voor deze golven zijn dan u en n weinig ver-
schillend. Invoeren van de variabelen r = u + n, s = u-n en verwaarlozen

van s leidt dan tot:

(5.1) T, + (r +

~lw
n
+
N
=
Nt
[
=)
.

De bewegingsconstanten waar het hier om gaat zijn polynomen in r en de
afgeleiden hiervan. Voor elke positieve gehele k kan er een geconstrueerd
worden die een term rk bevat.s) Het is inmiddels gebleken dat de verge-
lijkingen (4.1) en (4.2) analoge eigenschappen hebben. De bewegingscon-
stanten beginnen hier met een term nvk.g)

De fundering en verdere uitwerking hiervan kan onmogelijk in een stuk van
deze omvang gegeven worden. In plaats daarvan zullen we een minder boeiend
stel vergelijkingen behandelen waarbij het allemaal veel eenvoudiger ver-

~

loopt. Deze vergelijkingen zijn
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5.2)

<
1
<
n

- uv .

en kan u en v opvatten als de dichtheden van twee populaties die zich met
e snelheden +1 resp. -1 door elkaar heen bewegen waarbij het u-volk zich
en koste van het v-volk uitbreidt.

et is niet direct duidelijk dat (5.2) een conservatief systeem is. We gaan
aarom eerst op zoek naar een variatieprincipe. Optellen van de vergelij-

ingen levert

(u+v)t + (u-v)x = 0.

us
u + v = 2¢x
5.3) w-ve-2y,
£ '
u=yvy -V,
3.4 Vet

'5.5) wtt + ¢t = wxx - wx .

Jeze vergelijking kan gelineariseerd worden door de transformatie:
'5.6) ¢ = exp (-y), v = - 1n ¢.
)it levert:
bp = = b.. exp (<), b, = (b + 1) exp (-¥)
t tt tt t
:n dus

5.7) ¢ =9

:n dit is een lineaire vergelijking waarvan "alles" bekend is.

Je algemene oplossing is:
¢ = r(x-t) + s(x+t)

net r en s willekeurige functies van é&n variabele.

fet behulp van (5.4) en (5.6) vinden we dan
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-2r' -2s'
—er v =

(5.8) U= Trs r+s

Hiermee is in principe alles rond. We maken nog enkele opmerkingen die de
structuur van deze transformatie van (5.5) naar (5.7) nader kunnen toelich-
ten. Dit omdat in de meer ingewikkelde gevallen sommige bijverschijnselen
gemakkelijker op te sporen zijn dan de lineariserende transformatie zelf.

Het is duidelijk dat (5.7) volgt uit het variatieprincipe met Lagrangiaan

1,2

(5.9) L = J[dx [2¢: - ;¢i].

Met behulp van (5.6) kan (5.9) getransformeerd worden in

2 2
= wt X
(5.10) L = | dx [exp (-2y). (TT - = )].

Het is gemakkelijk na te gaan dat variatie van ¢ in (5.10) juist (5.5) op-
levert. Behoudswetten zijn ook direct door transformatie te vinden.

Bijvoorbeeld:
4
dt

als ¢ aan (5.7) voldoet. Transformatie geeft:

2 2
d t * X
Ejdx. exp (—2¢)- ——-—2———-0.
Met behulp van (5.3) is dit te schrijven als
X
2,2
d u +v [ -
(5.11) It J dx A . exp ( J (u+v)) = 0.
- -0

De exponentiele factoren in (5.10) en (5.11) maken duidelijk waarom het
niet direct te zienm is dat (5.2) een conservatief systeem is. Andere be-
wegingsconstanten van (5.7) kunnen op analoge wijze worden ombebouwd.
Tenslotte schrijven we de transformatie nog in een iets andere vorm. De
bedoeling is een gelineariseerd analogon van (5.2) te krijgen zoals (5.7)
dat van (5.5) is. Laat:

£f=9¢ -9¢ (=-2r")
(5.12)

b =-9¢, - ¢x (= - 2s').

Uit (5.7) en (5.12) volgen dan de bewegingsvergelijkingen in de vorm
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£f + f =0
(5.13)
b, - b =0.

Deze vergelijkingen beschrijven hetzelfde systeem als (5.2). De relatie kan

gevonden worden d.m.v. (5.3), (5.6) en (5.12). Er komt:

X

£= ¢ = 0= (b - v exp(=¥) = u exp (=}) = u exp ('I s ) ’
X
b = v exp (- } E%l )
of
fx _ ux _ utv
T u 2
(5.14)
bx _ Vx - u+v
v 2"

Willekeurige functies van £, fx,... zijn bewegingsconstanten van (5.13),

evenzo functies van b, bx,... . Er geldt

3 3 =
—3-]: [F(f,fx,.--) + B(b,bx,o--)] + a—); [F-B] = 0.

Met behulp van (5.14) kunnen nu bewegingsconstanten van (5.,2) gevonden
worden door geschikte keuze van F en B. Wanneer men ook exponentiEle ter-
men in de bewegingsconstanten toelaat dan kunnen F en B willekeurig geko-

zen worden.
NOTEN

1) Deze kwestie wordt uitvoerig besproken in '"Canonical and non-canonical
symmetries for Hamiltonian systems", H,M,M, ten Eikelder, Proefschrift
THE, 1984, Het basis-resultaat is dat voor de H-structuur alleen ver-
eist is dat er een variatieprincipe is dat linear is in de tijdsafge-

leide, Dus:
8 Jdt de Cu, . a{u} + h {u}l =0

waarin f{ul}l = f(u,ux,uxx,..J.

2) Benaderde oplossingen van het type (2,11) voor de vergelijking (2.1%



3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)
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lijken voor het eerst aangegeven te zijn in:

G. Green, Trans. Cambridge Phil, Soc. 6 (1837) p. 457, J. Liouville,
Journal de Mathématiques 2 (1837) p. 16,

Blijkbaar heeft dit lange tijd niet veel aandacht getrokken. Daardoor
is te begrijpen dat (2,11) vaak de W.,K.B,-benadering wordt genoemd. In
feite slaat dit op werk van de physici Wentzel, Kramers en Brillouin
die, onafhankelijk van elkaar, in 1926 lieten zien hoe een monochroma-
tische versie van (2,11) gebruikt kan worden om hogere eigenwaarden van

quantum-mechanische problemen te benaderen.

H, Bremmer, "Handelingen Natuur- en Geneeskundig Congres, Nijmegen",
Ruigrok, Haarlem (1939) p. 808, Physica 15 (1949) p. 593; Commun. pure
en applied math, IV (1955) p. 105.

Het verband tussen de Bremmer- en de Liouvillebenadering is o.a. bestu-
deerd in L.J.F, Broer en J.B. van Vroonhoven, Physica 52 (1971) p. 441
en in Th, Verheggen, "Series Solutions of ¢xx - c—z(x) ¢tt = 0 based

on the W,K.,B approximations", Proefschrift T.H.E., (1974).
Zie b.,v. L.J.F. Broer, Radio Science 14 (1979) p. 245,

Klassiek zijn op dit gebied: T, Levi-Civita, Math. Ann, 43 (1925) p. 264;

D. Struik, Matn. Ann. 45 (1926) p. 595.

L.J.F. Broer, Appl.Sci.Res. 29 (1974) p. 430; 31 (1975) p. 377;
L.J.F, Broer, E.W.C. van Groesen & J.M.W. Timmers, Appl.Sci.Res, 32

(1976) p. 619,

De literatuur hierover is zeer uitgebreid en nogal onoverzichtelijk.
Een zeer globale inleiding en enkele belangrijke publicaties zijn te

vinden in: L.J.F. Broer, Ned. Tijdschr. Nat., A49 (1983) p. 43,
R.M, Miura c.s., J. Math. Phys. 9 (1968) p. 1204,

Dit volgt door toepassing van methoden te vinden bij ten Eikelderl) op
een recent resultaat van Ito: M., Ito, Physics Letters 104A (1984)

p. 248,
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INLEIDING

In de mathematische fysica worden stationaire problemen vaak geformuleerd
in termen van een elliptische (partiéle) differentiaalvergelijking. Deze
differentiaalvergelijkingen zijn in het algemeen niet analytisch op te los-
sen. Om echter toch iets te kunnen zeggen over het kwantitatieve gedrag

van de oplossing, zullen we zoeken naar een benadering uy van de oplossing
u van de diff. vgl.. Voor het zoeken van zo'n benadering zullen we gebruik
maken van de variatierekening. In Hoofdstuk 2 hebben we gezien dat een
(part,) diff. vgl, onder bepaalde voorwaarden geschreven kan worden als een
minimaliseringsprobleem. De werkwijze voor het berekenen van een benadering
uy is nu als volgt. De (part.) diff, vgl., wordt (equivalent) beschreven

als een variatieprobleem met dezelfde oplossing un. Van dit variatieprobleem
kunnen we op systematische wijze de oplossing benaderen, De methode die

we hier zullen toepassen is de methode van Ritz. Deze methode gaat uit van
de volgende gedachte. De oplossing u van het variatieprobleem is gedefi-
nieerd in een functieruimte met oneindig veel vrijheidsgraden, of anders
gezegd, u is een lineaire combinatie van oneindig veel basisfuncties van

de betreffende functieruimte, De benadering u, wordt nu gedefinieerd door

N
rekening te houden met slechts een eindig aantal, zeg N, basisfuncties,
Voor de keuze en de definitie van de basisfuncties gebruiken we de Eindige
Elementen Methode (EEM). Een voor de hand liggende eis die we moeten stel-
len is natuurlijk dat bij toename van het eindig aantal basisfuncties de

daarbij behorende benadering u, een nauwkeurige benadering wordt van de

N
oplossing u.

De geschetste werkwijze zal worden toegepast op een warmtegeleidingsprobleem
in een l-dimensionale staaf met twee typen randvoorwaarden. Tevens zal

een uitbreiding naar twee dimensies worden gegeven. Met een aantal reken-
voorbeelden zal het geheel worden geIllustreerd, waarbij we aandacht zul-

len schenken aan een schatting van de fout |u -u als functie van het aan-

-

tal basis functies N,

De equivalente formulering van een (part,) diff. vgl. als minimaliserings-

probleem is slechts mogelijk voor zelfgeadjungeerde differentiaaloperatoren
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(zie Hoofdstuk 2). Voor njet-zelfgeadjungeerde differentiaaloperatoren
kunnen we de methode van Ritz niet toepassen. Voor deze klasse van problemen

kunnen we toch een benadering u_ definiéren, waarbij we gebruik maken van

N
de zwakke (of variationele) formulering van de diff. vgl.. Met behulp van
de EEM kunnen dan weer basisfuncties gedefinieerd worden. Het definiéren
van een benadering uy met behulp van een zwakke formulering staat bekend
als de methode van Galerkin, Deze methode is ook toepasbaar op zelfgead-
jungeerde problemen en geeft, voor dat geval, dezelfde benadering uy als
de methode van Ritz, We kunnen dan ook stellen dat de methode van Galerkin
een generalisatie is van de methode van Ritz, Ritz is toepasbaar in het

zelf-geadjungeerde geval, Galerkin is ook toepasbaar in het niet-zelfgead-

jungeerde geval,

1. DE WARMTEGELEIDINGSVERGELIJKING

In deze paragraaf beschouwen we de vgl, die de warmtegeleiding beschrijft

in een n-dimensionaal lichaam Q. Voor n = 1 denken we daarbij aan een staaf
Q = (0,1)., Het geval n = 2 correspondeert met een "oneindig dunne" plaat,
en voor n = 3 kunnen we de warmtegeleiding in een aardappelvormig gebied

in gedachte hebben (zie fig. l.a,b,c).

In een isotroop medium wordt de warmtegeleiding beschreven door de wet van
Fourier, die zegt dat de warmtestroom g per oppervlakte-eenheid rechteven-

redig is met de temperatuurgradiént, maar tegengesteld gericht. In for-

mule wordt dit

(1.1) g =- k grad u
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waarbij k > 0 de (niet noodzakelijk konstante) thermische conductiviteit

van het lichaam is (een materiaalkonstante) en waarbij u de temperatuur

voorstelt., In het l-dimensionale geval geldt dan
du
(1.2) q = - k =
Voor n = 2 kan (l1.,1) geschreven worden als
q du
*1 9%
= = ..k
(1.3) 4 i
ax du
2 sz

Veronderstellen we het lichaam @ in rust, dan geldt de volgende wet van

behoud van energie
(1.4) div q = £

waarbij f de warmteproductie per volume eenheid voorstelt,
Combinatie van de formules (1.1) en (1.,4) geeft de volgende warmtegelei-

dingsvergelijking voor u:
(1.5) - div (k grad u) = £ in Q.

- In het algemeen zal de thermische conductiviteit van de plaats afhangen:

k = k(x), x = {Xl""’xn}' Als k echter konstant is in het hele lichaam

2 dan reduceert (1,5) tot

(1.6) -k div grad u = f in Q

oftewel

(1.7) -k A u = £ in Q
n

waarbij An de n-dimensionale Laplace operator voorstelt:

2
(1.8) A = 3 F e + d > 3 A] = Jlf ; A2 -9 5+ 0
9x 9x dx 9x 9x

Om de oplossing u van (1.5) eenduidig vast te leggen zijn randvoorwaarden

nodig. Dit zijn voorwaarden waaraan u moet voldoen op de rand T van het ge-
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bied 2, In het l-dimensionale geval bestaat I uit de punten x = 0 en
x =1 (zie Fig. la). Voor n = 2 en 3 is T aangegeven in de Figuren 1b

en c, Twee mogelijke randvoorwaarden zijn:

(1.9) Dirichlet-randvoorwaarden. De temperatuur is voorgeschreven op T:

u(x) = go(x) , x €T,

(1,10) Neumann-randvoorwaarden. De warmtestroom in de richting van

de uitwendige eenheidsnormaal Vv op I is voorgeschreven

I
1
=
|

q.v(x) = (-k grad u.v)(x) (x)= g, (x), X ¢ r.

In ieder punt van de rand T moet &&n van de twee randvoorwaarden zijin gege-

ven,

(1.11) VOORBEELD

n=1, Q=(0,1), k=1, f==-e,
2
(- E—% = -e¥ op (0,1)
dx
4 u(0) = 1 (temperatuur in x = 0 is 1)
du . _ .
(— I= (1) = - e (warmtestroom in x = 1 is -e) .
Dit probleem kan analytisch opgelost worden en heeft als oplossing (zie
Fig. 2)
. A
u(x) = e*. 34

. x
Fig, 2. u(x) = e
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Het tweede voorbeeld dat we zullen bekijken is de warmtegeleiding in een
l-dimensionale staaf met niet konstante conductiviteit k., Beschouw een
staaf [0,1] waarbij

{kl als x € [0,})

k, als x e (4,11

(1.12) k(%)

met k, en k2 positieve konstanten., Op (0,}) geldt de vgl. (1.7):

2
(1.13) -k, L8k
dx
op (3,1) geldt
2
(1.14) -k, 8-k,
dx
Als randvoorwaarden in x = 0 en x = 1 kiezen we
(1.15) u(0) = -duyy - g
: 8o » dx 1

Het probleem (1.13), (1,14), (1,15) is nog niet eenduidig op te lossen.
Uit de thermodynamica van het probleem volgt dat we de volgende twee

eisen moeten opleggen. Ten eerste verloopt de temperatuur continu in de

staaf, d.w.z. u is continu in x = }. Ten tweede geldt de continuiteit
van de warmtestroom in x = }, hetgeen geformuleerd kan worden als:
du _ du
(1.16) Tk I J =Tk J :
X=% x =43+

(1.,17) VOORBEELD

2
n=1, = (0,1), k =2,k =1, f=-—"0op (0,4),f=00p (4,1).
(3+x)
2
2
-2%55 - - 5 op (0,1)
dx (3+x)
2
d
- __% =0 op (},1)

dx
u(0) = 1 +4&n 2

du
S () o= 2
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u continu in x = |

- du - - du
dx dx :
x = |} x = } +

= j-

Dit probleem heeft de volgende oplossing:
I -£&n(} +x) als x € [0,}]

u(x) = {
2 - 2x als x € [§,1]

die geschetst is in Fig. 3.

=
»

Fig., 3. u(x)

Het derde voorbeeld is een 2-dimensionaal warmtegeleidingsprobleem.

(1.18) VOORBEELD

\ == (x) = %ﬁ—(i) = 4x2(1-x2) voor x = {x],xz} € FI'
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De situatie is geschetst in Fig. 4

xzﬂ
To
1 —
y
r
F3 Q 1
Fig 4. Q met rand FO u F]
0 FO 1 X

De analytische oplossing van dit probleem is
u(xl,xz) = 4x1x2(1-x2).

Voor deze drie voorbeelden was het mogelijk een analytische oplossing te

geven., In het algemeen is dat niet mogelijk en moet een benadering van de

oplossing u berekend worden,

2, HET EQUIVALENTE MINIMALISERINGSPROBLEEM

In Hoofdstuk 2 is aangetoond dat de (part,) diff, vgln wvan §1 equivalent

geformuleerd kunnen worden als minimaliseringsprobleem. Bij het volgende

probleem
- div (k grad u) = £ in Q , k = k(x) continu
2.1
2.0 u =g, op Ty, gy = g,(x)
du _ _
k55 =8, 0T 5 8 = g (%)

behoort het volgende minimaliseringsprobleem:

Zoek een functie u : @ > R met u}ro= g, zodanig dat

(2.2) J(u) = inf J(v)
viQ+ 1R
V|'I'0 - go
waarbij
(2.3) J(v) = } { k |grad v|2 dQ - f fvd Q + { g,v dr,
Q ] T



Passen we dit toe op Voorbeeld (1.11) dan vinden we

( Zoek u : [0,1] » IR met u(0) = 1 zodanig dat
J(u) = inf J(v)
v:[0,1] >R
(2.4) < v(0) =1
met
1 ‘ 2 }
L J(v) =} J | E% dx + J efvdx - e v(1).
0 0

Voor Voorbeeld (1.18) vinden we

Zoek u : @ + IR met u = 0 op T zodanig dat

0

J(u) J(v)

1
.
I
h

(2.5) D, w =0 op T

2
—;_> } do -8 J xlde -4 [ xz(l—xz)VdP.

T

[an
~~

<

N

n

—
D ey
—
TN
Q)QJ
Edp
N
N

.
/N

Q
L3

o <

In Voorbeeld (1.17) is de coefficient k discontinu, zodat de equivalentie

met (2.2) niet triviaal is. Er geldt echter dat (1.17) equivalent is met

Zoek u : [0,1] > TR met u(0) = 1 + £n 2 zodanig dat
.
J(u) = inf J(v)
v:[0,1] » IR
v(0) = 1 +4£n 2
(2.6) met 1 1
< 2
| dv |2 v
J(v) = 3 k| —|"dx + 2 dx + 2 v(1)
dx (1+x)2
0 0 2
waarbij
2 als x e (0,%)
~ =
k(x) = { 1 als x e (§,1).

We zullen bewijzen dat de oplossing u van (2.6) ook voldoet aan het pro-
bleem van Voorbeeld (1.17). Zij u een oplossing van (2.6), dan moet aan

de volgende noodzakelijke voorwaarde voldaan zijn (zie Hoofdstuk 2):
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%J(u+>\w)l)\=0=0voor alle w : [0,1] >R met w(0) = 0.
Dit impliceert dat
1 3
(2.7) j'kd_“ ﬂdx+zj AL w1 = 0.
x dx | 2
0 0 (z+x)

Relatie (2.7) geldt voor alle w: [0,1] - TR met w(0) = 0, dus zeker voor
alle w : [0,1] > R met w = 0 op [4,1] en w(0) = 0, zodat
w dx

b } } 3
- [ du dw I wdx  _ | du dw dx +2 J —_ =
0 .I k dx + 2 —(-—-——-——- J 2 — = 2 (%+x)2
0 0 0

waaruit volgt

(2.8) 24y 2 op (0,4).

dx (%+X)2

Uitdrukking (2.7) geldt voor alle w :[0,1] + TR met w(0) = 0, dus zeker

voor alle w:[0,1] > R met w = 0 op [0,3] en w(1) = 0. Dit geeft

1 1 1
2
_ du dw _ filg dw - _d'u
O-Jkadxdx—de dxdx J{ ——-——dz}wdx
X
H i }
waaruit volgt
2
d
(2.9) -S5 =0 op (4,1) «
dx

Relatie (2.7) geldt voor alle w: [0,1] + R met w(0) = 0, dus zeker voor

alle w : [0,1] > R met w = 0 op [0,}], zodat
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o
]
T e
=
I a.
[=1
{ [N
=
(=N
»
+
N
£
~
Z
]

du dw _
Hadx+2w(l)-

]
Ni———— —

L 2 1
=J{——d“}wdx+d—uWI+ZW(l)=
2 ~dx 1

1 dx 2

du
= { = (1) + 2} w(l)

waaruit volgt dat

du _
(2.10) = (1) = 2.
Zij w vervolgens een willekeurige functie op [0,1] met w(0) = 0. We ver-

menigvuldigen (2.8) met w, integreren over (0,}) en passen partiéle in-

tegratie toe. Dit resulteert in

d
ﬁg—z dx (5 =)o w(§7)+

(2.11)

O i
N

Vervolgens vermenigvuldigen we (2.9) met w, integreren over (},1), pas-

sen partiéle integratie toe en substitueren (2,10), Dit geeft

d d d
= ix 2w+ g8 (9w () = 0.

(2.12) %

Nt Sy s
=9
"

Tellen we (2.11) en (2,12) bij elkaar op, dan geldt:

1 i
du _wdx dx du du
(2.13) J;k Tx ax 4% *2 ('[ (1+x) + 2 w(l)+ {E}E(%*) -2 H(%—)} w(}) =0.

Vergelijken we (2,13) met (2,7) dan volgt, daar w(}) willekeurig is, dat
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du
(2.14) -2 4 () = -

du
dx

(z )

waarmee is "bewezen'" dat een oplossing u van (2.6) voldoet aan probleem

(1.17).

De minimaliserings-formulering van het probleem heeft, vanuit numeriek
analytisch oogpunt bekeken, voordelen ten opzichte van de formulering

in termen van de (part.) diff. vgl.. Ten eerste bevat de functionaal J af-
geleiden van lagere orde dan de diff. vgl.. De oplossing kan dan ook in een
grotere klasse van functies gezocht worden., Een tweede voordeel is, zoals
blijkt uit de voorbeelden, dat bij de variatieformulering niet met alle
randvoor&aarden rekening gehouden behoeft te worden. Slechts de Dirichlet-
randvoorwaarden moeten opgelegd worden aan de oplossing; aan de Neumann-
randvoorwaarden is automatisch voldaan bij juiste keuze van de functionaal.
De Dirichlet-randvoorwaarden worden wel essentiéle en de Neumann-randvoor-
waarden natuurlijke randvoorwaarden genoemd. Vanuit de numerieke analyse
bezien is dat een groot‘voordeel van de variatie-formulering, daar juist

de Neumann-randvoorwaarden, bij discretisatie, onnauwkeurigheden veroor-

zaken.

3. DE METHODE VAN RITZ
In deze paragraaf zullen we een methode bespreken voor het minimalise-
ringsprobleem

(3.1) Zoek u ¢ V zodanig dat J(u) = inf J(v)
veV

waarbij V een klasse van functies is (zie de voorbeelden), die aan de (es-
sentiéle) Dirichlet-randvoorwaarden voldoen., Zij u, een willekeurig ele-

ment uit V; dan kan ieder element v € V geschreven worden als

(3.2) vVo=ugtw voor zekere w € Yo

waarbij V. de klasse van functies is, die aan de homogene Dirichlet-rand-

0

voorwaarden voldoen,



We veronderstellen dat de functieruimte V0 een aftelbare basis

{¢j}j —1.2 heeft, Dat wil zeggen dat ieder element w € Vo s in zekere
32500
zin, geschreven kan worden als een oneindige lineaire combinatie van de

basisfuncties ¢j:
o
(3.3) w= ) a, ¢,
waarbij o5 de coéfficienten zijn. Voor de oplossing u geldt dan
(3.4) u = u, + Z a.d.

met nog te bepalen coéfficienten aj.

Een benadering u, van u zullen we nu zoeken in de klasse VN van functies

N

die te schrijven zijn als de som van u, en een lineaire combinatie van de

eerste N basisfuncties ¢j. Een element vy uit VN is dan te schrijven als

N
(3.5) vy T Uy + a.d.
N 0 jzl ;%5

en de benadering uy van u wordt gedefinieerd als

u, €V
(3.6) oo

J(uN) = inf J(vN) .

vy, € V
N n

Daar J(uN) slechts afhangt van de coéfficienten O seeesly kan het minima-

liseringsprobeem (3.6) ook geschreven worden als

Zoek coefficienten Opseseso zodanig dat

N
J(ul,...,aN) zijn minimum waarde aanneemt.

(3.7) {

Een nodige voorwaarde voor het minimaal zijn is dat

9J

Jd0 .
i

(3.8)

=0, i=1,2,...,N,

Het minimaliseringsprobleem (3.1) is nu gereduceerd tot een stelsel van
N vgln, met N onbekenden al,...,aN.

We zullen deze werkwijze nu gaan toepassen op het probleem van Voorbeeld
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(1,11), De functie uy = 1 voldoet aan de Dirichlet-voorwaarde in x =0,
Het is een klassiek resultaat dat in de functie-ruimte, bestaande uit con-
tinue functies op [0,1] die gelijk nul zijn in x = 0, de volgende basis

gekozen kan worden
(3.9) b0 = x =12,

De oplossing u heeft dan de vorm

(3.10) w=1+ J a, x).
i=1
Een benadering ug van u wordt nu geschreven als
N .
(3.11) u, = 1+ J a, x3
N j=1 ]

waarbij de coefficienten G seses Oy zodanig zijn dat de functionaal

N .
(3.12) J(uN) =J (l +j£] aj xJ) = J(al,...,aN)

minimaal is. Een nodige voorwaarde is dat

BJ(al,...,dN)
(3.13) _—— =10, i=1,2,...,N,

da,
1

In geval van Voorbeeld (1.11) is J(ul,...,aN) gegeven door (zie (2.4)):

1

N ! N N
(3.14) J(a],.o.,aN) =14 J léi~(1+ 2 a.xJ)]zdx + J ex<1 + z a.x)dx —e (1+ Z a.) =
X i=1 ] 1=1 J i=1 J
0 J 0 J J

i

=1J| v,o,x) de+IeX(1+_

De i-de vgl. (3.13) wordt nu

oftewel
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oftewel

N . .
(3.15) .21 T%%:T a; = e - [ e*xtax , i=1,2,...,N .,
J= ’

In matrix-notatie wordt (3.15)

(3.16) Aa=F
met
1
Fl 1 1 1 cee 17 roo - - [ e®x dx 1
01 x 2
ce. 2N o [ e™x° Ax
1 4/3 6/4 8/5 Ty 2 0
3N
1 6/4 9/5 13/6 ... N+7 . .
A= 4N _ _
— 1 8/5 12/6 ]6/7 e m ,E— . ,E = . .
. . . ) L .
L, . N ay - e*x dx
° ° . s 0 0 """'ZN_—]_ L - - 0 -

De matrix A, die bekend staat als de Hilbert-matrix, is positief-definiet,
zodat het stelsel lineaire vgln., (3.16) een &&nduidig bepaalde oplossing
a heeft., Vanuit praktisch oogpumnt bezien, dient opgemerkt te worden dat
de matrix A vol is, hetgeen wil zeggen dat er weinig (of geen) nullen

in voorkomen., Bovendien heeft deze Hilbert-matrix een slechte conditie en
dit betekent dat bij toenemende N de afrondfouten een rol gaan spelen en
de nauwkeurigheid van de oplossing verstoren.

In het algemeen kunnen we stellen dat de methode van Ritz bestaat uit het
schrijven van de begadering uy in termen van een eindig aantal basisfunc-
ties ¢j, j =1,...,N, met onbekende parameters aj, i=1,,..,N, De bena-
dering wordt vervolgens gesubstitueerd in de functionaal. Een systeem van
lineaire vgln voor de aj wordt vervolgens afgeleid door de functionaal
te differentiéren naar iedere @, en de afgeleide gelijk nul te stellen.

Dit leidt dan tot een stelsel van de vorm

(3.17) A o =F



1
d¢j dé,
A een N x N -matrix , A,. = k — dx
- 1] dx dx
0
o een N -vector, (E)j = aj
1
F een N -vector, (E)i = Fj = J f ¢jdx.
) 0

In de nu volgende paragraaf zullen we zien hoe door een speciale keuze
van de basisfuncties de matrix A ijl wordt, d.w.z. veel nullen bevat,

Dit zal dan de conditie van de matrix A, de snelheid en de nauwkeurig-
heid waarmee het stelsel (3.17) opgelost wordt gunstig beinvloeden., Een
systematische werkwijze voor de constructie van dit soort speciale basis-

functies is de Eindige Elementen Methode.
4, DE EINDIGE ELEMENTEN METHODE

De EEM is een systematische methode voor het genereren van basisfuncties,
die een ijle matrix A tot gevolg heeft, Uit hetgeen in de vorige paragraaf

is besproken volgt dat de matrix A ijl is als de basisfuncties een "kleine"

drager hebben., Onder de drager van een functie verstaan we de afsluiting
van de deelverzameling van Q waarop de functie ongelijk is aan nul, Het

is duidelijk dat het matrix-element Aij gelijk nul is als de dragers van

¢i en ¢j een lege doorsnede hebben,

Het basis-idee van de EEM is om het gebied Q < r? op te delen in deelge-
Y

bieden., In het l-dimensionale geval wordt het interval [0,1] opgedeeld

in subintervallen., In 2 dimensies kunnen we het gebied Q opdelen in drie-

hoekjes (triangulatie), Aan deze deelgebieden stellen we de volgende eisen:

(i) Er is een eindig aantal deelgebieden k= 1,...,K

e
(ii) Als e, en e, twee deelgebieden zijn, dan geldt of e =¢ep
of e, A e, = @ of
4.1 kot
(ii)* e, en e, hebben een punt gemeen voor n = 1

(ii)" e, en ey hebben een punt of een zijde gemeen voor n =2

(iii) De vereniging van alle deelgebieden is precies @ = Q u T,
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In Fig. 5 is een l-dimensionaal voorbeeld gegeven voor een opdeling van

Q = (0,1) in deelgebieden .

Fig. 6a geeft een 2-dimensionaal voorbeeld. Het voorbeeld van Fig. 6b

voldoet niet aan eis (4.1) (ii)''.

Fig. 6a, Q = (0,1)% n=2 Fig, 6b, Triangulatie voldoet

niet aan eis (4.1)(ii)'"'

Vervolgens kiezen we in ieder deelgebied een eindig aantal punten. Deze

punten worden knooppunten genoemd. Enige voorbeelden zijn gegeven in
Fig. 7 (n = 1) en Fig. 8 (n = 2),
e
*///);////” *//jk*////)
Tig

>« 7a, 2 knooppunten Fie, 7b, 3 knoonpunten

Tig, 8a, 3 knooppunten 3

Fig, 8b. 6 knooppunten
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]

De knooppunten worden aangegeven door xXx- met coordinaten

xd (n=1) en {x{ ,x%} (n=2).
Ten slotte definiéren we een basisfunctie ¢i : Q% > IR voor ieder knooppunt

i . = . .
X" in @ . Deze functie ¢i moet voldoen aan de volgende eisen:

(i) ¢. heeft de waarde 1 in x* en is gelijk nul in alle andere
i X

knooppunten:
. 1 als i = j
¢i(§J) =8,. = {

1l 0 als i # j

(ii) ¢i heeft een voorgeschreven gedrag op ieder deelgebied, Bijvoorbeeld
affien of kwadratisch, afhankelijk van het aantal knooppunten op
ieder deelgebied.

(iii) ¢i is continu op Q .

We zullen nu enige voorbeelden geven van basisfuncties ¢i'

(4.2) VOORBEELD
n=1, Q= (0,1), 2 knooppunten per deelgebied, affiene basisfuncties op

subinterval., De knooppunten zijn de randpunten van ieder subinterval;

0 _1 N
X HhX 000X

1 2 N
1 T L) T T
L0 xR -
! e
N
1 1 Ll 1) T
0 N-1 N
= x 1=x
¢N h
e eN |
' 1 I T T T 1 =
Lo NN
Fig., 9. Basisfuncties ¢i, ¢0 en ¢N behorend bij



156

(4.3) VOORBEELD
n=1, ¢ = (0,1), 3 knooppunten per deelgebied, kwadratische basisfunc-

. . P i-1 i .
tie op subinterval. De knooppunten zijn de randpunten 51 . §1 en het mid-

i-

den x van ieder subinterval e..

AN
| .
e1 e; 1= €isl eN
| I NSV t !
0 i-1 _i-1 i _ii*] i+l N
x =0 ¥ x X X x I=x
€ °N
T ] 1 T
io -~ 0 - 5N

Fig, 10, Basisfuncties ¢i en ¢
i i-1i
X en X

. .. behorend bij
i-11

(4.4) VOORBEELD
n = 2, 3 knooppunten per driehoek (de hoekpunten), basisfuncties affien

per driehoek,, ®

Fig. 11, Basisfunctie ¢i behorend bii El

Met behulp van deze basisfuncties ¢j kan een benadering Uy geconstrueerd

worden, De functie

N
u . ¢.(x) (of J ...)
o NI =0

i~z

(4.5) uN(x) = ;

is een lineaire combinatie van basisfuncties ¢j , continu op Q met een

voorgeschreven gedrag per deelgebied. De parameter U in (4.5) is precies

Ni

de waarde van uy in het punt x' .
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i y i N
g () = T ougg 0 (x) = T uyg 85 =y -
J=1 i=1
De onbekende parameters u j=1,2,...,N, kunnen nu bepaald worden met

Nj ?

behulp van de methode van Ritz. Dat wil zeggen, we substitueren uy in de

functionaal, die daardoor slechts afhangt van u Stellen we de

N1?°° 2 UnN ¢

afgeleide van de functionaal naar iedere parameter u gelijk aan nul,

Ni

dan ontstaat een stelsel lineaire vgln., voor de onbekenden UgpseessUyye

Onder een Eindig Element wordt verstaan: (i) een deelgebied ey » (ii) de
knooppunten op e , (1ii) de algemene gedaante van de basisfuncties op ey
De hier beschreven combinatie van de methode van Ritz en de EEM zullen we
in de voigende paragrafen toepassen op de voorbeelden (1.11), (1.17) en

(1.18).

5, RITZ EN EEM TOEGEPAST OP VOORBEELD (I1.11)

Beschouw voorbeeld (1.11) en de minimaliserings-formulering (2.4). We vol-
gen de eindige elementen procedure, Het interval [0,1] wordt opgedeeld in
een eindig aantal, zeg N, subintervallen van willekeurige lengte., We ver-
onderstellen dat aan de voorwaarde (4.1) is voldaan., Als knooppunten
ii ,1 =0,1,...,N, kiezen we de randpunten van de subintervallen (zie

Fige 7.a). De basisfuncties zijn gedefinieerd zoals in Voorbeeld (4.2).

De benaderende oplossing u, stellen we van de vorm

N
N
(5.1) ug(x) = ] uy; 4500
j=0
waarbij uNj de (nog) onbekende waarde is van ug in het punt 53 . Omdat
u(0) = 1, eisen we dat uN(O) = 1, hetgeen impliceert dat
N N 0 N
P=ug(0 = ] ugg 65000 = ] ugg ey (x0) = L uyg 850 = uyo-
i= i= j=0
De vorm van uyg is dus
N
(5.2) ug(x) = ¢5(x) + jzl gy ¢ ().

Uitdrukking (5.2) voor u_ substitueren we vervolgens in de functionaal.

N

Het minimaliseringsprobleem wordt:
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Minimaliseer
1

s =4 [ | Lo 00+ T (x) 2d+}X/¢()+I§u¢()\d+
uN-z E;:box ._luNJ'¢jx xJe\Ox L ijx/x
0 J= 0 j=1
(5.3) N \
- 1 . 6. (1
e(¢0()+j£1 gy ¢5 (1))
met betrekking tot Ugpsseeslyy -
Daar ¢j(l) = ¢j(§N) = GjN kan J geschreven worden als

]
dog X dog (

2 N
x -
(5.4) J(uN) = * J'Z] uNj = dx +(J) e (¢0+ jzl uNj duj) dx - eugy =

]
Nl
O e —

= J(uNl”"’uNN)’

Differentiatie met betrekking tot u leidt tot het volgende stel-

N1*° YN

sel vergelijkingen:

3T (U, yese, u, )
Nlau NN =0, i =1,2,...,N
Ni
oftewel
1 1
dé N do . d¢
r 0 v J i _ £ x
JUa " e Yy ax ) I T eegdx e Sy
0 J 0
oftewel
N p oy de; Podey o !
(5.5) Z uN_] ( I ax = dX) = - J’ ax Tx—dx - J e ¢.dx + e N
i=1 0 0 0

Dit is een stelsel van N lineaire vgln voor de N onbekenden UpqseeesUype

In matrix-notatie hebben we

(5.6) Aug =F

met
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Dit stelsel zullen we nu gaan uitwerken voor het geval van een konstante

subintervallengte h = % . Door de
dat het matrixelement Ai' = 0 als
dragers van ¢i en ¢j een lege doorsnede.
i-1
X=X
¢i(x) = 5 s
i+1
X -X
0 () = =,
4;(x) =0 .

De matrix-elementen Ai' kunnen nu

speciale keuze van de basisfuncties geldt
|i-=j| > 1. Want in dat geval hebben de

Verder geldt

dé; 1 i-1 i
ax (x) = N als x <x < X
do. s .
1 1 i i+1
= (x) = - T als x <x<Xx
d¢; i-1 i+1
Tﬁf (x) =0 als x<x of x >x .

berekend worden. Als i # N dan geldt

J
1 Xi+l
dé¢: do, X d¢ .
s s _ ] i _ i,2 - 11 _2
j=1i: Ai,1’ J ey T dx I ( dx) dx 2h oy 5
0 i-1
1 xi+1
§=ies B T A P S W R DU IS |
i,i+1 dx dx J dx dx h™ h h
0 i
X
1 xi
d¢. d¢. = dé. dé.
= i-1: = -3 = i-1 1 = SRR R |
i i-1: Ai,i—l J I T dx J = = dx = h( h) o e
0 xi-1
Dus voor i # N : A, . = - 1 A =2 A = -1 A =0 als li_'l>|
i,i-1 h* “ii h o’ Tii+l n T ] .
Voor i = N vinden we
N
X as
N, 2 1 1
A = — = _— = -
N,N J (dx) dx h > b
N-1 h
X
N
X
PN (=S M RS S R |
N,N-1 dx dx h’h h *
xN-l

De matrix A van het stelsel (5.6) heeft dus de volgende vorm
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1

De matrix A is ij1 (bevat veel nullen) en tri-diagonaal. Bovendien kunnen
we aantonen dat A positief-definiet is.
Het rechterlid van (5.6) zullen we gedeeltelijk niet exact berekenen, maar

met behulp van de volgende numerieke integratie formule (trapezium regel):

b
J £(x) dx ~ P22 (£(b) + £(a)) .
a

2
Er geldt: 1 2
]dd) do ! = = X(x2
- - 0 1 [ x 1 x x [ eX*(x-x)
Fl = J—x— ——x—dX Je ¢]dx h Je de —J h dx =
0 0 0 EI
. h
_l_.*l(ehh.po)_.}lgite_l::l_hh
AR 7 "h h €
i .
1 x i . i+
- = X -x
Fi=—Jrex¢idx=—J e = dx—Jr ex—h dx =
0 Li-1 P
h h
N
} x N-1 N
_ x _ x XX __h X h _
FN = Je ¢Ndx+e6NN— j e o dx +e = 2(e E+0)+e—
0 N-1
X
=-h = _h
= 2e+e e(1 7"

De rechterlid-vector van stelsel (5.6) heeft dus de volgende gedaante

1 h
H he

- he

| =
]
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Het stelsel (5.6) hebben we voor verschillende waarden van N opgelost. In

de volgende tabel staan naast elkaar de waarde van N en het maximale ab-

solute verschil tussen de exacte oplossing u(x) = e* en de benadering
uy(x).
TABEL 1
‘ N max ‘u -uNl N max|u -uNl '
4 2,31 1072 3,70 = 10!
8 5.78 x1073 3.70 x 107!
16 1.44 x1073 3.69 x 107!
32 3.61 x107% 3.70 x 107!
64 9.03 x107° 3.70 x 107!
128 2,26 x107° 3.70 x 107!
256 5.64 x107° 3,70 x 107!
512 1.41 % 10-° 3.70 x 107!
1024 3.50 X107/ 3.67 x 107!

Uit de tabel blijkt dat bij toenemende waarde van het aantal punten N
(d.w.z. een steeds kleiner wordende sub-intervallengte h) het verschil

tussen u en uy afneemt., We komen hier later nog op terug, maar merken nu
2

al vast op dat maxlu -u rechtevenredig is met d.w.z, met h",

l 1
’
N NZ

6. RITZ EN EEM TOEGEPAST OP VOORBEELD (1.17)

Beschouw Voorbeeld (1.17) en het bijhorende minimaliseringsprobleem (2.6).
We kiezen voor dezelfde eindige elementen procedure als in paragraaf 5.

De benaderende oplossing uy heeft de gedaante

o~ 2

(6.1) ue(x) = iLo uy; ¢j(x).

Daar u(0) = 1, geldt uN(O) = 1, waaruit volgt Uyo = 1
N

(6.2) ug(x) = ¢q(x) + ] uy; o5 (x).

j=1
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Substitutie van (6.2) in de functionaal (2.6) en de relatie ¢j(l) = djN

leidt tot:
Minimaliseer
N

1 N 3
d 2 1
(6.3)  J(uy) =} gkla;(q;o +j§1 uNj¢j)| dx + 2 j__—z(qso + X uqusJ.) dx + 2upe

0 (4+x) j=1

met betrekking tot UppseeeoUnye

Differentiatie van J(uN) naar Up se..sUyy en nul stellen geeft:

1 d¢ N d¢, do¢. i ¢,
0 i i _
(6.4) [ x( + % ou,,—) dx + 2 [ — >~ dx + 26, =0
0 dx 5=1 Nj dx 7 dx 0 (4+x) iN
oftewel
N 1 de, d¢ 1 d¢, d¢ PR
0 i 1
(6.5) Tu.(f k—1 L dx) = - [ k—=— ——= dx - 2 [ ———— dx - 2§, .
5=1 Nj 0 dx dx 0 dx dx 0 (%+x)2 iN

Dit is weer een stelsel van N lineaire vergelijkingen met N onbekenden

Ugps e esUyye In matrix-notatie staat er

(6‘6) é EN = E
met
1 d¢. d¢.
= S 1
ij g k dx dx dx , (uN) UNi
1 d¢, d¢. 3 ¢,
0 i Z i
F, = - [ k — dx - 2 | dx - 26,
i 0 dx dx 0 (%+x)2 iN

De berekening van de matrix elementen gaat op exact dezelfde wijze

als in paragraaf 5. Er dient echter onderscheid gemaakt te worden

tussen het gebied (0,3), waar k = k1 = 2, en het gebied (},1), waar

k = k2 = 1.

Kiezen we de subintervallen met konstante lengte h = % met N = ZM,
M-1

M = 2,3,4,... dan valt knooppunt X samen met j.

Er geldt:



oftewel

>

o] -

Aiie
ii-1

ii-1

- 2 _ 4
kRt w
- 1
2 _ 2
=k w
1 _ 1
=k w T w
= - _1. ="
=T kg
1
= - k2 i
1
= - kl -
1
= kZ -
—k]
2k, -k,
-k, 2k,
-k]
0

i
e

1
=

Tl o -

-

1,2,..

M-1

M-1

eeo,N-1
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A is, evenals in paragraaf 5, ijl, tri-diagonaal en positief-definiet.

Voor de rechterlid-vector F vinden we

¢y dé; ¢
* o dx-2 i1 dx - 28,0 =
0 (4+x) '
i i-1 i+l i+
x | x-x1 x P
-2 dx - 2
L (§+x)2 h i (%+X)2 b
h 1 h 1
- 2.5 — — 2.5 — - 2§, =
2 (%+£1)2 2 +§1)2 iN
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2 2h
=25, -25, - —=2___ =
h i1 iN (§+ih)2
= % Gi] - ——EE——E voor i = 1,2,.,.,.,N-1
(i+ih)
en N
X
oy 1 4h
Fy = —ZJ ——dx -2 =-h_——-2=-°2-2,
no1 (4r0)?2 (4+1)
X

Het stelsel (6.6) is opgelost voor verschillende waarden van N, corres-

ponderend met M = 2,3,...,10., In Tabel 2 zijn opgenomen de waarde van N,
&
het maximale absolute verschil max|u-u

en N2 max |u-u
-

Wl
N maxlu —uNl N2 max Iu-uNI
4 1.95 x 1072 3.12 x 107!
8 5.12 x 1073 3.27 x 107!
16 1.30 x 1073 3,33 x 107!
32 3,25 x 1074 3.33 x 107!
64 8.14 x 107° 3.33 x 107!
128 2,03 x 1077 3.33 x 107!
256 5.09 x 107° 3.34 x 107!
512 1.27 x 1070 3.33 x 107!
1024 3.22 x 1077 3.38 x 107!
TABEL 2

7. RITZ EN EEM TOEGEPAST OP VOORBEELD (1.18)

We beschouwen voorbeeld (1.18) en de minimaliseringsformulering (2.5).
De EEM is als volgt. Het gebied 2 wordt opgedeeld (getrianguleerd) in

een eindig aantal driehoekjes e k=1,

K K die voldoen aan voor-

ey

waarde (4.1), zie fig., 6a. In iedere driehoek kiezen we de hoekpunten

als knooppunten, De basisfunctie ¢i , behorend bij knooppunt 51 , wordt



165

gedefinieerd zoals in voorbeeld (4.4)., De basisfunctie ¢i is gelijk aan
1 in El en gelijk aan nul in ieder ander knooppunt, Verder is ¢i affien
op iedere driehoek en continu op ? (zie fig. 11).Een benaderende oplossing

uy kan geschreven worden als

N
(7.1) uN(x) = jzl uNj ¢j(x)

waarbij N het aantal knooppunten 51, 52,...,§N is in @ die niet tot FO be-

moet gelden u_ = 0, De functie u_ is gedefinieerd op @,

horen; immers op T N N

0
affien per driehoek, continu op R , gelijk aan nul op PO en heeft de waarde

]

u in het knooppunt x°, j = 1,2,.,.,N. De algemene gedaante (7.1) van u

Nj N

wordt gesubstitueerd in de functionaal J en we formuleren het benaderende

probleem als volgt

(Minimaliseer J(uN)
(7.2)

met betrekking tot UpgseeesUpye

Nodige voorwaarde voor het minimaal zijn is dat

BJ(uN)

duyy

=0, i=1,2,.0.,N
hetgeen impliceert dat

I gtad Upe grad ¢i dQ -8 I X, ¢id9 -4 [ xz(l—xz) ¢idr =0
Q Q Fl
oftewel

(7.3)

I ~—m2Z

=1 Q r

uNj ( J grad ¢j.grad ¢i dQ)= 8 J xl¢i do + 4 J xz(l-x2)¢i dr, i=1,2,...,N.
Q
1

Hier staat een stelsel van N lineaire vgln in Unps e oo Uyy

(7.4) A Sy < F
met

Aij = I grad ¢j.grad s de , (gN) = uy
Q

i
F, = 8 J X, ¢idQ - 4 J x2(l—x2) ¢id r.

1
Q P]
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We zien reeds dat de matrix A ijl is, daar Aij = 0 als de dragers van

¢j en ¢i een lege doorsnede hebben, Dit is het geval als de knooppunten

31 en 53 niet tot een zelfde driehoek behoren,
Door de opbouw (assemblage) van de matrix A en de rechterlid-vector F wor-
den in (7.3) de integralen over Q opgesplitst in een som van integralen

over alle driehoeken e k =1,...,K, De integraal over T, wordt geschreven

1

als een som van integralen over zijden Zp, P=1,...,P,van driehoeken die

op T, gelegen zijn (zie fig. 12),

TSR Ly
eq EZ
e
e Kl
Fig. 12. Driehoeken s zijden Ep

f ... d2 en [ ... 4ar

1 e F‘ P

Schrijven we J ... do =
Q k

I e~ R
[}
I o~

f eso dl dan
1
£P

gaat (7.3) over in

K N K P
| 3
(7.5) kZ] jZ] Up s ( ] grad ¢j.grad ¢i dQ) = kzl 8x1¢i do + pgl 4x2(]-x2)¢i dr.
€L e Ly

We zien dus dat de assemblage van de matrix A en de vector F neerkomt op

het berekenen van de integralen

7. .o . -
(7.6) J grad ¢J grad ¢l de , J 8x1rbi dQ en J 4x2(] x2)¢idf.

€k er Kp

Wat betreft de eerste integraal van (7.6) merken we op dat op de driehoek

ey slechts drie basisfuncties ongelijk nul zijn, nl. die basisfuncties die

. ky Ky kg
behoren bij de hoekpunten x ', x °, x van driehoek ey (zie fig., 13):
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k k k

1
Fig. 13. Driehoek e, met knooppunten X , X en X k

k

e
k
De integraal Iij = [ grad ¢j.grad ¢i dQ is dus ongelijk nul voor
®k
i= ki, ky, kg en =k, ky, ki Dit levert 9 combinaties {i,j} op, die
e
we in een matrix A plaatsen:
| Iek Te Ie ]
ik kik, kyky
e e e e
k k k k
(7.7) A = T I I .
2 k2kl k2k2 k2k3
Iek Iek Iek
k3k1 k3k2 k3k3

Deze matrix heet de element-matrix.

e
De tweede integraal van (7.6), Ii = f 8xl ¢i dQ is niet nul als
e
is= ki, ko, ky. Deze drie mogelijkheden plaatsen we in de element-vector
e
F <
F e 7
k
I
k1
e e
(7.3 FF=|r.F| .
- k
2
e
Ikk
3
W - ‘e
De derde integraal in (7.6), Iip = sz(l—x2)¢i dT is ongelijk nul als

i .. P . ..
het knooppunt 51 tot de zijde Kp behoort. Dit levert twee mogelijkheden

op voor i, nl, i = PsP, (zie fig. 14):
Py

X

. . P Py
Fig. 14. Zijde KP met knooppunten x , X

Py

| %
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De twee grootheden IiP , 1 = Pys Py s plaatsen we in de lijnelement-vector
F p
ZP
I
(7.9) ) L
7.9 F = .
= ’ep
I
P2

De algemene procedure voor de opbouw van de matrix A en de vector F is als
volgt. Begin met een matrix A bestaande uit NXN nullen, en een vector F

bestaande uit N nullen, waarbij N het aantal onbekenden is. Bereken ver-
ek
volgens voor iedere driehoek e, de elementmatrix A en de elementvector
e
F en bereken voor iedere op T'; gelegen zijde van een driehoek de lijn-
¥4
element-vector F P . Deze matrices en vectoren worden nu opgeteld bij de
e ek
matrix A, in die zin, dat het matrixelement Ik-k- van A wordt opgeteld
173 -
e
35 het vectorelement I k
kiks k.
J i
het vectorelement Ipp wordt opgeteld bij F . Na assemblage van A en F
i i - -
kan het stelsel vgln worden opgelost. We hebben dit uitgevoerd voor de vol-

k

bij matrixelement A wordt opgeteld bij Fy en
i

gende triangulatie van Q (zie fig. 15):

r
M 0
Fig. 15. Triangulatie van 9. r r
N = M(M-1) onbekenden, 0 :
2 .
M~ driehoeken, h = ﬁ N
M zijden op F] h [
M
— 1—'O

In Tabel 3 zijn opgenomen het maximale absolute verschil tussen uy en u:

max ]u -u
xXe

N| en de maaswijdte (= grootte van de driehoeken) h.
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1

h max [u -uNl - max]u —uNl

273 1.31 x 1072 8.38 x 10°!

274 3.01x10°3 7.70 x 10” !

74> 1.48 x 1073 7.58 x 107!
TABEL 3

8., FOUTSCHATTING VAN DE EEM

Bij een foutschatting van de EEM vragen we ons af hoe groot het verschil is
tussen de exacte oplossing u (die we meestal niet kunnen berekenen) en de

benadering u De fout wordt gedefinieerd als

N*
(8.1) e(x) = u(x)- up(x).

Ondanks het feit dat u onbekend is, is het toch mogelijk iets over het ge-
drag van ¢ te zeggen, Informatie over het gedrag van € is van groot belang
voor praktische berekeningen want het zegt iets over de vraag of de bena-
derende oplossing acceptabel is of dat nog een verfijning van de deelgebie-

den uitgevoerd moet worden,

In de theorie van de EEM wordt een schatting gemaakt van een norm van €.

Gebruikelijke normen zijn bijvoorbeeld

||€[l0 ={ J l€2(§)| d Q}é R (Lz-norm)
Q
2
el = tlell? « lleraa e g3t @' -norm)
||€'lw = max l€(§)|, (° =norm).
XeQ

Deze laatste grootheid is steeds getabelleerd in de Tabellen 1, 2 en 3.
Voor de hier beschouwde model-problemen en voor affiene basisfuncties kun-

nen we bewijzen dat
(8.2) Nell. < c.n?

in

waarbij h een maat is voor de grootte van de deelgebieden (bijv, h = %

het 1-dimensionale geval) en waarbij c een constante is die van de gegevens
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van het probleem afhangt maar niet van h., In de derde kolom van de Tabel-
len 1, 2 en 3 is te zien dat aan de foutschatting (8.2) is voldaan: bij
halvering van h (d.w.z. een verdubbeling van N) neemt de fout met een fac-

tor } af.
9, DE METHODE VAN GALERKIN

Bij de methode van Ritz hebben we essentieel gebruik gemaakt van de mi-
nimaliserings-formulering van de (part.,) diff. vgl.. De methode van Ritz
is dan ook slechts toe te passen op die (part.) diff, vgln waarvoor een
equivalent minimaliseringsprobleem bestaat. De zelf-geadjungeerde diff,
vgln voldoen aan deze voorwaarde., Voor het niet zelf-geadjungeerde geval
kunnen we de methode van Ritz niet toepassen. Een voorbeeld van een niet
zelf-geadjungeerd geval is het voorbeeld (1.11) waaraan een eerste orde

term wordt toegevoegd:

2
d"u du _ _ -x
";’5“'3—;— e op (0,1)
X
(9.1) u(0) =1
du
-a—}z(l)——(?..

Voor dit probleem bestaat geen equivalent minimaliseringsprobleem. We zul-
len nu een generalisatie van de methode van Ritz bespreken, die ook op niet
zelf-geadjungeerde problemen toepasbaar is, Deze methode heet de methode
van Galerkin. We zullen de methode van Galerkin toepassen op het l1-dimen-
sionale voorbeeld (1.11) en op het 2-dimensionale voorbeeld (1.18), na-

tuurlijk zonder gebruik te maken van de minimaliseringsformulering.

De algemene werkwijze van de methode van Galerkin is als volgt:

(i) Vermenigvuldig de (part.) diff. vgl. met een zgn. testfunctie w, die
voldoet aan de homogene Dirichlet-randvoorwaarden van het probleem.

(ii) 1Integreer over het gebied Q.

(iii) Pas de formule van Green toe (dit is partiéle integratie in het
l-dimensionale geval) om de tweede orde afgeleide te verlagen tot

een eerste orde afgeleide,



(iv) Substitueer de randvoorwaarden.

(v) Ga over op eindig-dimensionale functieruimten met behulp van de EEM,

Beschouw de diff. vgl. van voorbeeld (1,11). Zij w : [0,1] » IR een wille-

keurige (test-) functie die voldoet aan de homogene Dirichlet-randvoorwaar-

de van het probleem: w(0) = 0., Vermenigvuldig de diff. vgl., met w en inte-
greer over Q = (0,1):
1 1
2
- J du w dx = - [ e* w dx .
dx2 J
0 0

du dw du 1 X
J E; —x- dx [E; W]O Je w dx
Q 0.
en wegens w(0) = 0 wordt dit
| 1
du dw du _ x
j —d—ia; dx d—x-(l)w(l) = Je w dx .
0 0
Substitutie van de randvoorwaarde - %% (1) = - e levert op
1 1
du dw - X
J Tx dx dx = J e'w dx + e w(l),
0 0

We introduceren nu de zwakke formulering van (1.11) als volgt

Zoek u : [0,1] > IR met u(0) = 1 zodanig dat
1 1
du dw X
.2 — = -
(9.2) J e dx dx J e"w dx + e w(l)
0 0

voor alle w : [0,1] » TR met w(0) = O,

De klassen van functies waarin u en w zijn gedefinieerd worden vervolgens

met de EEM gediscretiseerd., Dat wil zeggen: we stellen ug van de vorm

(5.2) en wy van de vorm

(9.3) wN(x) = Wi ¢i(x).

I~

i



Het gediscretiseerde probleem

Zoek uy : [0,1]
1
du dw
N N
0
voor alle Y
Wegens de lineariteit van (9.
Zoek uy : [0,1
1
J duN d¢i q
e — x
(905) dx dx
0
i = 1,2,.0..,N
oftewel
Zoek Upgpseeest
1
(9.6 ; [
9. u. .
) z Nj < J dx
j=1 0
i =1,2,...,N

en dit is precies hetzelfde p
beeld (1.11) hetzelfde stelse

zonder gebruik te maken van d

Beschouw vervolgens de part.

w : Q@ > IR een willekeurige
We vermenigvuldigen de part.
2
_ f ( 3 u "
J sz
Q 1

van

NN

9

wordt nu gedefinieerd als:

+ IR van de vorm (5.2) zodanig dat

X
e

w, dx + e wN(l)

N

O —— —

de vorm (9.3).

4) in vy is (9.4) equivalent met:

b

] > IR van de vorm (5.2) zodanig dat

X

o, dx + e ¢.(1),

zodanig dat

1
— dx - [exdai dx+e¢i(l),

0

robleem als (5.5).We hebben dus voor voor-
1 lineaire vgln (5.6) afgeleid, maar nu

e minimaliseringsformulering.

diff. vgl. van voorbeeld (1.18)., Zij
(test-)functie die voldoet aan w = 0 op FO.
diff, vgl. met w en integreren over Q:

2u

5 Jw d@ = 8 J X w dQ.
9%y Q

Toepassen van de formule van Green geeft

9.7) J grad u.grad

Q

Omdat w = 0 op T ,, reduceert (

0’

J grad u, grad
Q

du _ [
w dQ J —a—gwdl" = 8 J X]Wdﬂ.
T - Q
9.7) zich tot
wdQ - J %E w dI' = 8 J X, W dQ.
r, Q



Substitutie van de randvoorwaarde +— (l,x2) = sz(l—xz) leidt tot de

volgende zwakke formulering:

Zoek u : @ » IR met u = 0 op FO zodanig dat

(9.8) J grad u, grad w dQ = 8 J X,V dQ = 4 I xz(l-xz) wdrl
Q Q F]
voor allew : @ + IR met w = 0 op Fo.

Discretisatie van u en w met de EEM geeft:

Zoek u_ : @ + IR van de vorm (7.1) zodanig dat

N
(9.9) J grad Uy grad Yy dQ = 8 J X Wy dQ + 4 I xz(l—xz)w ar
) Q Q N Fl
voor alle w,, van de vorm w, = z w b,

N

Op grond van de lineariteit in w is (9.9) equivalent met

N’
Zoek uy :Q > IR van de vorm (7.1) zodanig dat
f .
(9.10) J grad uy.grad ¢, de = 8 I X, 0; de + 4 J xz(l-x2)¢i dr,

QD

Q F]

oftewel

Zoek Unpe e oo UnN zodanig dat

N

(9.11) .Zl uNj (J grad ¢j. grad ¢i dQ)= 8 J x]¢id9 + 4 J x2(l-x2)¢idn
J Q Q r
i=1,2,.44,N

hetgeen identiek is met stelsel (7.3).

Algemeen kunnen we stellen dat de methode van Galerkin een generalisatie
is van de methode van Ritz, in die zin dat Galerkin is toe te passen op

een grotere klasse van (part,) diff. vgln dan Ritz, en dat voor problemen
waarop zowel Ritz als Galerkin toepasbaar zijn, beide methoden resulteren

in hetzelfde stelsel lineaire vgln.
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INLEIDENDE OPMERKINGEN EN DEFINITIES

'anzelfsprekend zijn er twee typen optimaliseringsproblemen:
infX {f(x) : x € G} en sup, {f(x) : x € G}.

‘n beide gevallen is x de beslissingsvariabele. Deze moet element zijn van
sen of andere ruimte X. In principe mag X een willekeurige verzameling

:ijn, maar vrijwel altijd is het een lineaire ruimte, waar men vanzelf bin-
1en blijft als men zich beperkt tot optelling en skalaire vermenigvuldiging.
Jerder is f(x) een reéeel getal en is G een deelverzameling van X. f is de
loelstelling (sfunktie) en G is het toelaatbare gebied. Bekend zijn X, f en
3; gevraagd wordt het inf of het sup van f(x) te bepalen onder de voorwaar-
ie dat x in G ligt, en liefst, als er &én is, een x0 € G, zdd f(xo) = inf

> f f(xO) = sup, in welk geval xo een optimale oplossing, of gewoon oplossing
is van het gegeven probleem. Als x ¢ G, dan heet x toelaatbaar; als x € X,
naar x ¢ G, dan heet x ontoelaatbaar. Als G # § resp. G = @, dan heet het
zegeven probleem toelaatbaar resp. ontoelaatbaar. Dit laatste lijkt een nut-
teloze definitie, immers G is bekend ondersteld. Met G bekend te onderstel-
len bedoelen we echter alleen dat het (meestal eenvoudig) mogelijk is om
vast te stellen of x € G dan wel x ¢ G.

VOORBEELD

X =R", A is een m bij n matrix, b ¢ R™, ¢ = {x : Ax > b}. De ongelijkheid

hier betekent dat (Ax)i > bi voor alle 1i.

Inderdaad is gemakkelijk vast te stellen of Ax > b, dan wel Ax # b. Maar dit
wil nog niet zeggen dat we gemakkelijk alles over G te weten kunnen komen.
De vraag of G al of niet leeg is kan lastig zijn, alsook de vraag naar de
hoekpunten van G als die er zijn. Dus met "G is bekend" is alleen bedoeld:

G is volledig omschreven.

Omdat sup_ {£(x) : x € G} = —infx {-f(x) : x € G} kunnen we ons beperken tot
inf-problemen (voor de straks in te voeren duale problemen houdt dit de be-
perking in tot sup-problemen).

Zoals gezegd is f(x) een element van R . Dit is echter niet het meest algemene

geval, want ook als bijvoorbeeld f(x) € m? kan men daar een optimaliséfings—
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probleem bij maken. Dat is er dan een met meervoudige doelstelling, waar-

voor de begrippen infimum en supremum op gepaste wijze dienen te worden ge-
generaliseerd. We zullen dit algemenere geval buiten beschouwing laten. Dat-
zelfde geldt voor het meeste dat te maken heeft met geheeltalligheid en kom-

binatoriek.

Hoewel het voor de praktijk weinig interessant en voor de numerieke oplos-
sing van optimaliseringsproblemen weinig handig is om met +® en met -% te

werken, is dit voor de theorie zeer plezierig. En wel omdat het ogenschijn-
lijk principiele verschil in karakter van doelstellingsfunktie en beperking
ermee kan worden opgeheven! Definieer namelijk, uitgaande van het inf-pro-

bleem

0 0

f (x) = f(x) als x ¢ G en f (x) = += als x ¢ G
dan kunnen we het inf-probleem simpelweg schrijven als

. 0

1nfx £ (x)
schijnbaar een probleem zonder beperkingen. Als omgekeerd, fo(x) e R U {+=},
dan kunnen we stellen

0 0 . .
G = {x : £ (x)<+w}, f(x) = f (x) als x € G, £(x) = willekeurig als x ¢ G

en krijgen we de uitgangsformulering weer terug.

Een eerste voordeel van deze manipulatie valt ons toe bij de definitie van
konvexiteit. We noemen het inf-probleem konvex indien fo(x) konvex is, en dit

is per definitie het geval indien de verzameling
0
{(x,u) ¢+ we R, u > f (x)}

konvex is (dit vereist dat X een lineaire ruimte is). Gemakkelijk is aan te
tonen dat het inf-probleem konvex is precies dan als f(x) konvex is in de
gewone zin van het woord, en G konvex is. Dus de konvexiteit van fo impli-
ceert die van f en van G, en omgekeerd. De zojuist ingevoerde verzameling

. 0 .
heet epigraaf van f , met als notatie

epi fo.



2. LAGRANGE MULTIPLIKATOREN EN DUALITEIT

Een bijzonder eenvoudige manier om door te dringen tot de kern van de
Lagrange multiplikator en van dualiteit, is in het gegeven inf-probleem een
willekeurig aantal willekeurige parameters te selekteren, en na te gaan wat
er met het infimum gebeurt indien deze parameters worden gevarieerd. Laten
we alle geselekteerde parameters representeren door &é&n enkele vektor y, dan

kunnen we het infimum in afhankelijkheid van y voorstellen door

p(y).

Laten we verder aannemen dat y = 0 overeenkomt met de waarden der parameters

in het gegeven probleem.

VOCRBEELD
inf {f(x) : Ax 2 b}. Kies als parameters de komponenten van b. Dan is bij-

voorbeeld p(y) = infx {f(x) :+ Ax + y 2 b}, maar -y of 3y i.p.v. y mag ook.

Nemen we y # 0 dan kunnen we ook zeggen dat het gegeven probleem is gestoord.
De te selekteren parameters mogen zowel in f als in G thuis horen, en daarom
is het handig weer gebruik te maken van de f0 van §1. Kies namelijk F(x,y)

fO(X).

zodanig dat F(x%,0)

VOORBEELD (vervolg).

F(x,y) = £(x) als Ax + y 2z b,

Bij elke keus voor f, G en de te variéren parameters is zo een F te konstru-
eren (doorgaans is F niet eenduidig). Omgekeerd kunnen we uitgaan van een
willekeurige F(x,y) e R U {+=}, en stellen fO(x) = F(x,0). Het werken met

fo en F geeft veel minder omhaal, omdat we anders apart een storing y, voor
f, en een storing y, voor G zouden moeten invoeren, tenminste als we volle-
dige flexibiliteit wensen te behouden. Het nadeel is natuurlijk dat we met

oneindige waarden moeten werken, maar die zullen we bij het dualiseren toch

niet kunnen ontlopen!

VOORBEELD\

If(x) + g(Ax+y) als x ¢ C en AX + y € D

F(x,y) = 1 .
+ o Z0 nlet.
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Kennelijk is p(y) = inf {f(x)+g(Ax+y) : x € C, Ax + y € D}

zodat p(0) = infX {f(x)+g(Ax) : x ¢ C, Ax e D}.

Voorlopig nemen we aan dat y = (y],...,ym) ¢ R™ voor zekere m. In het alge-
meen zal uiteraard p(y) # p(0) indien y # 0, dus indien het gegeven probleem
wordt gestoord. Laten we trachten het effekt van de storing te neutraliseren

m.b.v. een lineaire term

Ay = Alyl +...t Ay

m°m

waarin de Ai de Lagrange multiplikatoren zijn (of A de Lagrange multiplika-

tor is).

Neem nu eens aan (met excuus omdat deze veel gebezigde uitdrukking in wiskun-
dige teksten ook hier camoufleert dat er iets uit de lucht komt vallen), dat

er een KO was zodanig dat
0 = .
p(y) + X7y 2 p(0) voor alle y € (groot of klein).

Anders gezegd, neem eens aan dat we het introduceren van de storing y verge-
zeld laten gaan van het bijtellen van de term Aoy, en dat dit tot resultaat
heeft dat het netto effekt van de storing niet van voordeel is. Deze simpele
aanname voert ons direkt tot de kern van de zaak. Want de ongelijkheid is

ekwievalent met

. 0 .

1nfy {p(y)+x "y} = p(0) = inf F(x,0)
en als we een willekeurige A nemen, dan volgt dat

infy {p(y)+Ay} < p(0) + X.0 = p(0) = infy {p(y)+A0y}
en dus dat

. . 0
supy {1nfy {p(y)+ry}} = inf {p(y)+r"yl}.

Bijna vanzelf hebben we een nieuw optimaliseringsprobleem gemaakt, met A als

beslissingsvariabele, en met Ao als optimale oplossing. Kortom,
als voor alle y geldt dat p(y) + Aoy > p(0) dan Zs sup = max = inf.
Omgekeerd,

als sup = inf en als het supremum wordt aangenomen voor A0 dan geldt dat

p(y) + Aoy 2 p(U) voor alle vy,
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zoals gemakkelijk is na te gaan. Het nieuwe probleem is het duale probleem,
het oude s het primaire probleem. Uiteraard is het duale probleem ook ge-
definieerd indien er geen AO bestaat die aan de uitgangsongelijkheid vol-

doet, en we hebben

sup, {infy {p(y)+ry}} sup, {infx,y {F(x,y) + Ayl}} =

sup, {1an {1nfy {F(x,y) + Ayl}}
uitdrukkingen die er niet aantrekkelijk uitzien. In veel gevallen is er ech-

ter een aanzienlijke reduktie mogelijk.

VOORBEELD (LINEAIR PROGRAMMEREN)
X € HP, c ¢ R" , Am X n, b € IRm,y € IRm,
cx als Ax +y 2b, x 20

F(x,y) =

+® zo niet

1\

dus p(0) = infX {cx : Ax 2 b, x 2 0} en p(y) = inf_ {ex ¢ Ax + y b, x 2 0}.

I

Gemakkelijk is in te zien dat als A # 0, dan is inf {p(y) + Ay} —©, een
uitkomst die voor het duale probleem weinig interesZant is. Dus kunnen we
aannemen dat A 2 0, maar dan volgt dat infy {F(x,y) + Ay} = cx + X(b-Ax).
Maar het infimum over x hiervan is weer -« indien c¢c - AA # 0, en dus kunnen
we bovendien aannemen dat ¢ - MA 2 0, en dan blijft er van dit infimum nog
Ab over. Dus het duale probleem is sup, {Ab : AA < c, A 2 0}, en dit is op-

nieuw lineair programmeren. Nogmaals dualiseren levert het uitgangsprobleem

weer op.

VOORBEELD (NIET-LINEAIR PROGRAMMEREN)
Gewoonlijk bedoelt men hiermee voor x € Rn, f(x) ¢ R, g(x) € R, y € m@, dat

f(x) als g(x) <y

F(x,y) =

4o zo niet
zodat p(0) = infx {£(x) : g(x) < 0} en p(y) = infx {f(x) : g(x) < y}. Het
duale probleem is SUp,. . {infX {£(x) + Xg(x)1}}, zoals analoog aan het vorige
voorbeeld is na te gaan. Veelal neemt men aan dat f en g differentieerbaar
zijn, zodat, als AO bestaat, f'(x) + Aog'(x) = 0, en dit is de klassieke vorm

van het toepassen van Lagrange multiplikatoren. Het duale probleem nogmaals
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dualiseren levert in het algemeen niet het primaire probleem op.

VOORBEELD (VARIANT OP NIET-LINEAIR PROGRAMMEREN, FENCHEL DUALITEIT)
xe]Rn,f(x)e]R,Amxn,GC]Rm,ye]Rm,
f(x) als Ax + y € G
F(X»Y)=

+o zo niet

dus p(0) = infx {£(x) : Ax € G} en p(y) infx {f(x) : Ax + y € G}. Het duale

probleem is sup, {infx y {f(x) + A\y : Ax + y € G}} = sup, {inf
’

{f£(x) - AMAX + Az : z € G}} = sup, {infx {f(x) - raxl} + inf, {Az : z € G}}.

X,2

Als inf = sup = max spreekt men van Fenchel dualiteit.

VOORBEELD (EVENEENS FENCHEL DUALITEIT)
F(x,y) = £(x) + g(Ax+y), met f(x) € Rof £(x) = +» en g(y) € Rof g(y) = +=.
Het primaire probleem is infx {f(x) + g(Ax)} en het duale is

sup, {infx {f(x) - AAx} + infz {g(z) + Az}}. Met

g(z) =

+° zo niet

gaat dit voorbeeld over in het vorige; dan is g de indikator funktie van G

(elders in de wiskunde is de definitie daarvan anders).

De laatste drie voorbeelden maken duidelijk dat dualiseren niet eenduidig is.

VOORBEELD
. Cay2 N2 . 2 2
p,(y) = lnfx=(xl,x2) {(xl 37 4 (xym8)7 oz x|+ ox; < 1+ y}
p,(y) = inf {(x —3)2 + (x —4)2 s (x,+ )2 + (x, + )2<1}
2 x=(x | ,%,) 1 2 PR 27¥y) ®
_ . a2 N2 2 2
p3(y) = 1nfx=(x],x2) {(x]+yl 3)° o+ (x2 v, 4)° x] + %, < 1}.
S . .. . 2 2 2 2
teeds is het primaire probleem 1nfx {(xl-3) + (x2—4) L < 1}, maar

e R, X € mz en A € m? , respektievelijk. Aan p3(y) is te zien dat het niet

nodig is beperkingen te storen, maar dat dit ook mag geschieden met de doel-

stellingsfunktie (of dat in dit geval handig is, is een tweede).

VOORBEELD (KONVEX PROGRAMMEREN)

F(x,y) is konvex in (x,y), p(0) = infx F(x,0), p(y) = infx F(x,y);
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1et duale probleem is

sup, {infx’y {F(x,y) + Ayl}}. Speciale gevallen:
2) lineair programmeren

5) niet-lineair programmeren met £ en g konvex

c) Fenchel dualiteit met £, G en g konvex, enz..

Onder enkele extra (redelijke) voorwaarden geldt dat het duale van het duale

probleem weer het primaire probleem is. Zie een volgende paragraaf.

3. DE LAGRANGE FUNKTIE EN EEN SIMPEL RESULTAAT

De klassieke Lagrange funktie is f(x) + Ag(x). De generalisatie daarvan is
L(x,\) = infy {F(x,y) + Ay}.

VOORBEELDEN

a) lineair programmeren

cx + A(b-Ax) als x 2 en A =20
L(x,\) = +o als x #
- als x 2 en X # 0.
b) niet-lineair programmeren
f(x) + Ag(x) als XA 20

L(x,\) =

- zo niet

c) Fenchel dualiteit, L(x,A) = f(x) - AAx + infz {xz : z € G}.

Aan de Lagrange funktie kan men goed zien wat er gebeurt bij de introduktie
van de multiplikatoren. Bij a) in het laatste voorbeeld verdwijnen de be-
perkingen Ax 2 b, en komen de ingrediénten daarvan terecht in de doelstel-
lingsfunktie. Bij b) gebeurt iets dergelijks. Bij c) verdwijnt de beperking
weliswaar niet, maar er vindt een ontkoppeling plaats tussen doelstelling

en beperking, want in het gedeelte f(x) - AAx speelt G geen rol, en in het
gedeelte infz {xz : z ¢ G} speelt f geen rol. Voor het oplossen van optima-
liseringsproblemen zijn deze aspekten van groot belang. Afhankelijk van het
probleem zal men kiezen voor het "verdwijn'"-effekt of het "ontkoppelings'-
effekt, of een ander effekt, want er zijn vele variaties op het thema "duali-

seren'.
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We komen nu weer terug op inf = sup = max. Laat fd(A) de duale doelstellings-

funktie zijn, zodat
£4(r) = inf {F(x,y) + Ay} = inf_ L(x,)\)
X,y sy % s

waaruit volgt dat fd(A) e R of fd(A) = -» (en er dus toch niet te ontsnappen

valt aan oneindige funktiewaarden; zie een eerdere opmerking).

STELLING 1.
a) fd(A) < F(x,0) voor alle (x,Ar) (d.7. 2wakke dualiteit)

b) als voor zekere xO en Ao geldt dat infx L(x,ko) = F(xO,O) e R, dan zijn

x0 en 20 beide optimaal, Zs inf = min = sup = max (d.Z. sterke dualiteit) en

is inf Lx,2% = 1x?,29).

BEWIJS

a) £40) = inf,  (F(x,y) + Ay} < inf {F(x,0) + 1.0} < F(x,0).

b) Er volgt fd(ko) = F(xO,O) e R, dus xo en AO zijn beide optimaal en
min = max.

Daar infX L(X,AO) < L(xo,xo) < F(xO,O) geldt ook de laatste bewering.

OPMERKINGEN

1) Ook inf = sup of inf = sup = max wordt met sterke dualiteit aangegeven.
2) Kontinuiteit, konvexiteit en differentieerbaarheid spelen geen rol.

3) Er volgt niet dat als de onderstelling onder b) geldt dat dan x' optimaal
is indien infx L(X,AO) = L(x',AO). Tegenvoorbeeld: lineair programmeren,

xo 20, AOA < ¢, zodat L(x, A 0) = cx + Ao(b—Ax) als x 2 0. Dan is

infx L(x,ko) = L(O,AO), maar x' 0 hoeft niet een optimale oplossing te zijn
en kan zelfs ontoelaatbaar zijn.

4) Voor het praktisch oplossen stelle men dus:

0

inf_ Lx,2% = Lx%,2% = rx%,0) ¢ ®.

Lukt het dit stelsel op te lossen, dan zijn zowel het primaire als het duale

probleem opgelost. Het stelsel zal echter veelal onoplosbaar zijn!

VOORBEELD
pl(y) als in §2, dus AO 2 0 en L(x,AO) = (x]—3)2 + (x2—4)2 + Ao(x? + xé - ).
We krijgen x? - 3 + ono =0, xo - 4 + ono = 0 en

1 2 2
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\O(——gia—f - 1) = 0, dus AO = 0 of AO = 4, Als AO = 0 dan is xO = (33;4), maar
(1+27)

F(xO,O) = +o omdat 32 + 42 > 1. Als XO = 4 dan is xo = (3/5;4/5) en

F(xO,O) ¢ R . Dus AO = 4 en xo = (3/5;4/5) zijn optimaal.

Imdat L(x,AO) strikt konvex is, is Opmerking 3) niet van toepassing, en is x'
optimaal als infx L(x,AO) = L(x',AO), uiteraard als AO optimaal is!

Strikte konvexiteit kan ook voor numerieke methoden een prettige eigenschap
zijn. Reden waarom men soms lineair programmeren vervangt door "kwadratisch"
programmeren, door (kleine) kwadratische termen in de doelstellingsfunktie toe

te voegen.

4. GENERALISATIES
Eigenlijk zijn we al veel algemener bezig dan in de klassieke theorie van de
Lagrange multiplikatoren, maar de tot zover gevolgde weg nodigt tot verdere

verkenningen. Bovendien heeft Jacobi gezegd: "man muss immer generalisieren'.

De eerste beperking die we willen laten vallen is dat y e K en dat Ay =
My, et Amym. We vervangen T door een willekeurige topologische vektor-
ruimte Y, en nemen voor A een Kontinue, lineaire funktionaal op Y, zodat alsY”

de met Y gekonjugeerde ruimte is, A € Y*. Aan het formalisme m.b.v. F(x,y)

verandert dan niets en ook Stelling | blijft van kracht.

VOORBEELD

inf {I(])c(t)x(t)dt : A(t)x(t) 2 b(t), 0 < t < 1}, met x(t) ¢ R, c(t) ¢ R,
A(t) m bij n, en b(t) € R™ . De beslissingsvariabele is nu x : t b x(t).

Uiteraard moeten x en c: th c(t) zodanig zijn dat de integraal bestaat.
Stel nuy : t bPy(t) en A : t b A(t), en kies voor Y bijvoorbeeld Li([o,l]),

zodat ook Y* = Li([O,]]). Dan is Ay = [QA(£)y(t)dt.

VOORBEELD (OPTIMALE BESTURING)

inf, | gy £Gx(e),ule),0)de : &(£) = g(x(e),ult),t), x(0) = &, u(t) ¢ G,

0 <t < 1}, Hierin is niet x, maar (x,u) de beslissingsvariabele.

u is de besturing, x(t) de toestand ten tijde t, die wordt bepaald door de be-

sturing ten tijde t en onmiddellijk daaraan voorafgaande tijdstippen.

Ook nu is het formalisme van toepassing bij geschikte keuze van X en Y.
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VOORBEELD (ONEINDIGE HORIZON, DISKRETE TIJD)
Een minder vergaand voorbeeld is het volgende, dat in de wiskundige ekonomie

van toepassing is:
-]

) £.(x) als (xt—l’xt+yt) € G

t=l,2,...,x0=£, reeks konvergent
t=1

£
F(x,y) =

+° zo niet.

Hierin is %X = (xl,xz,...), y = (y],yz,...). Voor Y zou men kunnen nemen de

. *
ruimte van alle absoluut konvergente rijen, ., dus. Dan is Y = I7_.

1 ©

. . . m
Voor een anderssoortige generalisatie keren we terug naar Y = R en naar

p(y) + Aoy 2 p(0).

De term Aoy viel op te vatten als een korrektie-term, die diende om het effekt
van het introduceren van y # 0 te ne;traliseren. Waarom alleen lineaire kor-
rektietermen gebruiken? Laten we voor Ao een willekeurige funktionaal kiezen,
zodat we Xoy moeten vervangen door Ao(y), waarbij we eisen dat AO(O) = 0. Ook
dan, als we ook Ay vervangen door A(y), verandert er vrijwel niets aan het
formalisme, en blijft Stelling 1 van kracht. Er zit echter een bedenkelijke
kant aan deze generalisatie. Stel eens dat onder de toegelaten A(y) ook

p(0) - p(y) voorkomt.

Dan is op triviale wijze voldaan aan de bovenstaande ongelijkheid en volgt dus
inf = sup = max. Dat lijkt een mooi resultaat; het vergt echter dat we

A(y) = p(0) - p(y) kunnen bepalen, en dat is in de praktijk niet eenvoudig.
Bovendien zou met de bepaling van p(0) - p(y) het probleem eigenlijk al zijn
opgelost. Het grote voordeel van Alyl ...+ Amym is juist dat deze uitdruk-
king gemakkelijk is te bepalen, en slechts m parameters bevat. Hoe minder
parameters hoe beter. Er is dus terughoudendheid geboden bij de introduktie
van niet-lineaire A(y). Anderzijds geldt dat voor de meeste problemen niet
kan worden voldaan aan de aanname onder b) van Stelling 1, en in elk geval
het onder Opmerking 4) van §3 genoemde stelsel onoplosbaar is. Verruiming van

de mogelijke A(y) kan dan aantrekkelijk zijn.
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OORBEELD (GEHEELTALLIG PROGRAMMEREN)

‘eschouw sup {2x1 + 3x2 Tox, 2x2 < 4, 2x1 + X, < 4, x 2 0, x geheell,

dus, voor de verandering sup in plaats van inf). Het storen van de beide 4-en,
.oor resp. 4 - y, en 4 - Yo levert als duaal probleem

nf, {4X1 + hh, Ao+ 22, 2 2, 2x3, + Ay Z 3, A 2 0}. Het sup is gelijk aan 6,
et inf is gelijk aan 20/3, en dus is sup < inf. We kunnen dit dualiteitsgat
lichten door niet te werken met Alyl + Azyz, maar met A]y] + Azyz + A3x

A4y] + Asysj, waarin [.j afronden naar beneden voorstelt.

let duale probleem wordt dan

52O{Supx {2xl + 3x2 + A1(4—xl—2x2) + A2(4—2x]—x2) +

inf
Xl,...,A

+ A3LA4(4—X]—2x2)+ AS(A—ZXI—XZ)J: x 2 0, x geheell}l.

Tolgens de zwakke dualiteit geldt sup < inf. Zelfs geldt sup = inf, want neem

naar Al =1, Az = 0, AB =1, A4 = As = 1/3, dan is de waarde van de duale doel-
stellingsfunktie gelijk aan sup_ {6 : x 2 0, x geheel}l = 6. De waarden der A's
zijn min of meer met proberen bepaald, en het is niet duidelijk hoe men in het
algemeen met deze wijze van storen moet werken, al was het alleen maar omdat

ve dan de waarde van het primaire supremum niet kennen. Doen we enig water in
de wijn dan blijkt het wel te lukken en komen we terecht bij de zogenoemde

fraktionele snede-methode van Gomory. Die blijkt meer A's te gebruiken dan

strikt nodig is.

VOORBEELD (PENALTY METHODE)

Neem voor infX {—x4 s %2 < 1}, x(y) = Ay o+ Azyz, en p(y) = inf {—x4 :

x2 < 1 + y}. Dan wordt het duale probleem

sup, {infx y {--x4 Ay o+ Azyz s x2 <1+ yil.

Als X, £ 0 dan is het supremum gelijk aan -«. Dus neem A2 > 0. Het infimum

2
over y wordt aangenomen voor y = max(xz—l; ~Al/(2A2)). Dus het duale probleem
wordt:
. . 4 2 2 4 2
Supl],x 50 {min [1nfX {-x" + Al(x -1) + Az(x -1) " x" =21 - Al/(zxz)};
. 4 2 2
1nfX {-x Al/(4A2) : x7 <1 - AI/(ZAZ)}]}.

Met behulp van numerieke methoden kan men de A's bepalen. Voor XA = 2

en iy, = I wordt min [...1 = -1 en dat is juist het primaire infimum. De term
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Azyz is een penalty term.

In dit voorbeeld is de doelstellingsfunktie niet konvex. De penalty methode
kan ook zinrijk zijn als dit wel het geval is en ook het toelaatbare gebied
van het primaire probleem konvex is. Door het optreden van AZ > 0, kan men

niet bij voorbaat zeggen dat A] > 0.

VOORBEELD (BARRIER METHODE)

Beschouw hetzelfde probleem als bij de penalty methode. Maar laat

A(y) = -1/(\xy), voor A > 0. Het duale probleem wordt dan

SUP, .o {infx {-xA - A—l(xz—l)_]}}. Helaas wordt het supremum niet voor een
eindige waarde van A aangenomen. Uitwerken levert dat x2 =1+ 6, met

52 = (2)\)—l +... en voor A naderend naar +« komt er x2 = 1, zodat het supremt

wel gelijk is aan het primaire minimum. Bij de numerieke uitwerking moet men
A geleidelijk naar +» laten naderen. Iets dergelijks kan nodig zijn bij penal
ty methoden, maar er zijn gelukkig ook zogenoemde "exakte" penalty methoden,
waarbij het supremum voor een eindige waarde van de "penalty parameter" wordt

aangenomen.

Zeer vele methoden kan men samen nemen door met A(y) in plaats van met Ay te
werken. Dat geldt in het bijzonder voor de meeste, zo niet alle, methoden met
behulp van gemodificeerde Lagrange funkties (modified Lagrangeans, ook

augmented Lagrangeans genoemd).

In het vervolg zullen we ons echter beperken tot lineaire A(y). Wel zullen

we ook in het vervolg aandacht schenken aan oneindig dimensionale X en Y.

5. WANNEER IS inf = sup = max?

Als Stelling 1 van toepassing is, is er weinig meer te wensen over want dan

hebben we blijkbaar zowel een optimale oplossing xO als een optimale oplossin
0 . .. . .
A7 in handen. In de praktijk zal "meestal" niet aan de voorwaarden van Stelli

1 zijn voldaan, zodat er dus geen (xO,AO) is te vinden zodanig dat
infX L(x,AO) = F(xO,O) € R.

Mogelijk blijkt het niet bestaan van (xO,AO) na veel rekenwerk, werk dat

achteraf bezien voor niets is geweest. Het ware gewenst inzicht te krijgen
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. . .. 0,0 -
in de omstandigheden waaronder we bij voorbaat zeker weten dat (x ,A ) wél
bestaat. Dit voert tot een vrij omvangrijke theorie, waarvan we enkele aspek-

ten in deze syllabus zullen toelichten.

We beginnen met een meetkundig beeld van zwakke en van sterke dualiteit, in
beide gevallen onder de aanname dat sup = max, dus dat AO bestaat. Neem eens

aan dat

infx y {F(x,y) + Aoy} = infy»{infx F(x,y) + Xoy} = infy {p(y) + koy} = p(yo) + Xoyo

’
0 .
voor zekere y . Dan is voor alle (x,y)

0 0 0 0.0
F(x,y) + Ay 2 p(y) + Ay 2 p(y’) + Ay

en dus ligt elk punt (y,u) € Y x R niet "onder" het hypervlak

0 0
H={(y,u)=y6Y,uelR,>\y+l°u=>\0y0+p(y)}

indien p 2 F(x,y) voor een of andere x. Dit suggereert de volgende definitie:
V={(y,u) : vy e Y, u € R u =2 F(x,y) voor een x € X}.

Dus: V ligt niet "onder" H. Merk op dat de koéfficiént van p in H gelijk is
aan 1, en dus # 0, zodat H niet "vertikaal" staat! Sterke dualiteit wil zeggen
dat infX v {F(x,y) + Aoy} = p(0) = o, en dus dat er zo'n y0 is, namelijk

y0 = 0. Daar hoort het hypervlak

W - {(y,w) : ye¥, u e R,Aoyv+ u = o}, waarin o = p(0) = infx F(x,0)

bij, en V ligt niet "onder" HO. Bovendien hebben V en HO een punt gemeen, en
wel (y,u) = (0,0). Dit laatste geldt trouwens ook voor V en H, maar wel op

grond van de onderstelling dat y0 bestaat.
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niet sterke dualiteit sterke dualiteit

H
B
yo \ v
In de bovenstaande figuren is niet alleen a = p(0) = infx F(x,0), maar ook
B = fd(AO) = infX y {F(x,y) + Aoy} aangegeven. Bij niet-sterke dualiteit is
B < a, en bij sterke dualiteit is B = a.

De vraag is nu: wanneer kunnen we rekenen op sterke dualiteit? De figuren sug-
gereren het volgende antwoord: als er in elk rand-punt van V een steunend hy-
pervlak is te bepalen, dat wil zeggen een hypervlak zodanig dat V geheel aan
één kant ervan ligt en zodanig dat het door dat punt van V gaat., Uiteraard is
deze voorwaarde niet noodzakelijk, want in de tweede figuur is er niet aan vol
daan en toch heerst daar sterke dualiteit. Maar het lijkt moeilijk een alge-
mene karaktereigenschap voor V aan te geven die alleen geldt voor het punt
(y,u) = (0,0). Dus als je iets zegt over het ene punt, dan moet je tegelijk
iets zeggen over alle andere punten van de rand van V. Deze voorwaarde is
ekwievalent met de konvexiteit van V. Wanneer is V konvex? Als F als funktie
van (x,y) konvex is! En daarmee is de belangstelling verklaard voor konvexe
programmering (zie §2). Toch hebben we een foutje gemaakt, want het hypervlak
HO mag niet-vertikaal staan. Staat HO namelijk vertikaal dan is er hoogstens
sprake van sterke dualiteit in de zin van inf = sup, maar niet in de zin van
inf = sup = max. In onderstaande figuur behoort het gestippelde lijnstuk niet

tot V!



ok het punt (B,0) hoort niet tot V. De in de figuur geschetste situatie kan

. . . o .
ich ook voordoen als V konvex is. Maar al is o = B dan nog bestaat )X niet.

'OORBEELD

(y) = infx {x : x2 < y}. Gemakkelijk volgt dat fd(k) ==-1/(4x) als A > 0, en

fd(x) = -» als A £ 0, zodat sup = 0 = inf, maar max bestaat niet.

let is vooral de mogelijkheid van het bestaan van vertikale steun-hypervlakken
.n (0,0) die verantwoordelijk is voor veel theorie, want behalve konvexiteit
10et er nog iets extra worden ondersteld om de existentie van vertikale steun-
iypervlakken uit te sluiten. Eigenlijk doen we dan trouwens weer te veel,

7ant het gaat er niet zozeer om het bestaan van vertikale steun-hypervlakken
1it te sluiten, als wel om het bestaan van niet-vertikale steun-hypervlakken

in (0,a) te garanderen. Want het is mogelijk dat beide typen tegelijk mogelijk

zijn!

VOORBEELD

p(y) = inf {x : x <y, x 2 0}. Dan is V het niet-negatieve kwadrant in Y x R.
X

Dit voorbeeld betreft het eenvoudigste van alle optimaliseringsproblemen onder
nevenvoorwaarden: lineair programmeren!

Wil men, althans voor konvex programmeren, het onderste uit de kan, en dus een
noodzakelijke en voldoende voorwaarde voor het bestaan van een niet-vertikaal

hypervlak in (0,a), waarbij we natuurlijk ook nog aannemen dat a eindig is
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(maar dat is geen ernstige beperking) dan komt men te staan voor een stelling

van de volgende soort.

STELLING 2.

Als

a) Y een lokaal-konvexe topologische vektorruimte is
b) o = infx F(x,0) eindig s

c) Vv

{(y,u) : (you) € ¥ x R, u 2 F(x,y) voor een x € X} konvex zs

d) T is gedefinieerd door T = {(y,0) : (y,0) ¢ Y x R}

e) K de kegel is die door V wordt gegenereerd in het punt (0,a), dat wil zeg-
gen dat

K=1{k : k = Av + (1-1)(0,0) voor een A 2 0 en een v € V},

dan geldt o = inf = sup = max = B precies dan als cl K p T.

Het bewijs van deze stelling berust op de stelling van Hahn-Banach, waarvan
het bewijs niet—konstruktief van aard is. Voor (eindig-dimensionaal) lineair
programmeren en andere speciale gevallen zijn er alternatieve bewijzen, die
wel konstruktief van aard zijn. In feite houdt de simplex-methode voor lineai

programmeren zo'n bewijs in.

Voor de praktijk is de voorwaarde cl K # T meestal lastig direkt te veri-
fiéren. Vandaar het bestaan van vele iets sterkere voorwaarden, bijvoorbeeld
dat er een punt (y,u) van V "links" van T (de p-as) ligt. Preciezer betekent
dit het volgende. Veronderstel dat er in Y een zogenaamde niet-negatieve

kegel P is gedefinieerd, die niet-negativiteit in Y vastlegt, en wel als volg

y 2 0 precies dan als y € P.

P dient een gesloten, konvexe kegel te zijn, met O € Y als hoekpunt. Bovendie
moet P "gepunt" zijn, dat wil zeggen P U (-P) = {0}. We kunnen nu aangeven
wat bedoeld wordt met "links" wvan T: (y,u) ligt "links" van T als

y € int (-P).
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We kunnen de voorwaarden van Stelling 2 als volgt klassificeren:
a) eindigheid van infx F(x,0)
b) konvexiteit van V

c) regulariteitsvoorwaarde cl K # T.

Voorwaarde a) is redelijk, want infx F(x,0) = +» betekent dat het gegeven pri-
maire probleem ontoelaatbaar is (beschouw bijvoorbeeld F(x,y) = f£(x) als
g(x) <y, F(x,y) = +», zo niet), en infx F(x,0) = -~ betekent dat er toe-

laatbare x zijn met een willekeurig negatief-grote waarde van F(x,0), en dat
komt in de praktijk niet voor. Aan voorwaarde c) is veelal voldaan. Het 1lijkt
er zelfs op alsof alleen "pathologische" gevallen er niet aan voldoen, zoals
bijvoorbeeld p(y) = infx {x : x% < vl.

Bij lineair programmeren met eindig veel beperkingen en eindig veel varia-
belen, dus met een eindige matrix A, is vanzelf aan c) voldaan.

Over blijft de voorwaarde b). Dit is de voorwaarde waarmee in de praktijk
rekening dient te worden gehouden. Veelal is er niet aan voldaan, en is dat
er de oorzaak van dat inf > sup of dat inf = sup maar dat het supremum niet

als maximum wordt aangenomen.

VOORBEELD (NIET-LINEAIR PROGRAMMEREN)

p(y) = infX {f(x) : g(x) <y, x ¢ C}. (De voorwaarde x ¢ C hebben we in een
eerder voorbeeld niet opgenomen.) Veronderstel dat f en g konvexe funkties
zijn, en dat C een konvexe verzameling is. Dan is V konvex. Veronderstel dat

Y een niet-negatieve kegel P heeft met niet-leeg inwendige (int P), en dat er
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een % is met g(RX) € int (-P), % € C. Veronderstel tenslotte dat p(0) eindig
is. Dan is Stelling 2 van toepassing, en weten we dus bij voorbaat dat er
een AO e ¥ is, zdd p(0) = a = infX {f(x) : g(x) <0, x € C} =

inf v {f(x) + Aoy : g(x) <y, x € Cl.

’

. . . . . . . *
De niet-negatieve kegel P in Y induceert een niet-negatieve kegel in Y

P = (1 : Ay =2 0 voor alle y € P}.

Met behulp van deze "duale" kegel kunnen we het resultaat van het zojuist
gegeven voorbeeld vereenvoudigen, want het blijkt dat als AO # 0 (dus als
Ao ¢ P*) dat dan fd(A) = -»o, zodat we de voorwaarde XO > 0 kunnen opleggen.
(Zoiets hebben we al eerder gedaan!) En dan komt er

p(0) = infX {f(x) + Aog(x) : x € C}, waarmee we de "vertrouwde'" Lagrange-

funktie f(x) + Aog(x) weer terug hebben.

Het is toegestaan P te laten ontaarden tot P = {0}. Dan betekent y > 0 in

feite niets anders dan y = 0. Met andere woorden we kunnen gelijkheidsbeper-
kingen ook via een niet-negatieve kegel beschrijven. Sterker, we kunnen elke
kombinatie van ongelijkheids- en gelijkheidsbeperkingen beschrijven met &én
enkele P. Wel lopen we daarbij het risiko dat int P leeg zal zijn (maar dan

nog kan aan cl K # T zijn voldaan).

VOORBEELD

Stel de voorwaarden zijn 2xf + 3x2 < 4 en X, * X5 = 6. Definieer P in E? als
volgt. P = ((yl,yz) Py, 2 0, v, = 0}. Definieer verder

g(x) = (ZX? + 3x2 - 4, X, + X4 -6). Dan is g(x) € -P precies dan als aan de

voorwaarden is voldaan.

OPMERKING.

Uit de bovenstaande diskussie volgt dat ongelijkheden fundamenteler zijn dan
gelijkheden, want de laatste verschijnen als bijzondere gevallen van de eerste
Ook voor de wiskunde in het algemeen is het werken met kegels van groot be-
lang. Beschouw bijvoorbeeld een lineaire, begrensde afbeelding A van X in Y,
en beschouw de multifunktie T gedefinieerd door T(x) = Ax + P. Dan geldt

onder bepaalde voorwaarden dat een open verzameling S in X onder T overgaat ir
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ren open verzameling in Y (generalisatie van de "open mapping" stelling).

feer aandacht voor deze onderwerpen in de wiskunde-opleiding lijkt gewenst.

EVOLG VAN STELLING 2 (EN OOK VAN STELLING 1) VOOR NIET-LINEAIR PROGRAMMEREN
ndien voor het probleem in het laatste voorbeeld inf = max, en indien boven-
0

ien inf = min, zodat er x en AO zijn met f(xo) = fd(AO) = minX

f(x) + Aog(x) : x € C}, dan volgt enerzijds, omdat g(xo) < 0 en AO > 0, dat

0g(xo) < 0, en anderzijds dat f(xo) < f(xO) + Xog(xo), want xo e C, en dus
.at Aog(xo) 2 0. Ergo Aog(xo) = 0. Voor praktische berekeningen is dit een
iiterst handige vergelijking, die als Y = R™ in feite bestaat uit m verge-—
.ijkingen ngi(xo) =0, i=1,...,m. Bij lineair programmeren worden dit de
iogenoemde komplementaire spelingsrelaties, bij optimale besturing de trans-

rersaliteitsvoorwaarden.

». TOEPASSINGEN VAN STELLING 2

\. KLEINSTE KWADRATEN ONDER NIET-NEGATIVITEITSVOORWAARDEN
Je variabele is nu niet x, maar (x,z); x stelt de helling voor van de te be-
>alen rechte lijn en z stelt de konstante term voor. Gegeven zijn n meetpun-
-en (ai’bi)°
JPMERKING
[n de statistiek noteert men dit geheel anders! De meetpunten zijn (xi,yi)
:n (x,z) = (a,B), waarin a en B de te schatten parameters zijn.
. 2 .

= - . >

> (y) min, {Zi(xai+z bi) P x+y 20, z+y, 2 0}. Toepassing van

Stelling 2 geeft

0 0 .0 0 0 _ .0
ZZai(x a +z bi) = Al, 2% (x ai+z bi) = Az,
(xo,zo,Ao) > 0, A?xo = Agzo = 0.

In de statistiek laat men de voorwaarde (x,z) 2 0 meestal weg, ook als die ge-
wenst is! Men rekent dan op (xo,zo) > 0, in welk geval AO = 0 en er voor

(xo,zo) twee lineaire vergelijkingen overblijven. Hierdoor kan echter een

strijdigheid ontstaan. In feite zijn er 4 mogelijkheden: (xo,zo) =0, Ao =0,
0 .0 0 .. . .
(x ,Xz) =0, (z ,A?) = 0. Deze vier mogelijkheden dienen te worden uitgepro-

beerd, of men dient een techniek voor "kwadratisch programmeren'" toe te passen.



196

Afhankelijk van de ligging van de puntenwolk komt &&n van de 4 mogelijkheden
voor de dag (afgezien van een speciaal geval. Welk?). Uiteraard zijn er op

dit voorbeeld vele variaties. Allerlei andere beperkingen zijn denkbaar. Ook
niet-lineariteit is denkbaar, voor zover het de beperkingen betreft. De doel-
stellingsfunktie die we hier hebben gekozen is het kwadraat van een Euclidisc

norm, maar ook andere normen komen in aanmerking.

B. SIMPEL STOCHASTISCH PRODUKTIE-VOORRAAD PROBLEEM

x stelt de produktie van een artikel voor, 0 < x < m. De beginvoorraad van da
artikel is 0, de vraag naar dat artikel is verdeeld volgens een kontinue ver-
deling over [0,»), met ¢ als dichtheidsfunktie en F als verdelingsfunktie.

De produktie vindt plaats voordat de vraag zich realiseert. Produktiekosten
zijn ¢ per eenheid, overschotkosten (overschot = produktie-vraag indien 2 0)
zijn h per eenheid, tekortkosten (tekort = vraag-produktie indien 2 0) zijn p
per eenheid, ¢ > 0, h > 0, p > c.

p(y) = infX {cx + hfg(x—v)¢(v)dv + pf:(v-x)¢(v)dv : 0 < x + Y X% < m + yz}-
Dit is een konvex probleem, want de tweede afgeleide van de doelstellingsfunk
tie is F'(x). Ook kan men de doelstellingsfunktie beschouwen als de integraal
( som) van konvexe funkties, te weten hx-v1" en p[v—x]+, waarin [z]% = max(0

Toepassing van Stelling 2 levert

c-p+ (p+h)F(xO) - A? + )\(2) =0, )\?xo =0, A(Z)(xo—m) =0, AOZO, OSXOSm.
0 _ . 0 0 0
x = 0 geeft p £ ¢, wat niet kan, dus x > 0 en A] = 0. Als Az = 0, dan

F(xO) = (p-c)/(p+h), en dus xO = F_l((p-c)/(p+h)), maar dan moet xo < m. Klop

dit niet, dan is x0 = m.

VARIATIES: beginvoorraad ongelijk aan nul; meer dan &&n '"periode", met in elk
periode een produktie aan het begin van de periode en stochastische vraag lat
in die periode; oneindig veel perioden. Andere methoden dan het direkt toepas

sen van Stelling 2 komen dan echter ook in aanmerking (met name dynamisch

programmeren) en kunnen de voorkeur verdienen.
C. SIMPEL OPTIMAAL BESTURINGSPROBLEEM

Eigenlijk is dit meer een toepassing van Stelling 1, want het verifiéren van
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2en regulariteitsvoorwaarde zullen we achterwege laten. Ook gaan we niet in
>p de aard van de ruimte Y en zijn gekonjugeerde. De variabele is niet x maar
(x,u), waarin x: th x(t) € R, u: th u(t) € R. Dus (x,u) is een 2-dimensionale
vektorfunktie over [0,1]. x(t) is de hoek waarover de as van een motor draait,
1(t) is de aan de motor toegevoerde electrische stroom, en x(t)+%(t) = u(t).
In termen van optimale besturing is x de toestand, u de besturing. Het pro-

bleem is inf_ {Iéuz(t)dt : x(0) = %(0) = 0, x(1) = 1, (1) = 0,

u
s

g¥(t) + %x(t) = u(t), 0 < t < 1}, Ten tijde t = 0 staat de motor dus stil en is
de hoek gelijk aan 0, ten tijde t =1 moet de motor weer stil staan, maar moet

de hoek gelijk zijn aan 1. Dit moet zo gebeuren dat de toegevoerde energie

minimaal is. Kies als Lagrange-—funktie:
L(x,u,A) = )lx(O) + Azﬁ(O) + A3(X(l)—1) + Aai(l) +

+ Jirg(0) GR(E) + %(t) - u(e))dr + flu®(t)dt.

. 4
Dus A = (A],AZ,A3,A4,A5), waarin (Xl,kz,k3,k4) e R en AS : t}*h5(t) e R.

Hierin moet AS twee maal kontinu differentieerbaar zijn. Na partiéle integra-

tie waardoor %¥(t) en %(t) dienen over te gaan in x(t) en (Fréchet) afgeleide

nul stellen komt er:

L}
o

2u(t) - As(t)

0

Xs(t) - Rs(t)

Ay omAag(0) + rg(0) =0
A, = Ag(0) =0
Ay = Ag(l) + Ag(1) =0
A, * As(l) = 0.
Dus A.(t) = a + be® u(t) = }at + ib t oy = lat i ib -t
5 s = jza zbe c, x(t) = z3a - }a + lbe + c + de

en begin- en eindvoorwaarden toepassen levert: a -2(e+1)/(e=3), b = 4/(e-3),

c = -2/(e=3), d = -e/(e-3), zodat x(t)(3-e) = 1 - e +(e+l)t - et + e]_t en
u(t)(3-e) = e + 1 - Zet, dus u(0) > 0 en u(l) < 0.

(Dit voorbeeld is een variatie op een voorbeeld in Luenberger.)
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7. HET WERKEN MET GEKONJUGEERDE FUNKTIES

In plaats van te werken met behulp van de verzamelingen V en T (zie boven),
dus met behulp van een meer meetkundige aanpak, kunnen we de theorie ook
presenteren met behulp van gekonjugeerde funkties. Als X een lokaal-kon-
vexe topologische vectorruimte met X* als gekonjugeerde is, en f(x) € R of

f(x) = +», dan is
* *
£f (¢g) = sup, {zx-£(x)} voor ¢ € X .

OPMERKING -
Vergelijk dit met transformaties zoals de Laplace-transformatie.

£ heet de gekonjugeerde van f. Aangenomen dat X = X, is

£ % (x) = sup, {zx-£"(2)}.

Altijd geldt dat £* konvex is, en dus dat £** konvex is. Indien ook f konvex
is, is dan £ = £7 Niet altijd! Het geldt wel indien f naar beneden begrensd
is en als zijn epigraaf gesloten is. Algemener geldt het als f gesloten is,
dat wil zeggen

a) a(x) = inf {uw : u € R, (x,u) € cl epi £} > -», en £(x) = a(x) voor alle

u
x € X, of
b) £(x) = == voor alle x ¢ X en a(x) = -» voor tenminste éénm x ¢ X.
Gemakkelijk volgt dat sup, infX v {F(x,y) + Ay} = p**(o), zodat inf = sup
’
precies dan als p(0) = p**(O).Dus, is p konvex en gesloten, dan is inf = sup.

Met behulp van gekonjugeerde funkties kan men een fraaie symmetrie in de

dualiteitstheorie inbouwen. Laat namelijk
d . * *
F (x,5) = inf_ v {F(x,y) + \y - ¢tx}, A\ ¢ Y , ¢ € X
’

(waarin het minus-teken ervoor dient om in speciale gevallen, en dat zijn de
lineaire programmeringsproblemen, mooie resultaten te verkrijgen). Laat het

gestoorde duale probleem zijn:
d d
sup, F (2,2) = p (g).
Zij verder

dd d
Fo(x,y) = sup, c {F (x,z) = Ay + zrx}
’
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(met andere tekens dan in Fd, omdat het duale probleem een konkaaf probleem
is!). Gemakkelijk volgt nu dat
Fdd I

waarbij de konjugatie moet geschieden met betrekking tot (x,y) en (A,z). Neem
daarbij aan niet alleen dat x** = X, maar ook dat =y, Dus, het duale
probleem van het duale probleem is de dubbel-gekonjugeerde van het primaire
probleem.

We laten het bij deze definities en opmerkingen. Zie o.a. Rockafellar.

8. DIFFERENTIEERBAARHEID

Hoewel het niet strikt nodig is, beperken we ons in deze paragraaf tot

"Lagrange-dualiteit" oftewel "rechterlid-dualiteit":
ply) = infX {f(x) : g(x) <y, x € C}.
Voorts nemen we C = X, zodat als inf = max, er een ko 2 0 is met
@ = inf_ {£(x) : g(x) < 0} = inf_ {£(x) + 20%(x) 3.
Zijn f en g differentieerbaar, en is xo een optimale oplossing, dan geldt

£' (Xo) + Aog' (xo)

]
o

1]

en samen met f(xo) = a, Aog(xo) 0, »~ 20, g(xo) < 0 zijn dit de zogenoemde
Kuhn-Tucker voorwaarden van het probleem. Zijn f en g konvex dan levert de
oplossing van de KT-voorwaarden zowel een optimale oplossing xo voor het pri-
maire als een optimale oplossing AO voor het duale probleem.

Echter, ook al zijn f en g konvex, dan hoeven ze nog niet differentieerbaar

Ogr(x%) =07

te zijn en de vraag is: wat komt er dan in de plaats van f'(xo) + A
Om deze vraag te kunnen beantwoorden, moeten we eerst het begrip differen-
tieerbaarheid generaliseren. Zij X een lokaal-konvexe topologische vektor-

ruimte, zij f£(x) € Rof f(x) = +», en zij £(x') eindig. Dan is T ¢ X" een

subgradiént van f in x' indien
f(x) - £f(x') =2 ¢z(x-x") voor alle x € X.

Een subgradiént hoeft niet uniek te zijn.
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VOORBEELD
f(x) = |x|, x' = 0, dan -1 < ¢ < 1.
De verzameling van alle subgradiénten van f in x heet subdifferentiaal van

f in x, en wordt aangegeven met 9f(x). Er geldt
xO is minimum van £ (f konvex) precies dan als 0 ¢ Bf(xo).

Deze inklusie komt dus in de plaats van het "afgeleide nul stellen". Dus voo

f en g konvex, en AO > 0, levert o = infX {f(x) + Aog(x)}, dat

0 e ace(x) + 2% x%)).

Helaas geldt dat 3(f1+f2)(x) > af](x) + afz(x), maar onder niet al te veel-
eisende voorwaarden (zie Rockafellar) geldt dat 3(f1+f2)(x) = Bfl(x)+ sz(x)

en kunnen we dus verwachten dat

0 ¢ Bf(xo) + Aoag(xo).

Is f(x) = |x|, waarin |x| een of andere norm is van x ¢ X, en is
lz| = sup {lex| ¢ |x| = 1}, ¢ € x* dan geldt
alx| = (g = |g| =1, zx = [x]}

en hiermee kunnen we "minimum-norm'-problemen aanpakken.

VOORBEELD
infx (x| :+ x = (XI’XZ)’ Zx] +ox, = 3}, |x| = max([xll,]le), zodat
lz] = ICI’ + ICZ . Uitwerken geeft 0 = g? + 2)0, 0 = cg + AO, en dus
0 0 00 00 0 0 0 0
|c1| + |c2| S 1, x| o+ o,x, = max(lxll,lle), zodat max([xll,lle) <1 en
ZX? + xg = 3, en dat (natuurlijk) x? = xg =1,

In een volgende paragraaf komen we terug op het generaliseren van differen-
tieerbaarheid, en wel als we niet-konvexe problemen beschouwen, die niet in
de klassieke zin differentieerbaar zijn.
9. NIET-KONVEXE PROBLEMEN DIE DIFFERENTIEERBAAR ZIJN IN KLASSIEKE ZIN
Als uitgangspunt kiezen we weer

ply) = infx {f(x) : g(x) < y}

waarin we f en g differentieerbaar onderstellen (in de klassieke zin), maar
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niet konvex. Teneinde toch het toepassen van de dualiteitstheorie van de kon-
vexe programmering mogelijk te maken, passen we linearisatie toe. Veronder-

stel dat xo een optimale oplossing is. Ontwikkel f en g als volgt
f(x) = f(xo) + f'(xo)(x—xo) +...en g(x) = g(xo) + g'(xo)(x—xo) +...
en beschouw
p(y) = inf {(£'GDx ¢ g%+ g D) (x=x") < y)

(zodat de eerstgenoemde p(y) vervalt!). Plezierig zou het zijn indien xo ook
een optimale oplossing was van het gelineariseerde probleem. Om voorwaarden
op te sporen waaronder dit het geval is, nemen we aan dat het niet het geval
is en dat er een X' is met g(xo) + g'(xo)(x'—xo) < 0 en f'(xo)(x') <f'(x0)x0.
De eerste ongelijkheid impliceert, daar g(xo) < 0, dat, voor 0 < 1 £ 1,

g(xo) + g‘(xO)T(x'—xo) < 0. Op grond van een zogenoemde approximatiestelling
(verwant aan de bekende impliciete funktiestellingen) geldt nu dat
g(x0+r(x'—x0) + 0(1)) < 0 voor een geschikte 0(t). Deze approximatiestelling
verlangt dat g' kontinu is in xo, dat de niet-negatieve kegel P in Y gesloten
is en dat g'(xO)X + P = Y, Er volgt dan dus dat xo + T(x'—XO) + 0(1) een toe-
laatbare oplossing van het gegeven probleem is, en derhalve dat

f(x0+T(x’—x0) + 0(1)) = f(xo), maar dit komt in konflikt met f'(xo)(x'—x0)<0.
Met andere woorden als g' kontinu is in xo en als g'(xO)X + P =Y, met P ge-
sloten, dan is x0 ook een optimale oplossing van het gelineariseerde pro-

bleem. Daar het gelineariseerde probleem konvex is, kunnen we er Stelling 2

op toepassen, en onder de nodige onderstellingen geldt dan dat er een AO

moet zijn, zdd‘)\0 > 0, en f’(xO) + Xog'(xo) = 0. Voorts volgt weer dat

208 x%) = 0.

OPMERKINGEN

a. Het bewijs van de approximatiestelling berust op nieuwere analytische re-
sultaten, die verband houden met wat werd vermeld in de laatste opmerking
van §5. Zie Robinson.

b. Met extra onderstellingen kan ook het probleem worden behandeld waarbij

naast g(x) < 0, er mog een beperking is van het type x ¢ C; zie onder.
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c. Wil men een probleem met gelijkheidsbeperkingen zo onderzoeken, dan hoeft
men slechts P te laten ontaarden tot {0}, zodat g'(xO)X + P = Y overgaat in
g'(xo)X = Y, een bekende aanname in de minder recente theorie, die zegt dat

g'(xo) een afbeelding is van X op Y.

Indien we een beperking van het type x € C opnemen, is het noodzakelijk dat
ook C op een of andere wijze wordt '"gelineariseerd". Het resultaat van een
"gelineariseerde" C is een kegel! En wel een konvexe kegel. De top van de
kegel ligt in het punt van C van waaruit de approximatie wordt uitgevoerd.
Door de jaren heen zijn er allerlei soorten approximerende kegels geintro-
duceerd. De meest belovende lijkt een kegel te zijn die door Clarke werd in-
gevoerd. Dit is de tangentiaal kegel van C in het punt x € C, aangeduid door

het symbool Tc(x):

Tc(x) ={v : v e X, in € C, ti > 0, X X, tia-O,i = 1,2,...,

Jv, > v, zdd x, + t,v., € C, i=1,2,...}.
i i i'i

Eet verrassende van deze definitie is o.a. dat TC(x) automatisch gesloten en
konvex is. Het resultaat van de linearisatie van infx {£(x) : g(x) < 0, xe€ C}
wordt

inf (£'GOx : gxX) g D xmx¥) < 0, x 1, (x%)}
waarop we Stelling 2 kunnen toepassen. Details blijven echter achterwege.
OPMERKING
Opnieuw funktioneert het begrip kegel!
Voor de rest van dit verhaal is nog de normaalkegel van C in x van belang,
aangeduid met NC(x):

Nc(x) ={cz:ze X*, tv<0 voor alle v € Tc(x)} (let op: < 0, niet = 0).

Dus, terwijl Té(x) een deelverzameling is van X, is NC(x) een deelverzameling

*
van X .
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0. NIET-KONVEXE PROBLEMEN DIE NIET DIFFERENTIEERBAAR ZIJN IN KLASSIEKE ZIN

Jat valt er nog te doen indign zowel konvexiteit als differentieerbaarheid

.n de klassieke zin worden opgegeven? Een belangrijke observatie in dezen is
lat als f(x), x € R, gewoon differentieerbaar is, het punt (-1,z) ligt op de
iormaal op de kromme van f in x (naar beneden gericht), indien ¢ = f'(x).

)it is een welbekend feit, waar als volgt door Clarke en Rockafellar gebruik
ran is gemaakt voor de volgende generalisatie van differentieerbaarheid (deze
s;luit de reeds behandelde generalisatie van differentieerbaarheid voor kon-
7rexe funkties in). Zij f gegeven, zodanig dat f£(x) ¢ R of f(x) = +=. Kies

en punt x waar f eindig is. Bepaal de normaalkegel in (x,u) met u = f(x),

7an de epigraaf van f, dus bepaal

N (x,£(x))

epi f

an definieer als gegeneraliseerde subdifferentiaal van f in x, de verzameling

af(x) = {z : (-1,1) € Nepi s (x,£(x)) 1},

‘é{i £ \\Q\
CQQ§$§3§§°§\X

0 01

2£ (x) el 3£ (x)

De zwaar aangezette punten of lijnstukken geven 9f(x) aan. In het tweede ge-
val is dit een interval links en rechts van 0, in het derde geval een in-

terval rechts van 0. Merk op dat in het derde geval f konkaaf is.

Onder betrekkelijk weinig veeleisende voorwaarden (zie Rockafellar en Clarke),

geldt nu dat, als xo een optimale oplossing is van infx {£(x) : x e C},
0 carx)) + N (x0).
Met Lagrange-multiplikatoren heeft dit niet direkt te maken, maar beschouw nu

infx {£(x) : g(x) <y, x € C}
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waarin de beperking g(x) < 0 wel, maar x € C niet is gestoord. Dan volgt, als
xo optimaal is, en als geschikte voorwaarden gelden, dat er een AO > 0 is

zodanig dat

0 ¢ Bf(xo) + Aoag(xo) + NC(XO).

11. GEMENGDE PROGRAMMERING/MINIMUM PRINCIPES

Tot zover hebben we de nadruk gelegd 6f op de konvexiteit van het gegeven
probleem, Gf op het lineariseren van dat probleem. In het eerste geval ging
het om globale optimalisatie, dus het zoeken naar een xo zodanig dat

f(xo) < f(x) voor elke toelaatbare x, al of niet dicht gelegen bij xo, die
natuurlijk zelf ook toelaatbaar moet zijn. In het tweede geval moesten we ge-
noegen nemen met lokale optima, dat wil zeggen met x0 zodanig dat

f(xo) < f(x) voor alle x dicht genoeg gelegen bij xo, want we hadden immers
approximaties rondom xo beschouwd. In deze laatste paragraaf kombineren we
beide aspekten. De beslissingsvariabele zal (x,u) zijn, niet x. T.o.v. u
zullen we naar globaliteit streven, t.o.v. x zullen we genoegen nemen met lo-
kaliteit. Dit houdt in dat we differentieerbaarheid t.o.v. x zullen moeten
aannemen. Voor de eenvoud nemen we aan dat dit de gewone (Fréchet) differen-

tieerbaarheid is. Generalisaties tot gegeneraliseerde differentieerbaarheid,

zoals genoemd in §10 liggen dan voor de hand.
Laten we het volgende probleem beschouwen:
inf {£f(x,u) : g(x,u) < 0, x € C, ue DI},
X,Uu

Neem aan dat f en g (Fréchet) differentieerbaar zijn met betrekking tot x,

en beschouw het volgende gelineariseerde probleem:
ing, (260,00 + £ 6000 ) 1 gl w v gl ) (e < 0,
X,u X b3
0
X € TC(x ), u e D}.

Zouden we u fixeren dan stond hier een konvex optimaliseringsprobleem, waarop
we de boven besproken theorie konden toepassen. Om voor variérende u vol-

doende konvexiteit in het gelineariseerde probleem te brengen nemen we aan ds
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S={s :s= (S]’SZ)’ sls]R, S, € Y, 312 f(xo,u), S, 2 g(xo,u) voor een ue D}

2
een konvexe verzameling is. Deze S is geheel analoog aan de eerder ingevoer-
de V, waarvan we konvexiteit hebben geéist om inf = sup te kunnen garanderen.
Onder enkele aanvullende regulariteitsvoorwaarden (o.a. dat

g;(xo,uO)X + P =Y, vgl. §9), geldt dat als (xo,uo) een optimale oplossing is

van het gegeven probleem, er een AO 2 0 is zodanig dat Aog(xo,uo) = 0 en

f;(xo,uo)(x-xo) + Aog;(xo,uo)(x-xo) > 0 als x € Tc(xo),

f(xo,u) + Aog(xo,u) > f(xo,uo) als u € D.

De eerste ongelijkheid is een lokale voorwaarde, want x moet in de buurt van
xO liggen (het feit dat TC(XO) een kegel is helpt natuurlijk niet veel). De

tweede ongelijkheid is echter een globale voorwaarde, omdat die moet gelden

voor elke u e€D. Aan enkele voorbeelden zullen we nu laten zien dat we deze

twee ongelijkheden samen als een abstrakt minimum principe mogen opvatten.

VOORBEELD

. 2 ol 12
1nfx’u {2x]— Xyt x = fou(t)dt, x, = fou (t)dt, 0 < u(t)

IA
'_.
o
IA
ct
IA
—
—

De verzameling S wordt

) =% " I(])u(t)dt,

2
S = {(51,52,53). slz 2x1-x2, s
s, =x, - [l (e)ae, 0<u(e) < 1}
3 2 0 ’ - - -
Aan te tonen is dat cl S konvex is. Voorts blijkt dat het voldoende is om de

konvexiteit van cl S aan te nemen, in plaats van de konvexiteit van S zelf.

Het minimum principe geeft:

0 0 0
Axl + A’ =0, -1+ Az =0, en
0,2 0 0, 0 1 0, 0 1 2 0,2 0
2(x1) - xzi-kl(x]—fou(t)dt) + Az(xz—fou (t)dt) = 2(xl) - Xy, en dus

foaxSuce) - ¥ (£))de 2 foxu®e) + (% (£))%)at voor alle u,

0 < u(t) < 1.
Hieruit volgt dat 4x?u(t) - uz(t) > Ax?uo(t) + (uo(t))2 voor alle t,
0 <t <1, en dit is een ongelijkheid die typisch is voor het minimum prin-
cipe van Pontryagin. Omdat het linkerlid voor vaste t konkaaf is in u(t),

volgt dat uo(t) = 0 of uo(t) = 1. Als v de maat is van de t's waarvoor
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uo(t) = 1, dan volgt xo = x 2

1 g = v, en infv {2v" - v} geeft v = %, zodat het
gevraagde minimum gelijk is aan -1/8, hetgeen te realiseren is door bijvoor-
beeld uO(t) = 1 voor 0 < t < % en uo(t) = 0 voor % < t £ 1 te nemen. De op-

timale oplossing voor uo is derhalve "bang-bang".

OPMERKING

Vervangen we dit voorbeeld door infx a {2x€ - Xy X, T U, X, = uz}, dan is

S niet konvex en is het minimum principe niet van toepassing!

’

VOORBEELD

Optimale besturing. Zij f(x,u) = fl(x,u) + fz(x,u), met

£,(x,0) = I(l)dsl(x(t),u(t),t)dt en £,(x,u) = ¢,(x(1),u(1)).
Zij verder g(x,u) = (gl(x,u); gz(x,u)) = 0 met

g, 05,0 = x(0) - €% en g,y (x,u) () = ~%(£) + ¥(x(O),u(t),b).
Onder bepaalde voorwaarden geldt dat we Ay als volgt kunnen kiezen:

Ay = Alyl + Azyz = Aly] + fékz(t)y(t)dt

zodat

re(G,u) = A (x(0)=€%) = [Uh, (D) {x(6) = ¥(x(t),u(t),c)}de =

A (x(0)=6%) = 0, (Dx(1) + A, (0)x(0) + [AX, (£)x(t)de +

+

I(l)kz(t)w(x(t) ,u(t) ,t)dt.
De eerste ongelijkheid van het minimum principe geeft dan:
S, 62,00, 0n () ae + 05:°1),u2(1)R ) +21%00) =AY (DR + 23 (O)n(0) +

+ [0 + 230w 0),u% (1), ) Ih(e) dt = 0 voor alle h, zodat

2]+ 90 =0, 25 = 0360,u°(1)) en
676 (),0%®),0 + 250w 0 @®),u° ), + 15@® =0

(differentiaties alle naar x), of als we de Hamilton funktie H invoeren
H(E,u,t,w) = ¢,(E,u,t) + wy(E,u,t),

' (<0 ()0’ (0) 00 (£) + iY(e) = 0
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hetgeen een differentiaalvergelijking is voor de geadjungeerde variabele
0 0 .. 0 0 )
Az met Az(l) = ¢2(x (1),u (1)) als eindvoorwaarde.

De tweede ongelijkheid van het minimum principe geeft
FarGO(e) ute) e, 00 (e)ae + 4,01 ,u(1)) =
1
foaG (0,0 (), 6,09 (e ae + 0, % (1), u® (1))

waaruit volgt dat
B (6),ule), 6,20 (6) ZH(xo(t),uo(t),t,)\(z)(t)) voor alle t

hetgeen weer Pontryagin's minimum principe is.

We zien uit deze voorbeelden dat het abstrakte minimum principe overeenkomt
met een geintegreerde vorm van het minimum principe van Pontryagin, althans

als integraties een rol spelen. Om te laten zien dat het abstrakte minimum

principe van de gemengde optimalisering algemener is dan Pontryagin's mini-

mum principe, tenslotte nog een voorbeeld.

VOORBEELD
Zogenoemd gegeneraliseerd lineair programmeren. De variabele is niet (x,u),

maar (x,u,v); het probleem is

1 . = > ‘ 1 =
1nfx,u,v {Euixi. Zvixi b, x; 2 0, (ui,vi) € Di’ i l,...,n}.

. .. m m .
Hierin zijn X; € R, u; € R, V. € R, b e R en (u,v) komt in de plaats van u.

Als alle Di konvex zijn, dan volgt dat er een Ao is zodanig dat
uq - onq 2 0 en Zu.xq + Ao(b—Zv.xg) > ZUQXQ voor alle (u,v), zodanig dat
i i i1 ii iTi

(ui,vi) € Di' Als bijvoorbeeld alle Di polyhedra zijn, dan zijn er speciale

technieken om dit stelsel op te lossen, zie bijvoorbeeld Lasdon.
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INLEIDING

In dit hoofdstuk zullen we twee fysische problemen beschouwen, die mathe-
matisch geformuleerd kunnen worden als het minimaliseren van een functio-
naal met nevenvoorwaarden. De twee fysische problemen zijn het‘obstakel—
probleem en het membraanprobleem. Bij het obstakel probleem wordt, onder
invloed van eventuele externe krachten, een snaar gespannen tussen twee
punten, waartussen zich een obstakel bevindt. De vraagstelling is: wat

is de uitwijking van de snaar. Bij het tweede probleem, het membraan
probleem, probeert men in een staaf de temperatuurverdeling te bepalen,
waarbij de warmtestroom wel van buiten naar binnen, maar niet van binnen
naar buiten gericht kan zijn. De wand van het gebied heet semi-permeabel.
We zullen eerst een oplossingsmethode geven voor het bepalen van het mini-
mum van een convexe functie van IR naar IR met nevenvoorwaarden. De gepro-
jecteerde gradiént methode zal geintroduceerd worden als een numerieke
methode voor het daadwerkelijk berekenen van dit minimum. Vervolgens zul-
len we het obstakel- en het membraan-probleem formuleren in termen van

een te optimaliseren functionaal met nevenvoorwaarden. Voor deze optima-
liseringsproblemen zullen we equivalente formuleringen geven, die dan ge-
interpreteerd kunnen worden als zwakke formuleringen (zie Hoofdstuk 5)

van (part.) diff. vgln met randvoorwaarden. Uit de theorie van Hoofdstuk

6 volgt dat dit soort problemen equivalent is met het bepalen van het
zadelpunt van een Lagrangiaan. Deze laatste formulering geeft aanleiding
tot een geprojecteerde gradient methode, dat wil zeggen een methode voor
het iteratief bepalen van het zadelpunt van de Lagrangiaan. Tenslotte zul-
len we met enige numerieke (eindige elementen) berekeningen de gevolgde

werkwijze illustreren.

1. MINIMALISEREN VAN EEN CONVEXE FUNCTIE MET NEVENVOORWAARDEN

Zij £f: TR -+ TR een convexe differentieerbare functie van IR naar IR en
zij K een gesloten interval op R. Beschouw het volgende probleem: Bepaal

het minimum van f op K. Dat wil zeggen:
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Zoek u € K zodanig dat
It
(1.1)
1

f(u) < f(v) voor alle v € K.

Er kunnen zich drie gevallen voordoen die zijn weergegeven in Fig. 1.

f £ f
)
H i
3 | |
1 [ |-I
r qu ul 1 r!U
7| LKJ LKJ
Figuur l.a. Figuur 1.b. Figuur l.c.

In Figuur la wordt het minimum van f op K aangenomen in het punt u. Ver-

der geldt dat f£'(u) < 0 en dat v=-u £ 0 voor alle v ¢ K, zodat

v
o

(1.2) ue K, £'(u)-(v-u) voor alle v e K.

In Figuur 1b geldt voor de oplossing u: f£'(u) > 0 en v-u 2 0 voor alle
v ¢ K, hetgeen ook leidt tot (1.2).

In Figuur lc is f'(u) = 0 zodat ook hier (1.2) geldig is. We kunnen dus
zeggen dat de oplossing u van (l1.1) gekarakteriseerd wordt door het vol-
gende probleem:

{ Zoek u € K zodanig dat

(1.3)
f'(u).(v-u) =2 0 voor alle v € K.

Probleem (1.3) heet een variationele ongelijkheid (VO). Laten we eens

een paar speciale gevallen bekijken.
(1.4) VOORBEELD: K = TR.

In dit geval reduceert het probleem zich tot het minimaliseren zonder ne-

venvoorwaarden. De karakterisering (1.3) wordt geschreven als:

Zoek u ¢ IR zodanig dat
(1.5) {

f'(u).(v-u) 2 0 voor alle v € R.

Kiezen we v = u + w dan geldt
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iZoek u ¢ IR zodanig dat
(1.6)
f'(u).w =2 0 voor alle w ¢ IRR.

Daar w zowel positief als negatief kan zijn volgt onmiddellijk dat

f'(u) = 0, hetgeen ook inderdaad de oplossing karakteriseert voor K = R.

(1.7) VOORBEELD: K = {v ¢ R|v 2 al.

De karakterisering van de oplossing (1.3) is:

SZOEk u 2 a zodanig dat
(1.8)

lf'(u).(v-u) > 0 voor alle v 2 a.

Kiezen we achtereenvolgens v = a2 ¢ K en v = 2u-a ¢ K dan vinden we dat

tegelijk moet gelden

f'(u).(a=u) 2 0 en £'(u).(a-u) <0
zodat
(1.9) f'(u).(a-u) = 0.
Kiezen we v = u + w met w 2 0 (dan geldt zeker v 2 a) dan krijgen we

f'(u).w 2 0 voor alle w 2 0
waaruit volgt

(1.10) £'(u) 2 0.

Als de oplossing u strikt groter is dan a: u > a, kies dan een willekeu-
rige v met a < v £ 2u + a, dan neemt v-u alle waarden aan tussen a-u <0

en a + u > 0. Uit (1.8) volgt dan dat £'(u) = 0.

Resumerend kunnen we stellen dat
u 2a dan f'(u) =2 0.

(1.11)
Als u > a dan geldt f'(u) = 0.

Een iteratieve methode voor het bepalen van de oplossing u van (l.1) is

de gradiént methode met projectie. Bekijk eerst eens het geval (1.4) met

K = IR. De oplossing u is dan de limiet van de rij {un}n die bepaald wordt
door
(1.12) u =u_ - p f'(un) R n 20

n+l n
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waarbij p een positieve parameter is en u, een startwaarde. Zij I een om-

geving van u, dan kan bewezen worden dat de rij {un}n voor iedere start-

waarde U, €l convergeert naar u als 0 < p < 2 met Mf = max £"(v).

Mf vel
In het geval dat K = [a,b], met eventueel a = -, b = », kan de oplossing

u bepaald worden met de geprojecteerde gradiént methode. De oplossing u

is dan de limiet van de rij {un}n bepaald door

u_ =u_ - p £'(u )
(1.13) { nta n n

u 4 = Projy [un+%].
In twee stappen wordt, uitgaande van U, de nieuwe benadering Ul bepaald.
In stap | wordt de gradiént methode toegepast; in stap 2 wordt un+% geprd—

jecteerd op K. Dit houdt in dat

a als un+% < a
Ul < un+i als a < un+% b
b a13<un+% > b.
Er kan bewezen worden dat (1.13) convergeert als 0 < p < ﬁ% :

2. TWEE EQUIVALENTE FORMULERINGEN

In deze paragraaf beschouwen we de algemene gedaante van een minimalise-
ringsprobleem met nevenvoorwaarden. Zonder bewijs geven we een resultaat
betreffende existentie en eenduidigheid van een oplossing. De oplossing
van het probleem kan gekarakteriseerd worden met behulp van een VO. We
zullen bewijzen dat, onder zekere voorwaarden, het oorspronkelijke mini-
maliseringsprobleem equivalent is met de VO. We zullen ons beperken tot

één-dimensionale problemen.

Zij V een functieruimte bestaande uit functies v : [0,1] - IR en zij K
een niet - lege, gesloten, convexe deelverzameling in V. Zij vervolgens
J : V> IR een functionaal op V. We veronderstellen dat J de volgende

gedaante heeft:

1 1
(2.1) J(v) =} { ( —) dx - } fv dx
0 0

met f: R - IR. We formuleren het probleem als volgt:



Zoek u € K zodanig dat
(2.2)
J(u) = inf J(v).
vekK

Zoals we in de voorbeelden zullen zien, kunnen de nevenvoorwaarden opgeno-
men worden in de definitie van de verzameling K. We kunnen bewijzen dat
probleem (2.2) een eenduidige oplossing u heeft. Deze oplossing u wordt
gekarakteriseerd door het volgende probleem:

Zoek u ¢ K zodanig dat

1 1

du d(v-u) _
J = 1% dx = ] f(v-u) dx voor alle v € K.

0 0

(2.3)

In de volgende stelling bewijzen we
(2.4) STELLING. De problemen (2.2) en (2.3) zijn equivalent.

BEWIJS.
(i) Zij u een oplossing van (2.2) dan geldt voor alle v € K en voor alle
A e (0,1) dat
J(u) < J((1=A)u + Av)
oftewel

T 3 + A(v-w)) = (w1 = 0;

immers, het minimum van J wordt aangenomen in u. Substitueren we (2.1) in

deze ongelijkheid dan volgt:
1 1
1 [% I ( L (omud)y2 4, -J £ (utA (v-u)) dx -}

1
(g—z)zdx+1fu dx]ZO.
0 0 0

[ ) R——

Laten we X + 0 dan krijgen we

1 1
du d(v-u) _
J 5 ———E;—-dx > J f(v-u) dx voor alle v € K.
0 0

Dus u is ook oplossing van (2.3).
(ii) Zij u een oplossing van (2.3). We merken op dat de afbeelding

v » J(v) convex is, hetgeen inhoudt dat

J((1=-N)w+rv) < (1-2)J(w) + AJ(v) voor alle v,w e K, A € (0,1)

oftewel



(2.4) J(v) = J(u) 2

% [ J((1=2) w+A v) - J(w)] )

Substitueren we de uitdrukking (2.1) in het rechterlid van (2.4) en laten

we A + 0 gaan, dan geldt

1
dw d(v-w) dx

J(v) = J(w) 2 ax ix

- J f(v-w, dx voor alle v,w € K.
0

O— -

Kiezen we w = u ¢ K, dan geldt, omdat u voldoet aan (2.3),

dx - f(v-u) dx =2 0 voor alle v € K

1

du d(v-u)

J(V) —J(u) ZJ'&—; T
0

O -

waarmee we bewezen hebben dat u ook oplossing is van (2.2). [
Ongelijkheid (2.3) heet een variationele ongelijkheid (VO0).
De uitdrukking

(2.5) lim
A0

> —

[ J(w+ A (v-w)) —J(w)]

is de Gateaux -afgeleide van de functionaal J in het punt w in de richting

v-w en wordt genoteerd als
(2.6) J'"(w) [v-wl.

De VO (2.3) kan nu geschreven worden als:

Zoek u ¢ K zodanig dat
(2.7)

J'"(u) [v=-ul 2 0.
De analogie met het probleem uit paragraaf 1 is nu duidelijk. Probleem
(1.1) komt overeen met (2.2) en formulering (1.3) komt overeen met (2.7).
In de toepassingen van de paragrafen 3 en 4 zullen we steeds, uitgaande
van een minimaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden, de VO afleiden. Ver-

volgens zullen we deze VO interpreteren als de zwakke formulering van een

diff. vgl. met randvoorwaarden.

Het zou voor de hand liggen om, voor het oplossen van het minimaliserings-
probleem met nevenvoorwaarden, de geprojecteerde gradiént methode toe te
passen op de VO (2.7). Dit zou leiden tot een iteratieve methode van het

volgende type:
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Kies u, € K . Bepaal {u_} met
0 n' n
= - ]
(2.8) un+% u p J (un) . un+£ e V
U PrOJK [un+£].

De un+% kan bepaald worden, eventueel met behulp van de EEM (zie Hoofd-
stuk 5). Echter, de tweede stap, dus het bepalen van de projectie, is een
gecompliceerde operatie omdat hier de afgeleiden van de functies in de
ruimte V een rol spelen. Het zou ons te ver voeren hier nader op in te gaan:
er wordt verwezen naar de literatuur. We zullen in de paragrafen 5 en 7
streven naar een herformulering van het probleem waarop de geprojecteerde
gradient methode toepasbaar is en waarbij geprojecteerd wordt in een func-

tieruimte waarin de afgeleiden geen rol spelen.
3. OBSTAKEL PROBLEEEM

Bij dit probleem spannen we een elastische snaar tussen twee punten,

zeg x = 0 en x = 1, De positie die de snaar zal innemen is die welke be-
hoort bij een minimale potentiéle energie van de snaar. Stel dat f:[0,1] > TR
een externe kracht (bijvoorbeeld zwaartekracht) is die loodrecht op de onge-
stoorde toestand van de snaar werkt, dan heeft een willekeurige uitwijking

v :[0,1] > R van de snaar (zie Fig. 2) een potentiéle energie

(3.1) J(v) =} i (%%)2 dx - } fv dx.
0 0
Figuur 2. Willekeurige uitwijking v. v T¢
0 1 X
De snaar is ingeklemd in x = 0 en x = | en dus geldt v(0) = v(1) = 0. De

functieruimte V is nu gedefinieerd als de ruimte van functies v, waarvoor
J(v) eindig is en waarvoor geldt v(0) = v(1) = 0. De positie die de snaar

wil innemen wordt nu gehinderd door een obstakel ¢ : [0,1]+ IR,



218

dat voldoet aan Y(0) < 0, ¢(1) < 0 (zie Fig. 3).

Figuur 3. Obstakel y en v ¢ V. '] v

Aan de uitwijking v leggen we nu de nevenvoorwaarde op dat
vz op [0,1].

We zoeken de oplossing dus in de deelverzameling K van V die als volgt ge-

definieerd is:

(3.2) K={v: [0,1] > R| v(0) = v(1) =0, v=19 op [0,I]}.

Het obstakel-probleem wordt nu geformuleerd als:

Zoek u ¢ K zodanig dat
(3.3)
J(u) = inf J(v).
vekK

Volgens stelling (2.4) kan dit probleem equivalent geformuleerd worden als:

Zoek u ¢ K zodanig dat

1 1

Il %% 2&%&31 dx =2 [ f(v-u) dx voor alle v e K.
0 0

(3.4)

De interpretatie van dit probleem is gecompliceerd; we kunnen het dan ook

niet streng behandelen. Formeel kunnen we echter als volgt te werk gaan.
s . . + 0 .

Het interval Q@ = (0,1) splitsen we op in twee stukken, nl. € en 2 , die

als volgt gedefinieerd zijn:

QO

{x e (0,1) | u(x) = p(x)}
(3.5)

+
Q

1

{x ¢ (0,1) | u(x) > v(x)}.

Dat wil dus zeggen dat op QO de snaar aan het obstakel raakt en dat op

+ . . . . .
Q2 de snaar zich strikt boven het obstakel bevindt. Kies nu de functie

v € K zodanig dat



(3.6) v = u+ ¢ ¢ met € > 0 en ¢ = 0 op QO.

Daar op ot geldt u > ¢, kan bij iedere functie ¢ een € > 0 gekozen worden

z6dat v € K. Substitutie van (3.6) in (3.4) geeft

du  d(ed) ( - *
] Ix I dx = J fed dx voor alle ¢ € V met ¢ 0 op 30 .

+
& Q

Daar Q willekeurig is en € weggedeeld kan worden volgt

J %% %% dx = I f¢ dx voor alle ¢ € V met ¢ = 0 op BQ+

ot ot

en dit is de zwakke formulering van de volgende diff. vgl.
2

(3.7) - L2 opat.
dx

Het obstakel-probleem (3.3) kan dus als volgt worden geinterpreteerd:

Zoek u : [0,1] + IR zodanig dat

u =19y op Qo
(3.8) 2
- d-%:: f op Q+
dx

u(0) = u(l) = 0.

Laten we ons wel realiseren dat no en @' onbekend zijn. Om dit tot uiting
te laten komen herformuleren we (3.8) als volgt (zie Fig. 4).
- Zoek u : [0,1] » IR , Y, en v, zodanig dat
u =y op [v;,v,]
2

(3.9) J - —5 =f op (O,Yl) en (st‘)

\ u continu in Y, en Y,
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O—/ T, Nl

Figuur 4. Oplossing u. Q" = (O,Y]) u (v, 1, o0 - (Y],Yz)

Formulering (3.8) (of (3.9)) is echter niet voldoende om de oplossing u
eenduidig te karakteriseren. In feite zijn er oneindig veel oplossingen

van (3.8). E&n ervan is aangegeven in Fig. 5.

0/ v Yz\w\l

Figuur 5. Probleem (3.8) heeft oneindig veel oplossingen.

We zullen dus nog een extra conditie aan probleem (3.8) moeten toevoegen
om het probleem eenduidig oplosbaar te maken. Is het obstakel § voldoende

glad, bijvoorbeeld &&n keer continu differentieerbaar, dan maakt de extra

conditie

du . .
(3.10) . gx continu in vy, en v,

probleem (3.8) eenduidig oplosbaar. Is de functie y niet glad en stellen

we toch de eis (3.10) dan kan het probleem geen oplossing hebben zoals

blijkt uit Fig. 6.a.

Figuur 6.a. ¥ niet glad. Probleem (3.8) heeft
oneindig veel oplossingen. Met conditie (3.10)

bestaat er geen oplossing.
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De conclusie is dat de formulering in termen van een diff. vgl. slechts
gegeven kan worden voor gladde obstakels y. De variationele formulering
((3.3), (3.4)) kan ook gegeven worden van niet gladde, zelfs discontinu

functies y.
4, MEMBRAAN PROBLEEM (SEMI-PERMEABELE WAND)

Beschouw het volgende probleem:

l Zoek u € K zodanig dat

(4.1)
J(u) = inf J(v)
vekK
1 1
met J(v) =} J ( g%-)zdx - J fv dx
0 0

K {v:00,1] » m.[ v(0)

0, v(1) 20} ¢V

\'

0}.

[}

{v:[0,11 >R | v(0)

Uit Stelling (2.4) volgt dat (4.1) equivalent is met de volgende VO:

Zoek u € K zodanig dat

1
(4.2) I i“f d(v—u) dx

1
[
> -
P I 2 J f(v-u) dx voor alle v € K.
0

0
Dit probleem zullen we nu weer interpreteren als de zwakke formulering
van een diff. vgl. met randvoorwaarden. Kiezen we achtereenvolgens v =

en v = 2u dan geldt:

1 1
(4.3) I ( E% )2dx = J fu dx.
0 0
Trekken we (4.3) van (4.2) af dan volgt
1 1
(4.4) du dv 4. > fv dx voor alle v € K
dx dx °
0 0

Kies vervolgens v t ¢ met ¢ een willekeurige functie van [0,1] > TR

met ¢(0) = ¢(1) = 0; dan geldt v € K en uit (4.4) volgt
1

1
(4.5) I %& %% dx = { f¢ dx voor alle ¢ met ¢(0) = ¢(1) =
0 0

e

0
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Dit is de zwakke formulering van de volgende diff. vgl.

dzu

dx2

(4.6) - = f op (0,1).

Vermenigvuldigen we (4.6) met v -u, waarbij v € K willekeurig is, inte-

greren we over (0,1) en passen we de partiéle integratie regel toe dan

volgt:
1 1
(4.7) { %% ﬂi%;ﬂl dx - [%% (v—u)]é = J f(v-u) dx.
0 0
Daar v(0) = u(0) = 0, reduceert (4.7) tot
1 1
4.8) I do dvw) gy - 201y, (v-u) (1) - I £(v-u) dx.
0 0

Vergelijken we nu (4.8) met (4.2) dan moet kennelijk gelden dat

(4.9) = (1).(v=-u)(1) 2 0 voor alle v ¢ K.

Kiezen we achtereenvolgens v = 0 en v = 2u dan geldt
du _

(4-10) a (1).11(1) = 0.

Aftrekken van (4.9) geeft

du

(4.11) =

\%

0 voor alle v e K.

(1) .v (1)
Daar v ¢ K, geldt v(1) 2 0, zodat

du

(4.12) = (1) =2 0.

De conclusie is dat (4.2) de zwakke formulering is van

d2u
2

dx
u(0)

= f op (0,1)

[}
o

v
o

(4.13) 1 u(l)
-— (1)

[\
o

\ 3= (1).u(1) = 0.

In het punt x = 1 geldt dus
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6f u =20 en du > 0
dx
(4.14)
6f u >0 en du 0.
dx

Fysisch kan dit probleem gezien worden als een model voor warmtegeleiding
in een staaf (0,1), waarbij de temperatuur u is voorgeschreven in
x = 0: u(0) = 0. In x = |1 geldt dat er geen warmte van binnen naar buiten

kan stromen; wel van buiten naar binnen. Dus voor de warmtestroom q in

x =1 geld
du du
=2 - —_— 2>
a(1) = -2 (1) 0 = 2 (1) =0,
Stel de buiten-temperatuur op O : u = 0 voor x > 1. Dan kunnen zich de

volgende gevallen voordoen.
(i) wu(l) > 0. Er zou dan warmte naar buiten stromen, maar dit kan niet.
du
Dus H (l) = 0. (4.141)).
(ii) Stel u(l) < 0; dan zal er warmte van buiten naar binnen stromen. Dit
is toegestaan. Nu kan er zich echter geen sprong in de temperatuur

voordoen, zodat u(l) = 0 = buiten-temperatuur. (4.14a).

Tenslotte laten we nog zien dat (4.2) afgeleid kan worden uit (4.13). 2ij
v : [0,1] + R zodanig dat v(0) = 0. Vermenigvuldig (4.13a) met (v-u),

integreer over (0,1), pas partiéle integratie toe:

i 1
(4.15) I g—‘; ﬂ}i“—) dx + g—: (0). (v-u) (0) - j—: (1). (v=u) (1) = If(v-u)dx.
0 0

In x = 0 geldt (v-u)(0) = 0. In x = | geldt du (1) u(l) = 0. Verder geldt

dx
%% (1) 2 0. Kiezen we nu functies v met v(l1) = 0, dan geldt

g—: (1).v(1) 2 0

zodat uit (4.15) volgt dat
1

1
(4.16) du d(v-u) dx =2 f(v-u) dx voor alle v € K
dx dx
0 0

waarmee is aangetoond dat (4.2) uit (4.13) volgt.
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5. ZADELPUNT FORMULERING

Zoals we reeds in paragraaf 2 hebben opgemerkt is de geprojecteerde gra-
diént methode niet direct toepasbaar op de VO van de paragrafen 3 en 4.

We zullen de VO nu gaan schrijven als inf sup problemen (zie Hoofdstuk 6).
Anders gezegd: de oplossing van de VO wordt nu gezocht via het bepalen
van een zadelpunt van een Lagrangiaan. De inf sup formulering heet het
primaire probleem. Onder zekere voorwaarden (zie Hoofdstuk 6) kunnen we
hiervoor schrijven: sup inf, het duale probleem. Op dit duale probleem

gaan we dan in paragraaf 6 de geprojecteerde gradiént methode toepassen.

We bekijken nog eens de formulering (3.3) van het obstakel-probleem. De
nevenvoorwaarden v 2 § zijn opgenomen in de verzameling K. We gaan nu
deze nevenvoorwaarden verwerken in de uitdrukking voor de functionaal J,
zodanig dat de oplossing u gezocht kan worden in de hele functieruimte
V en dat toch, uiteindelijk, u aan de nevenvoorwaarden voldoet. We be-

kijken de uitdrukking
1

(5.1) [ q(x).(v-¢)(x) dx
0

waarbij de functie q : [0,1] » IR niet-positief is:

q < 0.

Voor de integraal geldt dat

1
up { q(v-y) dx
<0

(5.2) s =

! © als v ¥ V.
Immers, als v 2 ¢y dan is v = ¢ 2 0 en q(v-¢y) < 0. Het supremum wordt dan
aangenomen voor q = 0, Als echter v(xo) < w(xo) dan geldt op grond van

continuiteitseigenschappen dat v(x) < ¥(x) voor x behorend tot een omge-

ving B, . Kiezen we q nu zodanig dat ¢ = 0 op [0,1] \ B, en "oneindig
0 0
negatief" op een interval B c B , dan geldt
X X

<0 <0

L 4 4
sup J q(v-y) dx = J q (v-y) dx = o,
q<0 ~

B
i)
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We kunnen dus stellen dat

1
inf J(v) = inf [J(v) + sup J q(v-¢y) dx]
veK veV q<0 0
want als v niet groter dan of gelijk is aan y,is het rechterlid gelijk
aan oneindig. Daarentegen is voor v 2 y de waarde eindig. Dus bij het
zoeken van het infimum over de hele ruimte V, komen we automatisch in de
klasse K terecht. Dus voor (3.3) kunnen we schrijven:

Zoek ueV en p < 0 =zodanig dat

(5.3)
L(u,p) =inf sup L(v,q)
veV q<0
met 1
(5.4) L(v,q) = J(v) + J q(v-y) dx
0

de Lagrangiaan. Merk op dat
1

sup L(v,q) = sup {J(v) + I q(v=y) dx} = {
q<0 q<0

J(v) als v =2 ¢

o als v # ¢

0
zodat
inf sup L(v,q) = inf J(v) als v zy = inf J(v).
veV q<0 veV - als v # ¢ v
Voor het linkerlid van (5.3) geldt dan
1
L(u,p) = J(u) + J p(u-y) dx = J(u)

1 0
zodat I p(u-y) dx = 0. De relaties
0

p(u-y) dx =0

O—— —

(5.5)
p <O

u-vy 20

worden de Kuhn-Tucker relaties van het zadelpunt-probleem (5.3) genoemd.

De oplossing {u,p} van (5.3) heet een zadelpunt en voldoet aan

(5.6) L(u,q) < L(u,p) < L(v,p) voor alle veV

en voor alle q <0.

Voor het probleem met de semi-permeabele wand van paragraaf 4 bekijken we

de uitdrukking
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(5.7) q.v (1)

met q een niet-positief reeel getal : q <0. Analoog aan (5.2) geldt
IO als v(l1) 20

sup q. v(l) = 1

q<0 als wv(1) < 0.

Er geldt dus voor probleem (4.1) dat

inf J(v) = inf [J(v) + sup q.v(1)].
veK veV q<0

De zadelpunt-formulering van (4.1) is dan:

Zoek ueV en p<0 zodanig dat

(5.8)
L(u,p) = inf sup L(v,q)
veV q<0
waarbij
(5.9) L(vyq) = J(v) + q.v(1).

We merken weer op dat

sup L(v,d) = sup [J(v) + q.v(1)] =

{J(v) als v(1) 20
qSO qSO ©

als v(1) <0

zodat

. inf J(v).
v(l)=0

inf sup L(v,q) = inf

{ J(v) als v(l1) =20 }
veV q<0 veV ©

als v(1) <0

Voor het linkerlid van de gelijkheid in (5.8) moet dan gelden

L(u,p) = J(u) + p.u(l) = inf J(v)
v(1)20
waaruit volgt dat p.u(l) = 0. De relaties
p.u(l) =0
(5.10) p<O
u(l) 20

heten de Kuhn-Tucker relaties van dit zadelpunt-probleem (zie Hoofdstuk 6).
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6. OUDE PROBLEMEN EN GEPROJECTEERDE GRADIENT METHODE

Op de primaire problemen (5.3) en (5.8) passen we nu de theorie van Hoofd-
stuk 6 toe. We definiéren de (equivalente) duale problemen door verwisse-
ling van inf en sup. Voor het obstakelprobleem wordt dit:

Zoek u :[0,1] > R in V en p :[0,1] » R met p <0 =zodanig dat

(6.1)

L(u,p) = sup inf L(v,q)
q<0 veV

met

V=1{v:[00,11] > R| v(0) = v(1) = 0}
1

L(v,1) = J(v) + [ q(v-p) dx

: 0

1
dv |2
(g% ax [ £ v dx.

0

J(v) = |

O N =

Het membraanprobleem heeft de volgende duale formulering

(6.2) Zoek u : [0,1] » R in V en een reele p < 0 zodanig dat

L(u,p) = sup inf L(v,q)
© qs0 veV

met
V={v:[0,1]+R| v(0) =0}
L(v,q) = J(v) + q.v(1)

dv 2
ax )

1 1
J(v)y = 4 [ «( dx - [ fv dx.
0 0

De algemene "setting" van beide problemen is dus:

Zoek {u,p} € VxP zodanig dat
(6.3) ’ &

L(u,p) = sup inf L(v,q)
qeP  veV

met
L(v,q) = J(v) + < q,¢(v) > 1
P={q:00,11>R| q<0}, <q, ¢(v) > I q(v-y) dx (obstakel probleem)
P={qge R| q=<0}, <q, ¢(v) > = q.v(l())(membraan—probleem).

De afbeelding ¢ is affien, d.w.z. kan geschreven worden als ¢ (v) =¢, +¢£(v)

met ¢, onafhankelijk van v en $p lineair in v.
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Probleem (6.3) gaan we nu oplossen door de geprojecteerde gradiént methode

toe te passen op:

Zoek p € P zodanig dat
(6.4)
I(p) = sup I(q)
met <P
(6.5) I(q) = inf L(v,q).
veV

(6.4) is equivalent met:

Zoek p € P zodanig dat
(6.6)
-I(p) = inf {-I(q)}.
qeP
Eerst berekenen we I(q) = inf L(v,q). Passen we Stelling (2.4) toe en be-
veV

denken we dat het inf gezocht moet worden over de hele functieruimte V,

dus zonder nevenvoorwaarden, dan kan bewezen worden dat
dug o 1
(6.7) I(q) =} J (—E;-) dx - J fuq dx + < q, ¢(uq) >
0 0

waarbij Uy het eenduidig bepaalde element in V is dat voldoet aan
1 duq ‘ 1
(6.8) I Y oax - I fv dx + < q, ¢£(v) > = 0 voor alle v € V
0

dx dx

waarbij ¢£(v) het lineaire deel is van ¢(v); dus

<q , ¢£(V) >

1
J qv dx (obstakel-probleem)
0
q

<q , 4p(v)>

v(1) (membraan-probleem).

Formulering (6.8) kan geinterpreteerd worden als de zwakke formulering van

de volgende diff. vgl. met randvoorwaarden.
Obstakel-probleem: 2

=f-q op (0,1)
(6.9) dx
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Membraan-probleem:
4

i
o

(6.10) § 40 =

duq

Py (1) = - q.

Voor het toepassen van de geprojecteerde gradiént methode op (6.6) dient de
Gateaux-afgeleide van -I(q) berekend te worden. Deze bepalen we uit (6.7)

en maken gebruik van (6.8). Na enig rekenwerk vinden we

(6.11) I'(p) [q] = % {I(p+trq) - I(p)} = < q, ¢(up) >.

|
im —
0 A
Dus voor het obstakel-probleem vinden we

(6.12) I'(p) = uy TV

en voor het membraan-probleem
(6.13) I'(p) = up(l).

Met de geprojecteerde gradiént methode kunnen we nu het inf bepalen over de

niet-lege convexe gesloten verzameling P in (6.6):

Zij Py € P willekeurig. We definiéren {pn}n , n =1, door
= - - 1
(6.14) Po+} P, p(~-1I (pn))
Phep = Proip [pn+%].
De projectie op P kan eenvoudig worden uitgevoerd daar P een klasse van

functies is, waarin afgeleiden geen rol spelen.

De iteratieve methode voor het oplossen van het obstakel-probleem, geba-
seerd op de geprojecteerde gradieént methode toegepast op het duale probleem

(Uzawa algorithme) is nu als volgt:

(6.15) We starten met Py < 0, een willekeurige functie. Zijn
{u],pl},...,{un,pn} bekend, dan wordt {un+l’pn+l} als volgt

gedefinieerd
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d2u
-—2l o g -, o (0,1)
(6.16") dx
un+l(0) = un+1(l) =0
en
" = -
(6.16") { Pnej = P * plu .y -¥)
Phs) = Proig [pn+£]
waarbij geldt
pn+1(x) = min {0, pn+% (x)}.

Het Uzawa algorithme voor het membraan-probleem is als volgt:

(6.17) Zij Py < 0 een willekeurig reéel getal., Zijn {ul’pl}""’{un’Pn}

bekend, dan wordt {u

2
d u

———‘2”—' =f op (0,1)
dx

n+1’pn+l} als volgt gedefinieerd

(6.18") 4

u
n+1l

du
n+1 -
—ax (D=7

(0) =0

Ppney T Py e un+l(1)

(6.18") Projs() [pn_'_*] = min {0’ Pn+%}.

Betreffende de convergentie van het Uzawa algorithme geldt de volgende

stelling.

(6.19) STELLING.

Als 0 < p < o (p0 = 2n2 voor het obstakel-probleem, 2 voor het mem-

)

braan-probleem) dan geldt voor n =+ =

Iun'-u|2 dx »> 0

O —

en

Ot —
[=9
»
|
%1
»



7. NUMERIEKE RESULTATEN

We zullen in deze paragraaf enige numerieke resultaten laten zien.

OBSTAKEL PROBLEEM

(7.1) Ten eerste zullen we het geval bekijken dat f = 0 en § gegeven is
door
1
o, 0 £ x < Z
- 1 3 1 3
w(x)— 8(X‘4)(X"'7‘-), ASXS-Z-
o, 3 < x £ 1,
4

Dit probleem kan analytisch worden opgelost., We vinden

_ 1 Sl

Y, =7 V3 ~ 0,433, Yy 1- 2 /3 ~ 0.567
u(x) = (8 -4/3) x op [O,Yl]

u(x) = y(x) op (v;57,)

u symmetrisch t,o.v. X = %.

Het obstakel ¢y en de oplossing u zijn afgebeeld in Fig. 6.b.

Figuur 6.b. Obstakel ¥ en oplossing u. 4

< dmm e ————

&~

~—
<
)

We passen het Uzawa-algorithme toe, waarbij de oplossingen u van

n+l

(6.16') numeriek berekend worden met behulp van de EEM (zie Hoofdstuk 5).

Het interval [0,1] wordt opgedeeld in 32 equidistante intervallen, dus

h = 5% . We starten het algorithme met po(x) = 0 en stoppen het algorithme
als max |u +](x) -u (x)] < 10_3. In Tabel 1 staan, voor verschillende
xe[0,1] © n

waarden van p, het aantal benodigde 1iteraties it em het verschil tussen

u, (x) en de exacte oplossing u(x): max [ u. (x) - u(x)]|
1t 1t
xel[0,1]

-
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aantal iteraties max ]uit(x) -u (x) |

0 it xe[0,1]

1 85 0.195

3 75 0.106
5 58 | 0.087

7 52 0,072

9 46 0.066
11 47 0,053
13 41 0.052
15 37 0.050
17 35 0.048
19 35 0,044
21 40 0.032
23 32 0,035
25 55 0,016
27 >100 -

TABEL 1

(7.2) In het tweede voorbeeld van het obstakelprobleem kiezen we f

en

o
o
IA
]
A

v(x)= {1

IA
"
IA

W |~

De analytische oplossing wordt gegeven door

4 x, 0 < x < %

1 3

u(x)= 1, Z‘SXSZ
4 - 4%, %<XS 1.

De functies y en u zijn weergegeven in Fig. 7.



Figuur 7. Obstakel y en oplossing u.
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Uzawa wordt weer toegepast met de EEM

zijn vermeld in Tabel 2,

aantal iteraties

)=

(zie Voorbeeld 7.1).

~lw.

De

resultaten

TABEL 2

max Iu. (x) —u(x)!

P it xel0,1] 1t

1 57 0.047
3 26 0.035
5 18 0.033
7 19 0.019
9 15 0.018
11 13 0.018
13 1 0.018
15 10 0.018
17 8 0.018
19 9 0.017
21 _10 0.015
23 13 0.007
25 13 0.006
27 17 0.005
22 38 0.002
31 >100
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MEMBRAANPROBLEEM

Hier kiezen we f(x) = Ax -1,

met A een parameter, De analytische oplos-

ling wordt als volgt geconstrueerd. Er geldt

- EEE = f
dx?
zodat
1
= - =12x
u(x) 5
met c, en c,
a(1) = - L+
6
du _ 1
& (D=2

Er moet dus gelden

constanten, Uit u(0) = 0 volgt cy = 0. Verder geldt

+ c

1 1 A1
-—6—)\+‘2'+C120 =>CIZE—2
1 A
-3 A+l o+ ¢, 20 = ¢y > 3" 1
L R P O P B A N
6 2 1 2 1 *
1 3
We merken nog op dat — - 5 =3 -1 voor A = 5 zodat
A du 3
¢, =35 1, dus u(l) > 0, = (1) = 0, als 1 > >
A 1 du 3
e, = g - 7 dus u(l) = 0, T (1) =2 0, als X < 7 -
Voor p = lim p_ vinden we
n-> o n
0 als A > 5
p =
A N N S | 3
( 0 +1) (*g §) =3 -3 als X < 5.

Het Uzawa algorithme met P,

tal subintervallen is 32, h

L
32

wordt weer toegepast met de EEM; het aan-

. De resultaten voor verschillende waar-

den van A en p staan vermeld in Tabel 3.
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P A = 0.5 A = 1.0 A= 1.5 A= 2.0 A = 2.5

0.33 15/ 0.0017 13| 0.0019| 3 | 0.0002 | 3 | 0.0003 | 3 | 0.0004
0.67 8| 0.0005 8 0.0002 3 0.0002 3 0.0003 3 0.0004
1.00 3] 0.0000 3| 0,0000( 3 | 0.0002 | 3| 0.0003 | 3| 0.0004
1.33 9| 0.,0002 9| 0.0002| 4 | 0.0002 | 4 | 0.0003 | 3| 0.,0004
1.67 20 0.0003 18/ 0.0004| 4 | 0.0002 | 4| 0.0003 | 3| 0,0004
2.00 [>100 - >100 - 4 | 0,0002 | 4| 0.,0003 | 4| 0.0004

TABEL 3. Voor iedere ) is vermeld: het aantal iteraties it en

max |u, (x) -u(x)].
xe[0,17 *°

Zoals uit de Tabellen I, 2 en 3 blijkt wordt de convergentiesnelheid van
het Uzawa algorithme bepaald door de grootte van p. Voor te grote waarden
van p is het algorithme divergent; voor te kleine waarden is de conver-

gentiesnelheid laag.
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Zonder dat U er zich van bewust bent, bent U op dit moment bezig met zowel
het formuleren als het oplossen van een optimaliserings probleem. Hoewel
het volgende verhaal zal gaan over dit soort problemen, en meer in het bij-
zonder over variatierekening, zal de inhoud ervan alleen op een indirecte

manier van invloed zijn op de oplossing van Uw probleem.

VARIATIEREKENING 1is een van die onderdelen van de wiskunde waarvoor geldt
dat de wiskundige ontwikkeling ervan belangrijke impulsen heeft ontvangen
vanuit een bepaald toepassingsgebied en waarvoor, omgekeerd, de behaalde

wiskundige resultaten van groot belang zijn geweest voor dit toepassings-

gebied. We zullen dat hieronder duidelijk maken.

Ruim geinterpreteerd bestudeert variatierekening het gedrag van functies
(meestal functies van oneindig veel variabelen), en meer speciaal van die
punten in het definitiegebied waarvoor de functie een zogenaamde statio-
naire waarde heeft, bijvoorbeeld de punten waar de functie een maximale
of minimale (in één term: extremale) waarde heeft. Als we het definitie-
gebied van de functie aangeven met M, een of andere gegeven verzameling
"elementen" ofwel "punten", en J een reéelwaardige functie is op M, dan
is de bestudering van het minimaliseringsprobleem van J op M een voor-
beeld van een probleem uit de variatierekening. Een minimaal punt X € M

voldoet dan per definitie aan

(1) J(®) = min J(x)
xeM
dus J(x) <J(x) voor alle x e M.

Een klasse van problemen die hieronder vallen en tegenwoordig alom onder-
zocht worden zijn "optimale handelings-problemen'". Voor een specifiek
voorbeeld daarvan kunt U denken aan M als de verzameling van alle moge-
lijke productie processen voor een eenheid van een bepaald product (waar-
bij de processen meestal aan allerlei beperkende voorwaarden moeten vol-
doen) en aan J(x) als de productiekosten van een eenheid bij keuze van

x als fabrikageproces. Een oplossing van het minimaliseringsprobleem (1)
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correspondeert dan met een "optimaal" proces waarvoor de kosten zo laag

mogelijk zijn.

Minimaliseringsproblemen als (1) komen zelfs in de mythologie al voor:
volgens Vergilius kocht koningin Dido een stuk land, waarop het latere
Carthago gebouwd zou worden, dat omgeven moest kunnen worden door de huid
van een rund. Haar verwachting dat de maximale oppervlakte van het omslo- -
ten land bereikt wordt door de in repen gescheurde huid in een halve cirkel
te leggen, met de eindpunten aan de "rechte" Middellandse Zeekust, is wis-
kundig juist, hoewel een verificatie daarvan pas in de 18e eeuw gegeven

kon worden.

Een serieuze bestudering van minimaliseringsproblemen van deze aard (meer
precies, van problemen zoals (1) waarin M een deelverzameling is van een
oneindig dimensionale ruimte) begon namelijk in de 17e en 18e eeuw, en
werd geinitieerd door vragen uit de Natuurkunde, i.h.b. de Klassieke Me-
chanica en Mathematische Fysica. Rond die tijd werd men zich bewust van
het feit dat veel basisvergelijkingen van de natuurkunde geformuleerd kun-
nen worden als minimaliseringsprobleem. Het eerste omschreven, en ook meest
eenvoudig te formuleren, van deze zogenaamde vartatieprincipes, is het be-
faamde principe van Fermat (1662) over de voortplanting van licht. Dit
principe luidt dat de voortplanting van een lichtstraal in een optisch me-
dium tussen twee punten plaatsvindt langs die baan waarvoor geldt dat de
benodigde tijd zo klein mogelijk is in vergelijking met de tijd die nodig

is langs enig andere baan tussen de twee gegeven punten.

Deze omschrijving verklaart ook de naam variatie-principe: variéren van de
optimale baan, blijvend binnen de restrictieve verzameling M (= banen door
de gegeven punten), geeft een baan die in het algemeen met een grotere waar-
de van J (= tijd langs baan) correspondeert. Metafysische argumenten lagen
vaak ten grondslag aan het geloven in, en het zoeken naar, variatieprin-
cipes. EULER, 1707-1783, bijvoorbeeld, schreef: "....je suis convaincu que

par tout la nature agit selon quelque principe d'un maximum ou minimum ...".
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MAUPERTUIS gebruikte de gevonden extremaliteitseigenschappen van de natuur
zelfs ter ondersteuning van een bijzonder existentiebewijs: ".....des loix
du mouvement oli 1'action est toujours employée avec la plus grande économie
démontreront l'existence de 1'Etre supreme;...", in : "Examen philosophique

de la preuve de l'existence de Dieu", 1757.

Hoe dit ook zij, feit is dat sinds die tijd variatieprincipes een essen-
tiéle rol gespeeld hebben in de mathematische fysica: het principe van
"minimale" actie, waarmee dynamische problemen uit de klassieke en con-
tinuum mechanica worden beschreven, en een variatieprincipe voor de
Maxwell vergelijkingen van het electro-magnetisme, zijn voorbeelden waarvoor
geldt dat het verschijnsel al eerder op een andere dan variationele manier
beschreven kon worden. Een in dit opzicht meer essentiéle rol spelen va-
riatieprincipes tegenwoordig bij het opsporen van de natuurwetten die een
(universele) beschrijving (pogen te) geven van alle fundamentele krachten
van de natuur; te denken valt aan de relativiteits—theorie en aan moderne
ijkvelden-theorién zoals die van Yang-Mills.

Het wiskundig onderzoek van minimaliseringsproblemen heeft zich na Euler
tot op de dag van vandaag voortgezet en heeft veel ander onderzoek gelni-
tieerd of beinvloed. Een voorbeeld is Functionaalanalyse, nu een zelfstan-
dig vakgebied, dat ontstaan is door bestudering van de vraag naar het be-
staan van een minimaal punt voor het geval M een oneindig-dimensionale

ruimte 1is.

Hiervoor is steeds gesproken over problemen waarvoor een minimale of maxi-
male waarde wordt gezocht. Echter, aan het eind van de vorige eeuw
(POINCARE,]897) was al bekend dat meer punten dan alleen die waarvoor de
functie extremaal is van belang zijn voor de beschrijving van de wetten
van de natuur, Meer algemeen dan extreme punten blijken zogenaamde statio-
naire punten van belang te zijn. (Het principe van minimale actie wordt

dan ook sindsdien meer correct het principe van stationaire actie genoemd.)

Hieronder illustreren we de betekenis van dit begrip en geven een indicatie

van de huidige ontwikkeling in het wiskundig onderzoek daarvan. Met een
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functie van slechts twee variabelen kunnen al enkele essentiéle ideeén uit-
gelegd worden. Laat daarom J een differentieerbare functie zijn van twee
variabelen X, en X,; schrijf x = (xl’XZ)' De grafiek van J, de functie-
waarde J(x) loodrecht uitgezet boven het punt x in het X, xz-vlak, kan
voorgesteld worden als een berglandschap. Een stationair punt X wordt dan
gedefinieerd als een punt waarvoor het raakvlak aan dit berglandschap ho-
l,xz-vlak. Een andere manier om dit voor te stellen

is door op te merken dat een '"testballetje" op de grafiek van J boven de

rizontaal is met het x

plaats x onder invloed van de zwaartekracht alleen dan niet zal gaan rol-
len als x een stationair punt is. [Analytisch kan dit naar analogie van
functies van &&n variabele uitgedrukt worden door te zeggen dat de afge-

leiden van J in elk van de twee richtingen x., en x, nul zijn in X.]

1 2
Punten waarvoor J een extremale waarde heeft zijn stationaire punten: in
dat geval ligt de grafiek geheel boven of onder het horizontale raakvlak.
Het punt (0,0) van de eenvoudige functie J(x],xz) = (xl)2 - (xz)2 is een
voorbeeld van een stationair punt dat géén extremaal punt is. Het is een

zogenaamd 2adelpunt, i.e. een stationair punt X waarvoor in elke omgeving

punten y en z te vinden zijn met

J(y) < J(R) < J(2)
(in elke omgeving van % zijn er zowel punten waarvoor de grafiek boven als

onder het horizontale raakvlak ligt).

Een voorbeeld van een functie met verschillende soorten stationaire punten
is te verkrijgen door voor J de hoogte (boven zeeniveau) te nemen van een
berglandschap op een eiland E. Veronderstel i.h.b. dat elk punt van het
eiland boven zeeniveau ligt, m.u.v. &&n punt dat we als oorsprong van het
X

x2-v1ak nemen, dus J(0) = 0. Dit punt 0 denken we dan omgeven door een

1 ’
bergketen die het punt 0 scheidt van het "strand" S van het eiland (S is
de rand van E; voor elk punt x van S geldt ook J(x) = 0). Het is duidelijk

dat 0 een stationair punt is, want het is een (locaal) minimaal punt voor !



Hoogtekaart van het eiland E;
0, M en Z zijn respectivelijk het
minimale-, maximale- en zadel-
punt.

Een deel van het berg-
landschap op E, met T
de top, D het dal en P
de bergpas.
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Daarnaast is er tenminste nog €&n ander extremaal punt dat correspondeert
met het hoogste punt van het eiland. Het is niet moeilijk een voorbeeld

te verzinnen van een hoogtefunctie J met voorgaande eigenschappen die geen
andere stationaire punten heeft dan 0 en (in dat geval een continuum van)
punten waarvoor J maximaal is. Echter, in het algemeen zal zo'n functie

ook een stationair punt hebben dat een zadelpunt is. Ter illustratie zijn
enkele niveaukrommem van zo'n functie getekend en geeft de andere figuur
een 3-dimensionale voorstelling van een deel van de grafiek van die functie.
Het punt Z in deze figuren is een zadelpunt. Het erbij horende punt P op de
grafiek zal zeker corresponderen met het juiste gevoel van een zadelpunt

in het berglandschap, dat in het dagelijks spraakgebruik een bergpas heet:

het is het hoogste punt van een weg door het landschap dat tevens het
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laagste punt is in vergelijking met punten in een richting "loodrecht"

op die weg.

Het karakteriseren (of zelfs alleen al het bewijzen van het bestaan) van
een stationair punt dat niet noodzakelijk een extremaal punt is, is i.h.a.
~moeilijker dan het onderzoek van een minimaliseringsprobleem zoals (1).
Hoewel het idee wat ouder is, is pas in 1973 een wiskundig bevredigende
manier daarvoor aangegeven: de mountainpass stelling van AMBROSETTI en
RABINOWITZ. Het idee van deze stelling is eenvoudig te beschrijven voor

het berglandschap op het eiland, en is gebaseerd op de methode van het

minimale maximum, Laat y een continue weg zijn in het X5 X, -vlak van het
punt 0 van het eiland naar het strand § en laat I de collectie zijn van al

dit soort wegen. Neem voor een weg Y het punt ervan van grootste hoogte:

(2) max J(x)
xey

Zoek dan dié weg ¥ waarvoor die grootste hoogte zo klein mogelijk is,

zeg C:
¢ = min max J(x).
yel' xey
De stelling zegt dan dat er minstens &&n stationair punt & is met J(R) = E.

Dit stationaire punt kan een extremaal punt zijn van J, maar is in het al-
gemeen een zadelpunt.

(Het bewijs van deze stelling berust ruwweg op het idee dat als geen enkel
punt van de optimale weg een stationair punt zou zijn, deze weg in elk punt
x ervan "gedeformeerd" kan worden (blijvend binnen I') door in elk punt van
die weg te deformeren in de richting van snelste afname van J (i.e. in de
richting waaring een testballetje zou gaan rollen); daardoor zou dan op

de gedeformeerde weg de maximale hoogte kleiner zijn dan €, in strijd met
de definitie van ¢).

Ofschoon dit, zonder extra eisen op te leggen aan het gedrag van J, de tot
nu toe eenvoudigst bekende manier is om een stationair punt, anders dan een

extremaal punt, te vinden, heeft deze formulering (2) een ernstig bezwaar.
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De verzameling I' is namelijk oneindig-dimensionaal, en dat lijkt voor omns
eenvoudige voorbeeld van een functie van maar twee variabelen, wat veel
van het goede. Zeer recent onderzoek, o.a. hier in Nijmegen, richt zich
erop een eenvoudiger karakterisering voor zadelpunten te vinden. In het
bijzonder, voor berglandschappen met de eigenschap dat, lopend vanuit 0
in een vaste richting er precies &én punt is met maximale hoogte, geldt
dat (2) essentieel vereenvoudigd kan worden. In feite kan dan zelfs het
mini-max probleem teruggebracht worden tot een echt minimaliseringsprobleem
van de vorm (1), nl. voor de functie J op de verzameling M bestaande uit
de punten van maximale hoogte in de verschillende richtingen. Dit is dan
een minimaliseringsprobleem voor een functie van effectief maar é&n vari-

abele, een aanzienlijke verbetering in vergelijking met (2).

Aan de extra aanname die nodig is om een mini-max probleem als (2) te kun-
nen reduceren tot een minimaliseringsprobleem van de vorm (1), blijkt door
veel problemen uit de mathematische fysica voldaan te worden. Zonder verder
de conclusies te bespreken die in de geest van Maupertuis uit zo'n resul-
taat getrokken kunnen worden, merken we op dat zo'n vereenvoudiging het
mogelijk maakt een zadelpunt met numerieke methoden te benaderen, en dat

de extra informatie uit het reductieproces in veel gevallen direct relevant

is voor het eermee corresponderende probleem uit de mathematische fysica.

Uit de enkele hier beschreven recente ontwikkelingen moge duidelijk zijn
dat de variatierekening met zijn roemruchte historie voor de wiskunde als-
ook voor z'n toepassingsgebieden nog springlevend is en nog steeds in be-
tekenis toeneemt.

Tenslotte, als U niet tot hier bent gekomen met het lezen van dit stuk,
hebt U ondertussen Uw optimaliseringsprobleem dat in de eerste regel ter
sprake kwam al opgelost; als U wel tot hier bent gekomen wens ik U succes

met de verdere oplossing ervan.
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