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VII 

VOORWOORD 

Deze syllabus bevat de stof die wij in Leiden sinds 1965 als inleiding 

tot de colleges in de waarschijnlijkheidsrekening en de mathematische sta­

tistiek voor candidaten in de wiskunde doceren. Naar onze mening is dit de 

rijstebrijberg waar men zich doorheen moet eten om deze beide vakken te 

kunnen bestuderen op het niveau dat in de wiskunde aan onze universiteiten 

gebruikelijk is. Het behandelen van deze stof vergt drie uren per week ge­

durende een semester. 

De voor de hand liggende voorbereiding_ op het bestuderen van deze 

syllabus is het afleggen van een candidaatsexamen in de wiskunde en het 

volgen van een college in de maat- en integratietheorie. Dit laatste is 

gewenst. maar niet strikt noodzakelijk. In hoofdstuk 1 wordt een korte 

samenvatting gegeven van begrippen en stellingen uit de maat- en integra­

tietheorie die in de waarschijnlijkheidsrekening een belangrijke rol spelen. 

Bewijzen worden hierbij vaak achterwege ~elaten behalve waar het om stel­

lingen gaat die niet in ieder college over maat- en integratietheorie wor­

den behandeld. 

Deze syllabus maakt geen enkele aanspraak op originaliteit. De titel 

is gestolen van Kolmogorov en de aanpak is grotendeels ontleend aan Loeve. 

Alleen bij de behandeling van zwakke convergentie in § 2.9 hebben wij de 

voorkeur gegeven aan de fraaiere opzet a la Billingsley. 

Gezien het doel van deze syllabus was de keuze van te bespreken on­

derwerpen voor ons geen probleem. Alleen die zaken worden behandeld die 

zowel in de waarschijnlijkheidsrekening als in de mathematische statistiek 

een belangri,jke rol spelen. 

Onze dank gaat uit naar de Raad van Beheer van het Mathematisch 

Centrum te Amsterdam die bereid was dit collegedictaat als MC syllabus uit 

te geven. Het manuscript werd getypt door mevrouw S.M.T. Hillebrand en 

mejuffrouw O.P. de Jong, de correctie werd uitgevoerd door de heren 

E.J. Sedoc en K.M. van Hee en de reproductie werd verzorgd door de heren 

D. Zwarst en J. Suiker. Wij zijn hun zeer erkentelijk voor hun nauwgezette 

en vlotte werk. 

Leiden, november 1970 J. Fabius 

W.R. van Zwet 





IX 

VOORWOORD BIJ DE TWEEDE DRUK 

De tweede druk verschilt in een aantal opzichten van de eerste. Kleine 

ongerechtigheden zijn gecorrigeerd, het aantal vraagstukken is aanzienlijk 

uitgebreid, voor de ornkeerstelling van karakteristieke functies is een meer 

traditioneel bewijs gekozen en de ellende met betrekking tot de karakteri­

sering van continue verdelingen is nu hopelijk ten einde. Het laatste be­

hoeft enige toelichting. Stelling 2.4.1 in de eerste druk is voor k > 1 in 

een richting onjuist; het was Drs H.C.P. Berbee die als student ons hierop 

opmerkzaam maakte. De diepere oorzaak van de moeilijkheden is hierin gelegen 

dat gepoogd werd de dichtheid met de k-voudige partiele afgeleide van de 

verdelingsfunctie te identificeren. Dit is in het meerdimensionale geval 

weliswaar algemeen gebruikelijk, maar slechts onder beperkende voorwaarden 

gerechtvaardigd. 

Wij zijn de technische en administratieve staf van het Mathematisch 

Centrum zeer erkentelijk voor het verzorgen van deze tweede druk. 

Leiden, oktober 1975 

VOORWOORD BIJ DE DERDE DRUK 

J. Fabius 

W.R. van Zwet 

Behalve de toevoeging van de stelling van Vitali (stelling 1.6.4e.) 

zijn in deze derde druk slechts wijzigingen van ondergeschikte aard aange­

bracht. 

Leiden, mei 1980 J. Fabius 

W.R. van Zwet 





1. MAAT- EN INTEGRATIETHEORIE 

In dit hoofdstuk geven wij een samenvatting van de maat- en integratie­

theorie, voor zover nodig voor een goed begrip van de waarschijnlijkheids­

rekening. Een uitgebreider behandeling is o.m. te vinden in de volgende 

boeken: 

[1] Bauer, H., Probability Theory and Elements of Measure Theory, Holt, 

Rinehart and Winston. 

[2] Halmos, P.R., Measure Theory, Van Nostrand. 

[3] Kingman, J.F.C., and Taylor, S.J., Introduction to measure and 

probability, Cambridge University Press. 

[4] Loeve, M., Probability Theory, Van Nostrand. 

[5] Vogel, W., Wahrscheinlichkeitstheorie, Vandenhoeck und Ruprecht. 

[6] Zaanen, A.C., Integration, North-Holland Publishing Company. 

1 . 1 . VERZAMELINGEN 

Zij gegeven een niet-lege verzameling n, onze PUimte, die bestaat uit 

elementen of punten w. Wij beschouwen in het volgende deelverzamelingen 

A, B, C, van n; hieronder valt ook de lege verzameling ~ en de verza­

meling n zelf. Zoals gebruikelijk schri,jven we w E A resp. w i A als w al 

dan niet een element van A is, en Ac B of B ~A als A een deelverzameling 

van B is, dwz. als ieder element van A ook in B ligt. We omschrijven deze 

situatie ook wel door te zeggen: A is bevat in B, of: B bevat of omvat A. 

Twee verzamelingen zijn gelijk als zij uit dezelfde elementen bestaan: 

A = B dan en dan alleen als A c B en B c A. Een verzameling heet eindig 

indien hij uit een eindig aantal elementen bestaat. 

Als P(w) voor ieder punt w E n een of andere bewering is, dan schrijven 

we {w: P(w)} voor de verzameling van alle w E n, waarvoor P(w) waar is. Als 

bv. n = R1, dan geldt {w: a< w;;, b} = (a,b] voor willekeurige reele a< b. 

De verzameling die uit de punten w1,w2 , ... ,wn bestaat geven we aan met 

{w1,w2·····wn}; de verzameling die uit een enkel punt w bestaat met {w} 

De gebruikelijke verzamelingstheoretische operaties kunnen wij als 
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volgt definieren: 

Vereniging: 

A u B = de verzameling van alle w E n, die tot A of B of beide behoren. 
n 
u A. 

i=1 l 

u A. 
i=1 l 

u At 
tET 

Doorsnede: 

A1uA2u •.. uAn =de verzameling van alle w En, die tot m1n­
stens een der verzamelingen A1 ,A2 , ... ,An behoren. 
A1uA2u •.• =de verzameling van alle w En, die tot minstens 
een der verzamelingen A1 ,A2 , ... behoren. 

de verzameling van alle w E n, met de eigenschap dat w E At 
voor minstens een t E T. Hierbij is de indexverzameling T 
een willekeurige verzameling, niet noodzakelijk bevat in n, 
al dan niet eindig, al dan niet a~elbaar. 

A n B = AB = de verzameling van alle w E n, die tot A en B behoren. 
n 
n 

i=1 

n 
i=1 

n 
tET 

A. 
l 

A. 
l 

At 

A1nA2n ... nAn = A1A2 .•. An =de verzameling van alle w En 
die tot elk van de verzamelingen A1 ,A2 , ... ,An behoren. 
A1nA2n ... = A1A2 ..• =de verzameling van alle w En, die tot 
elk van de verzamelingen A1 ,A2 , ... behoren. 

de verzameling van alle w E n met de eigenschap dat w E At 
voor alle t E T. Oak bier is T een willekeurige indexverza-
meling. 

Twee verzamelingen heten disjunct als zij geen elementen gemeen hebben: 
A en B zijn disjunct dan en dan alleen als AB = 0. 

Complement: 

Ac = {w: wiA} de verzameling van alle w E n die niet tot A behoren. 
Verschil: 

A - B ABc = de verzameling van alle w E n die tot A maar niet tot B 
behoren. In bet bijzonder geldt dus Ac = n - A. 

Syrronetrisch Verschil: 

A ~ B = (A-B) u (B-A) = (AuB) - AB = de verzameling van alle w E n 
die tot precies een van de twee verzamelingen A en B behoren. 

Uit deze definities kan men een aantal rekenregels afleiden. Zo blijken 
de operaties U en n commutatief, associatief en distributief ten opzichte 
van elkaar te zijn: 
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A u B = B u A; A n B = B n A; 

A u (Bue) = (AuB) u e; A n (Bne) (AnB) n e; 

A u (Bne) (AuB) n (Aue); A n (Bue) (AnB) u (Ane). 

Bovendien geldt 

A u 0 = A; A u n = n; A n 0 = 0; A n n A; 

Voor complementen geldt 

(Ac)c = A; 0c = 0; Oc = 0; 

Ac B..,. Bc c Ac, 

B. 

en voor het complement van een vereniging-of doorsnede vindt men 

(AuB)c =Ac n Bc; (AnB)c =Ac u Bc; 

of, algemeen voor een willekeurige 

( u A )c = n A~; ( n A )c 
tET t tET tET t 

indexverzameling T, 
c 

= U At. 
tET 

Een eindige of a~elbare vereniging kan men op de volgende manier altijd 

schrijven als een disjunate vereniging, dwz. als een vereniging van paars­

gewijs disjuncte verzamelingen: 

n 
u A. A1 (A~A2 ) (A~A~A3 ) ( c c c u u u ... u A1A2 ... An-1An)' 

i=1 
]. 

00 

u A. = A1 u (A~A2 ) u (A~A~A3 ) u ... 
i=1 

]. 

Voor een oneindige rij verzamelingen A1,A2 , ... definieert men 

00 00 00 

lim sup A = n u A· lim inf A u n A n n=1 m' n n=1 m m=n m=n 

lim sup An bestaat derhalve uit alle w E n, die tot oneindig veel der verza­

melingen A behoren, en lim inf A bestaat uit alle w E n die tot bijna alle 
n n 

verzamelingen An' dwz. alle verzamelingen An op hoogstens een eindig aantal 

na, behoren. In het algemeen zal dus lim inf An c lim sup An. Als deze twee 

verzamelingen gelijk zijn noemt men de rij verzamelingen A1,A2 , ... aonver­

gent met 

lim A 
n 

lim sup A 
n 

lim inf A . 
n 
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Een rij verza.melingen A1 ,A2 ,. . . he et ( monotoon) stijgend als A1 c A2 c A3 c ••• 

en (monotoon) dalend als A1 ~ A2 :::i A3 :::i • • • • Iedere monotone rij verzame~ingen 
is convergent met lim An U An als de rij stijgend is en lim A n A 

n=1 n n=1 n als de rij daalt. 

Een nuttig hulpmiddel bij het werken met verzamelingen is het begrip 
indicatorfunctie (ook: karakteristieke functie). De indicatorfunctie IA 
van een verzameling A c n is een reele functie op n, gedefinieerd door 

IA(w) = f 
0 

als w E A, 

als w i A. 

Met behulp van zulke indicatorfuncties kan men alle verzamelingstheoretische 

relaties en operaties herleiden tot arithmetische 

A c B - IA,;;:, IB; 

IAB = min (IA,IB) 

A = B - IA = IB; 

IA.IB; 

IAuB = max (IA,IB) = 1 - (1-IA)(1-IB) =IA+ IB - IAB; 

Ilim . = lim inf I A ; I . = lim sup IA • inf An n lim sup An n 

Opgaven: 

1. Bewijs voor willekeurige indexverzamelingen Sen T: 

( u A ) n ( u Bt) u U A B = u u AsBt; 
SES s tET SES tET s t tET SES 

( n A ) u ( n Bt) n n (A uBt) = n n (AsuBt). 
SES s tET SES tET s tET SES 

2. Bewijs: 

A B A AB; 

A 6 B B /',. A; 

(A /',. B) /',. C = A 6 (B 6 C); 

A /',. A = ~; A 6 Ac = n; A /',. ~ = A; A 6 n Ac· 
' 

IA6B = IIA- IBI = IA + IB (mod 2). 
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3. Bewijs: 

lim inf Ac (lim sup A )c; 
n n 

lim sup Ac= (lim inf A )c. 
n n 

4. Zij n = R1, A =(a ,b ], n = 1,2, ..•. Bepaal lim inf A en lim sup An n n n n 
voor ieder van de volgende gevallen: 

a n, b = n + 1 . 
n n ' 

a - n, b = + n; n n 
(-1 )n 

b = 1 + l. a =---
' n n n n' 

=_lb 1 a = . n n' n n 

5. Zij B1 = A1 en Bn+1 = Bn 6 An+1 voor n = 1,2, ••.• Bewijs dat de rij B1, 

B2 , •.. dan en dan alleen convergeert als lim An= 0. 

1.2. ALGEBRA'S EN a-ALGEBRA'S 

Een verzameling, waarvan de elementen zelf verzamelingen zijn, noemen 

wij een k'lasse. De klasse M(A) van alle deelverzamelingen van een gegeven 

verzameling A heet de maahtsverzameling van A. Iedere klasse van deelverza­

melingen van n is dus bevat in M(n) en iedere deelklasse van M(n) is een 

klasse, die uit deelverzamelingen van n bestaat. 

Een niet-lege klasse F c M(n) heet algebra (van Boole) als 

(1.2.1) 

( 1.2.2) 

A E F •Ac E F, 

A, BE F• Au B €F. 

Hieruit volgt dat iedere algebra de verzamelingen n en 0 als elementen 

bevat. Daar AB = (AcuBc)c volgt ook 

(1.2.3) A, B E F • AB E F, 

en herhaalde toepassing van (1.2.2) en (1.2.3) gee~ 

n n 
( 1.2.4) A1,A2 , ... ,A € F• U Ai E F, n Ai E F. 

n i=1 i=1 

Een algebra is dus een niet-lege klasse die afgesloten is onder het vormen 
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van complementen en eindige verenigingen en doorsneden. 

Een niet-lege klasse A c M(n) heet een a-algebra (van Boole) als 

(1.2.5) 

(1.2.6) A1,A2···· EA~ u 
i=1 

A. E A. 
l 

Evenals boven volgt dat iedere a-algebra Q en 0 als elementen bevat en, 

daar OA. 
l 

( 1.2. 7) A1 ,A2 , .•• EA~ n 
i=1 

A. E A. 
l 

Nemen wij Ai= An voor i ~ n, dan gaan (1.2.6) en (1.2.7) over in (1.2.4) 

met F vervangen door A. Een a-algebra is dus een niet-lege klasse, die afge-

sloten is onder het vormen van complementen en eindige of aftelbare vereni­

gingen en doorsneden. 

Uiteraard is M(Q) een a-algebra en dus ook een algebra. Verder is iedere 

doorsnede van (a-)algebra's weer een (a-)algebra. Hieruit volgt dat er bij 

iedere klasse C c M(Q) een unieke minimale algebra F en een unieke minimale 

a-algebra A bestaan, die C omvatten. We noemen F(A) de (a-)algebra voortge­
bracht door C. F(A) is de doorsnede van alle (a-)algebra's die C omvatten. 

Als in een ruimte Q een a-algebra A is gegeven, dan noemt men het paar 

(n,A) een meetbare ruimte, en de elementen van A meetbare verzamelingen. 

Voorbee lden 

1.2.1. Zij Cc M(Q) de klasse van alle eenpuntsverzamelingen {w}. De door C 
voortgebrachte algebra F bestaat dan uit alle deelverzamelingen van 

O, die of zelf eindig zijn, of een eindig complement hebben. De door 

C voortgebrachte a-algebra A bestaat uit alle deelverzamelingen van 

n die of zelf eindig Of aftelbaar zijn, Of een eindig of a~elbaar 

complement hebben. Steeds zal Cc F c A c M(n). Is n a~elbaar, dan 

geldt A = M(n), en is n eindig, dan geldt F = A M(n). 
1 2 2 Zl. J. R 1 . . c1 ll . . . . n = , en ZlJn de klasse van alle ce en, dwz. intervallen 

van de vorm (a,b] met -oo ~a~ b ~ oo. Hierbij stellen we (a,oo] = (a,oo) 

en (a,a] = 0. De doorsnede van twee cellen is weer een eel, maar c1 

is niet gesloten onder het vormen van complementen en verenigingen. 



7 

1 1 De door C voortgebracbte algebra F bestaat uit alle verzamelingen 

die als vereniging van eindig veel cellen gescbreven kunnen worden. 

Een dergelijke verzameling kan altijd als vereniging van eindig 
. . c1 veel disJuncte cellen gescbreven worden. De door voortgebracbte 

a-algebra B1 beet de a-algebra van Borel in R1, zijn elementen de 

Borel-verzcunelingen in R1. B1 bevat onder meer: alle intervallen, 

alle open verzamelingen, alle eindige of a~elbare verzamelingen. 

Zie bv. [2] voor een voorbeeld van een deelverzameling van R1 die 

niet tot B1 beboort. 

Als D1 de klasse van alle intervallen van de vorm (-00 ,aJ met 
. . D1 . C1 

- 00 ,;:;,, a~ 00 is, dan is bevat in 
1 

De door D voortgebracbte 
1 

(a-)algebra is dus ook bevat in de door C voortgebracbte (cr-)alge-

bra. Daar ecbter elke eel (a,b] = (-00 ,b] 
c 1 

n (-00 ,a] , moet de door D 

voortgebrachte 

en C 1 dezelfde 

1.2.3. Zij Q = Rk. We 

1 
(cr-)algebra zeker C omvatten. Derhalve 

1 
brengen D 

(a-)algebra voort. 

schrijven de elementen van Q als vectoren: 

w = (w 1, ... ,wk), a= (a 1, ••. ,~) etc. Verder definieren we 

( 00 , ••• , 00 ), -a= (-a1, ... ,-~) en betekent a,;:;,, b dat ai ~bi voor 

i 1, ... ,k. Als nu voor - 00 ~a~ b < 00 de eel (a,b] gedefinieerd 

is door 

(a,b] = {w: w. E (a. ,b.], i 
i i i 1, ... ,k}, 

en ~ de klasse van alle cellen is, dan is de door ~ voortgebrachte 

algebra pk net als boven de klasse van alle deelverzamelingen van Q 

die als eindige vereniging, of - wat op betzelfde neerkomt - als 

eindige disjuncte vereniging van cellen gescbreven kunnen worden. 

De door ~ voortgebracbte a-algebra Bk beet de a-algebra van Borel 
k 

in R , zijn elementen de k-dimensionale Borelverzcunelingen. 

Definieren we verder rJK als de klasse van alle cellen van de 

vorm (-00 ,a] met ~ a ~ 00 , dan kunnen we een willekeurige eel (a,b] 

weer uitdrukken in elementen van Dk. Daartoe voeren we punten 

c. (c. , •.• ,c. ) in, gedefinieerd door 
J J1 Jk 

fbi als i # j 
c. 
J. la. als i j , i,j 1,2, ••• ,k. i 

i 



8 

Nu is gemakkelijk in te zien dat 

k 
(a,b] = (-oo,b] n ( U 

j=1 

De door rf voortgebrachte (a-)algebra moet Jc dus omvatten. Omdat 
echter Dk c Jc, volgt ook nu dat ~en Bk zowel door r} als door Jc 
worden voortgebracht. 

Opgaven 

1. Bepaal voor ieder van de volgende defjnities van Cc M(n) de door C voort­
gebrachte algebra en a-algebra: 

a) C bestaat uit een enkele niet-lege verzameling A c Q 

b) C bestaat uit alle verzamelingen die een gegeven verzameling A omvatten; 
c) C bestaat uit alle verzamelingen die in een gegeven verzameling A be­

vat zijn; 

d) c bestaat uit alle verzamelingen die tenminste een punt gemeen hebben 
met een gegeven verzameling A. 

2. Bewijs dat iedere eindige algebra een a-algebra is. 

3. Bepaal de door C voortgebrachte algebra en a-algebra als Q 

bestaat uit: 

a) Alle verzamelingen die bevat zijn in een verticale lijn, d.w.z. A E C 
dan en slechts dan als er een a E R1 is, zodanig, dat x = a als 
(x,y) E A; 

b) Alle verzameli~gen van de vorm {(x,y) x E ( a , b] } met -oo ,;:;, a ,;:;, b ,;:;, oo . 

1.3. PRODUCTRUIMTEN 

Als A1 ,A2 , ... ,~ willekeurige, niet noodzakelijk tot een en dezelfde 
ruimte behorende verzamelingeri zijn, dan is hun productverzameling de ver­
zameling van alle geordende k-tallen (w 1 ,w2 , ••. ,wk) met w1 E A1 , w2 E A2 , ... , 

Wk E ~: 

k 
n 

i=1 
A. 

1 
1,2, ... ,k}. 
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Als n1 ,n2 , ••• ,nk gegeven ruimten zijn, dan noemen wij !1 = n1 xn2x ••. xnk hun 

produatruimte. Nemen wij Ai,Bi c !"Ii voor i = 1,2, ..• ,k, dan zijn A1xA2x ••. x~ 

en B1xB2x ••• xBk deelverzamelingen van deze productruimte en 

( 1. 3. 1) 

(1.3.2) 

Uiteraard is niet iedere deelverzameling van !1 een productverzameling. 

Als nu F1,F2 , .•. ,Fk algebra's van deelverzamelingen van resp. 

n1,n2 , ••• ,nk zijn, dan volgt uit het bovenstaande dat de klasse van alle 

eindige (disjuncte) verenigingen van verzamelingen van de vorm A1xA2x •.• x~ 

met Ai E Fi, i = 1,2, ••. ,k, een algebra van deelverzamelingen van de product­

ruimte n1xn2x ••• xnk is. We noemen deze algebra de produataZgebra van 

F1,F2 , ••. ,Fk. De productalgebra van k a-algebra's A1,A2 , ••• ,Ak in resp. 

n1,n2 , ••• ,nk is niet noodzakelijk een a-algebra. De a-algebra die door deze 

productalgebra wordt voortgebracht heet de produat-a-aZgebra A1xA2x .•• xAk. 

De meetbare ruimte (n 1x ..• xnk, A1x ••• xAk) heet de meetbare produatruimte 

van de meetbare ruimten ( !1 1 ,A 1) , ( n2 ,A2 ) ,. .. , ( nk ,Ak). 

Het voorgaande kan gemakkelijk worden gegeneraliseerd tot producten met 

oneindig veel "factoren". Wij beperken ons daarbij tot aftelbare producten: 

De produatverzameZing A1xA2x ••• is per definitie de verzameling van alle 

oneindige rijen w = (w1,w2 , .•• ) met wi E Ai voor i = 1,2, ••• 

Het product n1xn2x ••. van een rij gegeven ruimten n1,n2 , ... noemen WlJ weer 

hun produatruimte. De verzamelingen van de vorm Axnk+1x •.. met Acn 1xn2x ••• xnk 

en k < 00 noemen wij de ayZinderverzameZingen in n1xn2x •••• Als hierbij de 

verzameling A, de basis van de cylinderverzameling, zelf een productverza­

meling A1xA2x .•• x~ met A1 E n1, A2 € n2 , ••• , ~ E !1k is, dan spreken wij van 

een produatayZinderverzameZing met zijden A1 ,A2 , .•. ,~. Laten nu F1,F2 , .•• 

algebra's in resp. n 1 ,n 2 , ... zijn. Dan is de klasse van alle eindige 

(disjuncte) verenigingen van productcylinders A1xA2x ••. x~xnk+ 1 xnk+2x ••• met 

zijden Ai E Fi' i = 1,2, ••• ,k, k < oo, een algebra in de productruimte 

n1xn2x... de produataZgebra van F1,F2 , ••.• Deze productalgebra kan ook 
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beschreven warden als de klasse van alle cylinderverzamelingen AxQk+ 1xQk+2x ... 

waarvan de basis tot de productalgebra van F1 ,F2 , ... ,Fk behoort. De product­

algebra van een rij a-algebra's Ai in Qi' i = 1,2, .•. , is in het algemeen 

geen a-algebra. De a-algebra die door deze product algebra wordt voortge­

bracht is de product-a-algebra A1xA2x •.. , en (Q 1xQ2x ••. ,A 1xA2x ... ) is de 

mee tbare productruimte van ( Q 1 ,A 1 ) , ( Q 2 ,A 2 ) , · · · 

Voorbee Zden 

1.3.1. Zij Qi= R1 , Di= D1 , Ci = C1 , Fi= F1 , Ai= B1 voor i 

(Zie voorbeeld 1.2.2 en 1.2.3 voor de notatie.) 

Dan volgt: 

Q1xQ2x ... xQk Rk; 

1, ... ,k}; 

1, ... ,k}; 

1,2, ... ,k 

pr. is de productalgebra van F1,F2 , ... ,Fk en wordt voortgebracht zowel 

door Dk als door~. en ook door de klasse {A1xA2x ... x~: Ai E F1 , 

i = 1 ' •.. ,k}. 

~ = A1xA2 x ... xAk en wordt voortgebracht door ieder van de hierboven 
1 genoemde klassen en ook door de klasse {A1xA2x ... x~: Ai E B, 

i = 1 ' ••• ,k} . 

1.3.2. Zij Qi= R1 , Di 

De productruimte, 

tall en noemen wij 
00 

D : de klasse van 
00 c : de klasse van 

F*: de klasse van 

in F1. 

D1 1 1 1 . 
, Ci = C, Fi= F, Ai= B voor i = 1,2, ... 

die bestaat uit al le oneindige rijen van reele ge-
00 

R Voorts definieren we: 

al le product cylinders in 
00 

R met zijden in D 1. 
00 

al le product cylinders in R met zijden in c 1. 

al le productcylinderverzamelingen in R 
00 

zijden met 

F00
: de productalgebra van F1 ,F2 , ... ; F00 is de klasse van alle cylin­

derverzamelingen in R00 met basis in .pr., k < oo en al deze cylinder­

verzamelingen kunnen geschreven warden als eindige (disjuncte) 

verenigingen van verzamelingen uit p* 

B*: de klasse van alle productcylinderverzamelingen in R00 met zijden 

in B 1. 
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B+: de productalgebra van A1,A2 , ••• ; B+ is geen a-algebra en bestaat 

uit alle eindige (disjuncte) verenigingen van verza.melingen uit B*. 

B00
: de produat-a-algebra van A1,A2 , ••• ; We noemen B00 de a-algebra van 

Borel in R00 en zijn elementen de Borel-verzamelingen in R00
• 

De productalgebra F00 wordt voortgebracht door ieder van de klassen 

D00
, C00

, F*. De product-a-algebra B00 wordt voortgebracht door ieder 
w m * m * + van de klassen D , C , F , F , B , B . 

1.3.3. Zij n. = {0,1}, A.= M(n.), i = 1,2, ••• 
J. J. J. 

. k 
De productruimte {0,1} = 

= n1xn2x ••• xnk bestaat uit alle geordende k-tallen (w1, ••. ,wk) met 

wi = o of 1, i = 1, ••• ,k, en A1xA2x ... xAk = M(n1xn2x ••• xnk). De pro­

ductruimte {0,1}00 = n1xn2x ••• bestaat uit alle oneindige rijen 

w = (w1,w2 , ••• ) met wi = 0 of 1, i = 1,2, ••• , en de productalgebra 

van A1,A2 , ••• bestaat uit alle cylinderverza.melingen. Deze product-

algebra is geen a-algebra. 

Opgaven 

1. Stel dat E =Ax B, E1 = A1 x B1 en E2 = A2 x B2 niet-lege deelverza.me­

lingen van n1 x n2 zijn. Bewijs dat E = E1 u E2 en E1E2 = 0 dan en slechts 

dan als Of A = A1 u A2 , A1A2 = 0 en B = B1 = B2 Of A = A1 = A2 , 

B = B1 u B2 en B1B2 = 0. 
2. Zij A. een (a)-algebra van 

J. 
deelverza.melingen van n., die wordt voortge­

J. 

bracht door een klasse C. met de eigenschap dat n. EC., i = 1,2, ••• ,k. 
J. J. J. 

Bewijs dat de product-(a-)-algebra wordt voortgebracht door de klasse 

{A1xA2x ••• x~: Ai E Ci' i = 1, ••• ,k}. 

3. Bewijs dat de a-algebra van Borel Bk in Rk wordt voortgebracht door de 

klasse van de open verza.melingen. 

4. Bewijs dat in de meetbare productruimte (n = {0,1}00
, A= A1xA2x .•• ) van 

voorbeeld 1.3.3. de volgende verza.melingen meetbaar zijn: 

{w: w. 
J. 

0 voor i ~ n} 

{w: l w. < oo}, 
1 1 
m 

2-i 1 {w: l w. < 3l' 
1 J. 

n 1 {w: . 1 l lim - w. 2l· 
n-+<» n 1 J. 
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1.4. MEETBARE FUNCTIES 

Zij f een functie op een ruimte n1 met waarden in een tweede ruimte 

n2 . Het inverse beeld f- 1(A) van een verzameling Ac n2 is rer definitie 
-1 

{w 1: f(w 1 ) EA}. Gemakkelijk is in te zien dat f alle verzamelingstheore-

tische opera ties bewaart: 

f-\Ac) (f-1 (A) )c 

f-1 ( At) -1 ) u u f (At , 
tET tET 

f-1 ( n At) n f-1 (At), 
tET tET 

voor een willekeurige, eindige of oneindige indexverzameling T. Wij beschou­

wen functies op een meetbare ruimte (n1 , A1 ) met waarden in een tweede meet­

bare ruimte (n2 , A2 ). Een dergelijke functie f heet A1-A2-meetbaar, of kort­

weg meetbaar, als f- 1(A) E A1 voor alle A E A2 . Definieren wij de door f in 

n1 ge1nduceerde a-algebra f- 1(A 2 ) = {f-1(A): A E A2} (dit is een 0-algebra!), 

dan kunnen wij ook zeggen dat f dan en slechts dan meetbaar is als 
-1 ) f (A2 c A1. Wanneer aan deze eis voldaan is voor een functie f die slechts 

op een (meetbare) deelverzameling n; van n1, gedefinieerd is, dan zeggen we 

dat f meetbaar is op n;. Als de 0-algebra A2 wordt voortgebracht door een 

klasse c2 , dan is de eis dat f- 1(c2 ) = {f-1(B): B E c2} c A1 nodig en vol­

doende voor de meetbaarheid van f: Nodig omdat f- 1(c2 ) c f- 1(A2 ) en voldoende 

omdat de klasse {Ac n2 : f- 1(A) c A1 } een 0-algebra is en c2 , en derhalve 

ook A2 , omvat. Als (Qi' Ai)' i = 1,2,3, meetbare ruimten zijn en f: n1 + n2 

en g: n2 + n3 resp. A1 - A2 - en A2 - A3 - meetbare functies zijn, dan is 

ook de samengestelde.functie g(f), gedefinieerd door g(f)(w 1 ) = g(f(w1 )) 

voor w1 E n1 , meetbaar, en wel A1 - A3 - meetbaar. 

Indien n1 of n2 de ruimte Rk ( 1 ~k ~ 00 ) is, dan zal meetbaarheid in het 

hierna volgende zondere nadere aanduiding steeds betrekking hebben op de 

0-algebra van Borel Bk. Daar ~ wordt voortgebracht door Dk volgt uit het 

voorafgaande: 

Een reele functie f op een meetbare ruimte ( Q,A) lS dan en slechts dan meet-

baar als {w: f(w) ~ a} E A 
1 steeds r/J E A en Q E A, voor alle a E R ; daar lS 

de functie f = a, a E R1 
' 

meetbaar ongeacht de keuze van A. Een functie f op 
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k 
een meetbare ruimte (n,A) met waarden f(w) = (f1(w), .•. ,fk(w)) € R (k<oo) 

of met waarden f(w) = (f 1(w),f2 (w), ••• ) E R00 is dan en slechts dan meetbaar 
1 

als {w: f.(w) < a} EA voor alle a ER en alle i, d.w.z. als ieder der reele 
l. = 

functies fi meetbaar is; de functie f = a, a E Rk ( 1 ~k ~ 00 ) is steeds meet-

baar. Een meetbare functie op ~ met waarden in Rk noemen wij een Borelfunctie. 

Voor een continue functie f op rf1 met waarden in Rk is de verzameling 

{w: fi(w) ~a} voor alle a E R1 en alle i gesloten; daar B1 de gesloten ver­

zamelingen in R1 bevat, zijn alle continue functies Borelfuncties. 

Wil men toelaten dat reele functies ook de waarden 00 en - 00 kunnen aan­

nemen, dan dient men in het voorgaande R1 ~veral te vervangen door zijn 

afsluiting R1 = R1 u { 00 } u {-oo}. In plaats van B1 beschouwt men dan 81 , de 

a-algebra van Borel in R1, gedefinieerd als de minimale a-algebra die zowel 

B1 als de beide verzamelingen {oo} en {-oo} bevat. 81 wordt dus voortgebracht 
-1 1 

door de klasse D van alle intervallen van de vorm [-oo,a] met a E R . Geheel 

analoog kan men ook Rk en ~ definieren. Wij merken nog op dat in R1 voor 

de elementen oo en -oo de volgende rekenregels die met limietovergangen cor­

responderen, gelden: 

a ± lim (a±x) voor -oo < a <oo 
X4<X> 

00' 

L~ 
voor 0 < a < 00 

a.oo -a. (-oo) lim (ax) voor a 0 
X4<X> O; voor -oo < a < 

oo. 00 = ( -oo) • (-oo) = 00' 
_oo 00 

a ± lim (~) 0 -= = voor -00 < a < oo. 
±oo x 

X4<X> 

Met name geldt dus 0. 00 = O, doch 00-00 en cc; zijn niet gedefinieerd. 

Beschouw twee eindige reele meetbare functies f en g op een meetbare 

ruimte (n,A). De functies h 1(.x,y) = x +yen h2(x,y) = xy van de reHe 

variabelen x en y zijn continu en dus Borelfuncties. Derhalve zijn de samen­

gestelde functies h 1(f,g) = f +gen h2(f,g) = f.g meetbaar. Evenzo is ook 

f/g meetbaar op de verzameling {w: g(w) # O} waar deze functie is gedefinieerd. 
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Indien wij voor f, g, f+g, f.g en f/g de waarden oo en -oo toelaten, dan zijn 

f+g, f.g en f/g weliswaar niet noodzakelijk overal (c.q. op {w: g(w) # O}) 

gedefinieerd, doch onze conclusies omtrent meetbaarheid blijven gehandhaafd. 

Voor een rij reele meetbare functies r1,r2 , ••• op een meetbare ruimte 

( fl ,A) geldt 

{w: sup fn(w) ~a} = n {w: f (w) < a} E A 
n n=1 n = 

zodat sup fn' en dus ook inf f = - sup (-f ), meetbaar zijn. Hetzelfde 
n n 

geldt voor limnsup fn en limninf fn' daar 

limnsup fn = inf sup fm. 
n m~,,n 

De verzameling C van alle w E fl waarvoor lim f (w) bestaat is meetbaar, daar 
n n->co 

f = lim sup fn en f = lim inf fn meetbaar zijn en dus 

C = {w: f(w) f(w) oo} u {w: f(w) -oo} u {w: f(w)- f(w) O} € A. 

De functie f = lim f n' gedefinieerd op c, is daar gelijk aan f en dus meet-
n->co 

baar op C. Ook l f is dus meetbaar op de verzameling waar deze functie ge-n 
definieerd is. 

Iedere meetbare reele functie f op een meetbare ruimte (fl,A) die 

slechts eindig veel waarden aanneemt, is van de vorm 

n 
f l a. IA met A1, •.• ,A disjunct, A.EA voor i = 1,2, ••. ,n en n < 00 • 

i=1 i i n 1 

Wij noemen zulke functies elementaire funaties. Iedere meetbare niet-nega­

tieve functie f is de puntsgewijze limiet van een niet-dalende rij niet­

negatieve elementaire functies fn. Men kan bijvoorbeeld 

f 
n 

n 
nI k-1 I 

k=1 2n {w: k-1 ( ) k -- < f w < -} 
2n - 2n 

kiezen. Tenslotte is iedere meetbare re~le functie f te schrijven als het 

verschil f+ - f- van twee niet-negatieve meetbare functies f+ en f-, waar­

bij 
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+ 
f (w) = max(f(w),O), f-(w) = - min(f(w),O). 

We noemen f+ en f- het positieve resp. negatieve deeZ van f. 

SteUing 1.4.1 

Zij (n1 ,A 1) een meetbare ruimte met de eigenschap dat A1 de a-algebra 

is, die in n1 wordt geinduceerd door een functie g op n1 met waarden in een 

meetbare ruimte (n2 ,A2 ): A1 = g-1(A2). Dan is een reele functie fop (n1 ,A 1) 

dan en slechts dan meetbaar als er een meetbare reele functie h op (n2 ,A 2 ) 

is, zodanig dat f = h(g). 

Bewijs: 

Als er een dergelijke functie h is, dan geldt voor iedere Borelverza­

meling B € B 1 : 

wegens de meetbaarheid van g en h, en dus is f meetbaar. Zij nu gegeven dat 

f meetbaar is. We dienen dan de existentie van een functie h met de boven­

genoemde eigenschappen aan te tonen. We beschouwen daartoe de volgende ge­

vallen: 

a) f =IA' een indicatorfunctie, noodzakelijk met A E A 1 • Daar A 1 = g-1(A2 ), 

is er een BE A2 , zodanig dat A= g-1 (B). Maar dit betekent dat 

f(w 1 ) = IB(g(w 1 )) zodat IB een functie met de gezochte eigenschappen is. 

n 
b) f = I ai IA.' een elementaire functie. Op grand van a) weten wij dater 

1 1 

meetbare functies hi op n2 zijn, zodanig dat IA. 
1 

n 

h.(g), i = 1,2, ... ,n. 
1 

Maar dan is ook de functie h = I a. h. meetbaar op n2 en f = h(g). 
1 1 1 

c) f is niet-negatief. Er zijn dan elementaire functies fn zodanig dat 

f(w 1) = lim fn(w 1), w1 € n1. Voorts is fn = hn(g) met hn meetbaar op n2 . 
n-+<><> 

Derhalve bestaat lim hn(w2 ) voor alle w2 E {g(w1): w1 € n1}. Definieren 

wij nu 
n-+<><> 

= {!!: hn ( w2 ) als deze 

O anders, 

limiet bestaat, 
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dan is h meetbaar op de hele ruimte n2 , en f = h(g). 

+ d) Door c) tenslotte toe te passen op f en f- volgt de bewering voor een 

willekeurige meetbare f. 

Opgaven 

1. Bewijs dat een functie f = (f1,r2, ... ) op een meetbare ruimte (n,A) met 

waarden in een meetbare productruimte (n1xn2x ... , A1xA2 x ••• ) dan en 

slechts dan meetbaar is als f.: (Q,A) + (Q.,A.) meetbaar is voor 
l l l 

i = 1 ,2' ... 
1 

2. Als f een continue reele functie op R lS met lim f(x) = lim f(x) = O, 

dan lS er voor iedere E: > 0 

x--

een elementaire functie g = 

X-T-oo 
n 
l a. IA met de 
1 l i 

eigenschap dat de A. eindige disjuncte intervallen zijn en dat 
l 1 

lf(x) - g(x)I < E: voor alle x ER. 

3. Geef een constructief bewijs van stelling 1.4.1 voor het speciale geval 

dat n2 aftelbaar is met A2 

1.5. MATEN 

Een maat µ is een reele functie op een klasse C van deelverzamelingen 

van een ruimte Q met de eigenschappen 

(i) µ(A) is eindig voor tenminste een A E C; 

(ii) µ(A) ~ 0 voor alle A E C; 

(iii) µ is a-additief, dwz. µ(U A ) 
1 n 

00 

l µ(A ) 
1 n 

voor iedere disjuncte rij 

A1 ,A2 , ••. EC waarvoor ook U A EC • 
. 1 . n 

De maat µ heet eindig als µ(A) eindig is voor alle A E C, en a-finiet als 

er verzamelingen A1 ,A2 , ... EC zijn, zodanig, dat Q = UAn en µ(An)< 00 

voor alle n. 

In veel gevallen blijkt het mogelijk een gegeven maat op een klasse C 
voort te zetten tot een maat op de door C voortgebrachte a-algebra. 

Stelli~g 1.5.1. (Caratheodory) 

Als m een maat is op een algebra F c M(Q), dan kan m worden uitgebreid 
tot een maat µ op de door F voortgebrachte a-algebra A (d.w.z. er bestaat 

een maat µop A met µ(A) = m(A) voor alle A E F). Als m a-finiet is, dan is 



deze voortzetting uniek, en is er voor iedere c > O en iedere A E A met 

µ(A) < 00 een B E F zodanig, dat µ(A~B) < c, hetgeen inhoudt dat 

\µ(A) - µ(B) I < c. 

In het volgende beschouwen wij uitsluitend maten op a-algebra's. Als 

(n,A) een meetbare ruimte en µ een (eindige, o-finiete) maat op A is, dan 

heet (n,A,µ) een (eindige, o-finiete) maatruimte. Een verzameling A E A met 

µ(A) 0 heet een µ-nulverzameling, en een bewering P(w) die juist is voor 

alle w E Ac, waarbij A een µ-nulverzameling is, heet µ-bijna overal juist. 

Voor verzamelingen A, B, A1 ,A2 , ..• EA geldt: 

( 1. 5. 1) 

( 1. 5.2) 

( 1. 5.3) 

(1.5.4) 

( 1. 5. 5) 

( 1. 5.6) 

( 1. 5. 7) 

(1.5.8) 

µ({il) O; 

µ(A) + µ(Ac) = µ(n); 

µ(A) ~ µ(B) als A c B, 

µ(B-A) = µ(B) - µ(A) als bovendien µ(A) < oo; 

n n 
µ(U A ) ~I µ(A ), µ(U A ) ~I µ(A ); 

1 m -1 m 1 n -1 n 

µ(lim An)= lim µ(An) als A1 ,A2 , ••• een stijgende rij is, en 

ook als A1 ,A2 , ••• een dalende rij is met µ(An)< oo voor voldoend 

grote n; 

µ(lim inf An)~ lim inf µ(An); 

µ(lim sup A ) ~ lim sup µ(A ) als µ(U A ) 
n n n m 

< oo voor voldoend 

grote n; 

µ(lim A ) 
n 

lim µ(A ) als lim A bestaat en µ(U A ) < oo voor vol-
n n m 

doend grote n. 
n 

Voorbeelden 

1.5.1. Zij N = {w 1 ,w2 , ... } een eindige of aftelbare deelverzameling van 

een ruimte n en laat bij iedere wi E N een getal mi ~ 0 gegeven zijn. 

Als µ gedefinieerd is door 

µ(A) Im. IA(w.), Ac n, 
. l l 
l 

dan isµ een maat op (n,M(n)). Men noemt een dergelijke maat een 

discrete maat. In feite wordt µ geheel vastgelegd door de eis dat 

µ(Ne)= 0 en µ{w.} = m. voor i = 1,2, ..•. Als in het bijzonder 
l l 
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mi= 1 voor alle i, zodat µ(A) gelijk is aan het aantal elementen 

van A-n N, dan noemt menµ de telmaat op N. 

1 1 1.5.2. Lebesgue maat op (R ,B ) 
n 

Voor iedere disjunete vereniging A= U (a. ,b. ]'van eellen definieren 
1 l l 

n 1 
wij l(A) = l (b.-a.) ~ 00 • Hiermee is 1 als funetie op F ondubbel-

1 l l 

zinnig gedefinieerd. Men kan aantonen dat 1 een a-finiete maat op 

F1 is. Er is dus wegens stelling 1.5.1 een unieke voortzetting \ 1 

van 1, die een maat op de Borel verzamelingen is. \ 1 heet de Lebesgue 

maat op B1 en is op grond van zijn eonstruetie de enige maat op B1 

die aan ieder interval zijn lengte·als maat toekent. 

In feite kan 1 tot een maat op een nog grotere a-algebra L, de 

a-algebra van de Lebesgue-meetbare verzamelingen,worden uitgebreid. 

Men kan aantonen dat er bij iedere verzameling L E L een Borel ver­

zameling Bis zodanig, dat L ~ B bevat is in een \ 1-nulverzameling 

in B 1 . 

1.5.3. Lebesgue-Stieltjes maat op (R1 ,B1) 

Zij F een reele, niet-dalende, reehtseontinue funetie op R1 , en 

laten F( 00 ) en F(-00 ) gedefinieerd zijn als de limieten van F(x) voor 
n 

x + 00 resp. x + - 00 • Door nu m(A) = l (F(b.) - F(a.)) te stellen voor 
n 1 l i 

iedere disjunete vereniging A= U (a.,b.] van eellen, krijgen wij 
1 l l 

evenals boven een ondubbelzinnig gedefinieerde a-finiete maat m op 

F 1 . De unieke voortzetting µop B1 van m heet de Lebesgue-Stieltjes 
1 maat behorende bij de gegeven funetie F. µ is de enige maat op B 

die aan iedere eel (a,b] het versehil F(b) - F(a) als maat toekent. 
1 Neemt men F(x) = x, dan wordt µ de Lebesguemaat op B • Ook hier geldt 

dat men m kan voortzetten tot een grotere a-algebra B , de a-algebra 
µ 

van de µ-meetbare verzamelingen, die gekarakteriseerd wordt door de 

eigensehap dat er bij iedere A E B een BE B1 is, zodanig dat A~ B 
1 µ 

in een µ-nulverzameling in B bevat is. 
1 Omgekeerd kan men bij iedere maat µ op B , die elk eindig inter-

val eindige maat toekent, een niet-dalende, rechtseontinue funetie F 

vinden zodanig dat µ(a,b] = F(b) - F(a) voor iedere eel (a,b]. 
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Men neme bijv. 

F(x) 

waarbij x0 een willekeurig doch vast gekozen reeel getal is. F wordt 

op een additieve constante na uniek bepaald door µ: Als F en G beide 

voldoen, dan is er een constante c zodanig, dat F,(x) = G(x) + c. 

Iedere maat op B1 die aan iedere eindige eel eindige maat toekent, 

is dus een Lebesgue-Stieltjes maat. 

1.5.4. Lebesgue-Stieltjes maat op (Rk,Bk) -
k 

Analoog aan het voorgaande noemt men een maat µ op B , met de eigen-

schap dat µ(a,b] eindig is voor iedere eindige eel, d.w.z. voor ie­

dere eel (a,b] met a= (a1, ••• ,~) en b = (b 1, ••• ,bk) eindig, een 

Lebesgue-Stieltjes maat. Voor de constructie van een dergelijke maat 
k 

gaan we uit van een reele functie F op R met de volgende bijzondere 

eigenschappen. In de eerste plaats eisen we voor iedere i = 1,2, .•. ,k 

dat F(x1, ••. ,~) als functie van xi rechtscontinu is en overal een 

linkerlimiet heeft, d.w.z. dat de limiet 

lim F(x1, ••. ,x. 1,x.-t,x. 1 , ••• ,x..) 
t+O l- l i+ K 

bestaat voor iedere 

ferentie-operatoren 

k 
x = (x1 , ... ,xk) ER • Verder 
A (i) • 1 ut voor i = ,2, •.• ,k en t 

definieren we dif­

;::: 0 door 

voor x = (x1 , .•. ,~) E Rk en eisen we dat voor iedere eindige eel 

(x,x+h] de grootheid m(x,x+h], gedefinieerd door 

( k) ( k-1 ) ( 1 ) 
m(x,x+h] = t;h_ f;h .,,t,h F(x), 

-K. k-1 1 

niet-negatief is. 

Gebruik makend van het feit dat iedere begrensde verzameling in 

F1'- te schrijven is als de vereniging van een eindig aantal disjuncte 

eindige cellen, kunnen we m via additiviteit definieren voor alle be­

grensde verzamelingen in F"-. De aldus verkregen functie op de be-
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grensde verza.melingen in PK- blijkt een cr-finiete maat te zijn die op 

ondubbelzinnige wijze kan warden uitgebreid tot een cr-finiete maat op 

PK-. Op grand van stelling 1.5.1 kunnen we dus besluiten dater een 

unieke maat µ op Bk is die op de eindige cellen met m overeenstemt. 

Omgekeerd zijn er bij iedere Lebesgue-Stieltjes maat µ op B 
k 

functies F op Rk met de boven bescbreven eigenscbappen, die via de ge­

scbetste constructie weer tot µ voeren. Als in bet bijzonder µ een 

eindige maat is kunnen we 

F(x) = µ(-oo,x], 

nemen. In dat geval is F niet alleen recbtscontinu, maar ook mono­

toon niet-dalend in ieder van zijn argumenten. 

Nemen wij F(x1 , ..• ,~) = x 1x2 .•• ~, dan is aan alle eisen voldaan. 

Voor eindige cellen (a,b] blijkt m(a,b) = rf1 (b.-a. ). De correspon-
k k l l 

derende maat A beet de Lebesgue-maat op B . 

Heeft men een aantal cr-finiete maatruimten (Q. ,A.,µ.), dan definieert 
l l l 

men een productmaat µ = µ 1 x µ2x ... xµk op de product-meetbare ruimte 

(~,A)= (n 1x ... xQk,A 1x ... xAk). Men gaat daarbij als volgt te werk. Eerst 

definieert men m(A1x •.. x~) = µ 1(A1 ) µ2 (A2 ) ... µk(~) voor alle product-

verza.melingen A1x ..• x~ met Ai E Ai' i = 1,2, ... ,k. Vervolgens definieert 

men m(A) voor A in de productalgebra F van A1 , ... ,Ak via additiviteit door 

A als eindige disjuncte vereniging van zulke productverzamelingen te scbrij­

ven. Deze definitie van m is ondubbelzinnig en maakt m tot een cr-finiete 

maat op F. De productmaat µ is nu per definitie de unieke voortzetting van 

mop A. µis dus de unieke maat op A met de eigenscbap dat µ(A 1x •.. x~) 

µ 1(A1 ) µ 2(A2 ) ... µk(~) als Ai E Ai' i = 1 ,2, ••• ,k. 

Men noemt (n,A,µ) de product maatruimte van de (Q.,A.,µ.). 
l l l 

De product maatruimte (n,A,µ) van een oneindige rij maatruimten 

(n. ,A.,µ.), i = 1 ,2, ... , kan men slecbts op zinvolle wijze definieren als 
l l l 

µi(Qi) = 1 voor alle i. Men neemt dan Q = n 1 x n2 x •.. en A= A1 x A2 x ... 

Voorts definieert men m(A) µ 1(A1 ) µ 2(A2 ) ..• µk(~) voor iedere product 

cylinder A= A1 x A2 x ... x ~ x Qk+1 x •.• ,met zijden Ai E Ai' 

i = 1,2, ... ,k < oo, waarna men deze definitie via additiviteit uitbreidt tot 

willekeurige verzamelingen in de product algebra F van A1 ,A2 , .... De zo 

verkregen functie m blijkt weer een ondubbelzinnig gedefinieerde maat op F 

te zijn met m(Q) = 1, en de productmaat µis zijn unieke voortzetting op A. 

Opgaven 
1 

1. Zij F een niet-dalende recbtscontinue functie op R en zij µde bijbe-
1 

borende Lebesgue-Stieltjes maat op B • 

Bewijs voor willekeurige a < b: 



21 

µ(a,b) F(b-0) F(a), 

µ[a,b) F(b-0) F(a-0), 

µ[a,b] F(b) F(a-0), 

µ{a} F(a) F(a-0). 

2. Laat zien dat (Rk,Bk,Ak) de produet-maatruimte van k exemplaren van 

(R1,B1,A 1) is. 

3. Zij Fi een niet-dalende reehtseontinue funetie op R en zij µi de eorres­

ponderende Lebesgue-Stieltjes maat op B1 , i = 1,2, ... ,k. Bewijs dat de 
k 

produetmaat µ 1 x µ2 x ••• x µk op B via de in voorbeeld 1.5.4 besehre-

ven eonstruetie uit de funetie F(x1 , .... ,~) = F1(x1) F2(x2 ) .. · Fk(~) 

verkregen kan warden. 

4. Zij F(x1, .•. ,~) = min(x1, ... ,xk). Bewijs dat F aan alle in voorbeeld 

1.5.4 gestelde eisen voldoet en dat de door F bepaalde Lebesgue-Stiel­

tjes maat µ op Bk de eigensehap heeft dat µ(A) = O voor iedere A E Bk die 

geen enkel punt gemeen heeft met de hoofddiagonaal. 

/., = {(x1 , •.. ,~) : x1 x = 2 
= x } 

k 
in Rk. 

5, Bewijs: k 

1 1 1 k- l j. 

m(x,x+h] l l l (-1) 
i=1 l 

F(x1+j1h1,x2+j2h2, ... ,xk+jkhk). = 
j1=0 j2=0 jk=O 

Sehrijf dit uit voor k = 2. 

6. Als (rl,A,µ) de produetmaatruimte is van de maatruimten (Q. ,A.,µ.) met 
00 l l l 

µ.(rl.) = 1, i = 1,2, ... , dan geldt A EA en µ(A)= n µ.(A.) voor iedere 
l l 1 i l 

produetverzameling A= A1 x A2 x ••• met Ai E Ai voor alle i. Bewijs dit. 

7. Zij (rl,A,µ) de produetruimte van de maatruimten (Q.,A.,µ.) met 
i i l 

Q. = {0,1}, A. 
i i 

= M(Q.) en waar µ. gegeven wordt door µ.{O} 
i i l 

µ.{1} 

(i=1,2, •.. ). 

Bewijs: 

a) {w} E A en µ{w} = O voor iedere w E Q. 

b) E = {w : l w. < 00 } 00E A en µ(E) = O. 
l -i 

e) De funetie f(w) = l w. 2 op Q is meetbaar. 
1 i 

l 

d) Zij n =Ee, A= {A: A EA, Ac Ee}, µ(A)= µ(A) voor alle A EA, en 

zij f de restrietie van fop n. f beeldt n een-eenduidig af op (0,1]. 

f en zijn inverse funetie zijn beide meetbaar. 

e) A 1(a,b] = µ(r- 1(a,b]) = µ(f- 1(a,b]) voor iedere eel (a,b] c (0,1]. 

f) A 1(B) = µ(f- 1(B)) voor iedere Borel verzameling B c [0,1]. 
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1.6. INTEGRATIE 

We beschouwen in het volgende al dan niet eindige, reele meetbare· 

functies op een gegeven maatruimte (n,A,µ). Voor de integraal van een der­

gelijke functie f over n schrijven wij 

I f(w) dµ(w), of kortweg If dµ. 

n 
Zulke integralen worden als volgt gedefinieerd: 

Als f een niet-negatieve elementaire functie is, d.w.z. als 
n 

f =la. IA. met n < 00 , 0 <a. < oo, A. EA (i=1,2, .•. ,n) en A1, ..• ,A dis-
1 i i = i = i n 

junct, dan 

If dµ = ~ ai µ(Ai)' 

met de conventie dat 0.oo = oo.O = 0 (zie §1.4). 

Als f een niet-negatieve meetbare functie is, dan is er een rij niet­

negatieve elementaire functies fn' zodanig dat 0 ~ fn(w) t f(w) voor n + 00 , 

W E n en 

J f dµ = ;.!: J fn dµ. 

Deze definitie is ondubbelzinnig. 

Als f een willekeurige meetbare functie is en tenminste een van de 

integralen f f+ dµ en f f- dµ eindig is, dan zeggen wij dat f integreer­
baar is, of ook wel dat de integraal van f bestaat, en 

J f dµ = f f+ dµ _ f f- dµ. 

Is de aldus gedefinieerde integraal eindig, dan noemen we f sommeerbaar. 
De integraal van een meetbare functie f over een verzameling A E A wordt 

gegeven door 

f f dµ 
A 

f f(w) dµ(w) 

A 
f IA(w) f(w) dµ(w) 

n 
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mits het rechterlid gedefinieerd is. We zeggen dan dat f integreerbaar op 

A is, of, als de integraal eindig is, sommeerbaar op A is. 

Uit deze definitie van integraal kan men de volgende stelllingen af­

leiden. 

Stelling 1.6.1. 
) -1 

a Voor iedere constante a E R en A E A geldt 

J adµ a µ(A). 

A 
1 

b) Als a, b E R , A E A, en f en g integreerbaar op A zijn en af + bg op A 

gedefinieerd is, dan is af + bg ook integreerbaar op A met 

J (af + bg) dµ = a J f dµ + b J g dµ, 

A A A 

mits het rechterlid van deze gelijkheid gedefinieerd is. 

c) Als f en g integreerbaar op A EA zijn en f,;;,, g µ-bijna overal op A, dan 

geldt 

J f dµ ,;;,, J g dµ. 

A A 

d) Als f integreerbaar op A E A is, dan geldt 

e) 

If r dµ I ,;;,, f lrl dµ = J f+ dµ + J f - dµ. 

A A A A 

Als f = 0 µ-bijna overal, dan is f integreerbaar en J f dµ o. 
Hieruit volgt in het bijzonder 

(i) Als f integreerbaar is en g = f µ-bijna overal, dan is g ook inte­

greerbaar en J g dµ = J f dµ. 

(ii) Als µ(A) = O, dan is J f dµ = 0 voor iedere functie f. 

A 

Stelling 1.6.2. (monotone convergentie stelling) 

Als 0,;;,, fn(w) t f(w) voor n + oo µ-bijna overal, dan geldt ook 

f fn dµ t f f dµ voor n + oo, 
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Stelling 1.6.3. (lemma van Fatou) 
Als f > O µ-bijna overal voor n = 1,2, ••• , dan geldt n= 

I lim inf f dµ .s_ lim inf f f dµ; 
n n - n n 

Als f < O µ-bijna overal voor n = 1,2, .•• , dan geldt n= 

I lim sup f dµ > lim sup f f dµ. n = n 
n n 

Stelling 1.6.4. (gedomineerde convergen~iestelling) 
Als f (w) + f(w) voor n + oo µ-bijna overal en er een sommeerbare func­

n 
tie g is zodanig dat jfnj ~ g µ-bijna overal voor alle n, dan is f sommeer-

baar en 

J If - fnl dµ + O voor n + 00 , zodat 

f fn dµ + f f dµ voor n + oo, uniform in A E A. 

A A 

Stelling 1.6.4a. (stelling van Vitali) 

Als f (w) + f(w) voor n + 00 µ-bijna overal en 
n 

lim sup f lfnlp dµ $ f lflp dµ < oo 

n 

voor zekere p E (0, 00 ) dan geldt 

voor n + 00 • 

Als fn 2 0 µ-bijna overal of als p geheel is, dan zijn f~ en fp µ-bijna 
overal gedefinieerd en geldt tevens 

f f~ dµ + f fp dµ voor n + oo, uniform in A E A. 
A A 

Bewijs: 

Voor a 2 O, b 2 Oen O < p < 00 geldt (a+b)P $ 2P(aP+bP). De functies 

2P{ If IP+lflp} - If -flp, n = 1,2,. . ., zijn dus niet--negatief en 
p+ 1 n n 

2 f voor n + 00 µ-bijna overal. Volgens stelling 1.6.3 geldt dus 

waarui t het eerste deel van de stelling volgt. Om het tweede deel te bewi.i7<cn 
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passen wij het eerste deel op de rij rP toe. Wij vinden 
n 

voor n + oo 

en dit levert het gewenste resultaat. 

Voorbee"lden 

1.6.1. Lebesgue integra"len 

Als (Q,A,µ) = (R1 ,B1 ,A 1), dan noemen wij ff dµ de Lebesgue integraai 
n 

van f. Voor een elementaire functie f = l y. IA met de bijzondere eigen-
1- l i 

schap dat de verzamelingen Ai disjuncte eindige intervallen zijn volgt uit 

de definities dat de Lebesgue integraal en de Riemann integraal gelijk zijn. 

Daar de benaderingsprocedure in de definitie van beide type integralen voor 

een continue functie op een eindig interval met elementaire functies van dit 

speciale type kan worden uitgevoerd, impliceert dit dat de Lebesgue inte­

graal van een continue functie over een eindig interval en de overeenkom­

stige Riemann integraal gelijk zijn. 

· · ( A ) ( k Bk k) . . . . t k t Lb . t 
Nemen WlJ Q, ,µ = R , ,A , dan kriJgen wiJ e ma en me e esgue in e-

k 
gralen over R . Deze vertonen een soortgelijke overeenkomst met Riemann in-

tegralen over R k 

1.6.2. Lebesgue-Stie"ltjes integra"len 

Zij (Q,A) = (R 1 ,B1) en zij µde Lebesgue-Stieltjes maat die correspon-
1 

deert met een niet-dalende rechtscontinue functie F op R . We noemen 

f f dµ dan een Lebesgue-Stie"ltjes integraai. Voor een elementaire functie 

n 

f LY· IA met A.= (a.,b.] eindig en disjunct (i=1,2, ... ,n) is de Lebes-
1 l i l l l 

gue-Stieltjes integraal gelijk aan de Riemann-Stieltjes integraal: 

I f dµ =I y. µ(A.)= I y. (F(b.) - F(a.)) =ff dF. 
11 l 11 l l 

Evenals boven volgt hieruit dat de beide typen integraal identiek zijn voor 

continue functies over eindige intervallen. 

1.6.3. Sommen ais integra"len 

Als µ een discrete maat is op een verzameling 

N {w 1,w2 , ... } c Q met µ{w.} =mi' i 1 ,2' .•. ' dan is 
l 

f f dµ l m. f(w.). Immers, voor f ,;:. 0 geldt 
i l l 

I f I I 
k 

dµ f dµ lim l f(w.) I (w) dµ(w) 
k+oo i=1 l {w.} 

N 
l 
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k 
l f(w.) I{ } (w) dµ(w) 

i=1 i wi 

Stelling 1.6.5. (ongelijkheid van Jensen) 

k 
lim I 
k-- i=1 

m. f(w.). 
l l 

Als g een reele meetbare en convexe functie op R1 is en f een sommeer­
bare functie op een maatruimte (n,A,µ) met µ(n) = 1 is, dan is de samenge­
stelde functie g(f) integreerbaar en 

I g(f) dµ ~ g(I f dµ). 

Bewijs: 

Een reele functie g heet convex op een al dan niet eindig open inter­
val I als 

(~) < g(x) + g(y) 
g 2 = 2 

voor alle x, y E I. Dit is bv. het geval als g op I een niet-dalende afge­

leide heeft. Men kan bewijzen dat iedere meetbare convexe functie ook con­
tinu is, en dat een continue functie g dan en dan alleen convex op I is 

als er bij iedere a E I een getal m(a) is, zodanig dat 

g(x) ~ g(a) + m(a) (x-a) voor alle x E I. Uit het gegeven volgt dus voor 
. • 1 willekeurige a E R : 

g(f(w)) ~ g(a) + m(a) (f(w) - a), w E Q. 

Daar het rechterlid een sommeerbare functie van w is, is g(f) integreerbaar 

met 

J g(f) dµ ~g(a) + m(a) rf f dµ _a}, 

waaruit de stelling volgt als men a = I f dµ invult. 

Stellin,g 1.6.6. (overplantin,gsstelling) 
Zij (rl,A,µ) een maatruimte en zij (rl',A') een meetbare ruimte. Als nu 

f een A - A'-meetbare functie op Q is met waarden inn•, dan is de functie 

µI (A I) = µ ( r-1 (A' ) ) • A I E A I 

een maat op A' . Als verder g een meetbare reele functie op ( Q' ,A' ) is, dan 

geldt 

f g(f) dµ = f g dµ' 

ri n• 
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in de zin dat de beide integralen bestaan en gelijk zijn zodra een van hen 

bestaat. 

Bewijs: 

De bewering dat µ' een maat is, is een direct gevolg van het feit dat 

f- 1 alle verzamelingstheoretische operaties bewaart. De tweede bewering is 

in het speciale geval dat g = IA' een indicator functie is niets anders 

dan de definitie van µ'. Wegens de lineariteit van integralen volgt deze 

bewering dus voor elementaire functies g; wegens de monotone convergentie­

stelling voor niet-negatieve meetbare functies g, en tenslotte, via de 

splitsing van g in zijn positieve en negatieve delen, voor willekeurige 

meetbare g. 

Stelling 1.6.7. (Fubini) 

Laten (n 1 ,A 1 ,µ 1) en (n2 ,A 2 ,µ 2 ) twee cr-finiete maatruimten zijn, en ZlJ 

(n,A,µ) de product-maatruimte. Als een reele functie f op (n,A,µ) meetbaar 

en hetzij niet-negatief hetzij sommeerbaar is, dan zijn de integralen 

dµ 2 (w2 ) en I f(w 1 ,w2 ) dµ 1(w 1 ) 

n, 
µ 1-bijna overal resp. µ2-bijna overal gedefinieerd en A1 resp. A2 meetbaar, 

en 

f f dµ J { J f(w 1 ,w2 ) dµ 2(w2 )} dµ 1 (w 1) 

n1 n2 

J {J f(w 1 ,w2 ) dµ 1(w 1)} dµ 2(w2 ). 

n2 n1 

Zij (n,A) een meetbare ruimte en laten µ en v twee maten op A zijn. 

Men noemt v µ-absoluut aontinu als iedere µ-nulverzameling tevens een v­

nulverzameling is. 

Stelling 1.6.8. (Radon-Nikodym) 
Als µ cr-finiet en v µ-absoluut continu is, dan is er een niet-negatieve 

µ-integreerbare functie g, zodanig dat 

v(A) I g dµ voor alle A E A. 

A 
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Als g 1 en g2 twee zulke functies zijn, dan is g 1 = g2 µ-bijna overal. Als 

ook v cr-finiet is, dan kan men g eindig kiezen. Men noemt g de diehtheid 
van v ten opzichte vanµ, of ook wel de Radon-Nikodym afgeleide van v naar µ. 

dv Men schrijft ook wel g dµ· Als f een reele meetbare functie is op (n,A), 
dan geldt 

f f dv = f f g dµ, 

met dien verstande, dat beide integralen bestaan en gelijk zijn zodra een 

van beide bestaat. 

Stelling 1.6.9. (Lebesgue) 

Als µ een Lebesgue-Stieltjes maat is op (Rk,Bk), dan is er een niet-
. . k d. k .. 11 Rk negat1eve meetbare funct1e f op R , zo an1g dat, voor \ -b1Jna a e x E , 

en voor iedere rij k-dimensionale kubussen Kn' n = 1,2, ... die x bevatten 

en waarvoor lim \k(K ) = O, 
n n->«> 

µ(K ) 
lim ~-n­
n->«> \k(Kn) 

f (x). 

Bovendien geldt de ongelijkheid 

I f d\k ~ µ(B) 

B 

voor alle B E Bk. Een eindige maat µ is dan en dan alleen Ak-absoluut conti­

nu als 

J f d\k = µ(Rk). 
Rk 

I d . §J!_ f ,k . . 1 n at geval is = A -b1Jna overa • 
d\k 

Uit stelling 1.6.9 volgt in bet bijzonder dat iedere eindige, niet­

dalende en rechts-continue functie Fop R1 \-bijna overal differentieerbaar 

is. Is F bovendien begrensd, dan is de bijbehorende Lebesgue-Stieltjes maat µ 

dan en dan alleen \-absoluut continu als µ(R 1 ) = J F'd\, en dan is~~= F' 

\-bijna overal. 

Zij (n,A) een meetbare ruimte en zij µ een maat en N een collectie 

maten op (n,A). Men zegt dat µde collectie N domineert indien iedere v EN 

µ-absoluut continu is. 
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Stelling 1.6.10. (domineringsstelling) 

Indien N wordt gedomineerd door een cr-finiete maat µ, dan bestaat er 

een rij maten v. E N en een rij reele getallen c. > O met I c1. = 1 zodanig 

00 
1 1 = i=1 

dat de maat l c. v. eveneens N domineert. 
i=1 1 1 

Bewijs: 

Zonder verlies van algemeenheid veronderstellen wij dat v(Q) > 0 voor 

alle v E N, zodat ook µ(Q) > O. Daar µ cr-finiet is bestaat er een rij dis-

juncte verza.melingen An E A met u An Q en 0 < µ(A ) < 
n 

voor alle n. 

De maat µ gedefinieerd door µ(A) 
\ µ(AnAn) 
l ~~~~ is eindig en domineert even­
n µ(A ) 2n 

n 

eens N. Zander bezwaar kan µ dus eindig in plaats van cr-finiet worden ver­

ondersteld. 

Zij R de klasse van alle maten p = 

alle i en l c.= 1. R wordt gedomineerd 
. 1 
1 

l c. 
. 1 
1 

door 

v. met v. E N en c. > 0 voor 
1 1 1 = 

µ: zij r de dichtheid van 

p E R ten opzichte van µ. De stelling is bewezen indien wij een Po E R con-

strueren die R (en dus N) domineert. 

Zij A0 de klasse van alle verza.melingen C E A waarvoor µ(C) > 0 en 

waarvoor er een p E R bestaat met dichtheid r(w) > O voor µ-bijna alle w E 

Deze klasse is niet leeg daar {w: r(w) > O} E A0 voor iedere p E R. 

Indien c 1,c2 , ••. E A0 , en p1 ,p 2 , •.. ER zo zijn gekozen dat ri(w) > 0 voor 

µ-bijna alle w E C1., dan geldt voor c. > O met l c.= 1 dat 
1 . 1 

p = L c. p. E R dichtheid r 
. 1 1 
1 

1 

= l c. r. ten opzichte van µ bezit met r(w) > 0 
. 1 1 
1 

voor µ-bijna alle w E uC. . Daar µ (C. ) > 0 voor alle i, geldt µ ( uC. ) > 0, 
1 1 1 

zodat ~ Ci E A0 • A0 is dus afgesloten onder aftelbare vereniging. 

Kies nu een rij Ci E A0 met de eigenschap dat lim µ(C.)= sup µ(C) 
1 CEA 

(eindig!). Volgens het bovenstaande geldt C =Uc. E A0 en dus O 
0 i 1 

µ(Co) = sup µ(C). Zij Po ER zo 
CEA 

gekozen dat r 0(w) > O voor µ-bijna alle 

w E c0 . Wij0zullen aantonen dat deze p0 R domineert. 

c. 

Hiertoe beschouwen wij een willekeurige verza.meling A E A met p0(A) = 0 

en een willekeurige maat p E R met dichtheid r ten opzichte van µ en bewij­

zen dat p(A) = O. Zij C = {w: r(w) > O} dan geldt p(Cc) O. Voorts is 

p0(AnC 0) = 0 daar immers p0(A) = 0 en aangezien r 0(w) > 0 voor µ-bijna alle 

w E c0 , geldt µ(Anc 0 ) = O en dus p(Anc0 ) = O daar µ R domineert. Tenslotte: 

als µ(AnC~nC) > o zou zijn, dan zou A n C~ n C € A0 daar immers r > O op C. 
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Omdat c 0 E A0 zou dan ook c0 u (AnC~nC) E A0 • Anderzijds volgt uit 

µ(AnC~nc) > O dat µ(C0u(AnC~nC)) > µ(c 0 ) =sup µ(C), hetgeen inhoudt dat 
CEA0 

c0 u (AnC~nC) ~ A0 • Uit deze tegenspraak volgt dat µ(AnC~nC) = O dus 

p(AnC~nC) = o. Daar ook p(Cc) = p(Anc0 ) = O geldt p(A) = O hetgeen te be­

wijzen was. 

Opgaven 

1. Bewijs: Als r 1 ,r2 , ••• reele 

(n,A,µ) zijn en I J lr I dµ 
1 n 

sommeerbare functies op de maatruimte 

< oo, dan 1s de reeks l 
r , 

f (w) µ-bijna overal 
n 

dµ = l J fn dµ. 

2. 

3. 

absoluut convergent met sommeerbare som en J (Lfn) 

Zij f een meetbare reele functie op (n,A,µ). Bewijs dat f = 

overal als J lrl dµ = o, en ook 

Als f een integreerbare functie 

zijn, dan geldt: 

J f dµ = 
uA 

n 
Bewijs dit. 

l J f dµ. 
nA 

n 

als J f dµ = 0 voor alle A 

A 
op (n,A,µ) is en A1 ,A2 , •.• 

0 µ-bijna 

€ A. 

€ A disjunct 

1 1 4. (pa;yoti~Ze integratie) Als µen v cr-finiete maten zijn op (R ,B ), dan 

geldt voor iedere eel (a,b] c R1 

J µ(a,x] dv(x) + J v(a,x) dµ(x) µ(a,b] v(a,b]. 

(a.b] (a,b] 

Bewijs dit en leid hieruit af dat 
b b 

J f'(x) g(x) dx + J f(x) g'(x) dx = f(b) g(b) - f(a) g(a) 

a a 
voor continu differentieerbare functies f en g. 

5. Laten µ 1 en µ2 twee maten zijn op een meetbare ruimte (n,A), en zij 

v(A) = µ 1(A) + µ2 (A) voor A€ A. Bewijs dat v een maat is en dat 

f f dv = f f dµ 1 + f f dµ 2 voor alle functies f die zowel µ1- als µ2-

sommeerbaar zijn. 

6. Bewijs: b 

f g(f(x)) f' (x) dX(x) = 

a 

f(b) 

J 
f(a) 

g(y) dX(y) 

als g meetbaar en f strikt stijgend en continu differentieerbaar is op 

[a,b]. 
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2. WAARSCHIJNLIJKHEIDSREKENING 

2. 1 . KANSRUIMTEN 

Bij ieder experiment bestaat een uitslagenruimte n: de verzameling 

van alle mogelijke uitkomsten van het experiment. Een eventualiteit A be­

horende bij een experiment is een potentiele gebeurtenis, die bij de uit­

voering van het experiment, afhankelijk van de uitslag ervan, al dan niet 

optreedt, met dien verstande dat het al dan niet optreden van A volledig be­

paald wordt door de uitslag van het experiment. Dit betekent dat er een 

1-1 correspondentie is tussen eventualiteiten die bij een gegeven experi­

ment behoren enerzijds en deelverzamelingen van de uitslagenruimte n van 

dat experiment anderzijds. De met een eventualiteit A corresponderende ver­

zameling bestaat uit juist die uitslagen n, die het optreden van A tot ge­

volg hebben. Op grond van deze 1-1 correspondentie zullen wij in het volgen­

de eventualiteiten en de daarmee corresponderende verzamelingen vereen­

zelvigen. De verzamelingstheoretische relaties en operaties worden zo rela­

ties en operaties voor eventualiteiten: 

n is de zekere eventualiteit, die bij iedere uitslag van het experiment 

optreedt; 

0 is de onmogelijke eventualiteit, die bij geen enkele uitslag van het 

experiment optreedt; 

UA is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als tenminste een 
n 

van de An optreedt; 

nAn is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als alle eventua­

liteiten An optreden; 

A~B is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als precies een 

van de eventualiteiten A en B optreedt; 

lim sup An is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als oneindig 

veel van de eventualiteiten An optreden; 

lim inf A is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als al de 
n 

eventualiteiten An op eindig veel na optreden; 

AcB betekent dat B optreedt als A optreedt, m.a.w. dat het optreden van A 

dat van B impliceert; 

AB=0 betekent dat A en B niet beide kunnen optreden, m.a.w. dat A en B 

elkaar uitsluiten. 
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Bij een gegeven experiment wensen wij vaak niet de gehele klasse M(n) van 

alle deelverzamelingen van de uitslagenruimte Q te beschouwen, doch slechts 

een deelklasse A hiervan. Wel zullen wij steeds veronderstellen dat A afge­

sloten is onder alle eindige en aftelbare verzamelingstheoretische operaties, 

d.w.z. dat A een a-algebra is. Wij krijgen dus bij ieder experiment te maken 

met een meetbare ruimte (n,A). Wij spreken hierbij af dat slechts de meet­

bare verzamelingen eventualiteiten genoemd worden. 

Stel dat wij een gegeven experiment E, steeds onder dezelfde initiele 

omstandigheden, kunnen herhalen. Zij n(A) het aantal malen dat een bij E 
behorende eventualiteit A optreedt indien het experiment n maal wordt uit­

gevoerd; n(A) wordt de frequentie van A genoemd. Het frequentiequotient of 

de relatieve frequentie van A in deze reeks van n realiseringen van het 

experiment is dan per definitie 

fq(A) n(A) 
n 

In het algemeen vertoont fq(A) bij aangroeiende n allerlei grillige fluctu­

aties. Voert men het experiment nogmaals n keer uit, dan zal men bovendien 

bij deze tweede reeks van n r~aliseringen veelal andere waarden voor fq(A) 

vinden dan in de eerste reeks. Nu doet zich echter in de praktijk bij vele 

experimenten de omstandigheid voor dat, naarmate n groter wordt, deze fluc­

tuaties van fq(A) binnen een reeks realiseringen van een gegeven experiment, 

en ook de verschillen van fq(A) tussen verschillende reeksen realiseringen 

van hetzelfde experiment, steeds geringer worden. Men noemt dit verschijn­

sel de empirische wet van de grote aantallen. Het lijkt dus alsof fq(A) bij 

een steeds langer wordende reeks herhalingen van ons experiment convergeert 

naar een vaste limiet P(A). Dit getal P(A) nu zouden wij de kans van de 

eventualiteit A willen noemen. Dit is echter geen houdbare definitie van 

het begrip kans. Er is hier immers geen sprake van een limiet in de gebrui­

kelijke zin van het woord omdat men een experiment nu eenmaal niet oneindig 

vaak kan herhalen. Men is er daarom toe overgegaan de waarschijnlijkheids­

rekening op axiomatische grondslag op te bouwen door eenvoudig aan iedere 

eventualiteit A een getal P(A) toe te kennen en dit per definitie de kans 
of waarschijnlijkheid van A te noemen. Willen wij echter het gedrag van 

frequentiequotienten in lange reeksen herhalingen van een gegeven experi-
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ment als achtergrond voor het begrip kans handhaven, dan zullen wij moeten 

eisen dat de aldus ingevoerde waarschijnlijkheid de volgende eigenschappen 

van frequentiequotienten ook heeft: 

fq(0) = o, fq(n) = 

0 ,;;, fq(A) < voor alle A E A 

fq(AuB) = fq(A) + fq(B) als A,B E A disjunct zijn. 

Daar wij bovendien steeds werken met a-algebra's van eventualiteiten ligt 

het voor de hand niet slechts additiviteit maar zelfs cr-additiviteit te 

eisen. Deze eis.en komen er op neer dat de waarschijnlijkheid P een genor­

meerde eindige maat op A moet zijn, d.w.z. een maat op A met de eigenschap 

dat P(n) = 1. 

Op grand van deze overwegingen komt men tot de volgende definitie van 

wat men een mathematisch model voor een experiment zou kunnen noemen. 

Definitie 2.1.1. 

Een kansruimte of waarschijnlijkheidsPUimte is een genormeerde maat­

ruimte (n,A,P). De verzamelingen A EA noemen wij eventualiteiten, de ge­

normeerde eindige maat P noemen wij waarschijnlijkheid of kans. 

De vraag hoe men n, A en P moet kiezen opdat de kansruimte (n,A,P) een 

redelijk bruikbaar model voor een gegeven experiment is, blijft bij deze 

a.xiomatische opzet van de waarschijnlijkheidsrekening dus geheel buiten be­

schouwing. 

Voorbeelden 

2.1.1. Alternatief 

Een experiment dat slechts twee mogelijke uitkomsten heeft noemt men 

een alternatief. Veelal zullen wij de twee mogelijke uitkomsten 

"succes" en "mislukking" noemen. Ook duiden wij ze vaak aan met de 

cijfers 1 en O. Een kansruimte die als model voor een alternatief kan 

dienen krijgen wij door n = {0,1} en A= M(n) te nemen. De kansmaat P 

op A wordt dan geheel vastgelegd door P(1), de kans op een succes: 

Kiezen wij P(1) = p met 0,;;, p < 1, dan volgt P(O) = 1 - p. 
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Een voorbeeld van een alternatief is het kruis of munt gooien met een 

geldstuk, waarbij bv. de uitslag "kruis" een succes genoemd wordt. Als 

men de beide mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk acht, zodat men 

p ~ stelt, dan spreekt men van een zuivere munt. 

2.1.2. Aselecte trekking 

Beschouwen wij nu een experiment dat een eindig aantal (r mogelijke) 

uitkomsten heeft. Een kansruimte voor een dergelijk experiment kan 

men construeren door n = {1,2, .•• ,r} en A= M(n) te kiezen. Een kans­

maat P op A wordt dan geheel vastg~legd door de keuze van niet-nega­

tieve getallen P(1),P(2), •.. ,P(r), zodanig dat hun som 1 is. Bij veel 

experimenten van dit tYIJe, bv. het gooien met een dobbelsteen, het 

trekken van een kaart uit een goed geschud pak speelkaarten, het 

blindelings trekken van een loterijbriefje of een knikker uit een 

vaas met r goed doorelkaar geschudde genummerde briefjes of knikkers, 

zal men op grond van symmetrie alle mogelijke uitkomsten even waar­

schijnlijk achten, zodat men P(i) = ~· i = 1,2, ... ,r zal kiezen. Men 

spreekt dan van een worp met een zuivere dobbelsteen of van een ase­

Zecte trekking van 1 object uit een collectie van r objecten. 

2.1.3. Aselecte trekking van een getaZ tussen 0 en 1 

In voorbeeld 2.1.2 hebben wij het woord "aselect" gebruikt om aan te 

geven dat het experiment een zekere symmetrie vertoonde, met als ge­

volg dat alle mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk geacht werden. 

Een dergelijke symmetrie kan echter ook aanwezig zijn bij experimenten 

met oneindig veel mogelijke uitkomsten. Wij kunnen hierbij denken aan 

een continu analogon van een roulette: een ronddraaiende wijzer, die 

op zeker moment tot rust komt, waarna men de stand van de wijzer af­

leest op een lineaire schaalverdeling van 0 tot 1 op de cirkel waar­

langs de punt van de wijzer kan bewegen. Bij dit experiment hebben 

wij n = (0,1], en het ligt voor de hand voor A de a-algebra van alle 

Borelverzamelingen in (0,1] te kiezen. De veronderstelling dat alle 

mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk zijn is nu echter niet vol­

doende om een kansmaat P op A vast te leggen. Uit deze veronderstel­

ling volgt alleen dat iedere eenpuntsverzameling in (0,1] de maat 0 
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moet hebben. De afwezigheid van enige voorkeur bij dit experiment kun­

nen wij echter ook omschrijven door te stellen dat de kans, dat de 

uitslag van het experiment in een gegeven interval (a,b] c (0,1] valt, 

niet van de ligging, maar alleen van de lengte van dit interval af­

hangt. Maar dan moet deze kans evenredig zijn met de lengte van het 

beschouwde interval, en, daar Q zelf lengte 1 heeft, zelfs gelijk zijn 

aan deze lengte. Hiermee is P geheel vastgelegd (zie voorbeeld 1.5.2): 

P is de Lebesgue maat op A. Dit voorbeeld verklaart waarom voor de o­

algebra van eventualiteiten A niet steeds M(n) wordt gekozen. Weliswaar 

zou men in dit geval verder kunnen gaan dan de Borelverza.melingen en 

voor A de Lebesgue-meetbare verza.melingen kunnen kiezen, doch de 

Lebesgue maat-is niet tot M(n) uit te breiden. 

2.1.4. Aselecte steekproef 

Wij beschouwen nu het experiment dat bestaat uit het nemen van een 

steekproef van n objecten uit een gegeven collectie van N objecten. 

Om de gedachten te bepalen denken wij hierbij aan een vaas met N ge­

nummerde knikkers, waaruit men een steekproef van n knikkers neemt. 

Men kan hierbij op verschillende manieren te werk gaan: 

a) Na de vaas met inhoud goed geschud te hebben neemt men een voor 

een n knikkers uit de vaas. Het resultaat noemt men een geordende 

steekproef zonder teruglegging. De mogelijke uitkomsten van dit 

experiment kan men omschrijven als alle geordende n-tallen van de 

vorm (i 1,i2 , •.. ,in) waarin i 1,i2 , .•. ,in verschillend zijn en 

1 ~ ij ~N voor j = 1,2, ... ,n. Er zijn N!/(N-n)! zulke geordende 

n-tallen, en het lijkt onder de gegeven omstandigheden redelijk 

alle mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk te achten. Men komt 

zo tot een kansruimte (n,A,P), waarbij Quit N!/(N-n)! punten be-

staat, A M(n) en waarbij de kansmaat P aan iedere eenpuntsver-

za.meling de kans (N-n)!/N! toekent; men spreekt dan van een georden­

de aselecte steekproef zonder teruglegging, of wel van n aselecte 

trekkingen zonder teruglegging. 

b. Na goed schudden neemt men in een keer n knikkers uit de vaas. Men 

heeft dan een ongeordende steekproef zonder teruglegging. Nu kan 

men de mogelijke uitkomsten identificeren met alle verza.melingen 
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van de vorm {i 1,i2 , ••• ,i } met i 1, ••• ,i verschillend en 1 <i. < N 
n n = J = 

voor j = 1,2, ••• ,n. Daar er (N) zulke verza.melingen zijn, en het 
n 

wederom redelijk lijkt alle mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk 

te achten komt men nu tot een kansruimte die uit (N) punten bestaat, 
n 

die ieder een kans 1/(N) hebben; men noemt dit een aseZeate steek­
n 

proef zonder terugZegging. 

De onder a) en b) genoemde kansruimten zijn consistent in de volgende 

zin. De eventualiteit in model a) dat de steekproef uit de knikkers 

i 1,i2 , .•• ,in bestaat ongeacht hun volgorde, bestaat uit n! punten, te 

weten de n! geordende n-tallen die men krijgt als men alle permutaties 

van i 1,i2 , ••• ,in opschrijft. De kans van deze eventualiteit in model a) 

is dus n! (NN-~)! = 1/(N), hetgeen gelijk is aan de kans die dezelfde 
• n 

eventualiteit in model b) heeft. Is men uitsluitend geinteresseerd in 

eventualiteiten waarbij de volgorde van de n knikkers in de steekproef 

geen rol speelt, dan kan men dus naar verkiezing met model a) of b) 

werken. 

c) Men trekt de knikkers een voor een, maar steeds legt men de laatst 

getrokken knikker, na het nummer te hebben genoteerd, terug in de 

vaas, voordat men deze goed schudt en de volgende knikker neemt. 

Men krijgt zo een geordende steekproef met teruglegging. Waar in 

de gevallen a) en b) noodzakelijk is dat n ;;;,N, mag hier n > N zijn. 

De mogelijke uitkomsten van het experiment kunnen we identificeren 

met de geordende n-tallen (i 1,i2 , ••• ,in) met 1;;;, ij ;;;_N voor 

j = 1,2, ••• ,n, waarbij de i. niet noodzakelijk verschillend hoeven 
J 

te zijn. Het aantal mogelijke uitkomsten is derhalve Nn, en ook 

hier is het redelijk aan alle mogelijke uitkomsten dezelfde kans 

N-n toe te kennen; men spreekt van een geordende aseZeate steekproef 

met teruglegging, of wel van n aseZeate trekkingen met terugZegging. 

We veronderstellen nu dat r van de N knikkers in de vaas, bv. de 

knikkers met de nummers 1, 2, .•• ,r, rood zijn en dat de overige w = N - r 

wit zijn, en we vragen naar de kans pk dat een aselecte steekproef van 

n knikkers precies k rode knikkers zal bevatten. Het antwoord op deze 

vraag hangt er uiteraard van af of de steekproef met of zonder terug­

legging wordt genomen. In het laatste geval maakt het echter geen 
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verschil of we met model a) of b) werken, omdat de volgorde van de 

knikkers in de steekproef hier geen rol speelt. (Dit zou wel het geval 

zijn als wij bv. vroegen naar de kans dat de eerste k knikkers in de 

steekproef rood zijn en de volgende n - k knikkers wit.) 

In het geval dat geen teruglegging plaats vindt zijn er onder de 

(:) mogelijke ongeordende steekproeven precies (~) (n:k) die uit k 

rode en n - k witte knikkers bestaan, zodat 

Hierbij zij opgemerkt dat het aantal rode knikkers in de steekproef 

uiteraard niet groter dan min(n,r) kan zijn en dat het aantal witte 

knikkers in de steekproef niet groter dan min(n,w) kan zijn. Bij sub­

stitutie van een waarde voor k, zodanig dat k > min(n,r) of 

n - k > min(n,w), in onze uitdrukking voor pk, vinden wij dan ook 

pk = O, dankzij de gebruikelijke conventies voor binomiaalcoefficienten. 

Neemt men de steekproef met teruglegging, dan zijn er onder de Nn 

. . k n-k . . 
mogel1Jke resultaten r w waarbiJ de steekproef k rode knikkers op 

k voorgeschreven plaatsen bevat en verder uit witte knikkers bestaat. 

Daar men k plaatsen in de steekproef op (~) manieren kan voorschrijven, 

bestaat de eventualiteit dat de steekproef precies k rode knikkers be-

. (n) k n-k vat dus uit k r w punten, zodat 

Het aantal rode knikkers in de steekproef moet uiteraard tussen 0 en n 

liggen. Voor k < 0 en k > n geeft onze formule dan ook pk = 0. 

Opgaven 

1. Geef een volledige opsomming van de in voorbeeld 2.1.4 a), b) enc) ge-

noemde uitslagenruimte n voor N = 4, n 3. Als de knikkers 1 en 2 rood, 

en de knikkers 3 en 4 wit zijn, geef dan in elk van de modellen a), b) 

en c) aan uit welke punten van n de volgende eventualiteiten bestaan: 
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a) De steekproef bevat alleen rode knikkers 

b) De steekproef bevat 1 rode en 1 witte knikker 

c) De steekproef bevat minstens 1 witte knikker. 

Beschrijf evenzo voor model c) de eventualiteit dat de steekproef uit 

twee verschillende knikkers bestaat. Bereken in ieder van deze gevallen 

de kans van de beschouwde eventualiteit. 

2. In een meer zit een onbekend aantal vissen. Om dit aantal n te schatten 

vangt men eerst m vissen. Deze worden gemerkt en daarna weer in het meer 

losgelaten. Enige tijd later vangt men een tweede steekproef van r vissen. 

Zij pk(n) de kans dat deze tweede steekproef precies k gemerkte vissen 

bevat. Bereken voor vaste k ~ 0 die waarde van n, waarvoor pk(n) maximaal 

is. (Dit getal heet als functie van k = 0,1, ... de meest aannemeZijke 

sahatteP voor n.) 

3. Een hoge hoed bevat N loten met de nummers 1 tot en met N. Hieruit trekt 

men aselect en met teruglegging n loten. Bereken de kans dat het hoogste 

getrokken lotnummer gelijk is aan k ( 1 ~k ~N). 

4. Een groep studenten bestaat uit 2N meisjes en 2N jongens. Men verdeelt 

deze groep aselect in twee groepen van gelijke grootte. Bereken de kans 

dat ieder van deze twee groepen uit evenveel meisjes als jongens bestaat. 

2.2. VOORWAARDELIJKE WAARSCHIJNLIJKHEID 

Zij gegeven een kansruimte (Q,A,P). Voor A,B EA met P(A) 1 0 defini­

eert men de voo1'/JJaaPdeZijke waaPsahijnZijkheid van B gegeven A: 

(2 .2. 1) I P(AB) 
P(B A) = P(A) • 

Gema.kkelijk is na te gaan dat P(BjA) bij vaste A als functie van B een 

kansmaat op A is en dat 

P(BjA) {:(BJ 
P(A) als B c A. 

als B c Ac, 
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De kansmaat P(• IA) wordt dus uit de oorspronkelijke maat P verkregen door 

de maat die P buiten A legt te verwijderen en de resterende maat op de in 

A bevatte deelverzameling opnieuw te normeren. 

We kunnen deze definitie als volgt motiveren. Stel dat (0.,A,P) een 

model is voor een experiment E. We beschouwen dan naast E een nieuw experi­

ment EA dat in feite gelijk is aan E, maar waarbij als extra voorwaarde 

wordt gesteld dat A moet optreden. Om EA uit te voeren dient men dus aller­

eerst E uit te voeren en te kijken of A daarbij optreedt. Is dit het geval, 

dan heeft men daarbij EA uitgevoerd, en anders beschouwt men het experiment 

als mislukt en doet men het over. Willen we nu voor EA een kansruimte 

(0.A,AA,PA) construeren, dan mogen we ongestraft 0.A = 0. en AA= A nemen, als 

we tenminste PA(Ac) = 0 stellen. Ter bepaling van PA(B) voor een willekeu­

rige eventualiteit B E A beschouwen wij een reeks van n realiseringen van 

het oorspronkelijke experiment E. Als A hierbij n(A) keer optreedt, dan be­

vat onze reeks van n realiseringen van E een reeks van n(A) realiseringen 

van EA, en het aantal malen dat B optreedt bij deze n(A) realiseringen van 

EA is gelijk aan n(AB), het aantal malen dat AB optreedt bij den realise­

ringen van E. Het frequentiequotient fqA(B) van B in de reeks van n(A) rea­

liseringen van EA wordt dus gegeven door 

f (B) = n(AB) = fg(AB) 
qA n(A) fq(A) 

Als (0.,A,P) een goed model voor E is, dan zullen fq(AB) en fq(A) bij grote 

n in de buurt van resp. P(AB) en P(A) liggen, zodat fqA(B) in de buurt van 

P(BIA) komt. Derhalve dienen wij PA= P(•IA) te kiezen. Een andere schrijf­

wijze voor de definitie (2.2.1) is 

(2.2.2) P(AB) P(A) P(BjA), 

een gelijkheid die ook zinvol blijft als P(A) = O, hoewel P(BIA) in dat ge­

val ongedefinieerd blijft. Door inductie volgt uit (2.2.2) de zogenaamde 

productregel 

n 
(2. 2.3) P( n A.) 

1 J_ 

n-1 
P(A 1 ) P(A2 1A1 ) P(A3 1A1A2 ) ... P(Anl ~ A.). 

J_' 
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Als een eindige of aftelbare collectie verza.melingen A1 ,A2 , ... EA 
een partitie van Q vormt (d.w.z. uA. = Q en A.A.=~ als i ¥ j), dan volgt 

l l J 
voor willekeurige B E A: 

(2.2.4) P(B) l P(A.) P(BIA. ). 
. l l 
l 

Als bovendien P(B) ¥ O, dan volgt hieruit 

(2.2.5) P(A. IB) 
J 

P(A.) P(BIA·) 

l P(A.) P(BIA.) 
. l l 
l 

welke formule bekend staat als de regel van Bayes. 

Zoals uit de volgende voorbeelden zal blijken zijn voorwaardelijke 

waarschijnlijkheden vaak zeer nuttig bij de constructie van kansruimten bij 

gegeven experimenten, daar in veel gevallen door de omschrijving van het 

experiment bepaalde voorwaardelijke kansen worden vastgelegd. 

Voorbee lden 

2.2.1. Geordende aseleate steekproef 

De in voorbeeld 2.1.4 a) omschreven handelwijze laat zich ook als 

volgt omschrijven: Gegeven is een vaas met N knikkers, genummers van 1 tot 

en met N. Hieruit neemt men aselect 1 knikker en vervolgens kiest men tel­

kens aselect 1 knikker uit de nog in de vaas aanwezige knikkers, totdat men 

in totaal n knikkers uit de vaas genomen heeft. Zij nu (i 1,i2 , ... ,in) een 

geordend n-tal met i 1 , ..• ,in verschillend en 1,;;;, ij,;;;, N voor j = 1,2, ... ,n. 

Daar de eerste knikker aselect gekozen wordt uit alle N knikkers moeten we 

de kans dat de eerste knikker het nummer i 1 heeft gelijk aan 1/N stellen. 

Als reeds bekend is dat de eerste k knikkers de nummers i 1 , ... ,ik hebben, 

dan wordt de volgende knikker aselect gekozen ui t de nog resterende N - k 

knikkers, waaronder knikker ik+l· De voorwaardelijke kans dat de (k+1)-ste 

knikker het nummer ik+1 heeft, gegeven dat de eerste k knikkers de nummers 

i 1,i2 , ... ,ik hebben, moeten wij dus gelijk aan 1/N-k stellen (k=1,2, ... ,n-1). 

Toepassing van de productregel (2.2.3) geeft nu 

N 
1 

N-1 
_1 __ (N-n)! 
N-n+1 N! 
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hetgeen in overeenstemming is met de eerder gemaakte keuze voor deze kans. 

Neemt men de steekproef met teruglegging, dan is iedere trekking op­

nieuw een aselecte trekking van 1 knikker uit onze vaas met N knikkers. Met 

behulp van de productregel volgt hieruit dat we voor ieder geordend n-tal 

< i. < N voor j 
= J = 

1 
N N 

1,2, ..• ,n, 

moeten kiezen, hetgeen weer in overeenstemming is met de in voorbeeld 2.1.4 

c) gedane keuze. 

2.2.2. 

Gegeven zijn twee vazen met knikkers: Vaas I bevat 2 witte en 8 rode 

knikkers, vaas II bevat 4 witte en 1 rode knikker. Men kiest aselect, bv. 

door met een zuivere munt te gooien, een van deze vazen en trekt daaruit 

aselect 1 knikker. Zij W de eventualiteit dat deze knikker wit is. We kun­

nen P(W) dan berekenen met behulp van (2.2.4). Immers, als A1 resp. A2 de 

eventualiteit is dat vaas I resp. II gekozen wordt, dan is P(A1 ) = P(A2 ) 

wegens de aselecte keuze van de vaas. Omdat de knikker aselect getrokken 

wordt ui t de gekozen vaas geldt 

5' 

Hieruit volgt 

P(W) 

Door toepassing van de regel van Bayes vinden wij verder 

1 1 -x-
L__.2_ 

1 - 5• 
2 

Op grond van het voorgaande kunnen wij dit als volgt interpreteren: Voert 

men het gehele experiment, inclusief de keuze van de vaas, een groot aantal 

malen uit, dan mag men verwachten, dat in ongeveer de helft van de gevallen 

1 
2 
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1 de gekozen knikker wit zal zijn, in ongeveer 5 van de gevallen waarin de 

gekozen knikker wit is, zal deze knikker uit vaas I afkomstig zijn. 

Opgaven 

1. Men trekt aselect 5 speelkaarten uit een spel van 52 kaarten. Zij A de 

eventualiteit dater precies 3 zwarte kaarten (klaveren of schoppen), en 

B. (i=0,1,2,3,4) de eventualiteit dater precies i azen voorkomen onder 
:L 

de 5 getrokken kaarten. Bereken P(B.) en P(B. jA) voor i = 0,1 ,2,3,4. 
:L :L 

2. Bij een spel bridge bezitten de spelers N en Z samen 2 azen. Bereken de 

kans dat de andere 2 azen niet in een hand zitten. 

3. Een socioloog heeft geconstateerd dat onder de inwoners van L· 80% van 

alle linkshandigen en 30% van alle rechtshandigen een auto bezit, terwijl 

20% van alle inwoners linkshandig is. Welk percentage van de inwoners 

van L. hee~ een auto? Welk percentage van de autobezitters in L. is 

rechtshandig? 

4. Men neemt, al dan niet met teruglegging, een aselecte steekproef van n 

knikkers uit een vaas, die rode en witte knikkers bevat. Bereken de voor­

waardelijke kans dat de eerste knikker in de steekproef rood is, gegeven 

dat de steekproef in totaal k rode knikkers bevat ( O ;;,k ;;,n) . 

2.3. ONAFHANKELIJKHEID 

Zij gegeven een kansruimte (n,A,P). 

Definitie 2.3.1. 

Twee eventualiteiten A, B heten (onderZing) onafhankeZijk (afkorting: 

o.o.) als P(AB) = P(A) P(B). 

Twee klassen eventualiteiten c 1,c2 c A heten (onderling) onafhankelijk 

als ieder paar eventualiteiten A1 E C1, A2 E c2 o.o. is. 

Een eventualiteit A waarvoor P(A) = O of is dus o.o. met betrekking 

tot iedere eventualiteit B. Daar P(AB) = P(A) P(B) impliceert dat 

P(AcB) = P(Ac) P(B), P(ABc) = P(A) P(Bc) en P(AcBc) = P(Ac) P(Bc) (zie op­

gave 2), houdt onafhankelijkheid van A en Bin dat de klassen {0,A,Ac,n} en 

{0,B,Bc,n} o.o. zijn. Indien O < P(A) < 1, dan is onafhankelijkheid van A 
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en B dus eQuivalent met P(B\A) = P(B\Ac) = P(B). Hieraan ontleent het be­

grip onafhankelijkheid zijn intuitieve interpretatie: informatie over het 

al dan niet optreden van A brengt geen verandering in de kans die wij aan B 

toekennen en leert ons dus niets over het optreden van B. Indien P(A) = 0 

of 1, dan geeft het al dan niet optreden van A geen enkele informatie. Daar 

de definitie van onafhankelijkheid symmetrisch in A en B is mogen wij in 

deze interpretatie de rollen van A en B verwisselen. 

Een eerste uitbreiding van deze definitie tot meer dan twee (klassen 

van) eventualiteiten is de volgende. 

Definitie 2.3.2. 

Eventualiteiten At, t E T heten paarsgewijs onafhankelijk als ieder 

paar eventualiteiten A s' At met s,t E T, s ¥ t, o.o. lS. 

Klassen van eventualiteiten et c A, t E T heten paarsgewijs onafhanke-

lijk als elk tweetal klassen e s' et met s,t E T, s ¥ t, o.o. is. 

Als A, B en C drie paarsgewijs onafhankelijke eventualiteiten zijn, 

dan kan er toch nog een zekere mate van afhankelijkheid tussen A, B en C 

bestaan, zoals blijkt uit het volgende voorbeeld. 

Voorbeeld 2.3.1. 

Beschouwen wij het experiment dat bestaat uit het doen van twee worpen 

met een zuivere dobbelsteen. Zij n de bijbehorende uitslagenruimte met 

A= M(n) en zij, voor i = 1,2, e. de klasse van alle eventualiteiten waar-
1 

van het al of niet opt~eden geheel bepaald wordt door het resultaat van de 

i-de worp. Het ligt dan voor de hand P zo te kiezen, dat e 1 en e 2 o.o. zijn. 

In combinatie met de veronderstelling dat de dobbelsteen zuiver is, leidt 

dit tot het toekennen van gelijke kansen aan de 36 punten in n. 
Zij nu A de eventualiteit dat het resultaat van de eerste worp even is, 

B de eventualiteit dat het resultaat van de tweede worp even is, en C de 

eventualiteit dat het totale aantal ogen even is. Een eenvoudige berekening 

leert dan dat A, B en C paarsgewijs onafhankelijk zijn met P(A) = P(B) = 
= P(C) = i· Uit de definitie van A, B en C volgt verder 
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zodat 

AC = BC = AB = ABC. 

Derhalve hebben wij 

P(C!AB) P(B!AC) = P(A!Bc) = 1. 

Hoewel informatie over het al of niet optreden van een van de eventualitei­

ten A, B en C ons niets vertelt over het al of niet optreden van de andere 

twee, impliceert het optreden van twee van deze eventualiteiten, dat ook de 

derde optreedt. 

Gezien het voorgaande zullen wij, als wij elke afhankelijkheid tussen 

een aantal eventualiteiten At' t E T willen uitsluiten, moeten eisen dat 

iedere voorwaardelijke kans van de vorm P(At !At ••• At ), voor zover ge-
1 2 k 

definieerd, gelijk is aan de corresponderende onvoorwaardelijke waarschijn-

lijkheid P(At ) • 
1 

Definitie 2.3.3. 

Eventualiteiten At, t E T heten onderZing onafhankeZijk als 

k k 
P( n A ) = n P(At.) 

i=1 ti i=1 1 

voor iedere eindige deelverzameling {t1,t2 , ••• ,tk} van T. 

Klassen van eventualiteiten et c A, t E T heten onderling onafhankelijk 

als voor iedere keuze van At E et' t ET de eventualiteiten At' t ET o.o. 

zijn. 

Stelling 2.3.1. 

Als algebra's Ft E A, t E T onderling onafhankelijk zijn, dan zijn de 

daardoor voortgebrachte a-algebra's At, t E T dat ook. 

Bewijs: 

Laat A. E At , t. E T, i = 1,2, ••• ,k < 00 , en zij £ > O. Voor iedere 
1 i J. 

n > 0 en i = 1,2, .•• ,k is er volgens stelling 1.5.1 een verzameling Bi E Ft. 

zodanig, dat P(A.6B.) < n· 
1 1 

1 



Daar 

volgt dan 

k 
n 

i=1 
A.) !::. 

l 

k 
n 

i=1 
B.) c 

l 

k 
u 

i=1 

k k k 

(A. !::.B. ) , 
l l 

JP(n A.) - P(n B.lJ ~I P(A.t:.B.) < k.n. 
1 l 1 l - 1 l l 

Kiezen wij n > 0 zo klein dat k.n < £/2 en bovendien 

dan volgt 

k k 
In P(A.) - n P(B.ll < £/2, 
1 l 1 l 

k k 
IP(n A.) - n P(A.ll < £, 

1 l 1 l 

en dus, daar £ > 0 willekeurig klein genomen kan warden, 

k 
P( n A.) 

l 

k 
n P(A.). 
1 l 

Voorbeeld 2.3.2. Onafhankelijke experimenten 

Zij E een samengesteld experiment dat uit n deelexperimenten E. met 
l 

kansruimten (n. ,A. ,P.) bestaat (i=1 ,2, •.. ,n). Willen wij bij E een kans-
1 l l 

ruimte (n,A,P) construeren, dan ligt het voor de hand (n,A) gelijk te stel-

len aan de product meetbare ruimte van de (n.,A.). Voor i = 1,2, ..• ,n zij 
l l 

A~ de klasse van alle eventualiteiten waarvan het al of niet optreden 
l 

geheel bepaald wordt door de uitslag van Ei. Gemakkelijk is 

A~ een a-algebra is en uit alle verz8Jllelingen van de vorm 

in te zien dat 

* A.= A1 x A2 x ••• x A, met A. 
l n J 

= QJ. voor j 1 i en A. EA., bestaat. Uiter-
1 l 

aard moeten wij P zo kiezen dat P(A~) = P.(A.) voor A.EA., i = 1,2, ... ,n, 
l l l l l 

wil ons model (n,A,P) in overeenstemming zijn met de gegeven modellen 

(n. ,A.,P.). We veronderstellen nu dat de deelexperimenten E1. op een zodanige 
l l l 

wijze warden uitgevoerd, dat zij elkaar niet kunnen beinvloeden, met als 

consequentie dat in ons model (n,A,P) de a-algebra's A~ o.o. moeten zijn. 
l 

EA., i = 1,2, ... ,n, 
l 



volgt hieruit 

n 
P(A1xA2x ..• xAn) = P(n 

i=1 
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A~) 
1 

n 
n 

i=1 
P(A~) 

1 

n 
n 

i=1 
P. (A.) 

1 1 

voor iedere productverzameling A1 x A2 x x An met Ai E Ai' 

i = 1,2, •.. ,n. Maar hiermee is P geheel vastgelegd: P is de productmaat 

P1 x P2 x ••• x Pn en (Q,A,P) is dus de productmaatruimte van de kansruim­

ten (Q. ,A. ,P.). Wij noemen in dit geval de deelexperimenten E1 , ... ,En onder-1 1 1 
ling onafhankelijk. 

De zojuist gegeven redenering blijft geldig als wij niet van een ein­

dige maar van een oneindige rij experimenten uitgaan. We kunnen A~ dan be-
1 

schrijven als de klasse van alle eventualiteiten A~= A1 x A2 x ••• met 

A.= Q. voor j ¥ i en A. EA .. De veronderstelling dat de a-algebra's A~, 
J J 1 1 1 

i = 1,2, ... o.o. zijn houdt dan in dat voor een willekeurige product cylin-

derverzameling A met zijden Ai E Ai' i 

k k 
P(A) P( n A~)= n P(A~) 

i= 1 1 1= 1 1 

zodat P 

Opgaven 

1,2, •.. k < 00 

k 
n 

i=1 
P.(A.), 

1 1 

1. Gegeven zijn twee vazen met knikkers. De ene vaas bevat 1 witte en 4 
rode knikkers, de andere 4 witte en 1 rode. Men kiest aselect een van 

de twee vazen en neemt daaruit met teruglegging een aselecte steekproef 

van n knikkers. Zij Ai de eventualiteit dat de i-de knikker in de steek­

proef wit is (i=1 ,2, ••. ,n). Gana of A1 ,A2 , ••. An onderling (paarsgewijs) 

onafhankelijk zijn. 

2. Bewijs: Als in een kansruimte (n,A,P) een collectie o.o. klassen 

et c A, t E T gegeven is, dan zijn ook de klassen c~ = {A: A E et of 

Ac E Ct} o.o. 

3. Bewijs: n eventualiteiten A1 ,A2 , •.• ,An zijn dan en dan alleen o.o. als 

n 
P( n A. ) 

i=1 1 

n 
n 

i=1 
P(A.) 

1 
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voor ieder van de 2n manieren waarop men hierin A. 
l 

substitueren. 

A. of A.= A7 kan 
l l l 

4. Bewijs: n aselecte trekkingen met teruglegging vormen o.o. experimenten; 

voor aselecte trekkingen zonder teruglegging is dit niet het geval. 

5. Construeer een kansruimte voor een oneindige rij o.o. alternatieven met 

succeskans p. 

2.4. KANSVERDELINGEN 

1 1 . 1 1 
Een kansmaat P op (R ,B ) wordt een (ka:ns)verdel~ng op (R ,B ) of 

1 
kortweg op R genoemd, of ook wel een een-dimensionale (kans)verdeling 

Definitie 2.4.1. 

Onder een verdelingsfunctie op R1 (een-dimensionale verdelingsfunctie) 

verstaan wij een reele niet-dalende, rechtscontinue functie Fop R1 met 

lim F(x) = 1 en lim F(x) = O. 
X.-+oo X7-oo 

Voor iedere kansverdeling Pop R1 is de functie F, gegeven door 

(2.4.1) F(x) P((-oo,x]),- oo < x < oo, 

een verdelingsfunctie. Omgekeerd is er bij iedere verdelingsfunctie Fop R1 

een unieke kansverdeling Pop R1 die voldoet aan (2.4.1) (zie voorbeeld 

1.5.3). Er is dus een een-eenduidig verband tussen kansverdelingen en verde­

lingsfuncties op R1. De in (2.4.1) gedefinieerde F wordt de verdelingsfunc­

tie van P genoemd. 
1 

Als een kansverdeling P op R absoluut continu is ten opzichte van een 
1 cr-finiete maat µ op B , dan hee~ P volgens de stelling van Radon-Nikodym 

(stelling 1.6.8) een dichtheid f ten opzichte vanµ: er is een eindige niet-
1 

negatieve meetbare functie f op R zodanig dat 

(2.4.2) P(B) f f(x) dµ(x), BE B1 
' 

B 

zodat in het bijzonder 

(2.4.3) f f(x) dµ(x) 1 . 
' 

R1 
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twee versies van f zijn µ-bijna overal gelijk. Omgekeerd is iedere eindige 

niet-negatieve meetbare functie fop R1 die aan (2.4.3) voldoet, e~n dicht­

heid ten opzichte vanµ van een kansverdeling Pop R1 gegeven door (2.4.2). 

Men noemt f een (ka:ns)dichtheid van P ten opzichte vanµ. Uit (2.4.1) en 

(2.4.2) volgt de relatie tussen verdelingsfunctie en kansdichtheid van P: 

(2.4.4) F(x) f f(y) dµ(y), _ 00 < x < oo. 

(-oo,x] 
1 Uit stelling 1.6.9 volgt dat elke verdelingsfunctie Fop R A-bijna overal 

differentieerbaar is en dat de bij F beliorende kansverdeling P dan en dan 

alleen absoluut continu is ten opzichte van A als I F'dA = 1. De dichtheid 

van P ten opzichte van A kunnen we dan gelijk stellen aan 

F'(x) als F differentieerbaar is in x, 
f(x)= 

0 anders. 
k k Een kansmaat Pop (R ,B ); 1 ~k < oo, wordt een (kans)verdeling op 

k k k -
(R ,B ) of kortweg op R genoemd, of ook wel een k-dimensionale (kans)verde-

ling. Een verdelingsfunctie op Rk wordt, analoog aan definitie 2.4.1, als 

volgt gedefinieerd (zie voorbeeld 1.5.4 voor de notatie). 

Definitie 2.4.2. 

Een reele functie F op Rk heet een verdelingsfunctie op Rk (k-dimen­

sionale verdelingsfunctie)'als F(x1 , ••• ,xk) een niet-dalende rechtscontinue 

functie van ieder van zijn argumenten is met 

lim 
X .. -+-oo 

l 

lim 
min x.-+oo 

1 

F(x1 , ••• ,xk)=O voor i 1,2, .•. ,k, 

F(x1, .•• ,~) 1 ' 

t · ·1 b d' .{k) • (k-1) .( 1) F(x) k erwiJ ovenienl.l~ Ll~_ 1 ... l.lh 1 >Ovoorallex,hER meth~O. 

De verdelingsfunctie F van een kansverdeling Pop Rk wordt weer door (2.4.1) 



gedefinieerd, nu met x E Rk zodat (-00 ,x] = {y: yi ,;;,, xi, i = 1,2, ... ,k} 

een eel in Rk voorstelt. Er 1s een een-eenduidig verband tussen kansverde­

lingen en verdelingsfuncties op Rk (zie voorbeeld 1.5.4). 

Als een kansverdeling P op Rk absoluut continu is ten opzichte van 

een cr-finiete maat µop Bk, dan is er een eindige niet-negatieve meetbare 

functie f op Rk zodanig dat (2.4.2) geldt voor alle B E Bk en dus in het 

bijzonder 

(2.4.5) J f(x) dµ(x) = 1. 

Rk 

Men noemt f een kansdichtheid van P ten opzichte van µ. Twee versies van f 

zijn µ-bijna 6veral gelijk en iedere eindige niet-negatieve meetbare func­

tie f waarvoor (2.4.5) geldt is een kansdichtheid van een kansverdeling P 

op Rk Ook nu geldt (2.4.4) voor x E Rk. Stelling 1.6.9 garandeert voor 

iedere kansverdeling P op Rk de existentie van een niet-negatieve meetbare 
k 

functie f op R met de eigenschap dat 

lim 
n-><o 

f(x) 

voor Ak-bijna alle x E Rk en voor iedere rij k-dimensionale kubussen 

K, n = 1,2, ... , die x bevatten en waarvoor lim Ak(K) = O. Verder zegt 

s:elling 1.6.9 dat P dan en dan alleen Ak-abs~~ut co:tinu is als If dAk 

en dat in dat geval f een versie van de dichtheid van P ten opzichte van 

Ak is. 

De kansverdelingen waar men zich in de toepassingen van de waarschijn­

lijkheidsrekening en de mathematische statistiek mee bezig houdt behoren 

merendeels tot een van twee typen, die discrete respectievelijk continue 

verdelingen worden genoemd. 

Definitie 2.4.3. 
Een kansverdeling Pop Rk, k ~ 1, beet discreet als er een eindige of 

. k . ( ) aftelbare verzamel1ng D c R 1s met PD = 1. 

k 
Voor een discrete kansverdeling P op R geldt 

P( B) = l P({x}), 
XEBnD 
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waarbij de som in het rechterlid steeds hoogstens a~elbaar veel termen be­

vat. Dit betekent dat P absoluut continu is ten opzichte van de telmaat µ, 

gegeven door 

µ{B) = aantal elementen van B n D, B E Bk; 

voor de kansdichtheid van P ten opzichte van µ kan worden gekozen 

f(x) = P({x}), x E Rk. 

Omgekeerd is ook iedere kansverdeling die absoluut continu is ten opzichte 

van een telmaat op een eindige of aftelbare verzam.eling D c Rk, discreet. 

De verdelingsfUnctie F van een discrete kansverdeling P kan men beschrijven 

als een sprongfunctie voor k = en een "terrasfUnctie" voor k > 1: 

F(x) = l 
Y:l;,,X 

yED 

en iedere kansverdeling met een dergelijke verdelingsfunctie is discreet. 

Definitie 2.4.4. 

Zij C een open verzam.eling in Rk, k 2:. 1. Onder een aontinue verdeling 
C t . . ,k . . k op vers aan wiJ een A -absoluut continue kansverdeling P op R , waarbiJ 

de dichtheid op C continu kan worden gekozen, terwijl P(Cc) = O, zodat de 

dichtheid op Cc gelijk aan O kan worden gesteld. 

Als P een continue verdeling is op een open verzam.eling C c Rk en f een ver­

sie is van de dichtheid van P ten opzichte van ).k die op C continu is, dan 

wordt de verdelingsfunctie F van P gegeven door 

~ x1 

F(x) = I k f(y) d). (y) = I ... I f(yi' .•• yk) 

{-oo,x] 

De verdelingsfunctie van een continue verdeling kan dus door Riemann inte­

gratie van de dichtheid worden verkregen. 

Stelling 2. 4. 1. 

Een verdeling P op Rk is dan en dan alleen continu op een open verza­

meling C c Rk als voor iedere x E C en voor een rij k-dimensionale kubussen 
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Kn' n = 1,2, .•• , die x bevatten en waarvoor lim Ak(Kn) 

(2.4.6) f(x) 
P(K ) 

lim ~~n~ 
k n..._ A (K ) 

n 

n..._ 
O, de limiet 

bestaat, terwijl bovendien de aldus gedefinieerde functie fop C continu is 

en ff dAk = 1. De functie fIC is dan een versie van de dicbtbeid van P 

c 
t . ,k . . . . 1 

en opzicbte van A • In bet blJZOnder is een verdeling P op R dan en dan 

alleen continu op een open verzamelinr c c R1 als zijn verdelingsfunctie F 

op C een continue afgeleide beeft en F'dA 

c 
1. De functie F'Icis dan een 

versie van de dicbtbeid van P ten opzicbte van A. 

Bewijs: 

Zij P continu op C en zij g de versie van de dicbtbeid van P die con­

t inu is op C en daarbuiten gelijk is aan O. Men gaat gemakkelijk na dat de 

limiet (2.4.6), voor iedere x E C en iedere rij k-dimensionale kubussen van 

bet bescbouwde type, bestaat en gelijk is aan g(x). Hieruit volgt dat 

g = f IC en 

f 
f dAk = 

f 
g dAk 

c Rk 

Als omgekeerd P aan de gestelde 

1.6.9, die onder meer zegt dat 

C bestaat, 

p(rf) > 

k 
= P(R ) = 1. 

voorwaarde voldoet, dan volgt uit stelling 

de limiet (2.4.6) ook Ak-bijna overal buiten 

1. 

Op grand van dezelfde stelling kunnen wij bieruit besluiten dat P Ak-abso­

luut continu is en dat iedere functie, die Ak-bijna overal gelijk is aan f, 

een versie is van de dicbtheid van P. Dit boudt in dat 

P(C) = J f dAk 1, 

c 
en dus is de functie fIC een versie van de dicbtbeid van P. Daar f continu 

is op C geldt betzelfde voor P. Voor een een-dimensionale verdeling P kan 

men de limiet (2.4.6) in bet bovenstaande zonder meer vervangen door de 

afgeleide van de verdelingsfunctie. 
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Zoals hierboven reeds werd opgemerkt kunnen wij voor een-dimensionale 

verdelingen de limiet (2.4.6) zonder meer vervangen door de afgeleide van 

de verdelingsfunctie. Voor meer-dimensionale verdelingen kan men deze limiet 

echter niet vervangen door een afgeleide in de klassieke zin. Er is dan ook 

geen eenvoudige nodige en voldoende voorwaarde in termen van afgeleiden van 

de verdelingsfunctie voor continuiteit op een open verzameling van een meer­

dimensionale verdeling. Wel kan men zonder veel moeite de volgende voor-
k waarde afleiden: Een kansverdeling P op R , k ~ 2, met verdelingsfunctie F 

is continu op een open verzameling C c Rk als alle partiele afgeleiden van 

de orde k en lager van F op C bestaan en- continu zijn, terwijl bovendien 

1. 

De dichtheid van P kunnen wij dan op C gelijk stellen aan ~ ox1 Clx2 . . . Clxk · 

Men verwarre de begrippen \k-absolute continuiteit en continulteit van 

een kansverdeling niet met continuiteit van zijn verdelingsfunctie. Iedere 
,k 1 . . . . k f A -abso uut continue, en dus ook iedere continue kansverdeling Pop R beet 

een continue verdelingsfunctie F. Voor iedere x E Rk geldt immers 

en 

k 
0 ,;;, F(x) - F(x-0) _s_ P( U {y 

- i=1 

{y : y. = x.}) = O. 
l l 

Y· l 
x.}) 

l 

Er ZlJn echter verdelingen met continue verdelingsfuncties die niet 

\k-absoluut continu zijn zijn, laat staan continu. 

Opgaven 
1 1. Bewijs dat een verdelingsfunctie op R hoogstens aftelbaar veel discon-

tinuiteiten heeft. 

2. Bewijs: Iedere verdelingsfunctie Fop R1 kan geschreven worden als een 
1 convexe combinatie F(x) = p Fc(x) + (1-p) Fd(x), x ER , met p E [0,1], 

waarin Fd een discrete en Fe een continue verdelingsfunctie is. 
. 2 . t 3. Geef een voorbeeld van een kansverdeling P op R met de eigenschap da 
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P(K ) 
lim ___ n_ = O 

n-+oo A. 2 (K ) 
n 

2 2 
voor A. -biJna alle x E R 

waarvoor lim A. 2 (K ) = O. 
n 

en iedere rij vierkanten K , die x bevatten en 
n 

n-+oo 

2.5. STOCHASTISCHE GROOTHEDEN EN VECTOREN 

Zijn wij bij een experiment geinteresseerd in een bepaald quantificeer­

baar, d. w. z. in een get al ui t te drukken aspect van de ui tslag van het ex­

periment, dan ligt het voor de hand dit aspect in het model (n,A,P) voor 

het experiment te representeren door een functie X, die aan iedere w E n 

een getal X(w) toevoegt. Daarbij zullen wij steeds eisen dat voor ieder in­

terval (a,b] de verzameling {w: X(w) E (a,bl} een eventualiteit is, zodat X 

een meetbare functie op n is. 

Definitie 2.5.1. 

Een reele, eindige, A-B1-meetbare functie op een kansruimte (n,A,P) 

heet een stocha.stische grootheid. 

Als regel zullen wij stochastische grootheden aanduiden met hoofdletter 

X, Y, etc. Dit om duidelijk onderscheid te maken tussen een stochastische 

grootheid, d.w.z. een functie X en een mogelijke waarde x = X(w) ervan. 

(Een andere, speciaal in ons land in zwang zijnde conventie is om stochasti­

sche grootheden met onderstreepte symbolen als ~·i. etc. aan te geven.) 

Wij zullen steeds gebruik maken van de volgende verkorte notatie: 

{X E B} {w: X(w) E B} 

P(X E B) P({XEB}) = P({w: X(w) E B}), B E B 1 

{X < x} {w: X(w) ~ x} 

P(X ~ x) P( {X ~ x}) = P({w: X(w) ~x }), X E R1 
' 

etc. 

Uit de overplantingsstelling (stelling (1.6.6) volgt dat voor iedere sto­

chastische grootheid X de functie PX gegeven door 
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een kansmaat op B1, d.w.z. een kansverdeling op R1 is. Wij noemen PX de 

(kans)verd.eling van de stochastische grootheid X. De verdelingsfunctie FX 

van PX wordt gedefinieerd door (2.4.1): 

(2.5.2) -oo < X < oo; 

FX wordt ook de verd.elingsfunctie van d~ stochastische grootheid X genoemd. 
1 

.Als PX absoluut continu is ten opzichte van een o-finiete maat µ op B met 

kansdichtheid fX ten opzichte van µ, dan geldt 

(2.5.3) PX(B) P(XEB) f fx(x) dµ(x), B € B1, 

B 

(2.5.4) Fx(x) P(X~x) = f 
(-co,x] 

rx(y) dµ(y), x € R1 
' 

(2.5.5) f fx(x) dµ(x) = 1. 

R1 

Men noemt fX een (kans)dichtheid van de stochastische grootheid X ten op­

zichte van µ • 

.Als x1,x2 , ••• ,~ stochastische grootheden op een gemeenschappelijke 

kansruimte (n,A,P) zijn, dan ligt bet voor de hand X = (x1 ,x2 , .•• ,Xk) een 

k-dimensionale stochastische vector te noemen. Dit is dan een functie op 

(n,A,P) met waarden X(w) = (x1(w),X2(w), ••• ,Xk(w)) € Rk, met de eigenschap 

dat de reele functies x 1 ,x2 , ••• ,Xk meetbaar zijn. De volgende formulering 

is hiermee equivalent (zie §1.4). 

Definitie 2.5.2. 

Een A-HK-meetbare functie op een kansruimte (n,A,P) met waarden in Rk 

beet een k-dimensionale stochastische vector. 

Evenals een stochastische grootheid bepaalt ook een stochastische vector 

X = (x1,x2 , ••• ,~) een kansverdeling PX gegeven door (2.5.1), doch nu met 
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BE Bk. Deze kansverdeling PX op Rk wordt de (kans)verdeling van de sto­

chastische vector X of ook wel de simultane (kans)verdeling van de stochas­

tische grootheden x1,x2 , ... ,~ genoemd. De verdelingsfunctie FX van PX 

wordt gedefinieerd door. 

(2.5.6) P(X~x) 
k 

P( n 
i=1 

{X. < x.}), 
l. = l. 

k 
x = (x1 , ... ,~) E R ; 

FX wordt ook de verdelingsfunctie van de stochastische vector X of de 

simultane verdelingsfunctie van de stochastische grootheden x1 ,x2 , ..• ,Xk 

genoemd. Als PX absoluut continu is ten opzichte van een o-finiete maat 

op~ met kansdichtheid fX ten opzichte vanµ, dan geldt (2.5.3) voor BE ~. 

(2.5.4) voor x E Rk en 

(2.5.7) 1. 

Men noemt fX een (kans)dichtheid van de stochastische vector X of een 

simultane (kans)dichtheid van de stochastische grootheden x1 ,x2 , ... ,Xk ten 

opzichte van µ. 

Wanneer een stochastische vector X = (x1 ,x2 , .•. ,~), k;;;,, 1, een dis­

crete kansverdeling PX op een eindige of aftelbare verzameling D c Rk bezit 

(zie definitie 2.4.3) dan is 

een kansdichtheid van X ten opzichte van de telmaat op D, en 

PX(B) P(XEB) I P(X=x), B E ~. 
XEBnD 

Fx(x) P(X~x) I P(X=y), X E Rk 
' 

y~x 

yED 

I P(X=x) = 1. 
XED 
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De kansen P(X=x) voor x E D leggen de verdeling van een discreet verdeelde 

stochastische vector X dus geheel vast. 

Wanneer een stochastische vector X = (X1,x2 , ... ,~), k,;;., 1, een conti­

nue kansverdeling PX op een open verzameling C c Rk bezit (zie definitie 

2.4.4) dan wordt een versie van de dichtheid van X ten opzichte van de 
k Lebesgue maat A gegeven door 

0 voor x E Cc, 

(2.5.8) 

voor x E C, 

waarin K ,n=1,2, ..• , een rij k-dimensionale kubussen is, die x bevatten en 
n k 

waarvoor lim A (K ) = 0. Hierbij moet warden opgemerkt dat in het geval n-+<x> n 
van een stochastische grootheid k = 1 en de limiet in (2.5.8) op C gelijk 

is aan de afgeleide van de verdelingsfunctie van X. De verdelingsfunctie 

FX van een stochastische vector X van willekuerige dimensie k,;;., 1, die een 
. . . k continue verdeling PX op een open verzameling C E R heeft, wordt gegeven 

door 

k 
P( n {X.2._x.}) 

i,,;1 i- l 

waarin fX gedefinieerd is door (2.5.8). 

x1 

J rx(y1, ..• ,yk) dy1 ... dyk, x E Rk, 

Merk op dat voor een continu verdeelde stochastische vector X steeds 
k P(X=x) = O voor alle x E R ; deze kansen verschaffen in dit geval dus geen 

enkele informatie over de verdeling van X. 

Uit de kansverdeling van X = (x1 , ••• ,~) kan de verdeling van 

X (X 1 , ••• ,Xm)' m < k, eenvoudig warden afgeleid. Daar voor BE Ifl, 
~ k-m 

{X E B} = {X E B x R }, geldt 

B E Ifl, 

en hieruit volgt voor x (x , ... ,x ) E Rm 
1 m 
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l 
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In dit verband noemt men de verdeling PX de marginale (kans)verdeling van 

X. Als de verdeling van X discreet is, dan geldt voor x = (x1, ... ,xm) E Rm 

P(X=x) l P(X=(x 1 , ••• ,~)) 

~ 

waarbij de sommatie zich uitstrekt over alle (x1 , .•• ,xk) waarvoor 

(x 1 , ••• ,xm) = x. Als de verdeling van X Ak~absoluut continu is met dicht­

heid fX, dan is de verdeling van X Am-absoluut continu met dichtheid 

fX(x) = Jk fx(x,, ... ,xk)dAk-m(xm+1•····xk), 
R -m 

Voor x E Rm geldt immers 

m 
x = (x1 , ... ,xrJ E R . 

FX(x) = J 1 .•. J 1 J ... J fx(y 1, •.. ,yk)dA(y1 ) ••• dA(yk)= 

R R (-oo,xm] (-oo,x1J 

J rx(z)dAm(z). 

(-oo ,x] 

Zoals wij een k-tal stochastische grootheden op een kansruimte als een 

k-dimensionale stochastische vector kunnen beschouwen, zo kunnen wij ook 

een oneindige rij X = (x1,x2 , •.• ) van stochastische grootheden op een kans­

ruimte (Q,A,P) opvatten als een 00-dimensionale stochastische vector, d.w.z. 

als een A-B00-meetbare functie op (Q,A,P) met waarden X(w) = (X 1(w),X2 (w), ... ) 

in (R00 ,B00
). De A-B00-meetbaarheid van X is immers equivalent met de A-B1-

meetbaarheid van de componenten X., i = 1,2, ...• Onder de verdeling van 
l 

zulk een 00-dimensionale stochastische vector, of de simultane verdeling 

van de stochastische grootheden X., i = 1,2, ... verstaan wij de kansmaat 
l 
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Nu wordt de a-algebra B00 voortgebracht door de algebra B+ die bestaat uit 

cylinderverza.melingen van de vorm 

1 ,2 ' •.•• 

Daar voor een dergelijke verza.meling 

betekent dit, dat PX bepaald wordt door de verdelingen Pk van de stochas­

tische vectoren (x1 , •.. ,~), k = 1,2, ... , en dus ook door hun verdelings­

functies Fk. Uiteraard zijn deze verdelingen consistent in de zin dat 

1 ,2 ' •.• ' 

of, in termen van de verdelingsfuncties, 

(2.5.9) 
y+oo 

k 1 ,2' .... 

Omgekeerd zegt de zogenaa.mde consistentiestelling van Kolmogorov dat er 
bij iedere consistente rij verdelingsfuncties Fk op Rk, k = 1,2, •.. , een 

kansmaat P op B00 bestaat, zodanig dat 

(y1, ... ,yk) < (x1, .•• ,xk)}, 

x (x1 , ... ,xk) E. Rk 

k 1,2, .... 

In 1.4 wordt gesproken over de a-algebra, die door een meetbare func­

tie in zijn domein wordt geinduceerd. Zo induceert een k-dimensionale 

(1,;;,k,;;,00 ) stochastische vector X op een kansruimte (n,A,P) een a-algebra 

AX c A in n, die bestaat uit alle verza.melingen van de vorm {X E. B} met 
B E. ff. Stellen wij ons (n,A,P) voor als een model voor een experiment E, 
dan kunnen wij AX omschrijven als de collectie van alle eventualiteiten 
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met de eigenschap dat het al of niet optreden ervan alleen van de uitslag 

w van het experiment afhangt via de daarbij behorende waarde X(w) van X. 

Deze interpretatie van de door een stochastische vector in Q geinduceerde 

a-algebra ligt ten grondslag aan het begrip onafhankelijkheid van stochas­

tische vectoren. 

Definitie 2.5.3. 

Zij (n,A,P) een kansruimte, T een willekeurige indexverzameling, en 

zij Xt voor iedere t ET een stochastische vector op (n,A,P). De stochas­

tische vectoren Xt' t E T heten dan onderling (paarsgewijs) onafhankelijk 

als de door hen in Q geinduceerde a-algebra's A~, t ET dit zijn. 

SteUing 2.5.1. 

Voor een eindige of oneindige rij stochastische grootheden x1, x2 , ..• 

op een kansruimte (n,A,P) zijn de volgende drie beweringen equivalent: 

(i) x1, x2 , ... zijn o.o.; 

(ii) De simultane verdeling PX van x1, x2 , ..• is de product kansmaat van 

hun marginale verdelingen; 

(iii)Voor iedere k = 1,2, ... is de simultane verdelingsfunctie Fk van 

x1, ..• ~ het product van hun marginale verdelingsfuncties: 

Bewijs: 

k 
n FX_(xi)' (x1, .•. ,xk) E Rk, k = 1,2, .... 

i=1 l. 

Zij Pk de simultane verdeling van x1, ..• ,~ (k=1,2, •.. ). Uit de de­

finities 2.3.3 en 2.5.3 volgt dan dat onderlinge onafhankelijkheid van 

x1 , x2 ,. . • equivalent is met de eigenschap dat 

k k 
P( n {X. E B.}) n ?X (B.), 

i=1 
l. l. i=1 

. l. 
l. 

als B. E B1 i 1 ,2' ... ' k, k 
l. ' 

1 ,2' ... 

De equivalentie van (i) en (ii) volgt dus rechtstreeks uit de definitie 

van productmaat. De equivalentie van (ii) en (iii) is een gevolg van de 

eeneenduidigheid van het verband tussen verdelingen en verdelingsfuncties 
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(zie 1.5, opgave 3). 

Stelling 2. 5.2. 

Zij X = (X 1 , ••• ,Xk) een k-dimensionale stochastische vector met de 

eigenschap dat de marginale verdelingen PX· dichtheden fX· ten opzichte 
l l 

van cr-finiete maten µ. hebben (i=l,2, .. ,k). Nodig en voldoende voor onder-
l 

linge onafhankelijkheid van x 1 ,x2 , ... ,Xk is dan dat hun simultane verde-

ling PX een dichtheid hee~ ten opzichte van de productmaat 

µ = µ 1 x µ2 x ... x µk, gegeven door 

k 
(x 1 , ••• ,xk) E R . 

Bewijs: 

De gestelde voorwaarde is, wegens de stelling van Fubini, equivalent 

met 

J fx(x)dµ(x) 

B,X· .. xBk 
i~l J 

B. 
l 

k 
n PX (B.) 

i=l i l 

B Bl i" voor i E , 

m.a.w. met de eis dat PX= PX 
1 

Ste U ing 2. 5 . 3. 

x P x ... x PX . 
x2 -11:. 

fx (x.)dµ.(x.) 
. l l l 
l 

1,2, ..• ,k, 

Zij Xt' t E T een collectie o.o. stochastische vectoren op een kans­

ruimte (n,A,P). Zij kt de dimensie van Xt en zij ft een Borelfunctie op 

Rkt met waarden in Rmt (tET). Dan zijn ook de stochastische vectoren 

Yt = ft(Xt), t E T onderling onafhankelijk. 

Bewijs: 

Voor t ET en BE If1t geldt f~ 1 (B) E Bkt, en dus 

zodat Ay 
t 

c A , t E T. 
xt 
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Wij besluiten deze paragraaf met enige opmerkingen over de kansver­

deling van een functie van een stochastische vector. Zij X = (x1, •.. ,~) 

een stochastische vector met kansverdeling PX en zij ~ een meetbare func­

tie op Rk met waarden in Rm. Dan is Z = ~(X) een m-dimensionale stochas­

tische vector waarvan de kansverdeling als volgt uit die van X kan worden 

gevonden: 

(2.5.10) B E Jf1. 

k 
Indien X een kansdichtheid f X ten opzichte van een cr-finiete maat µ op B 

bezit dan geldt dus 

(2.5.11) f fx(x)dµ(x), B E Jf1. 
{x:~(x)EB} 

Als X discreet verdeeld is, dan is de verdeling van Z eveneens discreet en 

wordt bepaald door 

(2.5.12) P(Z=z) l P(X=x), 
{x:~(x)=z} 

als X continu verdeeld is met kansdichtheid fX gegeven door (2.5.8) en bo­

vendien ~ continu is, dan geldt 

(2.5.13) f fx(x)dx, 

{x:~(x):s,z} 

waarbij het rechterlid een (oneigenlijke) Riemann integraal voorstelt. 

Het eenvoudigste voorbeeld van het bovenstaande is het volgende. 

Indien X een stochastische grootheid met verdelingsfunctie FX voorstelt, 

dan wordt de verdelingsfunctie van Y = a + bX, b > O, gegeven door 

P(a+bX~x) (x-a) 
FXb' - 00 < x < oo. 

De grafiek van Fy ontstaat dus uit die van FX door verschuiving naar rechts 

(c.q. links) over een afstand a (c.q - a) en vermenigvuldiging van de schaal 

langs de horizontale as met een factor b- 1 (d.w.z. bij behoud van dezelfde 
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schaal "uitrekken" van de grafiek in horizontale richting met een factor b). 

De klasse van alle kansverdelingen van de vorm FX(b- 1(x-a)), - oo <a< 00 , 

b > 0, noemt men de door FX voortgebrachte familie van kansverdelingen met 

plaatsparameter a en schaalparameter b. Evenzo noemt men de klassen 

{FX(x-a): - 00 <a< 00 } resp. {FX(b- 1x): b > O} de door FX voortgebrachte 

familie van kansverdelingen met plaatsparameter a resp. schaalparameter b. 

Bij de in de waarschijnlijkheidsrekening meest voorkomende families heeft 

men een bepaalde representant vastgelegd ten opzichte waarvan de plaats­

en/of schaalparameter worden gedefinie~rd. Deze representant wordt de 

standaard-verdeling van de familie genoemd. Indien PX continu is met kans­

dichtheid f = F' dan heeft de verdeling van Y = a + bX, b > O, als kans-X X 
dichtheid 

fy(x) - F'(x) - l f (x-a) - y - b x b • 

De grafiek van fy wordt uit die van fX verkregen door verschuiven over een 

afstand a, "uitrekken" in horizontale richting met een factor b en delen 

van de functiewaarden door b. De klassen van kansdichtheden 

{b-l fX(b- 1(x-a)): - oo <a< oo, b > O}, {fX(x-a): - 00 <a< 00 } en 
{ -1 ( -1 ) b fX b x :b > O} worden de door fX voortgebrachte families van kans-

dichtheden met plaatsparameter a en/of schaalparameter b genoemd. 

Een tweede probleem van dit type is het bepalen van de kansverdeling 

van Z = X + Y waarbij X en Y o.o. stochastische grootheden zijn. Wanneer 

PX,Y = PXxPY de simultane kansverdeling van X en Y voorstelt, dan volgt 

uit (2.5.10) en de stelling van Fubini (stelling 1.6.7) 

(2.5.14) 

f2 
1 {(u,v):u+v~z} (x,y) dPX,Y(x,y) 

R 

11 dPX(x) 11 I{(u,v):v~z-u} (x,y) dPY(y) 

Indien X en Y beide discreet verdeeld zijn, dan wordt.'de verdeling van Z 
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bepaald door 

(2.5.15) P(Z=z) L P(Y=z-x) P(X=x), 
x 

Als Py absoluut continu is ten opzichte van A met dichtheid fy, dan volgt 

uit (2.5.14), de overplantingsstelling (stelling 1.6.6) en de stelling 

van Fubini (stelling 1.6.7) 

(2. 5.16) 

z 

I f 1 
-"' R 

z € 

zodat ook PZ absoluut continu is ten opzichte van A met dichtheid 

(2.5.17) 

Blijkt fz 

dan is Pz 

fz(z) = J fy(z-x) dPX(x), z € R1. 
R1 

continu te zijn op een open verzameling C, terwijl f f dA = 1, 
c z 

blijkbaar een continue verdeling op C. Dit is zeker het geval 

als fy continu en begrensd is. Als niet alleen Y, maar ook X een verdeling 

heeft, die absoluut continu is ten opzichte van A, met dichtheid fX, dan 

volgt uit (2.5.17) en de stelling van Radon-Nikodym (stelling 1.6.8) 

(2.5.18) 

Zijn PX en Py continue verdelingen, dan kunnen we de Lebesgue integraal in 

(2.5.18) vervangen door de overeenkomstige oneigenlijke Riemann integraal. 

De kansverdeling PZ (respectievelijk de verdelingsfunctie FZ of de kans­

dichtheid fz) wordt de convolutie van de kansverdelingen PX en Py (resp. 

van de verdelingsfuncties FX en Fy of de kansdichtheden fX en fy) genoemd. 

Uit (2.5.10) blijkt dat de kansverdeling Py van een functie Y = ~(X) 
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van een stochastische vector X slechts afhangt van de kansverdeling PX van 

X; de kansruimte (Q,A,P) waarop X gedefinieerd is en de functie X ~elf doen 

hierbij niet ter zake. Om de verdeling Py te bepalen kunnen wij dus naar 

believen een kansruimte (n,A,P) construeren, hierop een stochastische vec­

tor X definieren met de vereiste verdeling Px = PX en hieruit de verdeling 

p~ = P van Y = ~(X) berekenen. Daar een geschikte keuze van (n,A,P) en X y y 
de berekeningen vaak aanzienlijk vereenvoudigt, wordt van dit inva:ria:ntie 

principe veelvuldig gebruik gemaakt (zie §2.6). 

Opgaven 

1. Als X een stochastische grootheid is met een continue verdelingsfunc­

tie F, dan is U = F(X) een stochastische grootheid met P(UEB) = A(B) 

voor iedere Borelverzameling B c [0,1]. Bewijs dit. 

2. Zij F een verdelingsfunctie op R1 en zij U een stochastische grootheid 

met P(U~u) u voor 0 ~ u ~ 1. Als verder F- 1(y) = inf{x: F(x) ~y} 
voor O < y < 1, dan is X = F-l (U) een stochastische grootheid met F 

als verdelingsfunctie. Bewijs dit. 

3. Bewijs dat een stochastische vector X = (x1,x2 , ..• ,~) dan en dan al­

leen een discrete verdeling hee~ als de marginale verdelingen van 

X1, X2 , ..• ,~ discreet zijn. 

4. Als X ,X , ... o.o. stochastische grootheden zijn met 
1 2 1 

P(X =O) = P(X =1) = - voor alle n, dan is ook 
n n 2 

x 
y 2 l __£ 

n=1 3n 

een welgedefinieerde stochastische grootheid. 

Bewijs: 

a) P( og~1) = 1 . , 
b) P(X1=0) 1 

P(X1=1) 2 = P(O.:s_Y<-), = P(?--Y~1); -=3 
c) Als k > en x 

n = 0 Of voor n = 1,2, ... ,k, 

k x k x 
+ _J__) 

k 
P(2 l __£ < y ~2 l __£ = P( n {X x }) n= 1 3n 3k n n 1 3 n=1 

dan geldt 

-k 2 . 
' 

d) p(...L + 1 l 2 
0,1,. . .,3k-1, 

l+1 
< y < -+ k+1) 0 voor i 

3k 3k 3 k 0,1,2, ... ; 
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e) Er is een gesloten verzameling Cc R1 met A(C) = 0 en P(YEC) = 1; 

f) De verdelingsfunctie van Y is continu en is op Cc differentieerbaar 

met afgeleide O. 

5. Als de stochastische grootheden X ,X , ... ,X o.o. zijn en alle de-
1 2 k 

zelfde verdelingsfunctie F bezitten, dan bezit Y = min(X1, .•. ,Xk) de 

verdelingsfunctie 1 - (1-F)k en Z = max(X1, ... ,~) de verdelingsfunctie 

Fk. Bewijs dit. Leid vervolgens de simultane verdelingsfunctie van Y en 

Z af. 

2.6. VOORBEELDEN VAN KANSVERDELINGEN 

DISCRETE VERDELINGEN 

2.6.1. Gedegenereerde verdeling 

Een stochastische grootheid X bezit een gedegenereerde verdeling in-
1 dien voor zekere x0 ER geldt P(X=x0 ) = 1. 

2.6.2. Alternatieve verdeling 

Een stochastische grootheid X bezit een alternatieve verdeling indien 
1 

voor zekere x0 ,x1 ER en O < p < 1 geldt P(X=x0 ) = p, P(X=x1) = 1 - p. 

2.6.3. Binorrriale verdeling 

Beschouw een samengesteld experiment (Q,A,P) bestaande uit n o.o. 

(deel) experimenten (Q.,A.,P.), i = 1,2, •.. ,n. Zij S. een eventualiteit 
l l l l 

waarvan het al dan niet optreden door de uitslag van het ie experiment 

wordt bepaald (d.w.z. S. EA.) en waarvoor P.(s.) = p, i = 1,2, ... ,n. 
l l . l l 

Indien Si optreedt zeggen wij dat het ie experiment een succes oplevert. 

Zij X het aantal der eventualiteiten s 1 ,s2 , ... ,Sn dat bij uitvoerin~ van 

het samengestelde experiment optreedt. Wegens de onafhankelijkheid van de 

(deel) experimenten is de kans op het optreden van precies x voorgeschreven 

eventualiteiten Si ,Si , ..• ,Si gelijk aan px(1-p)n-x. Daar er (n) ver-
1 2 x . x 

schillende deelverzamelingen {i 1,i2 , •.. ,ix} c {1,2, •.. ,n} zijn, komen wij 

tot het volgende resultaat: Het aantal suaaessen X bij n o.o. e:x:perimenten 

met kans p op suaaes bezit de kansverdeling 

x = 0, 1 , ••. ,n. 
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Deze verdeling wordt de binomiale verdeling met parameters n en p genoemd. 

Het hier beschreven model heeft in de pra.ktijk vrijwel steeds betrekking op 

n o.o. uitvoeringen van hetzelfde experiment waarbij s1,s , ... ,S steeds 
2 n 

dezelfde gebeurtenis bij de verschillende uitvoeringen van het experiment 

aangeven. In voorbeeld 2.1.4 c) vonden wij reeds dat het aantal rode knik-

kers bij n aselecte trekkingen met teruglegging uit een vaas met 

(N-r) witte knikkers een binomiale verdeling met parameters n en 

Daar aselecte trekkingen met teruglegging o.o. experimenten zijn 

r rode en 
r . N bezit. 

(opgave 4 

in 

is 

§2.3) en bij 
r 

aan N is 

Zij X. 
]. 

dit 

het 

x. 
]. 

iedere trekking de 

een speciaal geval 

"aantal successen" 

als Si optreedt 

0 als s~ optreedt, 
]. 

dan geldt P(X.=1) = p, P(X.=O) = 
]. ]. 

kans op een rode knikker (succes) gelijk 

van het hier behandelde algemene model. 

bij het .e experiment, d.w.z. ]. 

- p, i = 1,2, ... ,n, terwijl bovendien 

x1.x2 , ••. ,Xn o.o. zijn. Daar X = l Xi• is hiermee aangetoond dat de in 
ons model geconstrueerde binomiaal verdeelde stochastische grootheid X kan 

worden geschreven als de som van n o.o. stochastische grootheden die alle 

dezelfde alternatieve verdeling bezitten. Toepassing van het in §2.5 ge­

noemde invariantie principe levert: de som van n o.o. stochastische groot­

heden x1,x2 , ••. ,Xn met dezelfde alternatieve verdeling P(Xi=1) = p, 

P(X.=O) = 1 - p, i = 1,2, ••• ,n, bezit een binomiale verdeling met parameters 
]. 

n en p. Indien (m+n) o.o. experimenten met kans p op succes worden uitge-

voerd en X (resp. Y) het aantal successen bij de eerste m (resp. de laat­

ste n) experimenten voorstelt, dan zijn X en Y o.o. en binomiaal verdeeld 

met parameters m en p resp. n en p, terwijl Z = X + Y een binomiale ver­

deling met parameters (m+n) en p bezit. Volgens het invariantie principe 

geldt dus: de som van twee o.o. stochastische grootheden met binomiale ver­

delingen met parameters m en p resp. n en p bezit een binomiale verdeling 

met parameters (m+n) en p. 

2.6.4. HypePgeometrisahe vePdeZing 

Uit een verzameling van N elementen, popuZatie genaamd, waarvan r 

elementen een kenmerk R bezitten wordt zonder teruglegging een aselecte 

steekproef van n elementen getrokken. Indien X het aantal elementen in de 

steekproef voorstelt die het kenmerk R bezitten, dan geldt (zie voorbeeld 

2.1.4 c)) 



(r) (N-r) 
x n-x 

(N) 
n 

P(X=x) 

voor max(O,n-N+r) ~ x ~ min(r,n), x geheel. Deze verdeling wordt de hyper-

geometrische verdeling genoemd; N, r en n zijn de parameters van deze ver­

deling. Voor vaste n en x geldt 

lim 
r+<>o 

N-r-+<>o 

lim 
r+<>o 

N-r-+"" 

r! 

(r-x)!rx 

(N-r) ! 

(N-r-n+x)!(N-r)n-x 

(N-n) !Nn 
N! 

1 . 
' 

indien zowel r als (N-r) veel groter zijn dan n, kan de binomiale verdeling 
r 

met parameters n en N dus als benadering dienen voor de hypergeometrische 

verdeling met parameters N, r en n. Daar de binomiale verdeling veelal een­

voudiger te berekenen is dan de hypergeometrische verdeling, wordt deze 

benadering veel gebruikt. Wanneer wij bedenken dat X bij trekkingen met 
r . ( . teruglegging een binomiale verdeling met parameters n en N bezit zie voor-

beeld 2.6.3), ligt deze benadering ook wel voor de hand: als r en (N-r) veel 

groter zijn dan n, dan is het intuitief wel duidelijk dat al dan niet terug­

leggen weinig verschil maakt. 

2.6.5. Poisson verdeling 

Een stochastische grootheid X bezit een Poisson verdeling met parameter 

µ ( >O) indien 

P(X=x) 
x 

e-µ L 
x! ' x = 0' 1 ,2'. . . . 

Deze verdeling kan worden opgevat als de limiet van een rij binomiale ver­

delingen met parameters n en pn voor n + 00 en np + µ (dus p + 0). Immers, 
n n 

voor vaste x, 

' x 1 . n. Pn n-x 
lim -( --)-' ( 1-p ) x! n-x . n 



1 lim (np )x (1-p )n = 
x! n n 
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x 
x! µ 

-µ 
e . 

Voor grote n en kleine p kan de Poisson verdeling met µ = np dus als bena­

dering dienen voor de binomiale verdeling met parameters n en p. Deze bena­

dering wordt veel gebruikt. 

Er zijn echter ook situaties waarin deze limietovergang reeds op na­

tuurlijke wijze in het model plaatsvindt en waarbij dan in dit model een 

stochastische grootheid optreedt die niet bij benadering, doch exact een 

Poisson verdeling bezit. Beschouw hiertoe een proces dat zich in de tijd af­

speelt en waarbij op ieder tijdstip een gebeurtenis S kan optreden (bijv. 

gespreksaanvragen bij een telefooncentrale). Zo'n proces wordt een Poisson 
proces met parameter A (>O) genoemd indien aan de volgende voorwaarden is 

voldaan (de notatie f(x) = o(g(x)) voor x + 0 betekent dat 5J~ f(x)/g(x) =O): 

a) In een tijdsinterval ter lengte 6t is de kans dat S eenmaal optreedt 

gelijk aan A6t + o(6t) voor 6t + O; de kans dat S in dit tijdsinterval 

meer dan eenmaal optreedt is o(6t) voor 6t -r o. 
b) Het optreden van S in disjuncte tijdsintervallen is onafhankelijk. 

Zij X het aantal malen dat S optreedt in een tijdsinterval ter lengte T. 

Om de verdeling van X te bepalen verdelen wij het tijdsinterval in n ge­

lijke delen ter lengte 1'.. en definieren X. als het aantal malen dat S op-n i,n 
treedt in het ie van deze deelintervallen. Uit a) en 

n -r oo P(X. =1) = AT + o(n- 1), P(X. >1) = o(n- 1) en 

b) volgt dat voor 

dus P(X. =O) = i,n AT i,n _1 n . i,n 
= 1 - - + o(n ) voor1=1,2, .•. ,n, en voorts dat x1 , .•. ,X o.o. zijn n ,n n,n 
voor iedere n. Dus geldt voor gehele x ~ 0 

P(X=x) ~ P( {X=x} n {X. <1 voor i i,n= 
1,2, ... ,n}) 

P({x der X. zijn i,n 
en (n-x) der X. zijn O}) 

i,n 

Nu geldt voor n -r 00 en vaste x 



x x 
(~) = ~! (1+o(1)); ('': + o(n-1)) 

x 
(AT) ( 1+o ( 1 ) ) 

n 

AT 1 n-x 
(1--+o(n- )) 

n 

n 
( 1 - AT) ( 1+0 ( 1)) 

n 

zodat 

-AT (AT)x -AT (AT)x 
P(X=x);:,, e x! (1+o(1)) + e ~ 

"" -AT (AT)x 
voor n + 00 • Daar echter lx=O e x! = l, geldt 

P(X=x) = e-AT (AT)x 
x! ' 

x = 0,1,. .. ; 

e -AT ( 1+o ( 1 ) ) , 

X bezit dus een Poisson verdeling met parameter µ = AT. 

Zij X (resp. Y) het aantal malen dat S optreedt in het tijdsinterval 

[O,µ) (resp. [µ,µ+v)) bij een Poisson proces met parameter A= 1. Dan zijn 

X en Y o.o. (veronderstelling b) en Poisson verdeeld met parameter µ resp. 

v, terwijl Z = X + Y een Poisson verdeling met parameter (µ+v) bezit. Toe­

passing van het invariantie principe levert: de som van twee o.o. stochas­

tische grootheden met Poisson verdelingen met parameter µ resp. v bezit een 

Poisson verdeling met parameter (µ+v). 

2.6.6. Negatief binorrriale ver<leling 

Beschouw een rij o.o. experimenten met kans p > 0 op succes en zij 

X het nunnner van het experiment waarbij het ke succes optreedt, d.w.z. het 

aantal experimenten dat moet worden uitgevoerd om k successen te verkrijgen. 

Daar {X=x} = {(k-1) successen bij de eerste (x-1) experimenten} n {succes 

bij het xe experiment} en de eventualiteiten in het rechterlid kans 

(~=~) pk-1 (1-p)x-k resp. p bezitten en bovendien o.o. zijn, geldt 

(2.6.1) P(X=x) x = k,k+1,. ... 

Deze verdeling wordt de negatief binomiale verdeling met parameters k en p 

genoemd. Deze naam wordt in de literatuur echter ook wel gebruikt voor de 

verdeling van X = X - k, het aantal mislukkingen dat aan het ke succes voor­

afgaat, 
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P(X=x) 

(2.6.2) 

x=0,1, .... 

en is in feite aan deze laatste schrijfwijze ontleend. Voor k 1 vindt men 

(2.6.3) P(X=x) ( )x-1 
p 1-p ' x= 1,2, ... , 

(2.6.4) P(X=x) = p(1-p)x, x=0,1, ... ; 

beide verdelingen worden in de literatuur aangeduid met de naam geometrische 
verdeZing of ook wel Pascal verdeZing met parameter p. Orn misverstanden te 

vermijden zullen wij de naam negatief binomiale verdeling (c.q. geometrische 

of Pascal verdeling) uitsluitend gebruiken om de verdeling van X, zoals ge­

geven in (2.6.1) (c.q. (2.6.3)) aan te duiden. 

Bij een rij o.o. experimenten met kans p op succes definieren wij nu 

X1 , x1 + x2 , ... ,x1 + x2+ ... +Xk als de nummers van de experimenten waar-

bij het 1e,2e, ... ,ke succes optreedt. x1 is dus het aantal experimenten 

dat moet worden uitgevoerd om het eerste succes te verkrijgen, terwijl voor 

i = 2,3, ... ,k, Xi het aantal experimenten voorstelt dat na het verkrijgen van 

het (i-1)e succes nog moet worden uitgevoerd om het ie succes te verkrijgen. 

De simultane verdeling van X = (X1 , .•. ,Xk) wordt gevonden door op te merken 

dat voor iedere vector x (x1, .•. ,~) van positieve gehele getallen de even­

tualiteit {X = x} dan en alleen dan optreedt als rijen van (x1-1), (x2-1), ... 

••. ,(xk-1) mislukkingen steeds worden gevolgd door een succes. Dus geldt 

P(X=x) 
k l:xi-k 

p (1-p) ' 1,2, ... ,k, 

waaruit volgt dat x1,x2 , .•. ,Xk o.o. zijn en geometrische verdelingen met 

parameter p bezitten. Daar l X. een negatief binomiale verdeling met para-
l 

meters ken p bezit, volgt uit het invariantie principe dat de som van k 

o.o. stochastische grootheden met Pascal verdelingen met parameter p een 

negatief binomiale verdeling met parameters k en p bezit. Evenzo geldt dat 

de som van twee o.o. stochastische grootheden met negatief binomiale ver-
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deling met para.meters k en p resp. m en p, een negatief binomiale verdeling 

met para.meters (k+m) en p bezit. 

2.6.7. Multinomiale verdeling 

Juist zoals in voorbeeld 2.6.3 gaan wij uit van een sa.mengesteld ex­

periment (rl,A,P) bestaande uit n o.o. (deel) experimenten (ll. ,A. ,P. ), l l l 
i = 1,2, ..• ,n. In plaats van twee eventualiteiten Si,S~ E Ai bescbouwen 

wij nu, voor iedere i = 1,2, ... ,n, k paarsgewijs disjuncte eventualiteiten 

s. 1,s. 2•· .. ,s. k 
1, i, l, 

met U 8. . = Q. en P. ( 8. . ) = p . , l p . = 1 , voor 
j l,J l l l,J J J 

i = 1 ,2, ..• ,n. Zij X. bet aantal der eventualiteiten s1 . ,82 ·, · · · ,8 J. 
J ,J ,J n, 

dat bij uitvoering van bet sa.mengestelde experiment optreedt en zij 

X = (x1 ,x2 , .•• ,~). Indien x = (x1 ,x2 , ••• ,~) een vector van niet-negatieve 

gebele getallen met l x. n voorstelt, dan is de kans dat voor iedere 
J 

j = 1,2, ... ,k precies x. voorgescbreven eventualiteiten uit 
J x. 

{8 1 .,82 ., ... ,8 .} optreden gelijk aan n p.J. Daar de verzameling 
,J ,J n ,J 1 j -J 

{1,2, ••• ,n} op n! (~ xj!)- verscbillende manieren te splitsen is ink dis-

. J .e · · t t Juncte deelverza.melingen waarvan de J x. elementen bevat, komen WlJ o 
J 

bet volgende resultaat: 

P(X=x) 

voor iedere vector x = ( x1 ,x2 , .•• ,~) van niet-negatieve gebele getallen 

met l x. = n. Deze verdeling wordt de multinomiale verdeling met parameters 
J 

n en p = (p1 ,p2 , ••• ,pk) genoemd. Uit bet model volgt recbtstreeks dat de 

marginale verdeling van Xj een binomiale verdeling met para.meters n en pj 

is. In de praktijk beeft bet bier beschreven model vrijwel steeds betrek­

king op n o.o. uitvoeringen van betzelfde experiment waarbij voor iedere j 

8 1 . ,82 . , ... ,8 . steeds dezelfde gebeurtenis bij de verscbillende uit-
,J ,J n,J 

voeringen van bet experiment aangeven; X. is dan bet aantal malen dat deze 
J 

gebeurtenis optreedt. 

Continue verdelingen 

Voor continue verdelingen van stocbastiscbe grootbeden (c.q. vectoren) 

X zal de kansdicbtbeid fX steeds warden gedefinieerd door (2.5.8); fX is 

dus steeds een versie van de kansdicbtbeid van X ten opzicbte van de Lebesgue 
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1 k 
maat op B (c.q. op B ). 

2.6.8. Homogene verdeZing 

Een stochastische grootheid X bezit een homogene verdeling (ook wel 

uniforme verdeZing genaamd) op (a,b) indien voor a< b E R1 

voor a < x < b 

anders. 

Dan geldt 

l 
0 voor x~a 

Fx(x) ( x-a) (b-a)- 1 voor a < x < b 

voor x;,, b. 

2.6.9. Gamma verdeZing 

Een Poisson proces met parameter A (zie voorbeeld 2.6.5) wordt vanaf 

het tijdstip 0 waargenomen. Zij X het tijdstip waarop voor de ke maal de 

gebeurtenis S optreedt, d.w.z. de wachttijd tot de ke gebeurtenis. Voor 

x > 0 treedt de eventualiteit {X ~ x} dan en slechts dan op indien de ge­

beurtenis S in het tijdsinterval (O,x] tenminste k maal optreedt. Indien 

Y het aantal malen voorstelt dat S optreedt in het tijdsinterval (O,x], 

dan bezit Y een Poisson verdeling met parameter µ = AX (zie voorbeeld 

2.6.5). Dus geldt 

(2.6.5) 

P(X~x) = P(Y;,,k) = 1 - P(Y<k) 

k-1 
1 - 'i 

j=O 

-Ax (Ax)j 
e -.,--

J. 
x > o. 

Daar FX continu differentieerbaar is op (0, 00 ) met 

(2.6.6) 

k-1 ( ) j k-1 j 1 
A l e-Ax-$,-- -A l -Ax (A.x) -

j=O J· j=1 e (j-1)! 

-Ax k-1 
e x x > o, 
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en J: F~(x)dx = 1 is X continu verdeeld met dichtheid fX 

De verdelingsfunctie FX is dus oak te schrijven als 

(2.6.7) 

k x 
) - _A __ I -Ay k-1 

FX(x - (k-1)! e Y 
0 

AX 
___ 1_ I -y k-1 

dy - (k-1)! e y 

0 

dy, x > o, 

waaruit (2.6.5) door herhaalde partiele integratie kan warden teruggevonden. 

Daar de integraal in het rechterlid van (2.6.7) bekend staat als een onvol­

ledige gamma functie, wordt deze kansverdeling een gamma verdeling met para­

meters k en A genoemd. Voor k = 1 ontstaat de zogenaamde exponentieZe verde­

Zing met parameter A waarvan de kansdichtheid en de verdelingsfunctie warden 

gegeven door 

1 -
-AX e 

x > o, 

x > o. 

Laten nu z 1 = x1, z2 = x1 + x2 , ... ,zk = x1 + x2+ ... +~ de tijdstippen 

voorstellen waarop de gebeurtenis S voor de 1e,2e, •.. ,ke maal optreedt. x1 

is dus de wachttijd tot de eerste gebeurtenis, terwijl voor i = 2,3, ... ,k, 

Xi de wachttijd van de (i-1)e tot de ie gebeurtenis voorstelt. Laat z EC 

{(y1,. .. ,yk): o < Y1 < ... < yk} en zij K = {(y1,. .. ,yk): JyCzil < h, 

i = 1,2, ... ,k} een k-dimensionale kubus om het punt z, waarbij h > 0 zo klein 

is dat Kc C. Dit betekent dat z 1 - h? 0 en dat de intervallen (z.-h,z.+h), 
l l 

i = 1,2, ... ,k, disjunct zijn. Als verder Z (z 1 , ... ,Zk), dan treedt de even-

tualiteit {Z E K} dan en dan alleen op als S niet optreedt in de tijdsinter­

vallen [O,z 1-hJ en [z.+h,z. 1-h], i = 1,2, ... ,k-1, S precies een keer optreedt 
l i+ 

gedurende ieder van de intervallen (z.-h,z.+h), i = 1,2, ... ,k-1, en minstens 
l l 

een keer optreedt tijdens het interval (zk-h,zk+h). Uit de bekende eigen-

schappen van het Poisson proces (zie voorbeeld 2.6.5) volgt derhalve 

k-1 
-A(z1-h)-A l (zi.+1-zi.-2h) -2'h k-1 

e 1 • ( 2\he " ) • ( 1 - e - 2\h) 

-\(z -h) 
(2\h)k-l e k (1 -2\h) 

- e ' 
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zodat 

Z E C. 

Daar integratie van deze limiet over C juist 1 oplevert, mogen wij conclude-

ren dat PZ continu is op C met dichtheid 

A.k 
-AZk 

c 
fz(z) = { 

e Z E 

0 Z E cc. 

De simultane verdelingsf'unctie van x1, ••• ,~ in het punt (x1, ••• ,~) wordt 

gevonden door fz te integreren over de verzameling {(z1, ••• ,zk): z1 ~ x1, 

zi - zi-1 ~ xi, i = 2,3, ... ,k}. Daar de determinant van Jacobi van de trans-

formatie z 1 = t 1, z2 = t 1 + t 2, ... ,zk = t 1 + t 2+ ... +tk ge~ijk is aan 1, 

levert de overgang op de nieuwe variabelen t 1,t2 , ... ,tk in de integraal 

k 
P( n {Xi ~ xi}) 

i=1 

k 
II 

i=1 

k 
x ->. ~ t. 

f 1 i=1 ]. 
e dt 1 •.• dtk 

0 

-Ax. 
( 1-e 1 ) , x. > 0 , i 

]. 
1,2, ... ,k. 

x1,x2 , ••. ,~ zijn dus o.o. en identiek verdeeld met exponentiele verde­

lingen met parameter >.. Daar Zk een gamma verdeling met parameters k en A. 

bezit, volgt uit het invariantie principe dat de som van k o.o. stochas­

tische grootheden met exponentiele verdelingen met parameter >. een gamma 

verdeling met parameters k en >. bezit. Evenzo geldt dat de som van twee 

o.o. stochastische grootheden met gamma verdelingen met parameters k en A. 

resp. m en >., een gamma verdeling met parameters (k+m) en >. bezit. Dat de 

relatie tussen de gamma verdeling en de Poisson verdeling een sterke ana­

logie vertoont met die tussen de negatief binomiale en de binomiale verde­

ling, zal na het voorafgaande wel duidelijk zijn. 

Uit (2.6.5), (2.6.6) of (2.6.7) volgt dat voor vaste k de gamma ver­
-1 delingen een familie van kansverdelingen met schaalparameter >. vormen 
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(zie §2.5); als standaard verdeling wordt de verdeling met A 

met als kansdichtheid 

1 -x k-1 
f(x) = (k- 1)! e x x > o. 

1 gekozen 

Indien X een standaard gamma verdeling met parameter k bezit, dan heef't 
-1 -X = A X dus een gamma verdeling met parameters k e~ A. Dit is ook zonder 

meer wel duidelijk uit de definitie van het Poisson proces. Een Poisson 

proces met parameter 1 gaat over in een Poisson proces met parameter A wan­

neer de eenheid van tijd met een factor A wordt vermenigvuldigd. 

Bij de definitie van de gamma verdeling hebben wij ons tot nu toe be­

perkt tot positieve gehele waarden van de parameter k. Naar analogie van 

(2.6.6) noemen wij nu voor willekeurige reele k > 0 en A > 0 de kansverde­

ling met dichtheid 

(2.6.8) x > O, 

de gamma verdeling met parameters k en A. Hierin is 

k > o, 

de (volledige) gamma functie. Met behulp van partiele integratie vindt men 

f(k+1) = k f(k) voor k > O; daar f(1) = 1 geldt f(k) = (k-1)! voor posi­

tieve gehele k, zodat (2.6.8) in dit geval overgaat in (2.6.6) en deze bei­

de definities dus consistent zijn. Hoewel voor niet gehele k de relatie met 

het Poisson proces is verbroken, kan men rechtstreeks met behulp van 

(2.5.18) aantonen dat de som van twee o.o. stochastische grootheden met 

gamma verdelingen met parameters k en A resp. m en A ook voor niet gehele 

k en m een gamma verdeling met parameters (k+m) en A bezit. Ook de conclusie 

dat A-l een schaalparameter van de gamma verdeling is blijf't voor niet 

gehele k geldig; als standaard gamma verdeling met parameter k wordt ook nu 

het geval A = 1 gekozen. 

2.6.10. Dubbel-e:cponentiele vePdeling 

Een stochastische grootheid X bezit een dubbel-exponentiele verdeling 
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met parameter A > 0 (ook wel Laplace verdeZing genaamd) indien 

J_ A -Ajxj 
2 e ' -oo<x< 

Daar de integraal van fX over R1 gelijk is aan 1, is fX inderdaad een kans-
-1 dichtheid. Juist zoals bij de exponentiele verdeling is A een schaalpara-

meter; als standaard verdeling wordt het geval A = 1 gekozen. De naam La­

place verdeling kan tot verwarring aanleiding geven aangezien in het Frans 

de normale verdeling (zie voorbeeld 2.6.12) naar Laplace wordt genoemd. 

2.6.11. Ca:uchy verdeZing 

Een stochastische grootheid X bezit een standaard Cauchy verdeling als 

zodat 

2 ' rr ( 1+x ) 

_Tf1 Ix ~ = _21 + <:'. rr arctn x, 
-00 1+y 

- 00 < x < oo, 

- 00 < x < 

Daar FX( 00 ) = 1 is dit inderdaad een kansverdeling. De door deze verdeling 

voortgebrachte familie met plaatsparameter a en schaalparameter b > 0 

wordt de familie van Cauchy verdelingen genoemd. 

2.6.12. NormaZe verdeZing 

Een stochastische grootheid X bezit een normale verdeling met para­
meters - oo < µ < oo en o2 > O indien 

(2.6.9) - 00 < x < co, 

waarbij o de positieve wortel uit o2 voorstelt. Deze verdeling wordt sym­

bolisch als N(µ,o 2 )-verdeling aangeduid. De dichtheid (2.6.9) is symmetrisch 

om het punt x = µ, neemt zijn maximum aan in x = µ en bezit twee buigpunten 

in x = µ ± o. Door overgang op poolcoordinaten blijkt 
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(zie §2.5); als standaard verdeling wordt de verdeling met A 

met als kansdicbtbeid 

( ) 1 -x k-1 
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met parameter A > 0 (ook wel Laplace verdeling genaamd) indien 

_:1_ , -A I xl 
2 " e , 

Daar de integraal van fX over R1 gelijk is aan 1, is fX inderdaad een kans-
-1 dichtheid. Juist zoals bij de exponentiele verdeling is A een schaalpara-

meter; als standaard verdeling wordt het geval A = 1 gekozen. De naam La­
place verdeling kan tot verwarring aanleiding geven aangezien in het Frans 

de normale verdeling (zie voorbeeld 2.6~12) naar Laplace wordt genoemd. 

2.6.11. Cauchy verdeling 

Een stochastische grootheid X bezit een standaard Cauchy verdeling als 

zodat 

2 ' 
7T ( 1 +x ) 

F (x) = _:1_ Jx _9,y_ 
x 7T 1+ 2 -00 y 

- 00 < x < oo, 

1 1 2 + -:;;- arctn x, 

Daar FX( 00 ) = 1 is dit inderdaad een kansverdeling. De door deze verdeling 

voortgebrachte familie met plaatsparameter a en schaalparameter b > 0 

wordt de familie van Cauchy verdelingen genoemd. 

2.6.12. Normale verdeling 

Een stochastische grootheid X bezit een normale verdeling met para­

meters - 00 < µ < 00 en o2 > O indien 

(2.6.9) - 00 < x < co, 

waarbij o de positieve wortel uit o2 voorstelt. Deze verdeling wordt sym­

bolisch als N(µ,o 2 )-verdeling aangeduid. De dichtheid (2.6.9) is symmetrisch 
om het punt x = µ, neemt zijn maximum aan in x = µ en bezit twee buigpunten 
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1 2 

Joo -?' 
dcj> 0 r e dr 

1 2 2 
-2(x +y ) 

e dxdy= 

en daar fX,;:. O, is fx dus inderdaad een kansdichtheid voor iedere 
. 2 

- co < µ < co en iedere a > O. 

De normale verdelingen vormen een familie van kansverdelingen met 

plaatsparameter µ en schaalparameter a, w~arbij als standaard norrrnaZe ver­

deZing de N(0,1)-verdeling wordt gekozen. De standaard normale dichtheid 

en de standaard normale verdelings:f'unctie worden met cj> resp. ~ aangegeven: 

(2.6.10) 

(2.6.11) 

1 2 
1 -? 

cj>(x) = /2iT e 

1 Jx ~(x) = /2ii' 
-"° 

1 2 
-2Y 

e 

- co < x < oo, 

dy, - co < x < oo. 

De integraal (2.6.11) kan niet in elementaire :f'uncties worden uitgedrukt. 

Er bestaan echter uitgebreide tabellen van de functie ~. Wegens de symme­

trie van cj>(x) om het punt x = 0 geldt voor alle x 

(2.6.12) ~(-x) = 1 - ~(x), 

waardoor met een tabel van ~ voor positieve waarden van het argument kan 

worden volstaan. 

Indien X een N(µ,cr 2 )-verdeling bezit, dan wordt de verdelings:f'unctie 

van X gegeven door 

(2.6.13) 

_ lc~:::H.) 2 
e2 a dy=;i; L: 

zodat de waarden van FX voor iedere normale verdeling in een tabel van ~ 

kunnen worden gevonden. Voor b > 0 wordt de verdelingsfunctie van 

Y = a + bX gegeven door 

= F (y-a) 
x. b 

(y-a-bµ) 
~ bcr • 



zodat Y = a+ bX voor b > 0 een N(a+bµ,b 2o2 )-verdeling bezit. Merk op dat 

dit laatste resultaat zowel als (2.6.13) niet anders dan een herhaling is 

van de reeds uit (2.6.9) getrokken conclusie dat de normale verdelingen een 

familie kansverdelingen vormen met plaatsparameter µ en schaalparameter o. 

Uit (2.6.12) volgt nu nog dat de verdelingsfunctie van Y =a+ bX voor 

b < O wordt gegeven door 

P(a+bX~) 1 _ (y-a-bµ) = (y-a-bµ) 
<!> bo <!> I b I o ' 

zodat Y = a+ bX voor alle b # 0 en N(a+bµ,b 2o2 )-verdeling bezit. Voor 

a = - µ/o, b = 1/o volgt dat (X-µ)/o, de gesta:ndaardiseerde va:n X, een 

standaard normale verdeling bezit; deze uitspraak is equivalent aan (2.6.13). 

In voorbeeld 2.6.13 zal worden aangetoond dat de som van twee o.o. 

stochastische grootheden met resp. een N(µ 1 ,o~)- en een N(µ2 ,o~)-verdeling, 
( 2 2) . . een N µ1+µ 2 ,o 1+o2 -verdeling bezit. 

2.6.13. MeerdimensionaZe normaZe verdeZing 

Zij A= (a .. ) een symmetrische reele (kxk)-matrix. A heet positief lJ 
definiet als voor iedere reele kolomvector c = (c 1 , .•. ,ck)' de kwadratische 
vorm c'Ac = 1 . 1 a .. c. c.> 0 is, tenziJ0 c = 0. Daar A symmetrisch is, bP-lilj lJ l J -
staat er een orthogonale matrix P zodanig dat P'AP = (A.o .. ), een diago-

1 lJ 
naal-matrix met elementen A1 ,A2 , .•. ,Ak; voor iedere orthogonale P met 

deze eigenschap vinden wij dezelfde waarden voor de A. hoewel mogelijk in 
l 

een andere volgorde. A1 ,A2 , ... ,Ak heten de eigenwaarden van A. Als A 

positief definiet is, dan is ook P'AP positief definiet want voor c # 0 is 

d = Pc # 0 zodat c'P'APc d'Ad > O. Echter c'P'APc = l A-C~ en uit 
l l l Aic~ > 0 voor alle c > 0 volgt Ai> 0 voor i = 1,2, ... ,k. Omgekeerd: 

Als Ai> 0 voor i = 1, ... ,k, dan geldt voor iedere c # 0 dat b = P'c # 0 

en dus dat c'Ac c'P(P'AP)P'c = l A.b~ > 0. Een symmetrische matrix A is 
l l 

dus dan en slechts dan positief definiet als zijn eigenwaarden Ai alle po-

sitief zijn. Daar JAI = IP'API = ~ Ai heeft een positief definiete matrix A 

een positieve determinant ~ A. en is dus niet-singulier. Daar P'A- 1P de in-
1 l -1 . -1 verse is van P'AP = (A.o .. ), geldt P'A P =(A. o .. ). De inverse van een l lJ l lJ 

positief definiete matrix A is dus positief definiet en zijn eigenwaarden 

zijn de inversen van de eigenwaarden van A. 



79 

Zij t = (cr .. ) een reele symmetrische positief definiete (kxk)-matrix 
. f-1lJ ij • • I met inverse 4 = (cr ) en ZlJ µ = (µ 1 ,µ 2 , .•. ,µk) een reele kolomvector. 

De stochastische vector X = (X1,x2 , ... ,~) bezit een k-dimensionale normale 

verdeling als 

(2.6.14) 

voor - 00 < xi < 00 , i 1 ,2, ... ,k, waarbij 

(2.6.15) Q(x1, ... ,~) (x-µ)' t-1 (x-µ) 
k k 
l l crij ( x. -µ. ) ( x. -µ . ) ' 

l l J J i=1 j=1 

1 

en 1~1 2 de positieve wortel uit de determinant van t voorstelt. Deze ver­

deling wordt symbolisch als N(µ,i)-verdeling aangeduid. Voor k = 1 is 

(2.6.14) de dichtheid van de (een-dimensionale) N(µ 1 ,cr 11 )-verdeling. 

Laten A1,A2 , .•. ,Ak de eigenwaarden van t voorstellen en zij Pde 

orthogonale matrix waarvoor geldt P' +- 1 P = (A~ 1 o .. ). Beschouw de trans-4 l lJ 
formatie z = P'(x-µ), x - µ = Pz. Dan geldt 

(2n)k/2 ~ITA.) 1 /2 f:oo ••• r _.J.z•p•t-1Pz 2 . 
llplldz 1 dzk e ... _oo 

i l 
2 

k 
1 

[00 
-zi/2A. 

IT l dz. 1 ' ~ e 
i=1 l l 

daar de ie factor in dit product de integraal van de dichtheid van de 

N(O,Ai)-verdeling voorstelt. Daar fX > 0 is fX dus inderdaad een kansdicht­

heid. 

Indien X = (X1 , ... ,~) een N(µ,f)-verdeling bezit dan wordt de kans­

dichtheid van X = (x1 , ..• ,~_ 1 ) gegeven door (zie §2.5): 
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k-1 k-1 
C exp{- -21 l l crij (x.-µ.) (x.-µ.)} 

i=1 j=1 l l J J 

1 kk 2 k- 1 . 
exp{- 2 a (~-µk) - l crkJ(x.-µ.)(~-µ )} dx_ 

j= 1 J J k -~K ·r _oo 

k-1 k-1 ki k" 
1 \' \' (crij a a J 

C exp{- 2 l l - ~) (x.-µ.) (x.-µ.)} • 
i= 1 j = 1 a 1 1 J J 

·r -00 

1 kk k~1 crkj (x.-".)]2} a~ = 
exp{- 2 a [~-µk+ .l kk ,.. -K 

J=1 a J J 

k-1 k-1 ki k" 
~ 1 \' \' ( 0 ij a a J 
C exp{- 2 l l - ~) (x.-µ.) (x.-µ.)}, 

i=1 j=1 a i l J J 

waarin C en C constanten voorstellen. Zij ! de (k-1) x (k-1 )-ma!,rix die uit 

l e e . . . i-1 d t . ontstaat door weglaten van de k kolom en de k riJ. Dan is e ma rix 
i" ki k" kk -1 

met elementen a J - a a J (a ) • IlllIIlers, voor i,j = 1,2, ... ,k-1, 

a . 
SJ 

Dus geldt 

0 .. 
lJ 

0 ..• 
lJ 

waarbi~ ~ = (x1, ... ,~_ 1 )• enµ= (µ 1, .•. ,µk_ 1)•. Daar fx een kansdichtheid 

is en i positief definiet is, leidt het vergelijken van deze uitdrukking 

voor fx met (2.6.14) tot de conclusie dat 

X is dus N(µ,f)-verdeeld. Door permutatie van x1, •.• ,~ en herhaling van 
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het bovenstaande precede vinden w1J: Indien X = (x1, •.• '•\:) een N( µ •l )-ver­

deling bezit, dan bezit X = (X ,X , .•• ,X ), 1 ~ v1 < v2 < ••• < vm ~ k 
v1 v2 vm -

een N(µ,f)-verdeling, waarbij µ = (µ ,µ , ••. ,µ )' en I= (crv.v.), v, v2 vm 1 J 
i,j = 1,2, ••• ,m. Door in dit resultaat m = 1 te kiezen vinden wij dat 

de stochastische grootheid X. een (eendimensionale) N(µ.,cr .. )-verdeling be-1 1 11 
zit, i = 1,2, ••• ,k. De vectorµ en de diagonaal-elementen cr .. van t zijn 

11 + 
dus juist de parameters van de marginale normale verdelingen van 

x1 ,x2 , ••• ,\:· 

De overige parameters cr .. , if j, vaR de N(µ,t)-verdeling bepalen, zo-
1J + 

als wij later zullen zien, de mate van afhankelijkheid van x1,x2 , •.• ,\:. 

In dit stadium constateren wij slechts dat x1,x2 , ••• ,\: dan en slechts 

dan o.o. zijn indien cr .. = 0 voor ieder paar indices if j. Nodig en vol-
1J 

doende voor onafhankelijkheid is immers dat 

k 
n rx. (xi) 

i=1 1 

k 
= 1 exp{- _!_ l 

(2u)k/2(ncr .. )1/2 2 i=1 
i 11 

-1 ( )2 cr .. x. -µ. } 11 1 1 

een versie van fX is en hieraan is dan en slechts dan voldaan als cr .. 1J 
voor alle if j. 

= 0 

Tenslotte tonen wij aan dat meerdimensionale normaliteit door een 

lineare transformatie van de stochastische vector niet verloren gaat. Zij 

X = (X1, ••• ,\:)' een stochastische vector met een N(µ,t)-verdeling, B = (bij) 

een niet-singuliere (kxk)-matrix en a= (a1, .•• ,ak)'. Beschouw de stochas­

tische vector Z =BX+ a, d.w.z. Z = (z 1, •.• ,Zk)' en Z. = L·b·. X. +a., 1 J 1J J 1 
i = 1,2, ..• ,k. Deverdelingsfunctievan Zin het punt z = (z 1, ..• ,zk)' 

wordt gegeven door 

Fz(z) = f ··· f fx(x 1, ... ,~) dx1 ... ~· 
Bx+a~z 

In deze integraal gaan wij over op nieuwe variabelen y = Bx + a, d.w.z. 

x = B-1(y-a). De kwadratische vorm (x-µ)' i-1 (x-µ) in de exponent in 

(2.6.14) gaat over in 



waarbij 

(2.6.16) 

Dus geldt 

* µ t* Bµ + a, t 

1 

aangezien (Jt*J )2 
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-1 
* ' t* *) (y-µ ) (y-µ ' 

B t B'. 

-1 
1 * t* * exp{- 2(y-µ )' .j. (y-µ )} 

-1 
1 * t* *) exp{- 2(y-µ )' 4' (y-µ } 

1 -1 

Cltl) 2 llB- 1lil Daar t* positief de-
finiet is, hebben wij dus het volgende resultaat verkregen: Indien 
X = (X1, ... ,~)' een N(µ,t)-verdeling bezit en Been niet-singuliere 
(kxk)-matrix voorstelt, dan bezit Z =BX+ a een N(µ*,t*)-verdeling met 
µ*en~* gegeven door (2.6.16). 

Een tweetal rechtstreekse gevolgen van dit resultaat verdienen bij­
zondere aandacht. Daar B zodanig kan worden gekozen dat ~* = B t B' een 
diagonaal-matrix is (d.w.z. a~.= 0 voor alle i ¥ j), is bet steeds moge-

J.J 
lijk om uit een N(µ,~)-verdeelde stochastische vector X = (X1, ... ,~)' 
door een lineaire transformatie een stochastische vector Z = BX + a te 
verkrijgen waarvan de componenten z1 , ... ,Zk o.o. zijn en (eendimensionale) 
normale verdelingen bezitten. Merk op dat dit verschijnsel al impliciet werd 
uitgebuit in het bewijs dat fX een kansdichtheid is. Daar t positief definiet 
is kan men B zelfs zo kiezen dat !* = B t B' =I (de eenheidsmatrix); kiest 
men dan tevens a= -Bµ, dan volgt dat Z = B(X-µ) een N(O,I)-verdeling bezit, 
d.w.z. dat z1, .•• ,Zk o.o. zijn en standaard normale verdelingen bezitten. 
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Een tweede gevolg van ons resultaat is dat z1 = lj b 1j Xj + a 1 een (een­
dimensionale) N(µ;,a; 1)-verdeling bezit. Daar iedere b = (b 1 , ... ,bk)# 0 als 
eerste rij van een niet-singuliere matrix B kan fungeren, volgt bieruit dat, 

indien X = (X1, .•• ,~) een N(µ,l)-verdeling bezit, de stocbastiscbe grootbeid 
Y = l· b. X. +a een N(l. b. µ. +a, l· l· a .. b. b.)-verdeling bezit. Beperken J J J J J J J. J J.J J. J -
wij ons tot bet geval dat f een diagonaal-matrix is, dan kunnen wij di t ook 
als volgt formuleren: Indiende stocbastiscbe grootbeden x1 , ... ,~ o.o. zijn 

( 2) . . . . \ en X. een N µ.,cr. -verdeling bezit, J = 1,2, •.• ,k, dan bezit Y = L· b. X. +a 
J J J 2 2 J J J 

een N(l. b. µ. +a, l· b. cr.)-verdeling. Dit resultaat werd reeds in voor-J J J J J J -
beeld 2.6.12 aangekondigd. 

Opgaven 

1. De som van twee o.o. stocbastiscbe grootbeden met binomiale verdelingen 
met parameters m en p resp. n en p bezit een binomiale verdeling met 
parameters (m+n) en p (zie voorbeeld 2.6.3). Bewijs dit, zonder gebruik 

te maken van bet invariantie principe, recbtstreeks met bebulp van 
(2.5.15). 

2. Uit een populatie van N elementen waarvan r een kenmerk R bezitten 
wordt zonder teruglegging een aselecte steekproef van n elementen ge­
trokken. Zij, voor i = 1,2, ... ,n, 

als ie element in steekproef kenmerk R bezit 
x. 

J. O anders. 

Geef de kansverdeling van Xi en de simultane kansverdeling van Xi en 

X., i # j. Zijn x. en X. o.o.? 
J J. J 

3. Voor de bypergeometriscbe verdeling uit voorbeeld 2.6.4 geldt 

P(X=x) 

Geef een kanstbeoretiscbe interpretatie van deze laatste uitdrukking 
en leid een benadering voor P(X=x) af voor bet geval zowel n als (N-n) 

veel grater zijn dan r. 
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4. De som van twee o.o. stochastische grootheden met Poisson verdelingen 

met parameter µ resp. v bezit een Poisson verdeling met parameters 

(µ+v) (zie voorbeeld 2.6.5). Bewijs dit rechtstreeks met behulp van 

(2.5.15). 

5. Geef een Poisson benadering van de binomiale verdeling voor bet geval 

n groot is en p dichtbij 1 ligt. 

6. Bewijs dat de som van de kansen in (2.6.1) gelijk is aan 1. Wat be­

tekent dit resultaat? 

7. Bepaal de kansverdeling van de som van twee o.o stochastische groot­

heden die beide een homogene verdeling op (0,1) bezitten. 

8. Indien X een binomiale verdeling met parameters n en p bezit, dan 

geldt 

1 

n! f k( )n-k-1 
k!(n-k-1)! Y l-y dy, k 0,1, ... ,n. 

p 

Indien X een Poisson verdeling met parameter µ bezit dan geldt 

f -y k 
k! e y dy, k 0, 1 , • . . . 

µ 

Bewijs deze resultaten door herhaalde partiele integratie. Het tweede 

resultaat volgt echter ook rechstreeks uit de relatie tussen de 

Poisson- en de gamma verdeling (zie voorbeeld 2.6.9). 

9. Het aantal eitjes, dat een insect in een legsel produceert, kan be­

schouwd worden als een stochastische grootheid, die een Poisson ver­

deling met parameter µ hee~. Voor ieder eitje is de overlevingskans, 

d.w.z. de kans dat er inderdaad een levend insect uit voortkomt, gelijk 

aan p, ongeacht de lotgevallen van eventuele ander eitjes. Bepaal de 

kansverdeling van het aantal levende insecten dat uit een legsel voort­

komt. 

10. Zij s0 = o, Sn= x1+x2+ ... +xn, n = 1,2, ... , waarin x 1 , x2 , ... o.o. 

exponentieel verdeelde stochastische grootheden zijn met parameter A. 

Zij verder voor een vast getal x > O de stochastische grootheid T ge­

geven door T = max{n: S ~ x}. Bepaal de kansverdeling van T. n 
11. Bepaal de verdeling van de stochastische grootheid Y = -log(IT~=l Xi), 



waarin x1,x2 , ... ,xn o.o. stochastische grootheden zijn, die alle homo­

geen verdeeld zijn op (0,1). 

12. Peter en Paul hebben afgesproken elkaar op een bepaalde datum tussen 

5 en 6 uur 's middags te ontmoeten. Als zij die dag op o.o. aselect 

gekozen tijdstippen tussen 5 en 6 uur op de afgesproken plaats arriveren, 

en als ieder hoogstens een kwartier op de ander blij~ wachten, hoe 

groot is dan de kans, dat zij elkaar inderdaad ontmoeten? 

13. De som van twee o.o. stochastische grootheden met gamma verdelingen met 

parameters k en A resp. m en A bezit ~ok voor niet gehele positieve k 

en m een gamma verdeling met parameters (k+m) en A. Bewijs dit met 

behulp van (2.5.18). 
14. Indien X een dubbel-exponentiele verdeling met parameter A bezit, dan 

hee~ lxl een exponentiele verdeling met parameter A. Bewijs dit. 

15. Indien X en Y o.o. ziJn en beide een standaard Cauchy verdeling bezit­

ten, dan heeft hun gemiddelde Z = ~(X+Y) eveneens een standaard 

Cauchy verdeling. Bewijs dit door de dichtheid vaF X + Y met behulp 

van contour integratie te berekenen. 

16. Indien X en Y o.o zijn en beide een standaard normale verdeling be­

zitten, dan bezit hun gemiddelde Z = ~(X+Y) een N(O,~)-verdeling. Be­

wijs dit rechtstreeks met behulp van (2.5.18). 

17. Bewijs: Als de stochastische grootheden X en Y een tweedimensionale 

N(µ,t)-verdeling hebben met 

µ =(µ 1) ' t = ("2 2 
µ2 pcr 

2 ::} 
dan zijn X + Y en X - Y onderling onafhankelijk. 

18. Indien X en Y o.o. zijn en beide een standaard normale verdeling be­

zitten, dan hee~ Z = X/Y een standaard Cauchy verdeling. Bewijs dit. 

2.7. VERWACHTING EN MOMENTEN 

Zij X een stochastische grootheid gedefinieerd op een kansruimte 

(~,A,P). 
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Definitie 2.7.1. 

Indien X P-integreerbaar is noemt men 

(2.7.1) EX = f X(w) dP 

n 

de verwaahting van X. Indien X P-sommeerbaar is spreekt men van een sto­

chastische grootheid X met eindige verwachting. 

Daar PX(B) = P(X- 1(B)) voor B € B1, volgt uit de overplantingsstelling 

(stelling 1.6.6) 

(2.7.2) 

EX hangt dus alleen van de kansverdeling PX van X af, d.w.z. stochastische 

grootheden met dezelfde kansverdeling hebben ook dezelfde verwachting. Men 

spreekt dan ook wel over de verwachting van een kansverdeling in plaats 

van de verwachting van een stochastische grootheid die deze kansverdeling 

bezit. Soms zullen wij EX door een sy1!lbool willen aangeven. Hiervoor zal 

dan in het algemeen de letter µ worden gebruikt. Daarbij zal uiteraard 

steeds worden aangegeven op welke stochastische grootheid of op welke kans­

verdeling deze verwachting betrekking heef't. 

Zij Y = (Y 1 , ••• ,Yk) een stochastische vector met kansverdeling Py en 

beschouw de stochastische grootheid X = $(Y) = $(Y 1 , ••• ,Yk), $ eindig en 

meetbaar. Dan geldt, wederom volgens de overplantingsstelling 

(2.7.3) EX= E$(Y) = f $(Y(w))dP = f $(y) dPY. 
n Rk 

Wij kunnen de verwachting van X = $(Y) dus op drie verschillende wijzen be-
• . 1 •• 

palen: als integraal over n m.b.t. P, als integraal over R m.b.t. ziJn 

kansverdeling PX en als integraal over Rk m.b.t. de kansverdeling Py van Y. 

In de vaak voorkomende situatie waarin Py gegeven is, is (2.7.3) meestal de 

aangewezen methode; het voordeel boven (2.7.2) is dat wij ons de moeite van 

het bepalen van PX besparen. 

Indien X een kansdichtheid f X ten opzichte van een a-finiete maat µ op 
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(R1 ,B1) bezit, kan (2.7.2) volgens de stelling van Radon-Nikodym ook ge-

schreven worden als 

(2.7.4) EX= J x fx(x) dµ(x). 
R1 

Als X een discrete verdeling op een eindige of a~elbare verza.meling D c R1 

bezit, kan voor µ de telmaat op D worden gekozen waardoor (2.7.4) overgaat 

in 

(2.7.5) EX= l x P(X=x). 
X€D 

Voor continu verdeelde X met kansdichtheid f = F' kan voor µ de Lebesgue x x 
maat worden gekozen waardoor (2.7.4) overgaat in 

(2.7.6) 

Op analoge wijze kan (2.7.3) worden geschreven als 

(2.7.7) EX= E ~(Y) = f ~(y) fy(y) dv(y) 
Rk 

wanneer Y een dichtheid f y ten opzichte van een cr-finiete maat v op 

(Rk,Bk) bezit. Als Y discreet is op D c Rk vinden wij 

(2.7.8) EX= E ~(Y) = l ~(y) P(Y=y), 
Y€D 

terwijl voor continu verdeelde Y met fy gedefinieerd door (2.5.8) en 

continue ~ geldt 

(2.7.9) EX = E ~(Y) = I 

De volgende eigenschappen van de verwachting volgen rechtstreeks uit die 

van de integraal (zie stelling 1.6.1). 
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Ste l Zing 2 • 7. 1 • 

a. 

b. 

c. 

Als X(w) = IA(w), A EA, dan geldt EX= P(A). 
1 Als P(X=c) = 1, c ER, dan geldt EX= c. 

Voor stochastische grootheden x1 en x2 en reele a, b en c geldt 

E(aX1+bX2+c) = a EX1 + b EX2 + c mits het rechterlid van deze gelijk­

heid gedefinieerd is. 

d. Als P(X1~x2 ) = 1 dan geldt EX1 ~EX2 mits beide verwachtingen gedefi-
. d • . t . ( ) 1 nieer Z1Jn; me name volgt u1t P X~c = 1, c ER , dat EX~ c. 

e. Indien EX gedefinieerd is, geldt JExJ ~ EJxJ =EX+ +EX-. 

Natuurlijk bezitten ook de andere stellingen over integralen een analogon 

voor verwachtingen. Wij noemen bier slechts de ongelijkheid van Jensen en 

een speciaal geval van de stelling van Fubini. 

Stelling 2.7.2. (Jensen) 

Zij X een stochastische grootheid met eindige verwachting en zij $ een 
1 reele meetbare convexe functie op R . Dan geldt E $(X) ~$(EX). 

Stelling 2.7.3. (Fubini) 

Als x1 en x2 o.o. stochastische grootheden Z1Jn waarvoor hetzij 

P(x1 x~o) = 1 hetzij EJx1x2 J < 00 , dan geldt Ex1x2 = EX1Ex2 . 

De verwachting van X kan worden opgevat als een "gemiddelde waarde" 

van de stochastische grootheid. Evenzo kunnen wij "gemiddelden" van ze­

kere functies van X beschouwen. 

Definitie 2.7.2. 

Indien ~ voor zekere gehele k > 0 P-integreerbaar is, noemt men 

E~ = f ~(w) dP 

het ke moment van X; als bovendien µ 

men 

k E(X-µ) f (X(w)-µ)k dP 

EX gedefinieerd en eindig is, noemt 



het ke centraZe moment van X. Voor iedere reele r > 0 heet 

het absolute moment van de orde r van X. 

In tegenstelling tot absolute momenten warden momenten en centrale mo­

menten slechts voor gehele waarden van k gedefinieerd. Deze beperking komt 

voort uit het feit dat wij slechts verwachtingen van reele functies wensen 

te beschouwen. Merk op dat voor iedere st6chastische grootheid X alle abso­

lute momenten en alle even momenten gedefinieerd zijn; als X een eindige 

verwachting bezit, zijn ook alle even centrale momenten gedefinieerd. Dit 

houdt natuurlijkgeenszinsin dat deze momenten ook eindig zouden zijn. 

Stelling 2.7.4. 

Indien voor zekere reele r 0 > 0 het absolute moment van de orde r 0 van een 

stochastische grootheid X eindig is, dan is ook het absolute moment van de 

orde r van X eindig voor alle 0 < r < r 0 . Tevens zijn dan het ke moment en 

het ke centrale moment van X gedefinieerd en eindig voor alle positieve ge­

hele k ~ ro. 

Bewijs: 

Voor 0 < r < r 0 geldt 

Voor gehele positieve k ~ r 0 volgt uit de hierboven aangetoonde P-sommeer­

baarheid van lxlk en de meetbaarheid van~ tevens de P-sommeerbaarheid 

van het positieve en van het negatieve deel van ~ en dus ook die van ~ 
zelf. Het ke moment is dus gedefinieerd en eindig. Het bestaan van een po­

sitieve gehele k ~ r 0 impliceert dat r 0 ~ 1, zodat volgens het voorafgaan­

de µ = EX gedefinieerd en eindig is. Dus is ook 

k (X-µ) 
k l: (-1 )k-j (~) k-j ~ 

j=O J µ 

P-sommeerbaar, zodat het ke centrale moment gedefinieerd en eindig is. 
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Behalve het eerste moment (de verwachting) waarvan in stellingen 

2.7.1 - 2.7.3 reeds eigenschappen werden genoemd, zullen wij in deze para­

graaf slechts het tweede centrale moment nader beschouwen. Dit moment wordt 
2 ook de variantie genoemd en aangegeven met het symbool a ; deze notatie als 

kwadraat is geoorloofd daar het tweede centrale moment, mits gedefinieerd, 

steeds niet negatief is. 

Definitie 2.7.3. 

De va,riantie van een stochastische grootheid X met eindige verwachting 

µ = EX wordt gegeven door 

(2.7.10) 

de sta:ndaardafwijking van X wordt gegeven door de niet negatieve wortel uit 

de variantie van X: 

1 

(2.7.11) cr(X) = [E(X-µ) 2 J2 > O. 

Volgens stelling 2.7.4 is de variantie van X gedefinieerd en eindig 

indien Ex2 < oo. Als X discreet verdeeld is op D c R1 dan geldt volgens 

(2.7.8) 

(2.7.12) l 2 
(x-µ) P(X=x); 

XED 

als X continu verdeeld is met fx = FX dan geldt volgens (2.7.9) 

(2.7.13) 

De standaardafwijking van X, als zijnde de wortel uit de verwachte 

kwadratische afwijking van X van zijn verwachting, heeft dezelfde "fysische 

dimensie" als de stochastische grootheid X zelf en wordt algemeen gehanteerd 

als een maat voor de "spreiding" van de kansverdeling van X. 

De variantie bezit de volgende elementaire eigenschappen. 
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SteZZing 2.7.5. 

a. cr2 (X) 0 dan en slechts dan indien P(X=c) = 1 voor zekere reele c. 

b. cr2 (X) = Ex2 - (EX) 2 indien het linkerlid gedefinieerd is. 

c. Indien cr2 (X) gedefinieerd is geldt voor alle reele a en b 

2 2 2 I I a (a+bX) = b a (X) en dus cr(a+bX) = b cr(X). 

Bewijs: 

a. cr2(X) = f (X(w)-µ) 2 dP = O, µ = EX, impliceert dat (X(w)-µ) 2 = 0 

P-bijna overal, d.w.z. P(X=µ) = 1. Omgekeerd: als P(X=c) = 1 dan geldt 

µ = EX= c zodat (X(w)-µ) 2 = 0 P-bijna overal en dus cr2 (x) O. 

b. cr2 (X) = E(X-µ) 2 = E(x2-2µX+µ 2 ) = EX2 - 2µ EX+ µ2 = EX2 - (EX) 2 waarin 

µ = EX. 

c. Voor µ = EX geldt E(a+bX) 
2 2 2 2 

= Eb (X-µ) = b a (X). 

a + bµ zodat a 2 ( a+bX) = 2 E(a+bX-a-bµ) = 

Uit c. en stelling 2.7.1 volgt dat indien X eindige verwachting 

EX en eindige variantie cr2 = cr2 (x) bezit, de stochastische grootheid 

x* = X-µ 
a 

verwachting O en variantie 1 bezit. Men noemt x* de gestanda.ardiseerde 

van X. Uit c. blijkt tevens dat de standaardafwijking de eigenschappen be­

zit die wij van een maat voor "spreiding" mogen eisen: hij is invariant 

onder verschuiving van de kansverdeling van X en reageert lineair op schaal­

veranderingen. 

Definitie 2.7.4. 

Indien de stochastische grootheden x1 en x2 eindige verwachtingen µ1 resp. 

µ2 bezitten en x1x2 P-integreerbaar is, wordt de covariantie van x1 en x2 
gegeven door 

De stochastische grootheden x1 en x2 heten ongecorreleerd indien 
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Merk op dat cov(X,X) 

SteUing 2.7.6. 

a. cov(X1,x2 ) = EX1X2 - EX1Ex2 indien het linkerlid gedefinieerd is. 

b. Indien x 1 en x2 eindige varianties bezitten is cov(x1,x2 ) gedefinieerd 

en eindig. 

c. Indien x1 en x2 o.o. zijn en een eindige covariantie bezitten dan zijn 

x1 en x2 ongecorreleerd. 

d. Voor reele a 1,a2 , ... ,an en stochastische grootheden x 1 ,x2 , ... ,Xn 

met eindige varianties geldt 

2 n 
a ( l a.X.) 

i=1 l l 

n n 
l l 

i=1 j=1 
a. a. cov(X.,X.) 

l J l J 

n 
l a~ cr2(x.) + 2 l la. a. cov(X.,X.) 

i=1 l l i<j l J l J 

Indien x 1 ,x2 , ... ,Xn bovendien paarsgewijs ongecorreleerd zijn geldt 

2 n 
a ( l a.X.) 

i=1 l l 

n 

l 
i=1 

2 2 
a. a (x.). 

l l 

N.B. Met nadruk zij er op gewezen dat deel c van deze stelling niet omkeer­

baar is: ongecorreleerde stochastische grootheden x 1 en x2 zijn niet nood­

zakelijk o.o. (zie opgave 4). 

Bewijs: 

a. Daar cov(X1,x2 ) gedefinieerd is zijn µ 1 
zodat 

EX2 beide eindig 

aangezien het rechterlid gedefinieerd is (stelling 2.7.1). Merk op dat 

hieruit volgt dat eindigheid van µ 1 en µ2 en P-integreerbaarheid van 



b. 

c. 

d. 
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x 1x2 ook P-integreerbaarheid van (X 1-µ 1) 

finitie 2.7.4 gerechtvaardigd is. 
2 2 

Daar cr (X1) < oo en cr (X2 ) 

Aangezien 12 x,x2I ::;,, x~ + 

gestelde uit a. volgt. 

2 2 
< 00 , zijn EX1 , EX 1 , EX2 en Ex2 alle eindif. 

x2 
2 

is dus ook x 1x2 P-sommeerbaar zodat het 

Uit stelling 2.7.3 volgt dat in dit geval EX1x2 = EX1Ex2 zodat vol­

gens a. cov(X1,x2 ) = o. 
Uit de eindigheid der varianties volgt de eindigheid der verwachtingen 

en covarianties zodat E l a. X. = l a. µ. waarbij µ. = EX~, en 
l l l l l ~ 

l l a. a. cov(X. ,X.). 
ij l J l J 

l a. 
j l 

Hieruit volgen de overige beweringen onder d. 

a. (X.-µ.) (X.-µ.) 
J l l J J 

Uit stelling 2.7.1 c. en stelling 2.7.6 c. en d. volgt onmiddellijk 

Stelling 2.7.7. 

Indien x1,x2 , ... ,Xn stochastische grootheden zijn met dezelfde eindige 

. . 2 2( ) . variantie cr = cr X. en verwachting µ=EX., 
l • - 1 ,n l 

s = I~=, xi en hun gemiddelde x = ;;:- li=i xi 

dan geldt voor hun som 

ES nµ, EX= µ. 

Als x1,x2 , ..• ,Xn bovendien paarswijs ongecorreleerd zijn (dus a fortiori 

wanneer zij paarsgewijs of onderling onafhankelijk zijn) dan geldt 

2( ) 2 cr2(-X) cr S = ncr , 

Definitie 2.7.5. 

2 
cr 
n 

Zij X = (x1,x2 , .•. ,Xn) een stochastische vector waarvan iedere component 

eindige variantie bezit. De covaria:ntie-matrix tx van deze stochastische 

vector is de (nxn)-matrix met elementen cr .. = cov(X.,X.) i,j = 1,2, .. .,n. 
l ,J l J 

N.B. Het diagonaal element cr .. stelt de variantie van X. voor en niet de 
i,i l 



standaardafwijking van Xi zoals de notatie zou doen vermoeden. 

SteZZing 2. 7 .8. 

Zij X = (X1,x2 , ..• ,Xn) een stochastische vector waarvan iedere component 
eindige variantie bezit. Dan is de covariantie-matrix tx symmetrisch en 
positief semi-definiet. tx is dan en slechts dan singulier indien er een 
niet triviale lineaire combinatie van x1,x2 , ... ,Xn bestaat die een ge­
degenereerde verdeling bezit, d.w.z. indien voor zekere reele c en 
a 1 ,a2 , •.. ,an met La~# O, geldt 

n 
P( l 

i=1 

Bewijs: 

a. X. 
l l 

c) 1. 

tx is symmetrisch daar cov(Xi,Xj) = cov(Xj,Xi). Aangezien een variantie 
steeds niet-negatief is volgt uit stelling 2.7.6 d 

2 n 
O .:s._ a ( l a.X.) 

- i=1 l l 

n n 

l l 
i=1 j=1 

a . . a. a., 
l ,J l J 

a .. = cov(X.,X.), 
i ,J l J 

voor alle reele a 1 ,a2 , ... ,an' zodat tx positief semi-definiet is. tx is 
dus dan en slechts dan singulier, indien er reele getallen a1,a2, ... ,an 
met l a~ ~ O bestaan, waarvoor de bovenstaande kwadratische vorm gelijk is l 

ul d voor cr2 ('a.X.) = O. Toepassing van stelling 2.7.5 a aann, .w.z.waar L 11 ... 

voltooit het bewijs. 

Past men het bovenstaande toe voor n = 2, dan vindt men dat voor twee 
stochastische grootheden x1 en x2 met eindige varianties de matrix 

(2. 7 .14) 

positief semi-definiet is. De determinant van deze matrix is dus niet 
negatief, d.w.z. 

(2. 7.15) 
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gelijkheid geldt hierbij dan en slechts dan indien de matrix (2.7.14) 
2 2 singulier is, d.w.z. indien voor zekere a 1 , a2 enc met a 1 + a2 # 0 geldt 

De ongelijkheid (2.7.15) - die in feite niet anders is dan de ongelijkheid 

van Schwartz - is aanleiding tot de volgende definitie. 

Definitie 2.7.6. 

De correlatie-coe"fficient van twee stochastische grootheden x1 en x2 met 

eindige positieve varianties wordt gegeven door 

cov(X1 ,x2 ) 

cr(X1)a(x2) 

Stelling 2.7.9. 

Voor twee stochastische grootheden x1 en x2 met eindige positieve varian­

ties geldt steeds 

r(X1,x2) 

p(X1,X2) 

O dan en slechts dan indien x1 en x2 ongecorreleerd zijn; 

(resp. - 1) dan en slechts dan als (2.7.16) geldt voor zekere 

a 1 , a2 enc waarvoor a 1a2 < 0 (resp. > 0). 

Bewijs: 

De beide eerste beweringen volgen uit (2.7.15), bet feit dat beide varian­

ties positief en eindig zijn en uit de definitie van het begrip ongecorre­

leerd. Daar de varianties positief zijn, zijn de verdelingen van x1 en x2 

beide niet gedegenereerd. Dus geldt lp(X1,x2 )1 = 1 dan en slechts dan in­

dien (2.7.16) vervuld is voor zekere a 1 en a2 waarvoor a 1a2 # O. In dit 

geval geldt 



zodat p(X1,x2 ) = 1 (resp. -1) en dus cov(X1,x2 ) > O (resp. < O) impliceert 

dat a 1a2 < 0 (resp. > 0). 

Een correlatiecoefficient 1 of - 1 gee~ dus aan dat er tussen beide 

stochastische grootheden met kans 1 een stijgend respectievelijk dalend 

lineair verband bestaat. In het algemeen wordt lp(X1,x2 )1 opgevat als een 

aanduiding van de mate van lineaire afhankelijkheid tussen x1 en x2 . 

Voorbee Zden 

Deze paragraaf wordt besloten met het berekenen van verwachtingen, varian­

ties en covarianties van de in §2.6 behandelde kansverdelingen. 

2.7.1. Gedegenereerde verdeling 
2 Indien P(X=x0 ) = 1 dan geldt EX = x0 en a (X) 

en 2.7.5. 

2.7.2. Alternatieve verdeling in 0 en 1 

Als P(X=1) =pen P(X=O) = 1 - p dan geldt EX 

cr2 (X) = EX2 - (EX) 2 = p - p2 p(1-p). 

2.7.3. Binomiale verdeling 

0 volgens stellingen 2.7.1. 

p' EJf p en dus 

Zij X binomiaal verdeeld met parameters n en p, d.w.z. 

P(X=x) x = 0,1, ... ,n. 

Zoals in §2.6 werd opgemerkt is de verdeling van X dezelfde als die van 

n 

I 
i=1 

x. 
l 

waarbij x1,x2 , ... ,Xn o.o. zijn en alle de in het vorige voorbeeld be­

sproken alternatieve verdeling bezitten. Dus geldt volgens stelling 2.7.7 

EX = np, 2 
a (X) = np(1-p). 

2.7.4. Hypergeometrische verdeling 

Veronderstel dat X de hypergeometrische verdeling 
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P(X=x) 

bezit. Een voorbeeld van een dergelijke stochastische grootheid X is het 
aantal rode knikkers in een aselecte steekproef zonder teruglegging van n 
knikkers uit een vaas waarin zich r rode en (N-r) witte knikkers bevinden. 
Definieren wij 

x. 
l 

als bij de ie trekking een rode knikker wordt getrokken 

0 anders, 

dan geldt X = l~=l Xi voor deze X. Bij het beantwoorden van opgave 2 van 
§2.6 wordt gevonden (ga dit na) 

P(X.=1) 
l 

r = -N , P(X.=O) = 1 
l 

_!: 

N ' 
i = 1 ,2, ... ,n 

P(X.X.=O) = 1 - r(r-l) , i 'f j, 
i J N(N-1) 

zodat x1,x2 , ... ,Xn afhankelijk zijn doch alle dezelfde alternatieve ver­
deling bezitten. Uit het bovenstaande volgt 

EX. 
l 

= _!: 
N ' 

cov(X. ,X.) 
l J 

EX.X. 
l J 

Uit het eerste deel van stelling 2.7.7 en uit stelling 2.7.6 d volgt nu 

(2.7.18) 

aangezien 

nr 0 2(X) = n(N-n) r(N-r) 
EX = N ' N2 ( N-1 ) 

n 
x.) 

l I 
i=1 

cr2 (x.) + 2 l l cov(X.,X.) 
l i<j l J 

n(N-n) r(N-r) 

N2(N-1) 



2.7.5. Poisson verdeZing 

Indien X een Poisson verdeling met parameterµ bezit, d.w.z. 

dan geldt 

(2. 7 .19) 

Immers 

x -µ µ P(X=x) 
e ' ' x. x = 0,1, ... , 

EX= µ, 

EX= e-µ l 
x=O 

µ. 

x x 
x ..!!._ = e-µ l _µ __ - e -µ µ eµ 

x! x=l (x-1 )! -
µ, 

2 2 2 EX(X-1) +EX - (EX) = µ + µ - µ 

2.7.6. Negatief binomiaZe verdeZing 

2 
µ ' 

µ. 

Als X een negatief binomiale verdeling met parameters k en p bezit, d.w.z. 

dan geldt 

(2.7.20) 

P(X=x) 

k EX= - , 
p 

Immers, voor k 

(x-1) k ( )x-k 
k-1 p l-p ' 

cr2 ( x) - &1.::.Pl - 2 
p 

geldt 

x = k,k+1, ... , 

( )x-1 EX = l x p 1-p 
x=1 

d \ x d (p-1) = _p1 , p - l ( l-p) = - p dp 
dp x=O 

l x(x+1) )x-1 d2 
l (l-p)x+1 2 EX(X+1) p(1-p P2 = 2' 

x=1 dp x=-1 p 

cr2 ( X) EX2 - (EX) 2 EX(X+1) - EX - (EX) 2 = ~ 
p 
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Aangezien de som van k o.o. stochastische grootheden met negatief binomiale 

verdelingen met parameters 1 en p een negatief binomiale verdeling met 

parameters ken p bezit, volgt (2.7.20) uit stelling 2.7.7. 

2.7.7. MuZtinomiaZe verdeZing 

Zij X = (X1 ,x2 , ... ,~) een stochastische vector met een multinomiale verde­

ling met parameters n en p = (p1 ,p2 , ... ,pk), d.w.z 

P(X=x) 

voor iedere vector x = (x1 ,x2 , ... ,~) van niet-negatieve gehele getallen 

met l x. = n. Daar de marginale verdeling van X. een binomiale verdeling 
J J 

met parameters n en p. is, geldt 
J 

2 (2.7.21) EX. 
J 

npJ. , cr ( X. ) = np. ( 1-p. ) , 
J J J 

j 1,2, ... ,k. 

Voorts is voor j ¥ m 

EX.X 
J m 

l ( n-2) ! Y 1 
n(n-1) PJ· pm , , P 1 Y1 •••• yk. 

yk 
Pk = n(n-1) P· p ' J m 

waarbij de eerste sommatie loopt over alle x = (x1 , •.. ,~) met niet-nega­

tieve gehele componenten met l x. = n en de tweede sommatie over alle 
l. 

y = (y1 , ..• ,yk) met niet-negatieve gehele componenten met l yi = n - 2. 

De laatste som is derhalve gelijk aan 1. Uit het bovenstaande volgt 

(2.7.22) cov(X.,X ) = - n p. pm' 
J m J 

j ¥ m. 

2.7.8. Homogene verdeZing op (0,1) 

De kansdichtheid van een stochastische grootheid X die homogeen verdeeld 

is op ( O, 1 ) is 
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voor 0 < x < 1 

0 anders 

(2.7.23) 1 2 1 
EX = 2' a (X) = 12" 

2.7.9. Gamma verdeling 
De kansdichtheid van een stochastische grootheid X die een gamma verdeling 
met parameters k en'A'bezit wordt gegeven door 

x > 0. 

Daar 

-AX k 1 f -x k e x dx = U(k) e x dx 

0 

r(k+1) = ~ 
= U(k) A' 

0 

e-Ax xk+1 dx = r(k+2) = k(k+1), 

A2r(k) A2 

geldt 

(2.7.24) 

2.7.10. Duhbel-exponenti~Ze verdeling 
X bezit een dubbel-exponentiele verdeling met parameter A als 

-Alxl e . 

Dan geldt 
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Het eerste volgt uit de integreerbaarheid van x fX(x) en de symmetrie van 

fx om nul, terwijl 

2.7.11. Cauchy verdeling 
X bezit een standaard Cauchy verdeling als 

1 
fx(x) = 2 • 

TT( l+X ) 

2 -Ax 
x e dx 

2 
2· 
Ji 

Voor reeler~ 1 is de functie lxlr (1+x2 )- 1 niet sommeerbaar terwijl voor 
oneven k ~ 1 de functie xk(1+x2 )-1 zelfs niet integreerbaar is. De Cauchy 

verdeling bezit dan ook geen enkel eindig moment van een orde ~ 1. De on­
even momenten en alle centrale momenten zijn niet gedefinieerd; de even 
momenten en alle andere absolute momenten van een orde r > 1 zijn alle ge­
lijk aan + oo. 

2.7.12. Normale verdeling 
X bezit een normale verdeling met parameters µ en a2 als 

Zoals de notatie reeds doet vermoeden zijn verwachting en variantie van X 
2 juist gelijk aan de parameters µ en a van de verdeling: 

(2.7.26) EX µ, 

Het eerste volgt uit de integreerbaarheid van x fX(x) en de symmetrie van 
fX om µ, terwijl partiele integratie levert 

2 1 
a ( X) = a& 

2 
a 
7211" 

_oo 

2 
a • 

2 a 
7211" 
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2.7.13. Meerdimensionale normale verdeling 

De stochastische vector X = (x1 ,x2 , ... ,Xk) bezit een k-dimens{onale N(µ,t)­

verdeling als 

(211)k/2 ~JtJ)1/2 exp(-Hx-µ)' i-1(x-µ)). 

In §2.6 werd aangetoond dat X. in dit geval een eendimensionale N(µ. ,o .. )-i i ii 
verdeling bezit, zodat 

(2.7.27) EX. 
i 

Voorts werd bewezen dat l 
verdeling bezit. Hieruit 

i 1 ,2, ... ,k. 

b. x. een eendimensionale N(L b.µ., l LO· .b.b.)-
J J J J . . iJ i J 

2 i J 
volgt dat o (x.+x.) = o .. + o .. + 2o .. = 

i J ii JJ iJ 

= o (X.) + o (X.) + 2o .. voor i ¥ j, aangezien de matrix 2 2 t 
i J iJ 

symmetrisch is. 

Vergelijkingen met stelling 2.7.6 d leert nu dat 

(2.7.28) cov(X. ,x.) 
i J 

a .. (= o .. ), 
iJ Ji . 

i ¥ j. 

De parameters µ en t van de meerdimensionale normale verdeling ziJn dus 
juist de vector van verwachting en de covariantie-matrix van de stochastische 

vector X. In dit licht bezien betekent de eis dat t symmetrisch en positief­

definiet is (zie §2.6) slechts uitsluiting van het geval waarin een lineaire 

combinatie van de componenten van X een gedegenereerde verdeling bezit. 

Tenslotte werd in §2.6 aangetoond dat x1 ,x2 , ..• ~ dan en slechts dan 

o.o. zijn indien t een diagonaal-matrix is. Voor stochastische grootheden 

die een simultane normale verdeling bezitten zijn de begrippen "(paars­

gewijs) ongecorreleerd" een "onderling onafhankelijk" dus equivalent. 

Opgaven 

1. Bewijs: Als F de verdelingsfunctie is van een niet-negatieve stochastische 

grootheid X, dan geldt 

EX J (1-F(x)) dx. 

0 
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2. Zij X een stochastische grootheid, 

Laat zien dat cr2 (x) ~ E(X-a) 2 voor 

EX = µ en EX2 

alle a E R 1 . 

< 00 

3. Bewijs dat E(x-1 ),;;,, (EX)- 1 voor iedere stochastische grootheid X, 

waarvoor P(X>O) = 1. 

4. De stochastische grootheden X en Y bezitten de volgende simultane verde­

ling 

P(X=O,Y=1) P(X=O,Y=-1) P(X=1,Y=O) P(X=-1,Y=O) 

Toon aan dat X en Y ongecorreleerd doch niet o.o. zijn. 

1 
4· 

5. Indien x1 ,x2 , ... ,Xn eindige varianties bezitten dan geldt voor reele 

a1 , .•• ,an, b1 , •.• ,bn 

n 
cov( l a. x. , 

i=1 l l 

n 

l 
i=1 

b.X.) 
l l 

n n 

l l 
i=1 j=1 

a.b. cov(X. ,X.). 
l J l J 

6. Indien de stochastische grootheden X en Y dezelfde eindige variantie 

bezitten, dan zijn de stochastische grootheden X + Y en X - Y ongecor­

releerd. Toon dit aan. (Zie ook 2.6. opgave 17.). 

7. Bepaal verwachting en variantie van de binomiale en van de hypergeome­

trische verdeling rechtstreeks uit de betreffende kansverdelingen zonder 

gebruik te maken van splitsing in alternatief verdeelde stochastische 

grootheden. 

8. Een secretaresse moet N brieven naar N verschillende adressen versturen. 

Voor iedere brief neemt ze aselect een van de reeds geadresseerde enve­

loppen. Bereken het verwachte aantal brieven dat in de juiste enveloppen 

wordt verstuurd zonder de verdeling van dit aantal te bepalen. 

9. Men wenst bloedmonsters, afkomstig van een groot aantal personen, te on­

derzoeken op de aanwezigheid van een bepaalde stof. Ter besparing van 

kosten gaat men hierbij als volgt te werk. Men verdeelt de te onderzoe­

ken personen in groepen van k. Voor iedere groep worden de bloedmonsters 

bijeengevoegd, waarna het aldus verkregen mengsel wordt onderzocht. 

Valt de analyse negatief uit, dan kan men hiermee volstaan. Is het re­

sultaat positief, dan wordt het bloed van de betreffende k personen als-
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nog afzonderlijk onderzocht, zodat men in dat geval in totaal k+1 ana­
lyses moet uitvoeren voor deze k personen. Verondersteld wordt, dat de 
te onderzoeken personen o.o. zijn en dat voor ieder van hen de kans, 
dat zijn bloed de stof in kwestie niet bevat, gelijk is aan p. 
a) Bereken de kans dat de analyse van de gemengde bloedmonsters van een 

groep k personen positief uitvalt. 

b) Zij S het totale aantal uit te voeren analyses als men n 

nen onderzoekt. Bereken ES en cr2(s). 
mk perso-

c) Voor welke waarden van p geeft de boven beschreven methode bij geschikt 
gekozen k inderdaad een besparing vergeleken met het apart analyseren 
van alle monsters? Geef een benadering voor de optimale waarde van k, 
afhankeli,jk van p. 

10. Zij M het hoogste getrokken lotnummer in 2.1, opgave 3. 

Laat zien dat voor vast gekozen n 

lim EM = n 
N..- N n+1 

2 
en lim cr (M) = n 

N..- N2 (n+1) 2 (n+2) 

11. In een flatgebouw met (k+1) woonlagen, van beneden af genummerd 
0,1, .•. ,k, vertrekt een lift met n personen van woonlaag 0 naar boven. 
Aangenomen wordt dat op de woonlagen 1,2, ... ,k geen personen wensen in 
te stappen, zodat alleen wordt gestopt om de n personen te laten uit­
stappen. Voorts wordt verondersteld dat deze n personen het nummer van 
de woonlaag waar zij uitstappen aselect en onafhankeli,ik van elkaar uit 

de getallen 1,2, .•• ,k kiezen. Bereken verwachting en variantie van het 
aantal malen dat de lift stopt zonder de kansverdeling van dit aantal 

malen te bepalen. 

12. X bezit een standaard normale verdeling. Bewijs dat voor positieve 

gehele k geldt 

0 als k oneven is, 

EJf = 
k! 

als k even is. 

Leid hieruit een uitdrukking voor E(Y-µ)k af, wanneer Y een N(µ,cr 2 )­
verdeling bezit. 
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2.8. DE ZWAKKE WET VAN DE GROTE AANTALLEN 

SteUing 2.8.1. 

Zij Y een stochastische grootheid waarvoor P(Y~O) = 1 en zij $ een niet­

negatieve en niet-dalende functie gedefinieerd op [O,oo). Dan geldt voor 

iedere c > 0 waarvoor $(c) > O, 

(2.8.1) 

Beu;ijs: 

( ) < Ecj>(Y) 
P Y~c = $(c). 

E$(Y) J $(y) dPY J $(y) dPY + J 
[O,c) 

~ $(c) J dPY = $(c) P(Y~c), 
[c,oo) 

[c,oo) 

waaruit de stelling volgt daar $(c) > 0. 

Ongelijkheden van het type (2.8.1) worden ongelijkrzeden van Chebyshev 

genoemd. Zij zijn alleen dan niet triviaal indien E$(Y) < $(c); zeker dient 

dus E$(Y) eindig te worden verondersteld. Meestal hanteert men hierbij 

functies $ waarvoor lim $(y) = oo. Men gebruikt dan de ongelijkheid om te 
Y"*oo 

concluderen dat voor alle niet-negatieve stochastische grootheden Y waar-

voor E$(Y) een gegeven eindige waarde bezit, de kans P(Y~c) uniform naar 

boven begrensd is door een functie van c die naar O nadert voor c "* 00 • 

Voor praktische toepassing zijn ongelijkheden van Chebyshev in het algemeen 

niet voldoende scherp; als bewijstechniek zijn zij echter van grote waarde. 

De volgende speciale gevallen zijn hierbij van bijzonder belang. 

Door voor een willekeurige stochastische grootheid X, Y = IXI en 

$(y) =yr, r > O, te kiezen ontstaat de zogenaamde ongelijkheid van Markov: 

Voor iedere stochastische grootheid X waarvan het absolute moment van de 

orde r (> O) eindig is, geldt voor iedere c > O 

(2.8.2) 
EIXlr 

P( IXI ~ c) ;;;,-r-· 
c 
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Dit resultaat wordt vooral voor r = 1 en r = 2 veel gebruikt. 

Door voor een stochastische grootheid X met eindige verwachting µ en 

variantie o2 , Y = IX - µI en $(y) = y 2 te kiezen ontstaat de ongelijkheid 
van Bienaym~ - Chebyshev: 

Voor iedere stochastische grootheid X waarvoor µ 

zijn, geldt voor iedere c > O 

(2.8.3) 
02 

P(IX-µI ~c) ~2 
c 

als o2 > 0 kunnen wij hiervoor ook schrijven 

(2.8.4) P( IX-µ I > c) < __!_ : 
o = = 2 

c 

EX en o2 = o2(X) eindig 

de kans dat de gestandaardiseerde van een stochastische grootheid in abso-
. . . -2 lute waarde ~ c is, is nooit groter dan c 

Definitie 2.8.1. 

Een rij stochastische grootheden x1,x2 , .•• convergeert in waarschijnlijkheid 

naar een reeel getal a (notatie: X ~ a voor n-+<><>) indien voor iedere £ > O 
n 

n-+<><> 
lim P( IX -al > £) 

n 
o. 

Een riJ stochastische grootheden x1,x2 , •.• convergeert in waarschijnlijk­

heid naar een stochastische grootheid X (notatie: X ~X voor n-+<><>) indien 
n 

p . . . d 0 Xn - X + 0 voor n + ®• d.w.z. indien voor ie ere £ > 

lim P(IX -XI > £) = o. 
n-+<><> n 

Merk op dat in het laatste geval de stochastische grootheden X,X1,x2 , ••• 

op dezelfde kansruimte gedefinieerd dienen te zijn; voor convergentie in 

waarschijnlijkheid naar een reeel getal behoe~ de rij x1,x2 , .•• niet op 

dezelfde kansruimte gedefinieerd te zijn: het betre~ in dit geval een ei­

genschap van de rij kansverdelingen PX ,PX, ••. 
1 2 
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SteUing 2.8.2. 

Indien x1 ,x2 , •.. o.o. stochastische grootheden zijn die alle dezelfde ver­

wachting µ en dezelfde eindige variantie o2 bezitten, dan convergeert de 

rij der gemiddelden 

x 
n 

n 

n l Xi' 
i=1 

n = 1 ,2, ... , 

voor n + in waarschijnlijkheid naar µ. 

Bewijs: 

Daar o2 gedefinieerd is, is µ eindig en volgens stelling 2.7.7 geldt 

EX 
n 

2 
0 

n 

Toepassing van de ongelijkheid van Bienayme-Chebyshev op Xn levert voor 

iedere e: > 0 

2 
P( IX -µI > e:) < -0 -

n = 2 ' 
E n 

zodat voor iedere e: > O 

lim P( IX -µI > e:) 
n n-+<x> 

o. 

Deze stelling staat bekend als de zwakke wet van de grote aantallen. 

De stelling is overigens een zwakke versie van deze zwakke wet aangezien 

de eis van gelijke eindige varianties onnodig restrictief is (zie opgave 1). 

Indien men veronderstelt dat x1,x2 , ..• o.o. en identiek verdeeld zijn met 

eindige verwachting µ=EX., behoeft zelfs geen enkele andere voorwaarde te 
l 

warden opgelegd om de zwakke wet te bewijzen. Een interessant speciaal ge-

val van stelling 2.8.2 is het volgende. 

Stelling 2.8.3.(Bernoulli) 

Beschouw een oneindige rij van o.o. uitvoeringen van een experiment waarbij 

bij ieder (deel) experiment de kans op het optreden van een eventualiteit S 



108 

gelijk is aan p. Zij X(n) het aantal malen dat S optreedt bij de eerste n 
experimenten. Dan convergeert de rij der frequentie-quotienten van S, 

n 1 ,2' ... ' 

voor n + 00 in waarschijnlijkheid naar p. 

Bewijs: 

Zij 

als S bij het ie experiment optreedt x. 
l 

0 anders, 

dan zijn x1,x2 , ... o.o. en identiek verdeeld met EXi 
p(1-p) < oo. Daar 

n 

n 

1 L xi' 
n i=1 

volgt de stelling rechtsreeks uit stelling 2.8.2. 

2 pen a (X.) 
l 

Stelling 2.8.3. vertoont een duidelijke analogie met de empirische wet 
van de grote aantallen die het intuitieve uitgangspunt bij de opbouw van 
het kansbegrip vormt. De empirische wet houdt in dat in lange reeksen her­
halingen van een experiment - steeds zorgvuldig onder dezelfde omstandig­
heden uitgevoerd - het frequentie-quotient van een gebeurtenis S zich vaak 
stabiliseert in de nabijheid van een getal p dat wij intu1tief als de kans 
op de gebeurtenis S opvatten. Daar een op deze intu1tie gebaseerde definitie 
van het begrip kans als limiet van het frequentie-quotient op ernstige 
moeilijkheden betreffende het bestaan van deze limiet stuit, hebben wij 
gekozen voor een axiomatische opbouw van het kansbegrip waarbij de empi­
rische wet slechts als intu1tieve motivering van de keuze der axioma's een 
rol speelt. Nu blijkt dat uit de ogenschijnlijk zwakke axioma's (kans is 
een genormeerde maat) een stelling volgt die redelijk goed overeenkomt met 
de empirische wet, mag men hopen dat het door de axioma's gedefinieerde 
wiskundige model van het kansbegrip tot praktisch bruikbare resultaten zal 
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leiden. Men hoede zich echter voor de vergissing te menen dat de zwakke wet 

een bewijs van de empirische wet is. Empirisch gevonden resultaten zijn 
langs wiskundige weg niet te bewijzen. 

Op gave 

1. Laten x1.x2 , .•• o.o. stochastische grootheden met eindige varianties 
voorstellen die alle dezelfde verwachting µ bezitten. Indien 

1 n 
lim 2 ) 
n->«> n 1=1 

2 
(J ( x. ) = 0' 

1 

dan convergeert de rij der gemiddelden 

x 
n n 

n 

I xi, 
i=1 

in waarschijnlijkheid naar µ. 

n = 1 ,2, ... , 

2.9. ZWAKKE CONVERGENTIE VAN KANSVERDELINGEN 

k k Wij beschouwen in deze paragraaf kansverdelingen op (R ,B) met 1 ;;,k < 00 

Wij gebruiken daarbij de volgende notatie: 
Voor willekeurige x, y E Rk en A c Rk is 

~(x,y) 

de afstand van x tot y, is 

k 
I 

i=1 

2 1 (x.-y.) }2 
1 1 

~(x,A) = inf ~(x,y) 
yEA 

de afstand van x tot A, en stelt 

8A {x: ~(x,A) = ~(x,Ac) = Q} 

de rand van A voor. Merk op dat 8A gesloten is, zodat 8A E sk voor alle 
Ac Rk. Verder schrijven wij C(Rk) voor de verzameling van alle reele 
functies op Rk, die begrensd en continu zijn. 
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Definitie 2.9.1 

Als Peen kansverdeling op (Rk,'ff-) is en A e "sk de eigenschap hee:f't dat 

P(aA) = O, dan noemen wij A een P-aontinu!teitsvePzameZing. 

Definitie 2.9.2 

Een rij kansverdelingen P1 ,P2 , ••• op (Rk,if) aonvergeert zwak naar een 
kansverdeling P op (Rk ,it) (notatie: Pn ~ P voor n -+ oo) als 

lim f f(x) dPn(x) = f f(x) dP(x) 
n-+oo Rk Rk _ 

voor iedere :f'unctie f e C(Rk). Een rij verdelings:f'uncties F1 ,F2 , ••• op 
~ k 

R convergeert zwak naar een verdelings:f'unctie F op R (notatie: F ~ F 
n 

voor n -+ 00 ) als de met de F corresponderende rij kansverdelingen zwak con­
n 

vergeert naar de kansverdeling, die bij F behoort. 

SteZUng 2.9.1 

De volgende vijf beweringen betreffende kansverdelingen P1 ,P2 , ••• ,P 

op (Rk,sk) met verdelings:f'unties F1,F2 , ••• ,F zijn equivalent 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

Bewijs: 

P ~ P voor n -+ 00 ·, n . 

lim sup Pn(A) ~P(A) voor iedere gesloten verzameling Ac Rk; 
n-+oo 

lim inf Pn(A) ~ P(A) voor iedere open verzameling A c Rk; 
n-+oo 

lim P (A) = P(A) voor iedere P-continuiteitsverzameling A c Rk; 
n-+oo n 
lim F (x) = F(x) voor ieder punt x e Rk waar de :f'unctie F continu is. 
n;+oo n 

Indien wij bij een gesloten verzameling Ac Rk :f'uncties r 1,r2 , ... e C(Rk) 

definieren door 

=i 
1 - m~(x,A) als ~(x,A) < l 

=m 
fm(x) 

> l 0 als ~(x,A) =m 



dan geldt 

en 

Hieruit volgt 

lim f (x) m m:+oo 
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m,n 1 ,2' ... ' 

en dus impliceert (i) op grond van de definitie van zwakke convergentie 

lim sup Pn(A) ~ J fm(x) dP(x), m = 1,2, ... 
~ ~ 

Laten wij nu m + 00 , dan gaat het rechter lid van deze ongelijkheid wegens 

de gedomineerde convergentie van fm naar IA over in P(A). Daar wij voor A 

iedere gesloten deelverzameling van Rk kunnen nemen, is hiermee aangetoond 

dat (ii) uit (i) volgt. Deequivalentievan (ii) en (iii) is gemakkelijk te 

bewijzen door over te gaan op complementen. Schrijven wij A0 voor het in­

wendige, en A voor de afsluiting van een verzameling A E Bk, dan volgt uit 

(ii) en (iii) 

Daar voor iedere P-continuiteitsverzameling A per definitie P(A0
) P(A) 

volgt (iv) dus uit (ii) en (iii). Verder volgt (v) uit (iv), omdat conti­

nuiteit van de verdelingsfunctie F in een punt x betekent, dat de eel 

(-00 ,x] een P-continuiteitsverzameling is (ga dit na?). Tenslotte moeten 

wij nog bewijzen dat (i) uit (v) volgt. Gemakshalve geven wij het bewijs 

alleen voor het eendimensionale geval (k=1). Laat f E C(R1), zodat 
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M = s~ lr(x)I < 00 , en zij E > O. Wij kiezen dan een interval (a,b] zo 

groot dat P((a,b]) ~ 1 - E en bovendien zo, dat de verdelingsfunctie F 

continu is in ieder van de punten a en b. Dit laatste is mogelijk omdat 
1 een verdelingsfunctie op R hoogstens a~elbaar veel discontinuiteiten 

hee~ (zie 2.4, opgave 1). Nu geldt 

(2.9.1) 

en 

(2.9.2) 

I I f(x) dP(x)I ~ M.P((a,b]c) ~ M.E, 

(a,b]c 

I f(x) dPn(x)I ~M.Pn((a,b]c), n = 1,2, .... 

(a ,b]c 

Verder volgt uit de continuiteit van f, dat f uniform continu is op het 

gesloten interval [a,b]. Er is dus een getal o > O met de eigenschap, 

lf(x) - f(y)I ~ E voor alle x, y E [a,b] met Ix - YI~ o. We splitsen 

het interval (a,b] nu in een aantal deelintervallen I.= (x. 1,x.], 
J ,l- J 

j = 1,2, ... ,m met a= x0 < x 1 < ••• < xm = b, waarbij we er voor 

zorgen dat xj - xj_ 1 ~ o voor alle j en dat F continu is in ieder van de 
punt en x. . Nu volgt 

J 

(2.9.3) 

en evenzo, 

(2.9.4) 

daar 

I 
(a,b] 

I 
(a,b] 

m 
f(x) dP(x) - l 

j=1 

m 
f(x) dPn(x) - l 

j=1 

f(x.) P(I.)I 
J J 

f(x.) P (r.)I .:::._ E, 
J n J -

lr(x) - f(x.)I ~ E, x EI., 
J J 

j 1 ,2, ... ,m. 

Uit (2.9.1), (2.9.2), (2.9.3) en (2.9.4) concluderen wij 

n = 1,2, ... , 
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If f(x) dP (x) - f f(x) dP(x) I < 
R1 n R1 

m 
~ 2£ + M l 

j=1 
IP (I.) - P(I.)i + MP ((a,b]e) +ME, 

n J J n 

n = 1 ,2,... . 

Daar F eontinu is in de punten xj, volgt uit (v) 

lim P (I.) 
n-+«> n J 

en ook 

lim (F (x.)-F (x. 1 )) =-P(I.), 
n-+«> n J n J- J 

lim P ( (a,b f) 
n n-+«> 

Derhalve implieeert (2.9.5) 

j 1,2, ••• ,m, 

lim sup I I f(x) dPn(x}- I f(x) dP(x) I ~ 2(M+1) £, 

n-+«> R1 R1 

en dus volgt (i) daar £ > 0 willekeurig klein gekozen kan worden. Het 

bewijs voor het meerdimensionale geval (k>1) verloopt in prineipe net 

zo. Men kiest eerst een eel (a,b] die zo groot is, dat P((a,b]) ~ 1 - £, 

en vervolgens splitst men deze eel met behulp van hypervlakken evenwijdig 

aan de zijvlakken van (a,b] in een aantal deeleellen, die zo klein zijn, 

dat f op iedere deeleel minder dan £ varieert. Men dient eehter (a,b] en 

de splitsing daarvan in deeleellen zo te kiezen, dat F eontinu is in alle 

2k hoekpunten van (a,b] en in alle 2k hoekpunten van iedere deeleel. 

Alleen dan kan men immers uit (v) eoneluderen dat P ((a,bJ) + P((a,b]) 
n 

voor n + 00 en evenzo voor de deeleellen. Men kan aan deze eis voldoen 

door bij de eonstruetie uitsluitend hypervlakken te gebruiken die P-nul­

verzamelingen zijn (zie opgave 1). 

Uit stelling 2.9.1 kunnen wij eoneluderen dat de limiet van een zwak 

convergente rij kansverdelingen uniek is, daar volgens (v) zijn verdelings­

functie vast ligt (zie opgave 1). Hieruit volgt de volgende stelling. 
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Stelling 2.9.2 

Twee kansverdelingen Pen Q op (Rk,if) met de eigenschap dat 

I f(x) dP(x) = f f(x) dQ(x), f E C(Rk), 
Rk Rk 

zijn identiek. 

Bewijs: 

Stellen wij Pn = P, n 

n + oo, en dus P = Q. 

= 1,2, .•. , dan volgt P !:! P en P .!:! Q voor 
n n 

Op grond van stelling 2.9.1 beschikken wij nu over vijf karakteriseringen 

van het begrip zwakke convergentie. De karakterisering waarop wij onze 

definitie gebaseerd hebben is uit theoretisch oogpunt wellicht de belang­

rijkste. Voor de practijR zijn (iv) en (v) echter van groot belang, daar 

zij betekenen dat men bij zwakke convergentie van Pn naar P, voor grote 

waarden van n en een ruime klasse verza.melingen, P(A) als benadering voor 

Pn(A) kan beschouwen. Vooral in de statistiek maakt men hier vaak gebruik 

van. Men moet echter wel bedenken dat zwakke convergentie van Pn naar P 

niet noodzakelijk voor alle A E Bk impliceert dat P (A) + P(A) als n + oo. 
n 

Als bijv. P voor n = 1,2, ... de discrete homogene verdeling op de ver­.n 
zameling {~: i 0,1,2, ... ,n} is, zodat de verdelingsfunctie van Pn gege-

ven wordt door 

0 als x < o, 

F (x) i 
als i-1 i i 1,2, ... ,n, --~x < n n+1 n n 

1 als 1 ~ x, 

dan convergeert Pn voor n + 00 zwak naar de homogene verdeling op [0,1]. 

Voor de verza.meling A van alle irrationale getallen geldt echter P (A) = o, 
n 

n = 1, 2, .•• , terwijl de limietverdeling aan deze verza.meling de maat 1 

toekent. Verder mag men niet uit het oog verliezen dat in stelling 2.9.1 

verondersteld wordt dat F een verdelingsfunctie is. Zonder deze veronder­

stelling mag men uit (v) niet concluderen dat de bij de Fn behorende rij 

kansverdelingen zwak convergent is. Zo geldt (v) bijvoorbeeld voor iedere 
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rij functies F1,F2 , ... en iedere functie F die nergens continu is. Een 

minder triviaal voorbeeld van een situatie, waarin (v) geldt zonder dat 

er sprake is van zwakke convergentie, wordt gegeven door 

1 1 1 1 3 ~(x-n) + 3 ~(x) + 3 ~(x+n), x ER , n = 1,2, ... , 

waarin ~de verdelingsfunctie van de N(0,1)-verdeling is. Hier convergeert 

Fn(x) voor n + oo naar 

(2.9.6) F(x) 1 1 ( ) 1 -3 + 3 ~ x , x E R . 

Deze functie F is geen verdelingsfunctie, hoewel hij wel een Lebesgue­

Stieltjes maat op R1 bepaalt. Deze maat kent aan de hele ruimte R1 slechts 
1 

de maat 3 toe. Men zegt in dergelijke situaties wel dat er voor n + oo 

massa naar het oneindige verdwijnt. 

Definitie 2.9.3 
Wij noemen een collectie kansverdelingen IT op (Rk,~) relatief compact 

als iedere oneindige rij kansverdelingen Pn E IT, n = 1,2, ... een zwak 

convergente deelrij bevat. 

Stelling 2.9.3 
k k 

Een rij kansverdelingen P1,P2 , ... op (R ,B ) is dan en slechts dan 

zwak convergent als de collectie IT= {Pn : n = 1,2, ... } relatief compact 

is en alle zwak convergente deelrijen van de rij P1,P2 , ... dezelfde 

limiet hebben. 

Bewijs: 

Zij IT relatief compact, zodat de rij P1,P2 , .. tenminste een zwak conver­

gente deelrij heeft, en stel dat alle zwak convergente deelrijen van de 

rij P1 ,P2 , ... een gemeenschappelijke limiet P hebben. Voor een willekeurige 

functie f E C(Rk) vormen de getallen 

a n 
n = 1,2, ... , 
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een begrensde getallenrij. Zij a ,a , ••• een willekeurige deelrij van 
n1 n2 

deze getallenrij. Uit de relatieve compactheid van IT volgt, dat de rij 

P ,P , .•• een zwak convergente deelrij P P , .•• bevat. n 1 n2 m1 , m2 
Daar deze deelrij tevens een deelrij van de rij P1,P2 , .•. is, is zijn 

limiet volgens onze veronderstelling P. Op grond van de definitie van 

zwakke convergentie geldt dus 

= a = I f(x) dP(x). 
Rk 

Hiermee is aangetoond, dat de getallenrij a 1,a2 , .•• de eigenschap 

hee~, dat iedere deelrij eenverdere deelrij bevat, die naar a convergeert. 

Maar di t betekent dat a + a voor n + 00 en dus volgt dat P ~ P voor 
n n 

n + ""· 

Als omgekeerd gegeven is dat de rij P1,P2 , ••• zwak convergeert naar een 

limiet P, dan zijn uiteraard alle deelrijen van deze rij zwak convergent 

met dezelfde limiet P. Als verder P ,P , ••• een oneindige rij in IT is, 
n n 

dan zijn er twee mogelijkheden: of et is2een kansverdeling P die oneindig 
n 

vaak voorkomt in de rij P ,P , ••• , zodat 
n 1 n2 

deze rij de zwak convergente 

deelrij P ,P , •.• bevat, of iedere P komt slechts eindig vaak voor in de n n n 
rij P ,P , •••• In het laatste geval bevat de rij P ,P , .•. echter een n 1 n2 n1 n2 
deelrij die tevens een deelrij is van de rij P1,P2 , ••• en als zodanig 

zwak convergeert. Iedere oneindige rij in IT bevat dus een zwak convergente 

deelrij, m.a.w. IT is relatief compact. 

Definitie 2.9.4 
k Een reele functie F op R , die niet een verdelingsfunctie is, heet een 

defectieve verdelingsfu:nctie als F(x) een niet-dalende rechtscontinue 

functie van ieder van de coordinaten x., i = 1,2, ••• ,k van x E Rk is met 
1 

0 ~ F(x) ~ 1 voor alle x E Rk, terwijl bovendien m(x,x+h],;;;. 0 voor iedere 

eel (x,x+h] (zie voorbeeld 1.5.4 voor de notatie). 

Een defectieve verdelingsfunctie op Rk bepaalt een Lebesgue-Stieltjes maat 

Pop (Rk,~) met P(Rk) < 1. Men noemt een maat met deze eigenschap wel 

een defectieve kansverdeling. De in (2.9.6) gegeven functie F is een voor-
1 beeld van een defectieve verdelingsfunctie op R • 
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Stelling 2.9.4 (Selectiestelling van Helly) 
Bij iedere rij verdelingsfuncties F1,F2 , ... op Rk is er een deelrij 

k 
F ,F , • • • en 

n1 n2 
een, eventueel defectieve, verdelingsfunctie F op R , zo-

danig dat F (x) 
n. 

( ) . k . . 
+ F x voor J + oo en alle x E R waar F continu is. 

J 

Bewijs: 

Wij geven het bewijs hier alleen voor het eendimensionale geval (k=1). 

Het bewijs voor het meerdimensionale geval (k>1) is analoog, zij het iets 

ingewikkelder. Zij R~ = {r1,r2 , ••. } een aftelbare overal dicht liggende 

verzameling in R1 We bewijzen nu eerst, dater voor iedere i = 1,2, ... 

een 

dat 

i = 

stijgende rij 

F (r.) voor n.. i 
lJ 

natuurlijke getallen n .. , j = 1,2, ... , is, zodanig 
lJ 

j + 00 convergeert, terwijl bovendien voor iedere 

1,2, .•. de rij n. 1 ., j = 1,2, •.. , een deelrij van de rij 
i+ ,J 

n .. , j = 1,2, ... , is. We bewijzen dit door inductie naar i. De existentie 
lJ 

van een stijgende rij natuurlijke getallen n 1j, j = 1,2, •.. , zodanig dat 

F (r 1) voor j + 00 convergeert, is duidelijk, daar O ~ Fn(r 1) ~ 1 voor 
n1j 

alle n. Evenzo kunnen wij bij een gegeven stijgende rij natuurlijke getal-

len nij' j = 1,2, ..• , een deelrij ni+ 1,j' j = 1,2, ... , vinden met de 

eigenschap dat F (r. 1) voor j + 00 convergeert. Nu wij ons overtuigd 
ni+1,j i+ 

hebben van de existentie van getallen n .. , i, j = 1,2, .•• , met de boven 
lJ 

opgesomde eigenschappen, beschouwen wiJ" de diagonaalriJ" n. - n J - jj' 
j = 1,2, •••• Deze rij is voor iedere i = 1,2, •.• , afgezien van zijn 

eerste (i-1) elementen, een deelrij van de rij n .. , j = 1,2, ... , en dus 
lJ 

convergeert F (r.) voor j + oo en iedere i = 1,2, ••. naar een limiet, die n. i 
J 

wij L(r.) noemen. Laat nu 
l 

F(x) inf 
r>x 
rER1 

0 

1 L(r),xER. 

1 
Men gaat gemakkelijk na dat de zo gedefinieerde functie F op R niet-

dalend en rechtscontinu is met 0 ~ F(x) ~ 1 voor alle x E R1, zodat F 

een, eventueel defectieve, verdelingsfunctie is. Als F continu is in een 
1 punt x en e: > O, dan zijn er getallen r, s E R0 , zodanig dat r < x < s en 
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F(x) - E < L(r) ~ L(s) < F(x) + E, 

Daar verder de beide uiterste leden van de ongelijkheid 

F (r) ~F (x) ~F (s) n. - n. - n. 
J J J 

voor j + 00 naar L(r) resp. L(s) convergeren, volgt hieruit, dat F (x) n. 

voor alle voldoend grote j minder dan E van F(x) afwijkt, zodat 

F (x) + F(x) voor j + 00 

n. 
J 

Definitie 2.9.5 

J 

Een collectie kansverdelingen IT op (Rk,Bk) heet uniform beperkt (Engels: 
tight) als er voor iedere E > O een compacte verzameling Kc Rk is met 

de eigenschap dat P(K) ~ 1 - E voor alle P E IT. 

Stelling 2.9.5 (Prohorov) 
Een collectie kansverdelingen IT op (Rk,~) is dan en slechts dan relatief 

compact als hij uniform beperkt is. 

Bewijs: 

Zij IT uniform beperkt en zij P1,P2 , •.. een rij kansverdelingen in IT met 

verdelingsfuncties F1,F2 , .... Te bewijzen is nu dat deze rij een zwak 
convergente deelrij bevat. Toepassing van stelling 2.9.4 geeft ons een 
deelrij P , j = 1,2, ... , en een eventueel defectieve verdelingsfunctie n. 

k J . 
F op R , zodanig dat F (x) + F(x) voor j + 00 in alle continuiteitspun­n. 

J 
ten van F. Zij P de bij F behorende, eventueel defectieve kansverdeling op 
(Rk,Bk). Neem E > 0 en een compacte verzameling Kc Rk zo, dat Q(K) ;;_ 1 

voor alle Q E IT. Kies a,b E Rk zo, dat K c (a,b] en zo, dat F continu is 

in alle hoekpunten van (a,b]. Dan geldt 

P(a,b] = lim P (a,b] ~ 1 - E. . n. -
J+oo J 

- E 

Daar E > 0 willekeurig klein gekozen kan warden, volgt hieruit dat P niet 
defectief is, zodat P ~ P voor j + 00 Het omgekeerde bewijzen n. 

J 
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wij uit het ongerijmde. Stel dat TI relatief compact maar niet uniform be­
k perkt is. Er is dan een £ > 0 zo, dat er bij iedere compacte Kc R een 

p ~ TI is met P(K) < 1 - £. Geven wij voor r > 0 de k-dimensionale gesloten 

bol om de oorsprong met straal r aan met Sr' dan is er dus een rij 

P1,P2•··· 
compactheid 

in TI met p (S ) < 1 - £ voor n = 1,2, .... Wegens de relatieve 
n n 

van TI bevat deze rij een deelrij P , j = 1,2, ..• , die zwak n. 
J 

convergeert naar een limiet P. Kies nu r > O zo, dat Sr een P-continui-

teitsverzameling is. Dan geldt 

= lim Pn_(Sr) ~ lim sup Pn(Sn) < 1 - £, 
j.- J n.-

daar S c S voor alle n ~ r. Maar ook kunnen wij r zo groot kiezen, dat r n 
P(S ) > 1 - £, waarmee wij een tegenspraa.k. gekregen hebben. 

r 

In de waarschijnlijkheidsrekening en de mathematische statistiek past men 

de theorie over zwa.k.ke convergentie van verdelingen vaa.k. toe op verdelingen 

van stochastische vectoren, waarbij het deze stochastische vectoren zijn, 

waarin men primair geinteresseerd is. Men hee~ daarom de volgende termino­

logie ingevoerd. 

Definitie 2.9.6 

Een rij k-dimensionale stochastische vectoren x1 ,x2 , ... convergeert in 
verdeZing naar een k-dimensionale stochastische vector X (notatie: 

Xn ~ X voor n + 00 ) als de bijbehorende verdelingen PX voor n + 00 zwa.k. con­
n 

vergeren naar de verdeling PX van X. Als daarbij de limietverdeling PX ge-

a E Rk, d.w.z. als P(X=a) = 1 voor een zekere degenereerd is in een punt 
k a E R , dan zeggen wij ook 

( • D 
wel dat de rij x1 ,x2 , ... in verdeling naar a 

convergeert notat1e: Xn + a voor n + 00) • 

Uit de definities 2.9.2 en 2.9.6 volgt, 

Xn naar X equivalent is met convergentie 

Ef(X) voor alle f E C(Rk). Ook de andere, 

dat convergentie in verdeling van 

van de verwachtingen Ef(X ) naar 
n 

in stelling 2.9.1 opgesomde kara.k.-

teriseringen van zwa.k.ke convergentie van verdelingen kan men met behulp van 

definitie 2.9.6 formuleren in termen van convergentie in verdeling van sto­

chastische vectoren. 
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Naast convergentie in verdeling kennen wij ook convergentie in waarschijn­

lijkheid. Dit begrip hebben wij weliswaar in 2.8 alleen voor het eendimen­

sionale geval gedefinieerd, maar de definitie laat zich gemakkelijk genera­

liseren. 

Definitie 2.9.7 

Een rij k-dimensionale stochastische vectoren x1,x2 , ... convergeert in 

waarsahijnlijkheid naar een punt a E Rk (notatie: X ~a voor n + oo) als 
n 

voor iedere £ > 0 

lim P(dk(Xn,a) > £) O. 
n+oo 

De rij x1,x2 , ... convergeert in waarschijnlijkheid naar een k-dimensionale 

stochastische vector X als ~(Xn,X) ~ 0 voor n + 00 , d.w.z. als voor iedere 

£ > 0 

lim P(dk(Xn,X) > £) = 0. 
n+oo 

Merk op dat een rij stochastische vectoren x1,x2 , ... slechts dan in waar­

schijnlijkheid naar een stochastische vector X kan convergeren, als 

x1,x2 , •.. , X alle op een kansruimte gedefinieerd zijn, terwijl dit laatste 

niet nodig is voor convergentie in verdeling. Hieruit volgt al dat conver­

gentie in verdeling in het algemeen niet samen hoeft te gaan met convergentie 

in waarschijnlijkheid. 

zijn gedefinieerd, dan 

X niet dat ook X ~ X 
n 

Zelfs als X1 ,X2 , ... ,X wel alle op een kansruimte 

nog impliceert convergentie in verdeling van Xn naar 

voor n + oo, Als bijvoorbeeld P(X=1) = P(X=-1) = ~ en 

P(X =(-1)nX) = 1 voor n = 1,2, •.. , dan convergeert X voor n + 00 in ver-
n n 

deling naar X, maar P(IX -Xl>E) hee~ geen limiet voor n + 
n 

zodat Xn niet in waarschijnlijkheid naar X convergeert. 

Stelling 2.9.6 

als 0 < £ < 2, 

Uit convergentie in waarschijnlijkheid van een rij stochastische vectoren 

volgt convergentie in verdeling naar dezelfde limiet. Omgekeerd impliceert 

convergentie in verdeling naar een constante vector a, dat de rij ook in 

waarschijnlijkheid naar a convergeert. 
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Bewijs: 

Als X ~ X voor n + 00 en A E .gr., da.n geldt voor iedere E > Oen n 
n 

P(X EA) = P(X EA, d. (X ,X)>E) + P(X EA, d. (Xn,x);:;,E) < 
n n 11: n n 11: 

zodat 

lim sup P(XnEA) ;:;, P(~(X,A);:;,E). 
n+oo 

1 '2' ... ' 

Daar deze ongelijkheid voor iedere e > 0 geldt, volgt voor elke gesloten 

verzameling Ac Rk, 

lim sup P(XnEA);:;, P(XEA), 
n+oo 

D 
en dus (stelling 2.9.1) geldt X + X voor n + 00 • 

n 

Het voorgaa.nde geldt in het bijzonder als de verdeling van X de in een punt 

k . . . p 
a E R gedegenereerde verdeling P is, d.w.z. als gegeven is dat X + a 

a D n . 

voor n + 00 • De conclusie is da.n dat Xn + a voor n + 00 • Als omgekeerd dit 

laatste gegeven is, da.n volgt voor iedere E > O, 

lim sup P(~(Xn,a)>E) ;:;, lim sup P(~(Xn,a)~E) = 
n+oo n+oo 

= lim sup PX ({x: ~(x,a)~E});:;, Pa({x: ~(x,a)~E}) O, 

n+oo n 

daar de verzamelingen {x: ~(x,a) ~ E} gesloten zijn. Dus geldt Xn ~ a 

voor n + 00 

Stelling 2.9.7 

Als twee rijen k-dimensionale stochastische vectoren X ,X , ... en 
D 1 2 

Y1,Y2, ... de eigenschap hebben dat Xn + X voor n + oo, terwijl 

d. (X ,Y ) ~ 0 voor n + 00 , dan geldt ook Y g X voor n + 00 • 

-k n n n 
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Merk op, dat het gegeven impliceert dat voor iedere n = 1 ,2, .•. de twee 

stochastische vectoren X en Y op dezelfde kansruimte gedefinieerd zijn. n n 

Bewijs: 

Voor iedere A E Bk, £ > O, n 1,2, .•. , geldt 

P(Y EA) = P(Y EA, d. (X ,Y )>£) + P(Y EA, d_ (X ,Y )<£) < n n -k n n n -k n n = 

zodat 

daar de verzameling {x: ~(x,A) ~ £} gesloten is. Omdat dit voor iedere 

£ > O geldt, volgt hieruit voor alle gesloten verzamelingen Ac Rk, 

lim sup P(Y EA) ~ P(XEA), n n->-oo 

en dus Y £ X voor n ->- 00 • 
n 

Uit de definities valt gemakkelijk af te leiden, dat convergentie in ver­

deling van een rij k-dimensionale stochastische vectoren x1,x2 , ... naar 

een stochastische vector X impliceert, dat voor iedere continue functie g 

op Rk met waarden in Rm, de rij g(X1), g(X2 ), .•• in verdeling convergeert 

naar g(X). De volgende stelling zegt dat dit ook nog waar is voor Borel 

functies g op Rk met waarden in Rm die niet overal continu zijn, mits de 
k verzameling Dg van alle punten x E R , waar g niet continu is, een PX-nul-

verzameling is. Wil deze voorwaarde zinvol zijn, dan moet uiteraard D E Bk. 
g 

Dit is echter altijd het geval, zelfs als de functie g geen Borel functie 

is. Dit is als volgt in te zien. Zij A x voor een gegeven functie g en 
£,u 

voor £ > O, o > 0 de verzameling van alle punten x E Rk met de eigenschap 

dat er punten y, z E Rk zijn waarvoor ~(x,y) < o, ~(x,z) < o en 

dm(g(y),g(z)) ~ £, Deze verzameling A x is dan open, zodat A E ~.en 
£,u £,o 

tevens geldt 
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waar de vereniging resp. doorsnede genomen wordt over alle rationale e: > 0 
. . . k 

resp. a > O. Derhalve is D een Borel verzameling in R • 
g 

Stelling 2.9.8 

Als een rij k-dimensionale stochastische vectoren x1 ,x2 , .•• in verdeling 
. . Rk 

convergeert naar een stochastische vector X en g een Borel functie op 
m . 

is met waarden in R , waarvoor P(Xe:Dg) = O, dan convergeert de rij 

g(X1), g(X2 ), •.• in verdeling naar g(X). 

Bewijs: 

Als A een gesloten verzameling in Rm is, dan geldt voor de afsluiting van 

g-1(A), 

en dus 

P(Xe:g- 1(A)) = P(g(X)e:A). 

Derhalve volgt uit het gegeven 

lim sup P(g(X )e:A) 
n 

-1 
lim sup P(X e:g (A)) < 

n 
n-+<><> n-+oo 

:;,, lim sup P(Xne:g- 1(A)):;,, P(Xe:g- 1(A)) 
n-+<><> 

D 
en dus g(X ) -+ g(X) voor n -+ 00 , 

n 

Stelling 2.9.9 

P(g(X)e:A), 

Als een rij k-dimensionale stochastische vectoren x1,x2 , .•• in verdeling 

convergeert naar een stochastische vector X, en een rij m-dimensionale 

stochastische vectoren Y1,Y2 , ••. in waarschijnlijkheid naar een constante 

a e: Rm convergeert, terwijl voor iedere n = 1,2, .•. , de twee stochastische 

vectoren x en y op een kansruimte zijn gedefinieerd, dan convergeert de 
n n 



124 

rij (k+m)-dimensionale stochastische vectoren (X1,Y1), (X2 ,Y2 ), ... in ver­

deling naar (X,a). 

Bewijs: 

Uit het gegeven volgt met behulp van stelling 2.9.8 dat (Xn,a) ~ (X,a) voor 

n + oo. Verder geldt 

en dus volgt het gestelde uit stelling 2~9-7. 

Opgaven 

1. Zij Peen kansverdeling op (Rk,_Bk) met verdelings:functie F. Bewijs: 

a) Onder alle hypervlakken Hin Rk, die loodrecht staan op een geve­

ven richting, zijn er hoogstens aftelbaar veel met P(H) > O; 

b) Als S c sk een collectie verzamelingen is met de eigenschap dat 

oA n 3B 0 voor alle A, B E S met A # B, dan bevat S hoogstens 

a~elbaar veel verzamelingen die niet P-continuiteitsverzamelingen 

zijn; 

c) De verzameling van alle punten waar F continu is ligt overal dicht 

in Rk; 

d) Als F continu is in alle hoekpunten van een eel (a,b], dan is deze 

eel een P-continuiteitsverzameling. Laat door middel van een tegen­

voorbeeld zien dat het omgekeerde niet algemeen geldt. 

2. Bewijs stelling 2.9.2 rechtstreeks, zonder stelling 2.9.1 te gebruiken. 

3. Bewijs dat zwakke convergentie van een rij k-dimensionale verdelings­

functies F1,F2 , ... naar een continue verdelingsfunctie F impliceert 

dat F (x) + F(x) voor n + 00 uniform in x. 
n 

4. Bewijs stelling 2.9.4 voor k > 1. 
5 .. p k . ( k .Bk) . ZiJ x voor x E R de gedegenereerde kansverdeling op R , gegeven 

door Px(A) = IA(x), A E .Bk. Bewijs dat Px ~~P voor n + 00 dan en dan 

. k n 
alleen als de rij x 1,x2 , .•. in R convergeert naar een limiet x en 

P = Px. Onderzoek de betekenis van relatieve compactheid en uniforme 

beperktheid voor gedegenereerde verdelingen en formuleer de stellingen 

2.9.3, 2.9.4 en 2.9.5 voor zulke verdelingen als stellingen over rijen 
. . k 

en verzamelingen in R • 
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De Levy afstand A(F,G) tussen twee verdelingsfuncties F en G op R 1 

wordt gedefinieerd als het infimum van alle reele h met de eigenschap 

dat voor alle x E R1 

F(x-h) - h ~ G(x) ~ F(x+h) + h. 

Bewijs: 

a) A(F,G) is op een factor /2 na de grootste afstand tussen de gra­

fieken van F en G, gemeten langs lijnen met richtingscoefficient 

-1 ; 

b) A is een metriek; 

c) De verzameling van alle verdelingsfuncties op R1 met de metriek A 

is een volledige metrische ruimte; 

d) A(F ,F) + 0 voor n + 00 dan en dan alleen als F ~ F voor n + 00 • 
n n 

7. Als voor iedere n = 1,2, .•• twee o.o. stochastische vectoren X en 
. . . D Dy d n .. 

Yn gegeven ziJn, zodanig dat X + X en Y + voor n + 00 , an ziJn er 
n n D 

twee o.o. stochastische vectoren X' en Y' zo, dat (X ,Y) + (X',Y') 
n n 

voor n + 00 • Bewijs dit. 
8. Zij M het hoogste getrokken lotnummer in 2.1, opgave 3. Bewijs dat 

M/N by vaste n voor N + 00 in verdeling convergeert naar een stochas­

tische grootheid X, en bewijs met behulp hiervan de bewering in 2.7, 

opgave 10. 

2.10 KARAKTERISTIEKE FUNCTIES 

In het voorgaande (stelling 2.9.2) hebben wij gezien , dat men een kansver­

deling Pop (Rk,Bk) geheel kan beschrijven door middel van de integralen 

van alle begrensde, reele, continue functies op Rk. In deze paragraaf zal 

blijken dat P in feite al wordt vastgelegd door alle integralen van de vorm 

J cos(I t.x.) dP(x), J sin(I t.x.) dP(x), 
k 1 JJ k 1 JJ 

R R 

1 
t1 ' •.• 'tk E R • 
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Ter vereenvoudiging van de notatie gebruiken wij complexe integralen, d.w.z. 

integralen, waarbij de integrand een functie met complexe waarden is. Dit 

gebruik is echter niet meer dan een afkorting: Als f = u + iv, waarin u en 

v reele meetbare functies zijn, dan schrijven wij 

f fdP = f udP + i f vdP. 

Bovendien zullen wij voortdurend vectornotatie gebruiken. Daarbij beschouwen 

wij elementen van Rk, ·en ook stochastische vectoren, als kolomvectoren. Wij 

zullen in deze paragraaf derhalve integralen van de vorm 

f eit 'x dP(x) 
k 

R 

= f cos(I t.x.) dP(x) +if sin(I t.x.) dP(x) 
k 1 JJ k 1 JJ 

R R 

met t = (t 1, ... ,tk)' E Rk, of, in termen van een stochastische vector 

X = (X1 , ... ,~)', 

Eeit'X k 
= E cosO: t.X.) 

1 J J 
+ i 

k 
E sinO: t.x.) 

1 J J 

beschouwen. 

Definitie 2.10.1 

De karakte:f'istieke funatie van een kansverdeling Pop (Rk,Bk) is een functie 

~ op Rk, gegeven door 

it'x k 
e dP(x), t ER . 

De karakteristieke functie ~X van een k-dimensionale stochastische vector 

X is de kar~teristieke functie van de verdeling PX van X, zodat 

f "t• it'X k 
~X(t) = e1 x dPX(x) = Ee , t E R . 

Rk 

Uit de definitie volgt onmiddellijk, dat iedere karakteristieke functie ~ 

Rk . . 
op continu is met 



<P(o) 1, 

l<J>(t)I < 1, 

127 

k t E R , 

Als X = (x1, ••• ,~)' een k-dimensionale stochastische vector is, a een 

m-dimensionale vector is en B een (mxk)-matrix is, dan is a + BX een m­

dimensionale stochastische vector met karakteristieke functie 

(2.10.1) 

Uit (2.10.1) met m = 1, a O volgt in het bijzonder 

(2.10.2) 

De karakteristieke functie <l>x van de stochastische vector X bepaalt dus de 

karakteristieke functie <j>t'X van iedere lineaire combinatie t'X van de 

componenten van X, en omgekeerd wordt <l>x vastgelegd door de karakteristieke 

functies <j>t'X van alle lineaire combinaties t'X, t E Rk. 

Stelling 2.10.1 

Als X = (X1, ••• ,~)' een k-dimensionale stochastische vector is met o.o. 

componenten x1, •.. ,~ dan geldt 

k 
(2.10.3) = II t <l>x(t) 

j=1 
<l>x ( t.)' 

j J 
( t 1 ' ••• 'tk) ' € 

(2.10.4) <j>t'X(u) = 

en dus in het bijzonder 

(2.10.5) 

k 
II <l>x(t.u), t ( t 1 ' ..• 'tk)' 

j=1 j J 

k 

II <l>x.(u),uER1. 
j=1 J 

€ 

Rk; 

Rk 
' 

u € R 1. , 
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Bewijs: 

(2.10.3) volgt uit stelling 2.5.3 en stelling 2.7.3: 

k 
JI 

j=1 
e 
it .x. 

J J 
k 
JI 

j=1 

it.X. 
Ee J J 

k 
JI <Px ( t . ) ' 

j=1 j J 

en de beide andere beweringen volgen hieruit door substitutie in (2.10.2). 

Ter illustratie van het voorgaande berekenen wij de karakteristieke func­

ties van een aantal normale verdelingen. Voor de karakteristieke functie <P 

van de N(0,1)-verdeling geldt per definitie 

00 

<P(t) = eitx-2x dx J 
. 1 2 

e-2 x-it dx, t E R . J 1 ( • )2 1 

-"" -"" 

Nu kan men met behulp van contour integratie gemakkelijk inzien dat 

-2 x-1t J 
,( . )2 

e dx = e - 2x dx, t E R 1 , J 
1 2 

en dus wordt de karakteristieke functie van de N(0,1)-verdeling gegeven 

door 

(2.10.6) <P( t) 

Als een stochastische grootheid X een standaard normale verdeling hee~, 

dan hee~ µ + ox met µ en o reeel een N(µ,o 2 )-verdeling. Op grond van 

(2.10.1) en (2.10.6) kunnen wij dus besluiten dat de karakteristieke functie 

van de N(µ,o 2 )-verdeling gegeven wordt door 

(2.10.7) 

Als tenslotte een stochastische vector X = (X1, ••• ,~)' een N{µ,t)-verdeling 

hee~, waarbij nuµ E Rk en waarbij ~ een symmetrische positief definiete 
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(kxk)-matrix is, dan bee~ iedere lineaire combinatie t'X van de componenten 

van X een N(t'µ, t•tt)-verdeling (zie 2.6.13). Uit (2.10.2) volgt derbalve 

dat de karak.teristieke :f'unctie van de N{µ,~)-verdeling gegeven wordt door 

(2.10.8) ~(t) = eit'µ-~t'~t, t e Rk. 

In de aanhef van deze paragraaf zinspeelden wij reeds op bet feit dat 

een kansverdeling door ziJn karak.teristieke :f'unctie gebeel vastgelegd wordt. 

In bet bewijs van deze bewering mak.en wij_gebruik van de ongelijkbeid 

(2.10.9) leix_eiyl _< I I x-y , x,y e R 1, 

en van bet feit dat de grootbeid 

T uT 

(2.10.10) ljlT{u) = I sint ut dt = f sin t dt 
t ' 

u E R1, T > o, 
0 0 

als functie van u en T begrensd is met 

- 2!. als 
2 u < o, 

(2.10.11) lim ljlT{u) 0 als u = o, 
T+<o 2!. als o. 2 u > 

Stelling 2.10.2 (InversiesteZZing) 

Als ~de karak.teristieke :f'unctie is van een kansverdeling Pop (R1,B1) 

met verdelingsfunctie F, dan geldt 

T . . 
1 I -ita -itb 

(2.10.12) F(b) - F(a) = 2TT ~ e i~e 4J(t)dt 

-T 

voor alle a,b e R1 waar F continu is. Als 4J bovendien A-sommeerbaar is, 

dan is P een continue verdeling met begrensde continue dicbtbeid 

(2.10.13) 

00 

f(x) = .J.. f e-itx4J(t)dt. 
2TT 

-"" 
Deze stelling impliceert dat een kansverdeling P op (R 1,B1) do,or zijn ka­

rak.teristieke :f'unctie gebeel wordt vastgelegd. 



130 

Bewijs: 

Met behulp van (2.10.9) is gema.kkelijk in te zien dat de integrand in het 

rechterlid van (2.10.12) voor vast gekozen a en b begrensd is. Op grond 

van de stelling van Fubini kunnen wij derhalve schrijven 

TI -ita -itb 1 e -e 
2ir ---1"""· t~-

-T 

_ ...1. TI I eit(x-a)_eit(x-b) 
~(t)dt - 2 "t 

1T 1 1 
-T R 

dP(x)dt 

_ ...1. I TI eit(x-a)_eit(x-b) 
- 2 .t dt dP(x) = 

1T- 1 1 

R -T 

= ~ f1 (ljJT(x-a) - ljJT(x-b))dP(x), 

R 

waarin ljJT gedefinieerd is door (2.10.10). Op grond van (2.10.11) en de ge­

domineerde convergentiestelling kunnen wij hieruit concluderen dat het 

rechterlid van (2.10.12) gelijk is aan 

~(P(a,00 ) - P(-oo,a) - P(b,oo) + P(-oo,b)) = F(b) - F(a) 

als F continu is in a en b. 

Als ~ 1-sommeerbaar is, dan is de f'unctie f, gedefinieerd door (2,l0.131, 

begrensd en continu. Verder volgt uit (2.10.9) dat de integrand in het 

rechterlid van (2.10.12) niet alleen begrensd, maar ook 1-sommeerbaar is. 

Dit houdt in dat (2.10.12), wegens de gedomineerde convergentiestelling en 

de stelling van Fubini, overgaat in 

1 OOJ -ita -itb 
F(b) - F(a) e -e ~(t)dt = = 2ir it 

= 2~ j I e-itx~(t)dx dt 

b 

= I f(x)dx 

-oo a a 

voor alle continuiteitspunten a,b van F. Hieruit volgt 

x 

F(x) = I f(y)dy, 
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waarmee het bewijs volledig is. 

De volgende stelling is de generalisatie van stelling 2.10.2 voor verde­

lingen op Rk, k ~ 1. Het bewijs, dat geheel analoog is aan het bewijs voor 
1 verdelingen op R , wordt aan de lezer overgelaten. 

Stelling 2.10.3 (Inversiestellirzg) 

Als ~ de karakteristieke functie is van een kansverdeling Pop (Rk,if), 

k ~ 1 , dan geldt 

(2.10.14) P(a,b] 

T 

=~~f 
(21T) ~~-T 

T k -it.a. -it.b. 

f J J e J J 
(j"!Jl e i~. )~(t)dt 1 ... dtk 

-T J 

voor iedere eel (a,b], die een P-continuiteitsverza.meling is. Als ~ boven­

dien Ak-sommeerbaar is, dan is Peen continue verdeling met begrensde con­

tinue dichtheid 

(2.10.15) f(x) = - 1- f 
(21T)k 

-00 

J -it'x e ~ ( t ) dt 1 .•• dtk. 

-"" 

De inversiestelling en (2.10.2) impliceren sa.men, dat de verdeling van een 

stochastische vector X wordt vastgelegd door de verdelingen van alle 

lineaire combinaties t'X van de componenten van X. Wij kunnen k-dimensio­

nale verdelingen dus volledig beschrijven met behulp van een-dimensionale 

verdelingen. Zo kunnen wij de meerdimen~ionale normale verdeling karakter­

iseren door te stellen dat een k-dimensionale stochastische vector X dan 

en slechts dan N(µ,~)-verdeeld is, als voor iedere t € Rk de stochastische 

grootheid t'X een een-dimensionale N(t'µ,t•tt)-verdeling hee:f't. 

Tot nu toe hebben wij - sprekend over meerdimensionale normale verdelingen -

altijd verondersteld, dat de covariantie-matrix t positief definiet is. De 

zojuist gegeven karakterisering van de N(µ,t)-verdeling definieert echter 

ook een verdeling op (Rk,Bk) als wij slechts veronderstellen dat t een 

symmetrische reele positief semi-definiete (kxk)-matrix is, mits wij per 

conventie de eendimensionale N(µ,O)-verdeling gelijk stellen aan de in het 

punt µ gedegenereerde verdeling. We kunnen dit als volgt inzien. Als t een 

reele symmetrische positief semidefiniete (kxk)-matrix is, dan is er een 

orthogonale matrix P, zodanig dat P' t P = A een diagonaal-matrix is met 
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diagonaal-elementen A1,A 2 , •.• ,Ak ~ 0. Laten Y1,Y2 , ... ,Yk nu k o.o. sto­

chastische grootheden zijn, waarbij voor iedere j = 1,2, ••. , k de sto­

chastische grootheid Y. een N(O,A.)-verdeling hee~, met dien verstande 
J J 

dat P(Y.=O) = 1 als A.= O. De karakteristieke functies van Y ,Y , ... ,Y 
J J 1 2 k 

worden dan ~e~even door 

1 2 
-2A-U 

~y_(u)=e J 

J 

U E 1,2, ..• ,k 

en dus (stelling 2.10.1) vinden wij voor de 

stochastische vector Y = (Y 1 ,Y2 , ••• ,Yk)', 

karakteristieke functie van de 

1 k 2 
-2 l A·t­

j=1 J J 
e 

-h'At e , t 

Als nuµ E Rk en X = µ+PY, dan voldoet de verdeling van X aan de gestelde 

eisen. Uit (2.10.1) volgt immers 

it'µ 
e ~y(P't) 

en dus ook 

it 'µ-h 'P/\.P't 
e 

. k ,,,.,,,. . . . 
zodat t'X voor iedere t ER de voorgeschreven eendimensionale verdeling 

heeft. Wij noemen de verdeling van X de N(µ,~)-verdeling, ook als ~ niet 

positief definiet maar alleen positief semidefiniet is. In het laatste 

geval spreken wij van een singuliere 1UJY'l'flale verdeling. Steeds is de 

karakteristieke functie van de vorm (2.10.8). Uit de beschreven constructie 

volgt, dat in het singuliere geval een of meer componenten van y met kans 

gelijk aan Q zijn. Dit betekent dat de singuliere N(µ,l)-verdeling kans 1 

toekent aan een verzameling, die door de transformatie x = µ +Py, m.a.w. 

door een translatie en een rotatie, ontstaat uit een lineaire deelruimte 

van Rk met dimensie gelijk aan de rang van ~ en dus kleiner dan k. Daar 

dergelijke verzamelingen Ak-nulverzamelingen zijn, zijn singuliere normale 

verdelingen niet absoluut continu. Een singuliere normale verdeling hee~ 

dus geen dichtheid! 
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SteUing 2.10.4 
k k 

Een rij kansverdelingen P1,P2 , ... op (R ,B) met karakteristieke functies 

$1,$2 ••.. convergeert dan en dan alleen zwak naar een verdeling P met 

karakteristieke functie $, als $ (t) + $(t) voor n + 00 en alle t E Rk. 
n 

Bewijs: 
it'x k . . 

Daar e voor iedere vaste t E R een begrensdecontinue functie van 

x E Rk is, impliceert zwakke convergentie van Pn naar P per definitie dat 

$ (t) + $(t) voor n + 00 • Het omgekeerde volgt uit stelling 2.10.5. 
n 

Stelling 2.10.5 (Continutteitsstelling van Levy) 

Als de karakteristieke functies $1,$2 , ..• van een rij kansverdelingen 

P 1,P2 , ... op (Rk,Bk) de eigenschap hebben dat $n ( t) voor iedere t E Rk 

en n + oo naar een limiet $(t) convergeert, die als functie van t continu 

is in de oorsprong, dan is $ de kar8.kteristieke functie van een kansverdeling 

P, en Pn~P voor n + oo 

Bewijs: 

We bewijzen eerst dat de collectie verdelingen IT= {P 1 ,P2 , .•. } uniform 

beperkt is. Zij ~ = {x: lxil ~ h, i=1,2, •.. ,k}, h > 0 een k-dimensionale 

kubus met middelpunt 0. Met behulp van de stelling van Fubini kunnen wij 

schrijven 

I I I k 

I 

1 $ ( t) dt 1 e it x dP ( x ) dt 
(2h)k n = (2h)k n 

~ ~R 

1 I k f eit 'xdtdP (x) =---
(2h)k n 

R ~ 

I k sin hx. 
= -t (j!J1 --x-._.....)dPn(x), 

h Rk J 

h > O, n <: 1. 

Deze uitdrukking is reeel. Voor n > 0 geldt 

k sin hx. 
hk als X E K 

n' 

j lJ 1 ~ 
x. hk-1 

J als x i K 
n n 
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zodat uit het bovenstaande volgt 

(2.10.16) ~ f $ (t)dt s P (K ) 
( 2h) n n n 

~ 

1 
+ nh' n,h>O,n~1. 

De gedomineerde convergentie van $n naar $ op ~ impliceert dat 

(2.10.17) J $(t)dt = ~ lim J $n(t)dt 
~ (2h) n->«> ~ 

reeel is. Zij nu E > O. Daar $ continu is in 0 en $(0) = 1, is er een 

o > O, zodanig dat l$(t)-1 I < E voor alle t E K0 . Hieruit volgt 

- 1- J $ ( t) dt > 1 - E , 
(26 )k 

Ko 

zodat wegens (2.10.16) en (2.10.17) 

P (K ) + -1. > 1 - E n n nu 

voor alle n > 0 en alle voldoend grote waarden van n. Kiezen wij n > (Eo)- 1, 

dan volgt 

P (K ) > 1 - 2E 
n n 

voor alle voldoend grote waarden van n. Door n zonodig nog groter te~.Jdezen 

kunnen wij bereiken dat deze ongelijkheid voor alle n ~ 1 geldt. 

IT is dus uniform beperkt en derhalve (stelling 2.9.5) relatief compact. 

De rij P1,P2 , ••• heeft dus minstens een zwak convergente deelrij. Uit 

het reeds bewezen deel van de vorige stelling volgt, dat de bij deze zwak 

convergente deelrij behorende karakteristieke functies naar de karakteris­

tieke functie van de limietverdeling convergeren. Daar zij ook naar $ con­

vergeren, kunnen wij hieruit concluderen dat $ de karakteristieke functie 

van een kansverdeling P is. Maar nu volgt met behulp van de vorige stelling 

en de inversiestelling, dat iedere zwak convergente deelrij van de rij 

P1,P2 , .. dezelfde limiet P heeft, en dus (stelling 2.9.3) dat Pn z_r P voor 

voor n -+ 00 • 
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Stel:ling 2.10.6 

Als de eerste n momenten van een kansverdeling Pop (R1,B1) bestaan en 

eindig zijn, dan heef't de kara.kteristieke functie ~ van die verdeling n 

continue afgeleiden, gegeven door 

(2.10.18) ~(k)(t) = ik f xkeitx dP(x), t E R1, k = 1,2, ••• ,n. 

R1 

BeuJijs: 
Stellen wij ~(O) = ~. dan geldt (2.10.18)_voor k = O. Verder volgt uit 

( 2. 1 O • 18) voor een k < n dat ( 2 ·• 1 0 . 18) ook geldt voor k + 1 • Het gegeven 

betekent immers, dat 

f lxlk dP(x) < co, k = 1,2, ..• ,n. 
R1 

en dus impliceren (2.10.18) en de gedomineerde convergentiestelling 

daar 

ihx 1 e -
h 

.k+1 f k+1 itx dP( ) i x e x , 
R1 

De continuiteit van ~(k) voor k = 1, 2, ••. ,n-1 volgt uiteraard uit de 

differentieerbaarheid. De continuiteit van ~(n) kan men rechtstreeks met 

behulp van de gedomineerde convergentiestelling bewijzen. 

Kara.kteristieke functies worden veel gebruikt als hulpmiddel bij het be­

studeren van verdelingen van sommen van o.o. stochastische grootheden. Ter 

illustratie geven wij hier de volgende stellingen. De eerste is een al 

eerder genoemde versie van de zwa.kke wet van de grote aantallen, die aan­

zienlijk sterker is dan stelling 2.8.2, zij het dan dat hier de stochas­

tische grootheden in kwestie niet alleen o.o. maar ook identiek verdeeld 

worden verondersteld. 
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SteUing 2. 10. 7 

Als x 1,x2 , ... o.o. en identiek verdeelde stochastische grootheden zijn 

met eindige verwachting µ, dan convergeren de gemiddelden 

x 
n 

n 

n I Xj' n 
j=1 

1,2, ... , 

voor n + 00 in waarschijnlijkheid naar µ. 

Bewijs: 

Als $de karakteristieke functie van de-x., j = 1,2, ..• is dan wordt 
- J 

de karakteristieke functie van Xn volgens stelling 2.10.1 gegeven door 

$X (t) = ($(~))n, t E R1, n = 1,2, .... 
n 

Daar $ volgens stelling 2.10.6 differentieerbaar is met $'(0) 

ceert dit voor vaste doch willekeurige t en n + 00 , 

iµ, impli-

Nu is eiµt de karakteristieke functie van de verdeling die gedegenereerd 

is in het puntµ, en dus (stelling 2.10.4) geldt X ~ µ, zodat ook X ~ µ n n 
voor n + 00 • 

De volgende stelling is een eenvoudige versie van de zogenaa.mde eentrale 

limietstelling. Deze zegt dat onder zekere voorwaarden sommen van grote 

aantallen o.o. stochastische grootheden bij benadering normaal verdeeld 

zijn. Als gevolg hiervan speelt de normale verdeling een belangrijke rol 

in vele situaties, waar men met sommen of gemiddelden van vele waarnemingen 

te doen heeft • 

Stelling 2.10.8 (Lindeberg-Levy) 

Als x 1,x2 , .•• o.o. en identiek verdeelde stochastische grootheden zijn 

met eindige verwachting µen variantie o2 , dan convergeert de verdeling 

van de gestandaardiseerde som 
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' n 1 '2' ... 

voor n + 00 zwak naar de N(0,1)-verdeling. 

Bewijs: 

Als $ de karakteristieke functie van x. - µ, j 
J 

de karakteristieke functie van Z gegeven door 
n 

1 , 2, . . . is, dan wordt 

Uit het gegeven volgt verder, wegens stelling 2.10.6, dat $twee keer dif­

ferentieerbaar is met $'(0) = iE(X.-µ) = 0 en $"(0) = - E(X.-µ) 2 = - o2 • 
J J 

Voor vaste doch willekeurige t E R1 en n + 00 geldt dus 

( , t 2 1 n 
$ t) = ( 1 - 2 - +a(-)) + 
Z n n 

n 

en zo volgt het gestelde uit stelling 2.10.4 en (2.10.6). 

Een interessant en historisch belangrijk speciaal geval van de laatste 

stelling is het volgende (zie ook stelling 2.8.3). 

Stelling 2.10.9 (de Moivre-Laplaae) 
(n) 

Als X , n = 1,2, ... , het aantal successen inn o.o. alternatieven is, 

waarbij voor ieder alternatief de kans op een succes gelijk is aan p = 1-q 

met pq > O, dan convergeren de gestandaardiseerde grootheden 

z 
n ' n 1 ,2, •.• ' 

voor n + 00 naar een N(0,1)-verdeelde stochastische grootheid, zodat 

b 

P(np+al:iiW<X(n);;.np+bliiPci.) + - 1- f 
/2n 

a 
1 

voor n + 00 en alle a, b E R met a~ b. 

lt2 
e- 2 dt 
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Op deze laatste stelling berust de zogenaa.mde noPl7/ale bena.dering voor 
binomiale verdelingen. Als een stochastische grootheid X een binomiale 
verdeling heeft met para.meters n en p = 1-q met pq > 0, dan geldt voor 
k < l en grote waarden van n 

(2.10.19) P(k<Xg) ~ ~(l-np) _ ~(k-np) 
mpg_ mpg_ 

waarin ~de verdelingsfunctie van de N(0,1)-verdeling is. Voor gehele 

waarden van ken l vervangt men (2.10.19) vaak door 

( 2. 10. 20) P(k<Xg) ~ ~(l+~-np) _ ~(k+~-np). 
mpg ;npq 

In de meeste gevallen gee~ dit een iets betere benadering. In het bij­
zonder krijgt men dan voor gehele k, 

P(X=k) ~(k+~-np) _ ~(k-~-np). 
frlPq lnpq 

Men zegt dat (2.10.20} uit (2.10.19) onstaat door het aanbrengen van 

een continu£teitscorrectie. 

Opgaven 
1. Ga na dat de karakteristieke functie van 

a) de binomiale verdeling met para.meters n en p door 

b) de Poisson verdeling met para.meter µ door 

<P( t) 
"t -µ(1-ei ) e _oo < t < oo; 

c) de negatief binomiale verdeling met para.meters k en p door 

it 
<P ( t ) ( ne it ) k ' _oo < t < oo ; 

1-( 1-p)e 
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d) de multinomiale verdeling met parameters 

e) de homogene verdeling op (-1,1) door 

rp(t) sin t 
t 

, _oo < t < oo; 

n en p 1 ,p2 , ... ,pk door 

f) de standaard gamma verdeling met _parameter k door 

rp(t) 1 _oo < t < oo• 

(1-it)k , , 

g} de standaard dubbel-exponentiele verdeling door 

2 , _oo < t < oo; 
1+t 

h) de standaard Cauchy verdeling door 

rp(t) = e-ltl, -oo < t < oo, 

gegeven wordt. 

2. Bewijs: 

a) Als X een Poisson verdeling met parameter µ heeft, dan convergeert 
µ 

(X -µ)//µ voor µ + 00 in verdeling naar een N(0,1)-verdeelde sto­
µ 

chastische grootheid. 

b) Als ~ een standaard gamma verdeling met para.meter k heeft, dan 

convergeert (~-k)//k voor k + 00 in verdeling naar een N(0,1)­

verdeelde grootheid. 

3. Laten x1,x2 , •.. o.o. stochastische grootheden zijn, die alle de­

zelfde verdeling hebben met verwachting µ en eindige variantie 0 2 

Definieer voor n = 1,2, ... 
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82 =_]_ 
n 

2 I (X.-µ) , n n i=1 1 

=_]_ 
n 

x I xi, n n i=1 

n 

I 
n i=1 

(X.-X )2 
1 n 

a) Bereken ES 2 en 
. . n 2 

b) BewiJs dat S 
2 n 

voor n + 00 in waarschijnlijkheid convergeren 
naar cr 

4. Laat zien dat het gemiddelde van n o.o. standaard Cauchy verdeelde 
stochastische grootheden zelf ook een standaard Cauchy verdeling heeft. 

5, Bewijs dat een rij k-dimensionale stochastische vectoren x 1 ,x2 , ... , 
dan en dan alleen in verdeling naar een stochastische vector X conver­
geert als t'Xn Q t'X voor n + 00 en alle t E Rk. 

6. Bewijs stelling 2.10.3. 

7, Geef generalisaties van de stellingen 2.10.7, 2.10.8 en 2.10.9 voor 
o.o en identiek verdeelde k-dimensionale stochastische vectoren 

2. 11 • VOORWAARDELIJKE VERWACHTING 

Zij gegeven een kansruimte (n,A,P). Voor A, CEA met P(A) # O wordt de 
voorwaardelijke waarschijnlijkheid van C gegeven A gedefinieerd door (zie 
§2.2) 

(2.11. 1) P(CIA) = P(AC) P("A) . 

Indien V = (V1, .•• ,Vm) een stochastische vector op (n,A,P) voorstelt, kun­
nen wij de voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven A definieren door 

(2.11.2) 

Aangezien P(CIA) voor vaste A als functie van C een kans op (n,A) is, is 
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p I een kansverdeling op Rm. Als Y = (Y 1 , ••• ,Yk) een discreet verdeelde 
VA . k 

stochastische vector op (Q,A,P) voorstelt, dan wordt voor iedere Y E R 

waarvoor P(Y=y) # O de voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven Y = Y 

gedefinieerd door 

(2.11.3) P(VEBIY=y), BE IfD. 

Wij interpreteren PVIY=y als de kansverdeling van V als bekend is dat Y bij 

het experiment de waarde y hee~ aangenomen. Als ~ een reele Borelfunctie 

op Rm is, dan wordt de verwachting van ~(V) met betrekking tot de verdeling 

(2.11.3) de voorwaardelijke verwachting van ~(V) gegeven Y = y genoemd: 

E(~(v)IY=y) = f ~(v) dPvlY=y(v). 
Rm 

(2.11.4) 

Definitie (2.11.3) wordt mogelijk gemaakt doordat P(Y=y) # 0. Indien 
k 

echter Y een continue verdeling bezit en dus P(Y=y) = 0 voor alle y E R , 

moeten wij op een andere wijze te werk gaan. Als het paar (V,Y) bijvoor­

beeld continu verdeeld is met dichtheid fv Y' dan is ook Y continu verdeeld 
' met dichtheid r 1 . Men zou dan kunnen overwegen om, onder het opleggen van 

voldoende regulariteitsvoorwaarden om de onderstaande limietovergangen te 

rechtvaardigen, (2.11.3) te vervangen door 

PVIY= (B) = lim P(VEBIYE[y,y+h]) 
y h-+Q 

f f fV,Y(v,u)dvdu I fV,Y(v,y)dv 

lim [l2l+h] B B 

h-+Q 
f fy(u)du 

fy(y) 

[y,y+h] 

voor alle y waarvoor r1 (y) # 0. Dit komt neer op een definitie waarbij de 

voorwaardelijke verdeling PVIY=y wordt gegeven door zijn dichtheid 
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hetgeen een duidelijke analogie met (2.11.3) vertoont. Voor een reele 
Borelfunctie ~ op Rm zou men nu voorts kunnen definieren 

E(~(V)/Y=y) Jm ~(v) fv/Y=y(v)dv. 
R 

Een dergelijke aanpak is echter weinig algemeen. Men gee~ er daarom 
de voorkeur aan de begrippen voorwaardelijke verdeling en verwachting op de 
stelling van Radon-Nikodym te baseren. Op grond van de overweging dat een 
kans als een verwachting kan worden opgevat - namelijk als verwachting van 
een indicator functie - stelt men hierbij de definitie van voorwaardelijke 
verwachting centraal. 

Zij X een stochastische grootheid gedefinieerd op een kansruimte 
(Q,A,P) en veronderstel dat E/X/<00 , d.w.z. dat X P-sommeerbaar is. 
Zij voorts A0 een deel-a-algebra van A. 

Stelling 2.11.1 

Er bestaat een A0-meetbare stochastische grootheid X' zodanig dat voor 
iedere A E A0 

(2.11.5) I X'dP. 

A A 

Ieder tweetal A0-meetbare stochastische grootheden met de eigenschap 
(2.11.5) is ~-bijna overal gelijk. 

Bewijs: 

Veronderstel eerst dat X ;,, 0 op Q en definieer voor alle A E A0 

v(A) = J XdP. 

A 

Men verifieert gemakkelijk dat v een eindige maat op (Q,A 0 ) is die P-abso­
luut continu is. Uit de stelling van Radon-Nikodym volgt nu het bestaan 
van een niet-negatieve, eindige en A0-meetbare functie X' waarvoor 

v(A) J X'dP, A E A0 ; 

A 
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twee functies met deze eigenschappen zijn P-b.o. gelijk. 

Indien X niet niet-negatief is op n schrijven wij X = X+-X-, waarbij 

X+ max(X,O) en x- = min(X,O) beide niet-negatief en P-sommeerbaar zijn. 

Toepassing van het voorafgaande op X+ en x- levert het bestaan van niet-
+' _, 

negatieve, eindige en A0-meetbare functies X en X zodanig dat voor 

iedere A E A0 

Hieruit volgt dat 
Als X' en X" 

geldt voor iedere 

f +' f x dP, 

A A 

+t I 

de A0-meetbare functie X' = X -X- voldoet aan (2.11.5). 

beiden A0~meetbaar zijn en aan (2.11.5) voldoen, dan 

A E A0 

I X'dP = I X"dP. 

A A 

Door hierin voor A de verzamelingen {w: X' (w) > X"(w)} respectievelijk 

{w: X' (w) < X"(w)} te kiezen ziet men dat deze beide verzamelingen P-maat 

nul bezitten, zodat P(X'=X") = 1. 

Definitie 2.11.1 

Een A0-meetbare stochastische grootheid X' zodanig dat voor alle A E A0 
aan (2.11.5) is voldaan wordt een vooT'Waardelijke ve:PWaahting van X gegeven 

A0 genoemd en aangeduid door de notatie X' = E(XIA0). Indien wij de afhanke­

lijkheid van w E n in de notatie tot uitdrukking wensen te brengen schrijven 

wij X'(w) = E(XiA0 )(w). 

In plaats van over een voorwaardelijke verwachting spreekt men ook wel over 

een versie van de voorwaardelijke verwachting. Volgens stelling 2.11.1 zijn 

twee versies P-bijna overal gelijk. 

De volgende stelling gee~ een tweede karakterisering van E(XIA0 ) die 

echter in wezen nauwelijks van de eerste verschilt. 

Stelling 2. 11. 2 

X' = E(XIA0 ) dan en slechts dan indien X' A0-meetbaar is en 
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(2.11.6) I XZdP = I X' ZdP 

(d.w.z. EXZ = EX'Z) voor iedere A0-meetbare stochastische grootheid Z waar­

voor XZ P-sommeerbaar is. 

Bewijs: 
Voor A E A0 is de stochastische grootheid Z = IA A0-meetbaar en daar 

EIXl<00 , is ook Elxzl<00 • Uit (2.11.6) volgt dus (2.11.5). Het bewi.is 

dat ook omgekeerd (2.11.6) uit (2.11.5) volgt verloopt in vier stappen. 

a) Als Z een elementaire A0-meetbare functie is, is het te bewijzene 

triviaal. 

b) Als X ~ O en Z ~ O op n, dan kiezen wij een rij niet-negatieve 

elementaire A0-meetbare functies Zn t Z. Volgens a) geldt 

c) 

f XZndP = f X'ZndP voor alle n. Uit het bewijs van stelling 2.11.1 

volgt dat X ~ O op n impliceert dat X' ~ 0 P-bijna overal. Toepassing 

van de monotone convergentie stelling levert f XZndP + f XZdP en 

f X'ZndP + f X'ZdP, waaruit (2.11.6) volgt. 

+ Als X ~ O op n passen wij b) toe op Z en Z- en vinden 

J XZ+dP = f X'Z+dP en J XZ-dP = f X'Z-dP~ Daar EIXZl<00 , zijn deze 

inte@:r'alen eindig, zodat (2.11.6) geldt. 
d) Voor willekeurige X en Z kan c) worden toegepast op X+ en x-, daar de 

P-sommeerbaarheid van XZ die van X+Z en x··z impliceert. Dit geeft 

f X+ZdP = f (X+)'ZdP en f X-ZdP = f (X-)'ZdP. Daar deze integralen 

eindig zijn, en uit het bewijs van stelling 2.11.1 volgt dat 

X' = (X+)'-(X-)' P-bijna overal, geldt (2.11.6) ook nu. 

In het voorafgaande kwamen herhaaldelijk beweringen voor die P-bijna 

overal juist zijn. In een meer op de waarschijnlijkheidsrekening afgestem­

de terminologie zegt men dat een dergelijke bewering met ka:ns 1 of bijna 

zeker (afgekort: b.z.) juist is (in het Engels: almost surely of a.s.). In 

de volgende stelling worden een aantal eenvoudige eigenschappen van voor­

waardelijke verwachtingen opgesomd. Daar voorwaardelijke verwachtingen 
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door ons slechts zijn gedefinieerd voor sommeerbare stochastische groot­

heden, wordt hierbij stilzwijgend aangenomen dat X, x 1 en x2 inderdaad 

eindige verwachtingen bezitten. 

SteUing 2.11.3 

a. E(E(XIA0 )) = EX. 

b. E(XIA0 ) = X b.z. als X A0-meetbaar is. 

c. E(XZIA0 ) = ZE(XIA0 ) b.z. als Z A0-meetbaar is en EIXZl<00 • 

d. E(XIA 0 ) = EX b.z. als A0 en de door X geinduceerde a-algebra AX o.o. 

zijn. 

e. E(E(xlA 0 ) IA 1) = E(xlA 0 ) = E(E(xlA 1) IA 0 ) b.z. als A0 c A1 c A. 

f. Als X = c b.z. dan geldt E(XIA0 ) = c b.z •. 

g. E(aX1+bx2 1A0 ) = aE(x1 IA 0 ) + bE(x2 1A0 ) b.z .• 

h. Als X ~ o b.z. dan geldt E(XIA0 ) > O b.z •• 

i. IE(XIA0 ) I ~ E( lxl IA 0 ) b.z .• 

Bewijs: 

a, b, f, gen de eerste gelijkheid in e volgen rechtstreeks uit stelling 

2.11.1 en de daarop aansluitende definitie 2.11.1. h volgt uit het bewijs 

van stelling 2.11.1. Uit gen h volgt i daar E(XIA0 ) = E(X+IA0 ) - E(X-IA 0 ) 

b.z. en E(lxl IA 0 ) = E(X+IA0 ) + E(X-IA 0 ) b.z .• Door in stelling 2.11.2 z te 

vervangen door ZIA' A E A0, verkrijgt men c. Als A0 en AX o.o. zijn en 

A E A0 , dan zijn X en IA o.o. zodat d volgt uit stelling 2./.3. 

Daar 

I XdP I E(XIA1 )dP, A E A1 • 
A A 

I XdP J E(xlA 0 )aP, A E A0 , 

A A 

zijn de beide rechterleden gelijk voor iedere A E A0 als A0 c A1 c A. Daar 

E(XIA0 ) A0-meetbaar is en E(E(X\A1)) =EX eindig is, levert toepassing van 

stelling 2.11.1 en definitie 2.11.1 de tweede gelijkheid in e. 

Men kan E(XIA0 ) blijkens zijn definitie opvatten als een vergroving 
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van X tot een A0-meetbare stochastische grootheid waarbij de gemiddelde 

waarde over A0-meetbare verzamelingen met betrekking tot P behouden blij~. 

Als A0 =A treedt geen vergroving op daar volgens stelling 2.11.3b 

E(XIA) = X b.z .. Naarmate de a-algebra Ao echter kleiner wordt treedt vol­

gens stelling 2.11.3e stapgewijs een steeds verder gaande vergroving op. 

Dit proces eindigt als men voor A0 de kleinste a-algebra in A kiest, name-

lijk A0 ={~,~}.Men gaat met behulp van definitie 2.11.1 of stelling 

2.11.3d eenvoudig na dat in dit geval E(XIA0 ) =EX zodat X nu tot een 

P-bijna overal constante stochastische grootheid is teruggebracht. 

Hoewel E(XiA0 ) niet als een integraal is gedefinieerd corresponderen 

de eigenschappen f-i in stelling 2.11.3 met eigenschappen van EX (zie stel­

ling 2.7.1 b-e). Ook de hierna volgende stellingen wijzen erop dat een 

voorwaardelijke verwachting zich, grof gesproken, bijna zeker als een ver­

wachting gedraagt (verg. stellingen 1.6.2-1.6.5). 

Stelling 2.11.4 (monotone convergentie stelling) 

Als 0 ,,; Xn t X b.z. en EX<"" dan geldt ook E(xniA0 ) t E(XIA0 ) b.z .. 

Bewijs: 

Daar Xn b.z. een niet-dalende rij niet-negatieve stochastische grootheden 

is, geldt hetzelfde voor de rij X' = E(X IA 0 ) volgens stelling 2.11.3g en 
n n 

h. De rij X~ convergeert d~s b.z. naar een A0-meetbare functie Z. Toepas-

sing van stelling 1.6.2 op XnIA en XIA respectievelijk X~IA en ZIA levert 

voor iedere A E A0 

A A A A 

Daar de beide linkerleden voor iedere n aan elkaar gelijk zijn, zijn ook 

de rechterleden gelijk. Aangezien Z A0-meetbaar is, volgt hieruit dat 

z = E(XiA 0 ) b.z .• 

. Ste Uing 2. 11. 5 (lemma van Fatou) 

Als Xn ;:;,,_ 0 b.z. en EXn <00 •Voorn = 1,2, •.. en als voorts E (lim inf X ) < m 

dan geldt n n 

E(lim inf xn1A0 ) ~ lim inf E(Xn1A 0 ) b.z .. 
n n 
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Als X ~ 0 b.z. en EX > -oo voor n 
n n 1,2, ... en als voorts E(lim sup X ) >-"', 

n 
dan geldt n 

E(lim sup Xn1A 0 ) => lim sup E(X IA ) b n 0 .z. · 
n n 

Bewijs: 

Het tweede deel van de stelling volgt uit het eerste door Xn door -Xn te 

vervangen.Om het eerste deel te bewijzen merken wij op dat 

lim inf Xn = lim Yn, Yn = inf Xm. 
n n+00 m;:;p 

Daar Yn een niet-dalende rij b.z. niet-negatieve stochastische grootheden 

is volgt uit stelling 2.11.4 

E(lim inf XnlA 0 ) = lim E(YnlA 0 ). 
n n+00 

Voor iedere m;;;,, n.geldt Yn ~ Xm. Volgens stelling 2.11.3g en h geldt dus 

E(YnJA0 ) ~ E(XmJA 0 ) b.z. voor iedere m ~ n, zodat 

E(YnJA 0 ) ~ inf E(XmJA 0 ) b.z •. 
m>n 

Hieruit volgt dat met kans 1 

E(lim inf XnJA 0 ) < lim inf E(XmJA0 ) 
n n+00 m>n 

Stelling 2.11.6 (ged.omineerde convergentie stelling) 

lim inf E(XnJA 0 ). 
n 

Als X + X b.z. en er een stochastische grootheid Y met EJYI < 00 bestaat 
n 

zodanig dat Jxnl ~ Y b.z. voor alle n, dan geldt 

Bewijs: 

Uit het gegeven volgt dat de in de stelling en in het onderstaande bewijs 



148 

voorkomende stochastische grootheden eindige verwachtingen bezitten zodat 

hun voorwaardelijke verwachtingen gedefinieerd zijn. Zij Y = Ix -XI. Dan 
n n 

is 2Y - Yn;, O b.z. zodat volgens stelling 2.11.3g en stelling 2.11.5 

E(2YIA0 ) - E(lim sup Yn!A 0 ) = E(lim inf(2Y-Yn)IA 0 ) ~ 
n n 

n 

zodat volgens stelling 2.11.3h en f 

n 

De tweede uitspraak van de stelling volgt door toepassing van stelling 

2.11.3 i en g. 

In de stellingen 2.11.4 en 2.11.5 wordt geeist dat alle voorkomende 

stochastische grootheden eindige verwachting hebben, terwijl deze eis in de 

overeenkomstige stellingen 1.6.2 en 1.6.3 niet wordt gesteld. Dit vindt zijn 

oorzaak in het feit dat wij voorwaardelijke verwachtingen alleen gedefini­

eerd hebben voor stochastische grootheden met eindige verwachting. De ge­

noemde eis dient uitsluitend om de existentie van de in de stellingen 

2.11.4 en 2.11.5 optredende voorwaardelijke verwachtingen te garanderen. 

Men kan de definitie van voorwaardelijke verwachting echter uitbreiden tot 

stochastische grootheden die sle~hts P-integreerbaar zijn, d.w.z. waarvoor 

de verwachting gedefinieerd maar niet noodzakelijk eindig is. De stellingen 

2.11.4 en 2.11.5 blijven dan, ook zonder de genoemde eis, gelden. Stelling 

2.11.4 is dan niet meer een speciaal geval van stelling 2.11.6. Bij de ge­

noemde uitbreiding van de definitie van voorwaardelijke verwachting doet 

zich de complicatie voor, dat de voorwaardelijke verwachting van een stoch­

astische grootheid met oneindige verwachting de waarde + 00 of - 00 kan hebben 

op een verzameling met positieve maat. Een dergelijke voorwaardelijke ver­

wachting is dus geen stochastische grootheid in de zin van definitie 2.5.1. 

Stelling 2.11.7 (ongelijkheid van Jensen) 

Zij g een reele meetbare en convexe functie op R1. Indien EX en Eg(X) 



149 

eindig zijn, dan geldt 

Bewijs: 
• . • R1 t t Daar g meetbaar en convex is, is g ook continu op en bes aa er voor 

iedere a E R1 een reeel getal m(a) zodanig dat g(x) ~ g(a) + m(a)(x-a) 

voor alle x E R1 (zie het bewijs van stelling 1.6.5). Aangezien g begrensd 

is op begrensde intervallen geldt hetzelfde voor de functie m; men veri­

fieert zelfs eenvoudig dat m monotoon niet-dalend is op R1• Uit 

g(X) ~ g(a) + m(a)(X-a) volgt volgens stelling 2.11.3 dat voor iedere a E R1 

Zij Deen aftelbare verzameling die dicht ligt in R1• Daar een aftelbare 

vereniging van P-nulverzamelingen zelf ook een P-nulverzameling is, geldt 

(2.11.7) E(g(X) IA 0 ) ;, sup {g(d)+m(d)(E(XIA0)-d)} b.z •• 
dED 

Beschouw de verzameling A E A0 van die w E n waarvoor E(XIA0 )(w) eindig is 

en waarvoor 

E(g(X) IA 0 )(w) ;, sup {g(d)+m(d)(E(XIA0)(w)-d)L 
dED 

Daar E(XIA0) b.z. eindig is volgt uit (2.11.7) dat P(A) = 1. Voor een 

willekeurige vaste w E A kiezen wij een rij ~ E D die voor n + 00 naar 

E(XIA0)(w) convergeert. Daar g continu is op R1 en m begrensd is op begrens­

de intervallen vinden wij voor iedere w E A 

E(g(X)IA0 )(w),; lim {g(dn)+m(dn)(E(XIA0)(w)-dn)} 
n+oo 
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Beschouw een stochastische vector Y = (Y 1, ... ,Yk), 1,;;, k,;;, 00 , gedefini­

eerd op dezelfde kansruimte (Q,A,P) waarop ook de stochastische grootheid X 

is gedefinieerd. Zij Ay de door Y in Q geinduceerde a-algebra. Indien 

EIXl<00 , definieren wij de voorwaardelijke verwachting van x gegeven y 

als de voorwaardelijke verwachting van X gegeven Ay: 

(2.11.8) 

Dit is een Ay-meetbare stochastische gr?otheid, hetgeen volgens stelling 

1.4.1 equivalent is met het bestaan van een reele Borelfunctie g op Rk zo­

danig dat E(XIY) = g(Y). Uit definitie 2.11.1 volgt nu dat (2.11.8) equi­

valent is met: 

Definitie 2.11.2 

Een stochastische grootheid X' wordt een voorwaardelijke verwachting van X 

gegeven Y genoemd (notatie: X' = E(XIY)) indien er een reele Borelfunctie 

g op Rk bestaat zodanig dat X' = g(Y) en indien voorts 

(2.11.9) J XdP 
A A 

-1 k 
voor iedere A E Ay, d.w.z. voor iedere A= Y (B), BE B . 

Merk op dat volgens de overplantingsstelling 

J g(Y)dP = r g(y)dPY(y), 

Y- 1(B) B 

zodat (2.11.9) in definitie 2.11.2 mag worden vervangen door 

(2.11.10) J XdP 
J gdPY voor alle B E Bk. 

y-1(B) B 

Wegens (2.11.8) zijn twee versies g1(Y) en g2 (Y) van E(XIY) als 

functies op Q P-bijna overal gelijk. Dit is equivalent met de bewering dat 

de bij deze versies behorende functies g1 en g2 op Rk Py-bijna overal ge­

lijk zijn. 
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Indien twee stochastische vectoren Y en Y dezelfde a-algebra Ay = Ay_ 

in~ induceren, dan geldt volgens (2.11.8) E(XJY) = E(XJY) b.z .. Dit bete­

kent dat versies van deze voorwaardelijke verwachtingen g(Y(w)) = E(XJY)(w) 

en g(Y(w)) = E(XJY)(w) als functie van w P-bijna overal gelijk zijn. De 

functies g en g zijn in het algemeen natuurlijk niet gelijk; zij kunnen 

zelfs op ruimten met van elkaar verschillende dimensies gedefinieerd zijn. 
Uit (2.11.8) volgt ook dat E(XJY) alle in stellingen 2.11.2-2.11.7 

opgesomde eigenschappen van E(XJA0 ) bezit. In de twee volgende stellingen 

noemen wij hiervan slechts de met stellingen 2.11.2 en 2.11.3c-e correspon­

derende eigenschappen, daar deze met behulp van stelling 1.4.1 formeel een 

ander aanzien krijgen (eigenschap bin stelling 2.11.3 is een speciaal ge~ 

val van c). 

Stelling 2. 11. 8 

X' = E(XJY) dan en slechts dan indien er een reele Borelfunctie g k op R be-
st aat zodanig dat X' = g(Y) en indien voorts EXh(Y) = EX'h(Y) voor iedere 
reele Borelfunctie hop Rk waarvoorEXh(Y) bestaat en eindig is. 

Ste Uing ~. 11 • 9 

Op een kansruimte (~,A,P) ziJn gedefinieerd een stochastische grootheid X 

met EJXl<00 en stochastische vectoren Y = (Y1,. .. ,Yk) en Y = (Y 1,. ·· jm), 

1 $ k, m $ 00 , zodanig dat Y = ~(Y) waarbij ~ een Borelfunctie op Rm met 

waarden in Rk voorstelt. Zij h een reele Borelfunctie op Rk. Dan geldt: 

1. E(Xh(Y)JY) = h(Y)E(XJY) b.z. als EXh(Y) bestaat en eindig is. 

2. E(XJY) = EX b.z. als X en Y .. o.o. zijn. 

3. E(E(XJY) jY) = E(XJY) = E(E(XJY) JY) b.z •. 

Wij wensen nu het begrip voorwaardelijke verwachting van X gegeven 

Y = y (notatie: E(XJY=y)) voor y E Rk in te voeren. Hiertoe kiezen wiJ een 

versie g(Y) van E(XJY) en definieren E(XJY=y) = g(y) voor alley E Rk. 
k Keuze van een andere versie van E(XJY) leidt voor Py-bijna alle y E R tot 

dezelfde definitie van E(XJY=y). Volgens definitie 2.11.2 en het daarna 

volgende is iedere reele Borelfunctie g op Rk die aan (2.11.10) voldoet een 

versie van de functie E(XJY=·) op if:. De eigenschappen van g(y) = E(XJY=y) 

volgen rechtstreeks uit die van g(Y) = E(XJY), waarbij beweringen die voor 
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E(X\Y) bijna zeker gelden overgaan in beweringen over E(X\Y=y) voor P1-bijna 
k 

alle y E R 

Naar analogie van de relatie P(A) = EIA kunnen wij ook voorwaardelijke 

waarschijnlijkheden als voorwaardelijke verwachtingen van de corresponderen­

de indicator functies definieren. Als boven beschouwen wij een kansruimte 

(n,A,P), een deel-cr-algebra A0 van A en een stochastische vector 

Y = (Y 1, •.. ,Yk), 1;,k,; 00 , op (Q,A,P) en definieren de volgende begrippen. 

Voor A E A is 

( 2. 11. 11) 

een voorwaardelijke waarschijnlijkheid van A gegeven A0. Volgens definitie 

2.11.1 is P(AIA0 ) voor iedere vaste A EA gedefinieerd als een A0-meetbare 

stochastische grootheid waarvoor geldt 

(2.11.12) P(AnA0 ) = J P(A\A 0)dP voor iedere A0 E A0 • 

AO 

Twee versies van P(A\A0) zijn P-bijna overal gelijk. Voor A E A is 

(2.11.13) 

een voorwaardelijke waarschijnlijkheid van A gegeven Y. Volgens definitie 

2.11.2 en (2.11.10) is P(AiY) voor iedere vaste A EA gedefinieerd als een 

reele Borelfunctie g van Y waarvoor geldt 

(2.11.14) P(AnY- 1(B)) = I P(AiY)dP = J g(y)dP1 (y) 

Y- 1(B) B 

voor alle B E Bk. Indien g(Y) een versie van P(A\Y) is, definieren wij voor 

alle y E Rk de voorwaardelijke waarschijnlijkheid van A gegeven Y = y als 

P(A\Y=y) = g(y); P(AIY=·) is dus een reele Borelfunctie op Rk waarvoor 

geldt 

( 2. 11. 15) I P(A\Y=y)dP1 (y) voor iedere B E Bk. 

B 
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Zij V = (v1, ..• ,Vm), 1,;;m,;; 00 , een tweede stochastische vector op 

(D,A,P). Geheel analoog aan de notatie PV(B) of P(VEB) voor de (onvoorwaar­

delijke) waarschijnlijkheid P({w:V(w)EB}) = P(v- 1(B)) voor BE JJI1 (zie §2.5) 

voeren wij nu overeenkomstige notatie in voor de voorwaardelijke waarschijn­

lijkheid van de eventualiteit {VE B}. Voor iedere BE £iID is 

(2.11.16) 

(2.11.17) 

(2.11.18) 

PvlA (B) = P(VEBIA 0 ) = P(v- 1 (B) IA 0 ), 
0 

PVIY(B) = P(VEBIY) = P(v- 1_(B) Jy)' 

PVIY=y(B) = P(VEBJY=y) = P(V- 1(B)JY=y). 

De relatiesdie deze drie begrippen definieren volgen rechtstreeks uit 

(2.11.12), (2.11.14) en (2.11.15) door hierin Ate vervangen door v- 1(B), 

BE Jffil. Zo is bijvoorbeeld PVIY=·(B) voor iedere vaste BE Bm gedefinieerd 

als een reele Borelfunctie op Rk waarvoor geldt 

(2.11.19) P( {VEB}n{YEB}) 
~ 

B 

voor iedere B E Bk. De functie PVIA (respectievelijk PVIY en PVJY=y) op 
0 

Bm wordt een voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven A0 (respectievelijk 

Y en Y = y) genoemd. 

De hierboven ingevoerde terminologie suggereert dat er voor iedere 

A E A een zodanige versie van P(AJA0 ) zou kunnen warden gekozen dat 

P(AJA 0 )(w) voor iedere (of P-bijna alle) vaste w E D als functie van A een 

waarschijnlijkheid op (D,A) zou zijn. Indien dit inderdaad mogelijk is 

noemt men een dergelijke keuze een reguliere versie van de voorwaardelijke 

waarschijnlijkheid P(.IA0). Over het al dan niet bestaan van een reguliere 

versie merken wij het volgende op. Daar 0 _;,IA.;;, 1 is P(AIA0 ) = E(IAIA 0) 

voor iedere A EA gedefinieerd en b.z. niet-negatief volgens stelling 

2.11.3h. Er is dus voor iedere A EA een versie waarvoor P(AIA 0 )(w) ;,,_ 0 

voor alle w ED. Uit (2.11.12) volgt dater een versie van P(DJA0) is waar­

voor P(DIA0 )(w) = 1 voor alle w ED. Voorts geldt volgens stelling 2.11.4 

voor een disjuncte rij A1, A2 , ••. EA 



l 2. 11. 20) l P(An\A0 ) b.z .. 
n=1 

De P-nulverzameling van die w E Q waarvoor de bovenstaande gelijkheid niet 

geldt zal echter in het algemeen van de beschouwde rij A1, A2 , .•. afhangen. 

De verzameling van die w E Q waarvoor P(. \A 0 )(w) niet 0-additief is op A, 

is dus de vereniging van een - mogelijk overaftelbaar - aantal P-nulverza­

melingen en dus niet noodzakelijk een P-nulverzameling. Men kan aan de hand 

van een voorbeeld aantonen dat deze complicatie tot gevolg kan hebben dat 

er geen reguliere versie van P(. \A0) b~staat. Tevens kan men echter bewijzen 

dater voor een stochastische vector V = (v1, ... ,Vm)' 1 ~ m,;:;, 00 , wel steeds 

een reguliere versie van zijn voorwaardelijke kansverdeling PV\A op (Rm,gn) 

bestaat. Wij spreken af dat wij voor een voorwaardelijke kansveraeling van 

een stochastische vector steeds een reguliere versie zullen kiezen. Voor 

P-bijna alle w, c.q. Py-bijna alley, zijn PV\A (B)(w), PV\Y(B)(w) en 

PV\Y=y(B) als functie van B dus voortaan waarscRijnlijkheden op (Rm,lf1). 

In het voorafgaande hebben wij voorwaardelijke verwachtingen en voor­

waardelijke waarschijnlijkheden impliciet, d.w.z. als oplossing van een 

vergelijking gedefinieerd. De twee volgende stellingen geven een methode 

om in de meest voorkomende gevallen deze functies expliciet te bepalen. 

SteZZing 2.11.10 

Laten V = (V1 , ..• ,Vm) en Y = (Y 1 , •.• ,Yk), 1,;:;, m, k < 00 , twee stochastische 

vectoren op een kansruimte (Q,A,P) voorstellen, µ 1 en µ2 twee 0-finiete 

maten op (Rm,lf1) respectievelijk (Rk,~) enµ= µ 1xµ 2 hun productmaat op 

( m+k m+k) - . . 
R ,B • Veronderstel dat de simultane kansverdeling PV y van het paar 

(V,Y) een kansdichtheid fV y ten opzichte vanµ bezit. Dan is , 

(2. 11.21) 

ID k 
een kansdichtheid van Y met betrekking tot µ2 . Voor alle v E R en y E R 

definieren wij 

(2.11.22) 

0 anders. 



Dan is 

(2.11.23) 
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f fVIY=y(v) dµl(v), y E Rk, BE sm, 
B 

een reguliere versie van de voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven 

Y = y. fVIY=y wordt een voorwaardelijke dichtheid van V gegeven Y = y ten 

opzichte van µ 1 genoemd. 

Bewijs: 

Voor BE~ geldt volgens de stelling van Fubini (stelling 1.6.7) 

P(YEB) fv Y(v,y) dµ(v,y} 
' 

zodat (2.11.21) inderdaad een dichtheid van Y ten opzichte van µ2 is. Zij 

I k k ( ) C = {y y ER , 0 < fy(y) < 00 } zodat C E B en Py C = 1. Door wederom de 

stelling van Fubini toe te passen vinden wij dat het rechterlid van 

(2.11.23) voor iedere BE~ een Borelfunctie van y is en dat voor iedere 

B E Ef1 en B E Bk 

f {f fvlY=y(v) dµl (v)} dPY(y} 

B B 

= j {f 
BC B 

f f ( ) dµ( ) P({VEB}n{YEBC}) ~ V,Y v,y v,y 
BXBC 

= P({VEB}n{YEB}}. 

Volgens (2.11.19) is (2.11.23) dus inderdaad een versie van PVIY=y" Voorts 

is fVIY=y niet-negatief terwijl voor iedere y E C 
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zodat fV!Y=y voor Py-bijna alley E Rk een kansdichtheid is. (2.11.23) is 

dus een reguliere versie. 

Stelling 2.11.11 

Laat V = (v1, ••• ,Vm)' 1;,m;, 00 , een stochastische vector op een kansruim:te 

(n,A,P) voorstellen, $ een reele Borelfunctie op Rm waarvoor El$(V)l<00 en 

A0 een deel-cr-algebra van A. Dan geldt voor een reguliere versie van PVIAo 

(2.11.24) 

Merk op dat het rechterlid slechts gedefinieerd is als PVIAo een maat is; 

voor een reguliere versie is dit b.z. het geval. 

Bewijs: 

Als ~ = IB, BE Ff1, dan is ~(V) = 

(2.11.16) 

terwijl 

I zodat volgens (2.11.11) en 
V- 1(B) 

PvlA (B) b.z. 
0 

f $(v) dPvlA (v) = f dPvlA = PvlA (B) b.z •• 
Rm 0 B 0 0 

Uit stelling 2.11.3g volgt nu dat (2.11.24) juist is indien $ een elemen­

taire Borelfunctie is. Voor een willekeurige niet-negatieve Borelfunctie 

$ bewijst men (2.11.24) door$ te benaderen door een niet-dalende rij 

niet-negatieve elementaire Borelfuncties en de monotone convergentie stel­

lingen 1.6.2 en 2.11.4 toe te passen. Voor een willekeurige Borelfunctie 

$ volgt (2.11.24) door het bovenstaande toe te passen op$+ en$-. 
Als Y = (Y 1, ••• ,Yk), 1;,k;, 00 , een tweede stochastische vector op (n,A,P) 

voorstelt dan volgt uit (2.11.24) dat 
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E($(V)IY=y) = J $(v) dPVIY=y(v) 
Rm 

k voor Py-bijna alley ER Indien de voorwaarden in stelling 2.11.10 ver-

vuld zijn, kunnen wij dus expliciet een versie van E($(V)IY=y) aangeven, 

namelijk 

(2.11.26) E($(V)\Y=y) = Jm $(v) fVIY~y(v) dµ 1(v), 

R 

waarin f I wordt gegeven door (2.11.22). VY=y 
In het begin van deze paragraaf werden voor een tweetal eenvoudige ge-

vallen rechtstreeks definities van voorwaardelijke kansverdeling en voor­

waardelijke verwachting gegeven en de vraag rijst of deze wel in overeen­

stemming zijn met de daarna gegeven algemene definities. Het anwoord op deze 

vraag is ja. Uit (2.11.19) volgt voor discreet verdeelde Y dat PVIY=y(B) 

vooralley met P(Y=y) # 0 ondubbelzinnig gedefinieerd is en door (2.11.3) 

wordt bepaald. Indien de simultane verdeling van (V,Y) continu is, zijn de 

voorwaarden in stelling 2.11.10 vervuld (µ 1,µ 2 enµ zijn nu Lebesgue maten) 

zodat de voorwaardelijke dichtheid fVIY=y(v) wordt gegeven door (2.11.22). 

Tenslotte wordt de voorwaardelijke verwachting E($(V)IY=y) volgens (2.11.25) 

en (2.11.26) verkregen als verwachting met betrekking tot de voorwaardelijke 

verdeling van V gegeven Y=y. 
Tot besluit willeD wij nog de aandacht vestigen op enige consequenties 

van (2.11.19) en stelling 2.11.10. Kiezen wij B = Rk, dan gaat (2.11.19) 

over in 

(2.11.27) 

een formule die grate overeenkomst vertoont met, en voor discrete Y zelfs 

een speciaal geval is van (2.2.4). Uit stelling 2.11.10 volgt onder de ge­

stelde voorwaarden dat een dichtheid van PV met betrekking tot de maat µ1 
gegeven wordt door 

(2.11.28) 
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Als Ven Y beide discreet zijn is ook (2.11.28) een speciaal geval van 

(2.2.4). Verder volgt uit stelling 2.11.10 een analogon van (2.2.5), de 

regel van Bayes: 

(2.11.29) 

voor PV-bijna alle v en Py-bijna alle y. Als V en Y discreet zijn is dit 

zelfs een speciaal geval van (2.2.5). 

In het voorgaande hebben wij (2.11.19) en stelling 2.11.10 gebruikt 

om de voorwaardelijke verdeling van V gegeven Y = y te definieren in termen 

van de simultane verdeling van Ven Y. In de practijk gebruikt men (2.11.19), 

stelling 2.11.10 en de daaruit afgeleide formules (2.11.27)-(2.11.29) vaak 

in omgekeerde richting om de simultane verdeling van Ven Y, de marginale 

verdeling van V, of de voorwaardelijke verdeling van Y gegeven V te be-

palen als de marginale verdeling van Y en de voorwaardelijke verdeling 

van V gegeven Y bekend zijn. Deze situatie doetzich met name voor bij de 
constructie van kansruimten bij experimenten die uit twee of meer deelex-

perimenten bestaan, waarbij de wijze waarop en de omstandigheden waaronder 

ieder deelexperiment moet warden uitgevoerd, warden vastgelegd door de uit­

slagen van de daaraan voorafgaande deelexperimenten. Bij wijze van voor­

beeld beschouwen wij het volgende experiment: Men kiest aselect een getal 

y uit het eenheidsinterval en vervolgens voert men n o.o. alternatieven 

uit, alle met het eerder gekozen getal y als succeskans. Het hierbij be­

haalde aantal successen noemt men v. Wij interpreteren deze omschrijving 

in een mathematisch model door te spreken over twee stochastische groot­

heden, Ven Y, zodanig dat Y de homogene verdeling op (0,1) bezit, terwijl 

de voorwaardelijke verdeling van V gegeven Y = y voor y E (0,1) de bino­

miale verdeling met parameters n en y is. Nemen wij voor µ 1 de telmaat op 

d h 1 1 • . d e ge e e getallen en voor µ 2 de Lebesgue maat op R , dan hebben wiJ us 

in de notatie van stelling 2.11.10 
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als y E ( 0, 1 ) , 

anders; 

en 

Met behulp van (2.11.22), (2.11.28) en (2.11.29) vinden wij derhalve 

(n) yv(l-y)n-v voor v E {0,1, ... ,n}, y E (0,1); 
v 

1 

(n) f yv( l-y)n-v dy 1 · {O 1 } v = n+l voor v E , , ••• ,n 

0 

fYIV=v(y) = (n+l)(~) yv(l-y)n-v voor v E {0,1, ... ,n}, y E (0,1). 

De verwachting van V kunnen wij op twee manieren berekenen: 

n 
E(V) lo n:l = % ' 

v= 

en 

E(V) E(E(VIY)) E(nY) n = -
2 

Opgaven 

1. Bepaal de voorwaardelijke verdeling van X gegeven Y als X en Y twee 

stochastische grootheden zijn wier simultane verdeling een twee­

dimensionale N(µ,!)-verdeling is met Ill > 0 dan wel l!I = 0. 

2. x 1,x2 , ... ,xri+1 zijn o.o. identiek verdeeldestochastische groot­
k 

heden en S = l X k = 1 2 ••. ,n+1. Bepaal de voorwaardelijke 
k i=1 i' ' ' . 

verdeling van de stochastische vector (s 1, ... ,Sn) gegeven Sn+l als Xi 

a) exponentieel 



3. 

b) geometrisch 

verdeeld is. 
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Bepaal de voorwaardelijke verdeling van X gegeven Z 

o.o. stochastische grootheden zijn die 

a) Poisson verdelingen met parameters µ resp. v 

X+Y als X en Y 

b) binomiale verdelingen met parameters men p resp. n en p 

bezitten. 
4. De stochastische grootheden U en V zijn o.o. en homogeen verdeeld op 

(0,1), X = min(U,V) en Y = max(U,V). Bepaal de voorwaardelijke ver-
- k 

deling van Y gegeven X en bereken E(Y IX) voor k = 1,2, .•.• 

5. Bepaal de voorwaardelijke verdeling van x 1 gegeven M = max(x1, ... ,Xn) 

als x 1, ... ,Xn o.o. stochastische grootheden zijn die homogeen verdeeld 

zijn op (0,1). 

6. Voor een stochastische grootheid X waarvoor EX2 < oo en een stochas­

tische vector Y geldt 

waarin o2 (XJY) de variantie van de voorwaardelijke verdeling van X ge­

gegeven Y voorstelt en o2 (E(XJY)) de variantie van E(XJY). Bewijs dit. 

7 . Bij een samengesteld experiment neemt men eerst de waarde van een 

stochastische grootheid Y waar, waarbij Y een gamma verdeling met 

parameters k en A bezit (k geheel). Indien Y de waarde y aanneemt ver­

richt men vervclgens een waarneming van een stochastische grootheid 

met een Poisson verdeling met parameter y. Bepaal de (onvoorwaardelijke) 

kansverdeling van het resultaat van deze tweede waarneming. 

8. Beantwoord opgave 7 als Y N(µ,o 2 ) verdeeld is en in tweede instantie 

( 2) . . een N y,T verdeelde stochastische grootheid wordt waargenomen. 
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